Experimento 4
Ley de contacto de Hertz:
compresion de objetos elasticos

Geofisica de medios granulares
Verificacién de la relacion fuerza-desplazamiento no lineal y efecto de la geometria de contacto

OBJETIVO

Verificar experimentalmente la ley de contacto de Hertz comprimiendo objetos elasticos de diferentes
geometrias (esferas y bloques rectangulares) con una prensa manual. Se busca medir la relacion
fuerza-desplazamiento, extraer el exponente de la ley de potencia F O 3", y comprobar que n = 3/2 para
contactos esféricos (Hertz) y n = 1 para geometria plana (Hooke). El experimento conecta con los modelos
de contacto utilizados en simulaciones DEM y con la propagacion de ondas acusticas no lineales en medios
granulares.

CONTEXTO FiSICO

Contacto entre soélidos elasticos

Cuando dos sdlidos elasticos se ponen en contacto bajo una fuerza F, se deforman localmente y generan un
area de contacto finita. A diferencia de lo que ocurre con un resorte ideal (ley de Hooke: F = kd), la relacion
fuerza-desplazamiento para esferas es no lineal. Esta no-linealidad tiene consecuencias profundas en la
dinamica de los medios granulares: determina como se propagan las ondas acusticas, como se distribuyen
las fuerzas en las cadenas de contacto, y cémo responde un empaquetamiento granular a la compresion.

La ley de Hertz (1882)

Heinrich Hertz demostré que la fuerza de contacto entre dos esferas elasticas idénticas de radio R, modulo
de Young E y coeficiente de Poisson v, crece como la potencia 3/2 del acercamiento 6 (la distancia que se
comprimen los centros de las esferas respecto a la posicion de contacto inicial):

F = (4/3) E* VR* - 572

donde E* = E/[2(1 - v2)] es el médulo elastico reducido y R* = R/2 es el radio reducido (para dos esferas
idénticas). El radio del &rea de contacto crece como a = V(R*d).

Esta ley es valida en el régimen de deformaciones pequefias: &/R < 0,1. Para deformaciones mayores, el
comportamiento se desvia de la prediccion hertziana y tiende hacia una respuesta mas lineal.

Geometria plana: ley de Hooke

Cuando se comprime un bloque de seccién transversal uniforme (por ejemplo, un paralelepipedo de
espuma), no hay efecto geométrico de curvatura. La fuerza crece linealmente con el desplazamiento: F =
(EAJL) d, donde A es el area de la seccion, L la longitud del bloque y E el médulo de Young. Este es el
comportamiento de un resorte hookiano con n = 1.

Comparar el exponente obtenido para un objeto esférico (n = 3/2) con el de un bloque rectangular (n = 1)
permite demostrar que la no-linealidad de Hertz es un efecto puramente geométrico, no una propiedad del
material.

Régimen de grandes deformaciones

Cuando un material muy blando (como una pelota de espuma) se comprime significativamente (&/R > 0,1), la
ley de Hertz deja de ser vdlida. El area de contacto crece mas rapidamente que lo predicho, y el
comportamiento se acerca al caso lineal (n —» 1). En el caso extremo donde la esfera se aplasta



completamente, el contacto se asemeja al de una superficie plana. Observar esta transicion permite discutir
los limites de validez de la teoria y la importancia de la rigidez del material.

Desviaciones: adhesién (modelo JKR)

A fuerzas muy bajas (< 0,5 N), la adhesion entre las superficies produce un area de contacto mayor que la
prediccién hertziana. El modelo JKR (Johnson-Kendall-Roberts) extiende la teoria de Hertz incluyendo la
energia de superficie. En este experimento, espolvorear talco sobre las superficies de contacto reduce la
adhesion y acerca el comportamiento al modelo de Hertz puro.

Conexion geofisica

La ley de Hertz es la base de todos los modelos de contacto en simulaciones de Elementos Discretos (DEM),
utilizadas en geofisica para modelar fallas, flujos granulares y empaquetamientos. La no-linealidad F O 5°/2
también gobierna la propagacion de ondas acusticas no lineales en medios granulares: la velocidad de
propagacion depende de la amplitud de la onda, un fendmeno sin analogo en la acustica lineal clasica. La
relacion entre la presién de confinamiento y la velocidad de las ondas sonoras en arena seca sigue
directamente de la ley de Hertz, con aplicaciones en sismologia granular y prospeccion geofisica.



DESCRIPCION DEL EXPERIMENTO

El experimento consiste en comprimir objetos elasticos de diferentes geometrias entre dos platos rigidos,
midiendo simultaneamente la fuerza aplicada y el desplazamiento de los platos. Se comparan tres

configuraciones:
¢ Bola de espuma (esfera blanda, R = 3—4 cm): contacto esférico en régimen de grandes deformaciones.
Se espera una desviacién de Hertz hacia un comportamiento mas lineal.
e Espuma rectangular (paralelepipedo, = 3 x 3 x 2 cm): geometria plana. Se espera un comportamiento
lineal (n = 1, ley de Hooke).
e Bolita rigida (esfera dura, R = 1-2 cm): contacto esférico en régimen de deformaciones mas pequefias.
Se espera n = 3/2 (Hertz).



ANALISIS DE DATOS

El objetivo del analisis es obtener la relacion fuerza-desplazamiento para cada geometria y verificar el
exponente de la ley de potencia. El desplazamiento se extrae del video y la fuerza de la celda de carga. Se
recomienda usar MATLAB.

Paso 1: Cargar datos de fuerza

Leer el archivo . mat correspondiente. Contiene dos variables: peso_g (lectura de la balanza en gramos) y
ti enpo_s (tiempo en segundos). Convertir a Newtons: F = peso_g x 9,81 x 1073, Graficar F(t) para
visualizar el trigger y la fase de compresion.

Paso 2: Extraer desplazamiento del video

El video registra el perfil lateral de la prensa. A medida que el gato sube, la plataforma inferior se desplaza
verticalmente. Para extraer d(t):

1. Extraer un strip vertical central de cada frame (evitando el marco de madera lateral).
2. Promediar horizontalmente para obtener un perfil de intensidad 1D.

3. Crear un template del borde de la plataforma metalica en el primer frame (franja de +25 pixeles
alrededor del borde mas fuerte).

4. En cada frame subsiguiente, buscar la mejor coincidencia del template mediante correlacién cruzada
normalizada (NCC) en una ventana de busqueda de +120 pixeles alrededor de la posicién anterior.

5. El desplazamiento es la diferencia entre la posicion inicial y la actual del borde: & = pos, - pos(t).

Paso 3: Sincronizaciéon fuerza-video

Las dos sefales (fuerza y desplazamiento) estan en bases de tiempo diferentes. Para sincronizarlas, se
busca el inicio de la compresion sostenida en ambas sefales y se alinean esos instantes. Se define el inicio
como el momento en que la sefial suavizada supera el 10% de su valor maximo.

Paso 4: Fuerza neta de contacto

Restar el peso en reposo del objeto (fuerza de la balanza cuando & = 0) para obtener la fuerza neta de

contacto: Fne . F-F . Interpolar la fuerza neta a los tiempos del video usando el offset calculado.

t reposo

Paso 5: Ajuste de ley de potencia

Graficar F vs. & en escala log-log. Si F = A - 8", la gréfica es una recta de pendiente n. Seleccionar
interactivamente el rango de datos a ajustar (excluyendo la zona de bajas fuerzas, donde domina la
adhesion y el ruido, y la zona de muy altas fuerzas, donde puede haber saturacién). Ajustar una recta en
log-log.

Paso 6: Comparacion entre geometrias

Repetir el andlisis para los tres objetos. Comparar los exponentes obtenidos con las predicciones teéricas (n
= 1,5 para esferas; n = 1 para bloques rectangulares). Discutir las desviaciones observadas y sus causas
fisicas.



PREGUNTAS PARA LA DISCUSION

1. Graficar F(d) para los tres objetos en escala lineal y log-log. ¢Se observa una diferencia cualitativa
entre el contacto esférico y el plano? Describir.

2. ¢Cuales son los exponentes n obtenidos para cada caso? ¢Son compatibles con las predicciones
tedricas (n = 1,5 para esferas; n = 1 para bloques)? Discutir las posibles causas de desviacion.

3. Para la bola de espuma (esfera blanda), el exponente obtenido es cercano a 1 en lugar de 1,5. ¢Por
qué? Estimar &/R y discutir si se cumple la condicién de validez de Hertz (6/R < 0,1).

4. ;Cémo afecta la rigidez del material al rango de validez de la ley de Hertz? ¢Qué objeto (bola de
espuma vs. bolita rigida) permite verificar mejor la ley? ¢Por qué?

5. La espuma rectangular puede exhibir un exponente n < 1 debido al colapso de las celdas de la
espuma (plateau en la curva o-¢ de espumas poliméricas). ¢Se observa este efecto? ¢Coémo se
manifiesta en el gréafico log-log?

6. ¢Se observa histéresis entre la carga y la descarga? ¢Qué mecanismo fisico la produce
(viscoelasticidad, friccion interna)?

7. Discutir como la no-linealidad F O 63/2

la velocidad de las ondas depende de la presion de confinamiento? Derivar la relacion v 00 P
de la ley de Hertz.

afecta la propagacion de ondas en un medio granular. ¢,Por qué
16 4 partir

8. En simulaciones DEM, ¢ por qué se usa la ley de Hertz en lugar de la ley de Hooke para modelar los
contactos entre granos? ¢,Qué fendmenos se perderian con un modelo lineal?

RESULTADOS ESPERADOS

A modo de guia, los resultados tipicos son:

Bolita rigida (esfera dura): n = 1,3-1,5, R? > 0,85. Es el caso que mejor verifica la ley de Hertz, ya que
las deformaciones son suficientemente pequefias para mantenerse en el régimen hertziano.

Espuma rectangular (bloque): n = 0,8-1,1, R? > 0,75. Comportamiento cercano a lineal (Hooke),
confirmando que la no-linealidad de Hertz es un efecto geométrico de la curvatura, no del material.

Bola de espuma (esfera blanda): n = 0,9-1,1, R? > 0,95. A pesar de ser una esfera, el exponente se
acerca a 1 debido a las grandes deformaciones (8/R >> 0,1). La relacién es muy limpia (alto Rz) pero no
hertziana.

En escala log-log, la pendiente de la recta ajustada coincide con el exponente n. La linea de referencia
Hertz (n = 1,5, verde) se separa claramente de los datos para los materiales blandos.

Para goma/caucho duro: E = 1-10 MPa, v = 0,5.
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