Algebra Lineal I. Curso 2020 Facultad de Ciencias

Actividad 9: Transformaciones lineales, Teorema de las dimensiones, Matriz asociada

1. En cada caso, indicar si estd determinada (o bien definida) la transformacién lineal T' que verifique lo
enunciado. En caso afirmativo, calcular T en un vector genérico. En caso negativo, explicitar el por
qué de la indeterminacion.

a) T:R3 — R3 tal que
T(1,0,0) = (2,1,0), T(1,1,0) = (—1,2,3,), T(1,1,1) = (0,0,1).

b) T :Ra[t] — R? tal que
T(1) = (1,0), T(t) = (1,1), T(t*) = (0,0).

c¢) T :Ra[t] — R? tal que
T(1) = (1,0), T(t) = (1,1).

d) T :Ra[t] — R? tal que
T(1) = (1,0), T(1+1t) = (1,1), T(1 +t+t*) =(0,0), T(3+ 2t +t*) = (2,1).

2. En los siguientes casos, determinar cudntas transformaciones hay que verifican las condiciones y en
caso de que halla una sola, hallar la forma general:

~

a) T:R3— R3 tal que T(1,1,-1) = (2,1,0), T(1,2,1) = (-1,2,3),
b) T:R? — R3 tal que T'(1,1,—1) = (2,1,0), 7(1,2,1) = (—1,2,3),
¢) T : May2(R) — R? tal que

(1,0,-3) = (0,0, 1);
(1,0,—-3) = (5,0, —3);

S

T(Ml) - (17 —1), T(M2> = (17 1), T(M3> = (1,1), T(M4> - (37 1), T(M5) = (1, _3>7

donde

11 10 1 2 3 3 10
() (o= (0 )= ) = (45,

3. Coordenadas en una base Dado un espacio vectorial V' de dimensién finita y dada una base
B = {by,by,--- ,b,} de V, se considera la transformacién lineal:

cp : V — k" definida por cp(b;) = e;.

a) ParaV =Ry[t] y B= {1,141+t +t*}, hallar cg(a + bt + ct?).
b) Para V =R? y B = {(cosw,senw), (—senw, cosw)}. Hallar cz(z,y).

¢) Probar que para cualesquiera V' y B, se tiene que cp es un isomorfismo.

4. Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita y sea T' : V' — W una transformacién lineal
inyectiva.

(a) Definir S : W — V transformacién lineal que verifique S o T = Idy.



(b) Probar que si si S es como en la parte anterior, entonces es sobreyectiva.

(c) ¢(Es tnica una tal S7

5. Para matrices cuadradas: invertibilidad de un lado implica invertibilidad de ambos.
Dados V = My xn(R) y A € Mpxn(R), definimos la transformacion lineal (observar que lo es):

Ty :V — V, mediante T'(M) = AM.

a) Sean A, B tales que AB = I,,.
1) Probar que T4 o Tp = idy.
2) Deducir que T4 y Tp son isomorfismos.

b) Usar la parte anterior para probar que toda matriz cuadrada invertible a izquierda es invertible
a derecha.

¢) Deducir que toda matriz cuadrada invertible a izquierda es invertible.

6. Sea T4 como en el ejercicio anterior y L4 como definida en clase. Probar que son equivalentes:

(i
(ii

(iii) L4 es isomorfismo,

A es invertible

T4 es isomorfismo,

(iv) las columnas de A son linealmente independientes,

(v

(vi

las filas de A son linealmente independientes,

~— ~— N~ ~— ~— ~—

el sistema Ax = b es compatible determinado, para cualquier vector b € R".

7. En cada caso, hallar nicleo e imagen de T4:
1 -1
a) A= < 2 -2 )
1 -1
pa=(1 )

8. Teorema de las dimensiones
Sean V, W dos espacios vectoriales. con dim(V) =n < ooy T : V — W una transformacién lineal.
Probar que
dim(V) = dim N(7) + dim Im(7")

SUGERENCIA: Considerar una base B = {v1,... vy} de N(T), completarla a una base de B de V, y
usar que T'(B) genera Im(T).

9. Proyecciones
Se considera un espacio vectorial V' de dimensién finita y un subespacio W. Para cada N complemento
directo de W, se define:

p:V — V mediante p(w +n) = w,Yw € W,n € N.

a) Probar que p es lineal.
b) Hallar nticleo e imagen de p.

¢) Probar que p? = p.



d) Considerar V = R? W la recta de ecuacién y = 0.

1) Hallar dos posibles complementos directos de W.
2) Calcular p(x,y) para cada uno de ellos.
3) Interpretar geométricamente.

Esta tranformacién lleva el nombre de proyeccion sobre W segiin la direccién de N.
10. Sea R, [x] el espacio vectorial de todos los polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual a
n, con n > 1.

Para cada a € R, consideramos el subconjunto V,, = {p € R, [z] | p(a) = 0}.

a) Probar que V,, es un subespacio de R,[z], para todo a € Ry que 0 C V, C R, [z].
b) Se considera ahora la transformacién Ty, : R, [x] — R, definida por T'(p) = p(«).

1) Probar que T es lineal.
2) Averiguar si T es o no inyectiva, justificando la respuesta.
3) Averiguar si T es o no sobreyectiva, justificando la respuesta.

c¢) Calcular dim(V,).
d) Probar que si a # 3, se tiene V,, + V3 = R, [z]. Decidir si dicha suma es o no directa.

11. Completar las cosas que quedaron como ejercicio en las demostraciones del Teorema 1, Proposicion
1.3, Corolario 1.4 y Corolario 1.5 de las notas de Transformaciones lineales y bases.

12. Sean T: V — R y S : V — R transformaciones lineales, donde dim(V') = n. Probar que:
a) dim(N(T))=nébén— 1.
b) N(T) = N(S) siy solo si existe un nimero real a # 0 tal que T' = a.S.
c) Sea T : R® — R tal que T(z,y,2) = = + y + 2. Hallar S : R® — R, lineal, sabiendo que
N(T)=N(S)y S(1,0,0) = 2.

13. Sean T : V — W y §: V — W dos transformaciones lineales entre espacios vectoriales de dimensién
finita, y tales que Im(T") = Im/(S5).
a) Probar que dim(N (7)) = dim(N(.5)).
b) (Es cierto que T'= S? ;Y que N(T') = N(S)? Justifique su respuesta.

14. Decidir si las dos afirmaciones siguientes son verdaderas o falsas, dando una demostracién o un con-
traejemplo segtin corresponda.

a) SiT:V — W, lineal, es tal que existe un conjunto A = {vy,...,v,} C V linealmente indepen-
diente que cumple que T'(A) = {T'(v1),...,T(v,)} es también linealmente independiente, entonces
es inyectiva.

b) Si T:V — W, lineal es tal que existe una base B = {vy,...,v,} de V, que cumple que T'(B) =
{T(v1),...,T(vn)} es también linealmente independiente, entonces es inyectiva.

15. Si'V es un espacio vectorial y T': V' — W es una transformacién lineal. Se define S = {v € V': T3(v) =T (v)}.

a) Probar que S es un subespacio vectorial de V.



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

b) Consideramos ahora el caso en que V C RF es el subespacio generado por el conjunto {f,, : n € Z}
siendo f, : R — R tal que fp(x) =€,y T:V — C®(R) tal que T (f) = f".

1) Hallar S.
2) Hallar N (T') e Im(T') y verificar que N (T') C S.

En los siguientes casos, hallar la matriz asociada a T en las bases candnicas de los espacios considerados:
(a) T:k3— k3 tal que T'(x,y,2) = (y — 2,2z +y, . +y + 2).
0) p'(0
(b) T : ka[z] — Maya(k) tal que T(p) = (gglg g,glg).
(c) la traza tr: My xn(k) = Kk, tr((aij)ij) =Y i

12
=(5 ),

se considera la transformacion lineal T4 del ejercicio 5. Hallar la matriz asociada a T en la base
canénica de Maoxo(R).

Para

Sea T : R?® — R? una transformacién lineal cuya matriz asociada en la base canénica de R3 es:
12 1
<(1) 1ol ) Hallar un base de N(7T') y una base de Im(7).

Sean T : R? — Ry[z] v S : Ro[z] — R3 transformaciones lineales tales que:

ctrta= (354) oise= (4,29

donde B = {(1,1,0),(0,1,0),(0,0,1)} es base de R® y C = {1,1 + z,1 + 2} es base de Ry[z].

(a) Hallar bases para N(T') e Im(T).
(b) Hallar bases para N(SoT) e Im(SoT).
(c) Hallar la matriz asociada de H = 3(T o S) + Idp,,] en la base {1, , x?}.

110
Sea T : R? — R3 tal que ¢[T]c = (—01 _01 _11 ), donde C es la base canénica de R3.

(a) Hallar T'(x,y, 2).
(b) Hallar la matriz asociada 7" en la base B = {(—1,1,0),(1,-1,1),(0,1,—1)}.
(c) Determinar si T' es invertible.

Sea T : R3[x] — R3[z] dada por T'(p) =p+p' +p".

(a) Hallar la matriz asociada a T" en la base canénica.
(b) Demostrar que T' es invertible.

(c) Hallar la matriz asociada a T~! en la base canénica.
Sea T : R? — R? una rotacién de centro 0 4ngulo o en sentido antihorario. Sea B = {(1,0), (0,1)}.
a) Hallar g[T]3.

b) Hallar 5[T?]g, siendo T? =T o T.

¢) Deducir férmulas para cos(2a) y sen(2c)
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29.

Sea T : R? — R3 tal que

AlTls =

N DN
— =
—_ = =

donde B = ((1,-1,1),(1,1,1),(1,0,0)) y A= ((1,2,0),(2,1,0), (1,1, 1)).
Hallar T'(z,y, z).

Sea T4 : Maxa(k) — Maxa(k) como en cada caso del ejercicio 7.

(a) Hallar en cada caso ¢[T4]¢ siendo C la base candnica de Mayxa (k).
(b) En caso en que T4 sea invertible, hallar ¢[Tc.
(c) Sea S : Maxa(k) — kolz] definida por S< CCL Z ) = a + cx?. Hallar en cada caso la matriz

asociada a S o T4 en las bases candnicas de Maxa(k) y kalz].

a) Sea id : ka[x] — ko[z] la transformacién identidad y sea B = {22 — 1,2 — 1,1} una base de ko[x].
Hallar ¢[id|p y p[id]c, siendo C la base candnica de ka[x].
b) Verificar que son inversas.
(b) Sea p(z) = 322 + 2. Hallar sus coordenadas en las bases By C.

Sean B = {(1,1),(1,0)} base de k?, C = {(1,1,1),(1,1,0),(—1,0,0)} base de k? y T : k?® — k? tal que
slT]c = (% 4 g) Hallar T'(z,y,2) y cu[T)cs-

Sea T : k3 — k2 lineal tal que 7°(1,0,0) = (1,—2), T(0,1,0) = (2,4), 7(0,0,1) = (1, —1).

(a) Hallar T'(z,vy, 2).

(b) Hallar la matriz asociada a T en las bases canénicas de k3 y k2.

(c) Hallar N(T').

(d) Hallar la matriz asociada a T' en las bases B = {(1,0,1),(0,1,0),(—1,0,0)} de k® y la base

canénica de k2.
Sea T : R? — R? tal que T'(w,y,2) = (3x + 2y — 42,7 — 5y + 32). Hallar g[T] 4 en los siguientes casos.

a) A=1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} y B={(1,0),(0,1)}.

b) A={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} y B={(1,0),(0,1)}.

c) A={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} y B={(1,3),(2,5)}.
Sea T : Ra[z] — R3 tal que

ulTle =

— =N
N W N
N~

donde € = {1,z +1,(z+ 1)?} y U = {(1,1,0),(1,2,3),(3,2,1)}.

a) Hallar T(2? +x — 1).

b) Hallar la expresiéon general de T'(p) siendo p = ax? + bx + ¢ un polinomio genérico de Ry[z].



30. Sea T :R3 — R3
T(l’,y,Z) = (2$—y+2,3y—2,$+2y+2)

Sea W el subespacio de R? generado por
A=1{(1,0,1),(-1,1,2)}.

Hallar la matriz asociada a la restriccion de T a W, T|y: W — R3, utilizando A como base de W y
la base canénica C de R3.

31. Sea T': My xn, — R una transformacién lineal tal que T(AB) = T(BA) para todas A, B € Myxp.
Probar que existe k € R tal que T'(A) = k tr(A).

Sugerencia: Considerar la base canénica de M, xp.

32. Sea T: R® — Maxo(R) definida por

T(a,b,c,d,@:( a—d —a+b~|—3c—3d>.

b+3c—3d—e d—e

Hallas bases By C de R% y May2(R) respectivamente, tal que la matriz asociada a T en esas bases

sea
10000
01000
c@e=|4¢0910 0
00000

33. (a) Probar que A= {(1,1,1,-1),(1,1,0,1),(1,-1,1,1),(0,1,1,1)} y
B=1{(1,1,1,0),(1,1,—-1,1),(1,0,1,1),(—=1,1,1,1)} son bases de R*.

(b) Hallar las coordenadas de los vectores de A en la base B y las coordenadas de los vectores de B
en la base A.

(c) Escribir las matrices de cambio de base g[id|4 v alid]s
a) Observar que el vector (3,2, 3,2) es la suma de los elementos de la base .A. Hallar sus coordenadas

en la base A utilizando la parte anterior.

34. Dos matrices cuadradas A y B se dicen semejantes si existe una matriz invertible P tal que A =
PBP~!. (Notar que esta no es la semejanza de matrices definida en el capitulo 7 de las notas- esa
nocién no vamos a usarla).

a) Probar que la semejanza es una relacién de equivalencia.

b) Probar que si T : V — V es lineal y B, C son bases de V', entonces

BlT|B y ¢[T]c son semejantes.



