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� ��� �� ����������� �� ������ �� �� �� ��������� �� ��� �������� ����������� � ���
����� f �������� �������������� �

�� ��������� ��� ����� �������� �� �� ����������

������� ���� �� f �� ���������� �������������� �������� � f
� ∈ L1 ��������

�� ����� �� ������� �������� ������������� � �� ������� �� ��������� ���������

������� ��� �� �������� ��� ������ �� ���������������

������������� ��� ������� �� ������ �� ������������ �� ������������ ��
���� ���������� �

���� ������������� �� �������

�������������

�� ������ ��� ����� ������� ���� ������� �� ��������� �������������� �������
�������� ��� �� ��������

ẍ+ ω2x = f(t)

� ���������� ��� �� f �� ���������� �� ������� 2L� � ����� ����������� �� �����������
����������� �������� ��� ������ �� ������� ��� �������� ��������� ��� �������� ��
���� ��������� �� ������ ��� ��������� �������� � ��� ������������ ����� ��
����������� � f ��� �� ����� �� ������� (f̃) � ������ ��� ����� �� ������� (x̃) ����



���� ������������� �� ������� ���

x� ��������� ��� �d2x
dt2 = d2x̃

dt2 � ������ �� ���������� �� ������������� ��������� ��
��� ������ �� ������� � �� ��������

�f(t) =
+∞�

n=−∞
fne

inπ
L t, �x(t) =

+∞�

n=−∞
xne

inπ
L t,

d2�x
dt2

(t) =

+∞�

n=−∞
xn

�
i
nπ

L

�2

ei
nπ
L t

� �� �������� ����������� �������� �� ��������� �� �� ��������

+∞�

n=−∞
xn

�
i
nπ

L

�2

ei
nπ
L t + ω2

+∞�

n=−∞
xne

inπ
L t =

+∞�

n=−∞
fne

inπ
L t

� ����������������

+∞�

n=−∞

��
ω2 − n2π2

L2

�
xn − fn

�
ei

nπ
L t = 0

� ��� �������� �� �� ����� �� ������� ���� �������� ������� �� �� ������� �� ����������
����������� �

ω2 − n2π2

L2

�
xn − fn = 0, ∀x ∈ Z

� ���� �� �� ������� �� �������� ����������� ���� ��� ������ �� ��������� ���������

xn =
fn

ω2 − n2π2

L2

, ∀x ∈ Z

� ���������� �� �������� ��

�x(t) =
+∞�

n=−∞

fn

ω2 − n2π2

L2

ei
nπ
L t

� �� ������� �������� ��� ����� � ���������� ��� ����������� �� ��� ������ �� ����
���� ���� ���������������� ��� ������ � �������� ���������� �������������� �������
��������� �� R � ����������� � ���������� ������������� � ���������� ����������� ��
���� ������������ �� ��������� ������� ������ �� ����

�� ����������� ������� ����� �� ������� �������� �� ��� � �� ��������� ���
��������� ������� � ���������� ��� ������ � ��� ������� �� �� ������� ������ ��������
���� ��������� ������� � ���������� �� �� ��������� �������� n� ���� ���� �����
������� f : R → R � ������������ �� ������� F : Z → C ��� �� ������ � ����
������ n �� ���������� �� ������� fn �� f � �� �����

F (n) = fn

� �������� ������� ������ �� �� �������������� F ��� ����� �� ������� f � ��
������� �������� F ������ ������� � ������� ��������

F(f) = F



���� ������������� �� ������� ���

� �� ���������� ����� ��� ���� �������������� ��������� � �� ���������� �� ���
��������� ��������������� �� ���

F (x)(n) = xn

�

F (ẋ)(n) =
inπ

L
xn =

inπ

L
F (x)(n)

� �� ����� ���� ��������� �� �� �������������� F �� �� ��� ��� ������� ����� ��
��� �������� ����������� � ��� �����������

�� ������ �������� ��� �� ��� ������ ��� ������ ��� �������� �� ������� �
�� �� ������ ���� ���� ��������� � �� �������� ���� ���� �� �� ������� f �� ��

���������� ������� f(t) = 1√
2π

e−
t2

2 � �� ����� ��� ���� ������� �� ����� ��� ����� ��

������� ��� �� ���������� �� ���� R� ���� ������� �� ����� ��� �� ����� ������ ���
�������������� F ��� ����� �� �������� ����������� � ��� �������� ���������� ����
�������� �� �������� �� ����� ������� �� ��������� �� ���������� ��������� �� ��� ���
�������������� �� ��� ���� ��������� ����� �� ��������� �������� �n� ���� �����
�� ��������� �������� ���� ���������� k�� ����� �������������� �� ��������
������������ �� ��������

�� ��������� �� ���� �������������� ��� ��� ��������� ����� �� ����������
������������� � ���������� ����������� �� ������� � �� ��� �������� ������� ���������
������ �� F �� �� �������������� ���������� � �������� F = F(f) �������� ��
��������

F(ḟ)(k) = ikF (k)

� ��� ���� �� ������� �� ���������� �� �� ��� ��� ��� ������ �� ��������� f ������
� ���

�� ������ ����������� �� ���� �������� ��� �� ��� ��������� �� �� ���� �� ���
������ �� �������� �� �� ���������� �� ��� �������������� ������� F−1 ��� ��� �������
������ �� �������� �� �� �������� ����������

X(k) =
F (k)

ω2 − k2

� ��� ������� ��� ������ x(t)� �� �� ���� �� ��� ��������� ���������� ���������
����������� �� �� �����

�x(t) =
+∞�

n=−∞

fn

ω2 − n2π2

L2

ei
nπ
L t

� ���� ��������� ��� ���������� ���� �������� ���� ���� � ��� ������������� ��
��������



���� ������������� �� ������� ���

������� ��������� �� ������� ���������� �� ������������ �� ������� ����
��� ��������� �� ��� ������ �� �������� ������ �� ��������� �������� ��� ���� �������
�� ��� ��������� ���� ��������� ��� ������ �� ������������ ������ �� �� ���������
���� �� ������� ������ ��� ��������� �� ���� ������ ��� �� ���� ������������� ����
������� ��������� ����������� ��� ������ ������� ���� ��� ��� ����������� ������
���������� �� �� ��������� ���������� ����� �� �����

�� ����� �� ������� ����� ������� ���� ��������� ����������� ��� �� ����� ����
������� � ��� ������� �� ��������� ���� ��� ������� ��������� ���� ������� ��
��� ������� � ��� ������� ��������� �� ������ ����� �� ����������� ����� �����
����������� � ��������� ��������������� ����� ��������� ��� �� ������ �� �� ����� ��
������� ������ �� ������� ������ � +∞ ��� �� ��� �������������� �� ��� �������
�� ���������� ���� ���� ��������� ������� ��� ���������

������������ ��� ������� f ��������� 2L ��� ����� ������������� ��� �� �����
�� ������� �����������

f̃(x) =

∞�

n=−∞
cne

inπ
L x

�����

cn =
1

2L

L̂

−L

f(x)e−inπ
L xdx, n ∈ Z

� �������� ��� ���������� k0 ≡ π
L � kn ≡ nk0� ���� �� ��� �������� �� ������ �����

���������� �� ��� Δk ≡ kn+1 − kn = k0� �� ������������ �� ������ L → +∞ �����
��� k0 → 0 � ��� �� ������ �� ��������� ����� ������� ������������ �� kn �������
������ � ����� � �� ���� ��� ����������� �� �� ����� �� ������� cn ������� ������ �
����� �� ���� �� ��� �� ����������� ����� �� ��� ���� ��� �� ����� �� ������� ����
����� ������� �������� ���������� �� ��������� �� ��� �����������

c(kn) ≡
�

2

π
Lcn =

√
2π

cn
Δk

������ �� ��������� ���� ����� ��� ����������� ��� �� ������� �������������� � ����
������ L → ∞ �� ���

c(kn) =
1√
2π

L̂

−L

f(x)e−iknxdx, n ∈ Z

� �� ������ ��� ����������� �� �� ����� �� ������� ��������

f̃(x) =

∞�

n=−∞

1√
2π

c(kn)Δkeiknx

� ���� ���� ��� �������� � �� ��������� �� �� �������� �� ������� � ��� ������ �
������ ���� �� �� ������ L → ∞ ���������� ������� �� ��������

f̃(x) =
1√
2π

+∞̂

−∞

c(k)eikxdk

����� k ���� � ��� ��� �������� �������� ��� ������� ����� ��� ������� �� ���� ���
f̃ �� �� ����������������� �� ������� �� c� ��� ������ �� ���������� �� �������� ���



���� ������������� �� ������� ���

�� �������� ���������� ������������ �� ������� �� f � ���� � ���

c(k) =
1√
2π

+∞̂

−∞

f(x)e−ikxdx, k ∈ R

�� �������� �� �� �������� �� ��������� ��� ��������� ��� ��������� �� ����
��������� �� ����� ���������� � �� �������� �� ����� ���������������� �� �� �����
������� �� �� ��������� ������ �� �� ������������ �� ��������

����������� ���� �� �������� ��� ������ 1√
2π

�� ������� �� ������ �� �����

������ c(kn) � �� ���� ���� ��� ����� �� ������������ ���� �� �����������������
����� �������� �� ����� ���������� �� �� ���������� �� ���������� ������ �����������
������������ ��� ������� �� �� �������� �� ����� ������� ��� ����� �� ����������
����������� �� ��� ������ �� ����� �� �� ����������� ���� �������� ��������� �� ��
������������ � �������� �� �� ������������������� �� ������� ������� �� ��� ������
������ ���� ���������

������� ���� ������������ �� ������� �� ���������

f(x) =

�
1, |x| ≤ d
0, |x| > d

, d > 0

� ���� ������� ����� ��� ������������ �� �������� ���� ���

c(k) =
1√
2π

+∞̂

−∞

f(x)e−ikxdx =
1√
2π

d̂

−d

e−ikxdx =
1√
2π

e−ikd − eikd

−ik

c(k) =

�
2

π

sen(kd)

k
� ������ ��� �� ������� f �� C∞ ��� ������ � ��� ��������� � L1(R)� ���� �� ������
c �� �� ��� ������� ������������� ���������� �� R� ��� �� ������ �� ���������� ��
�� �������������� ������� �� ���� ����������� ����������� ���� ���� �� ��������
����� ��������� ���� ������ ������������� ��� ������������� �� �������� ����
������������ �� �� ��������� ��������

����������� � ����������� �������� �� ���� �� ����������� �������� ����
������� �� ��������� ����������

���������� ���� ���� ��� ������� f : R → R �������� �� ������������ ��
������� ����

F (k) =
1√
2π

+∞̂

−∞

f(x)e−ikxdx =
1√
2π

lim
M,N→+∞

+N̂

−M

f(x)e−ikxdx

�������� ������� ��� ������� �� N � M �� ����� ��������������
���� �������������� ����� ������ ����������� ������������� ���� �����������

��� ��� ��� ��� ��������� �� ���� ������

�� �� �� ��� �������������� ������ ����� �� h = f + g ��������

H(k) =
1√
2π

+∞̂

−∞

(f + g) (x)e−ikxdx =
1√
2π

+∞̂

−∞

f(x)e−ikxdx+
1√
2π

+∞̂

−∞

g(x)e−ikxdx



���� ������������� �� ������� ���

H(k) = F (k) +G(k)

�� ������ �� ��������� ��������� ����� �� �������� ���� ��������� f ���

������ � ���� �� �������� �� ��� �� �������� g = f
�
��������

G(k) =
1√
2π

+∞̂

−∞

f
�
(x)e−ikxdx =

1√
2π


f(x)e−ikx

��+∞
−∞ −

+∞̂

−∞

−ikf(x)e−ikxdx


 =

=
ik√
2π

+∞̂

−∞

f(x)e−ikxdx = ikF (k)

������������� �� ���� ������� ����� ��� ������������ �� ������� ���� ��������
��� ���� �� �������� ������� �� ������� �� ��������� � ����������� ��� �������� �� ���
������������ � ��������� f ∈ L1(R) �������� �� ������������ �� ������� ���� ����
�������� �� �������� �

lim
|k|→+∞

F (k) = 0

��� �� ���� �� ����������������� ��� �������� ���� ����� �� �� ������ ��������
�� ����� �� ��� �� ������� �� ������� ��� L1(R) �� ��������� ��� ������� �� ��� ��
������������� ���� ������� ��� �� ������������ ������� �� ����� ���������������
���� ������� � ���� �� ������ �� ��� �� ��� ������������� �� ������� ���� ���
����������� ���� �������� ���������� �������������� �� �������� �� ���� �������� ��
������ ��� ��� �� ������� �� ��������� � ���������� � ������� ��� ���������� ��������

������� C∞
0 (R)� ��������� �� �������� �� ���������

C∞
0 (R) = {f ∈ C∞(R), supp(f) compacto}

� ����� supp(f) ������ �� ������� �� f ��������� ��� �������� �� ������ ����� ��
������� �� �� ������ �� ������� ������ �� ������� �� ���� �������� �� �� �������
���

f(x) =

�
e
− 1

1−x2 , |x| < 1
0, |x| ≥ 1

���� ������� �� �� ��������� [−1, 1]� ���� �������� �� ��������� ��������� �� ��
������� ��������� �� ��������� � �� �� ���� ������� �� ������������ �� ������� �
�� �������� �� �������� �� ��� �� ������������ �� ������� �� ��� ������� �� ����
������� �� ��������� � ��� �� ������ �� ���� ������� �� ������������ �� ������� ��
��� �������������� ������ ����� �� ������� ���������� ���� �� ������ �� ��� �� ��
����� �������� �� ���� �������� C∞

0 (R) �� �� ������� ��������� ���������� ����
������ ���������� �� ��������� ��������

������� S� �� ����� ������� �� �������� �� �� ��� ���������

S =

�
f ∈ C∞(R), lim

|x|→∞
xmf (n)(x) = 0 ∀m,n ≥ 0

�

� �� ����� �� �� ��� ��������� ������ ��� ����� ����� ���� ��� ��������� �� ����
����� ���� � 0 �� ������� ��� ������ ��� ��������� �������� �� x� ���� �� ��
������� ��������� � �� ������������ �� ������� ����� �� �������� �� ���� �������
�� ���� �������� ��� ����� �������� ���� ������� ��� ��� �������������� ������
���������� �� �� ������� ��������� �S� �� �� ������ ������� �� ����� ��� ��� �� ���
������� ���� �� S ������� �� ������� ��� ��������� �� ��������� ������ ������ �����



���� ������������� �� ������� ���

��� ��������� ������� ��� ������������ �� ������� ���� �������� �� �������� ���
S ������� �� �������� C∞

0 (R)� ���� ����� �������������� ��������� �� ���� ��������

��� ��� ���������� ���� f(x) = e−x2

���� ������� �� ���������� �� ��������

�� ������ �� �������������� ��� ������ ������� �� ��� ������ �� ������� ���
�� �������������� �� �� ���� ��� �������� �� ��������� ���������

�
ψn(x) = ei

nπ
L x, n ∈ Z

�

�� ������������� �� [−L,L] �������� ��� �������� ������� �� L2([−L,L]) �� ���������
�� �� ���������

1

2L

L̂

−L

ψn(x)ψ
∗
m(x)dx =

1

2L

L̂

−L

ei
nπ
L xe−imπ

L xdx = δnm

� ���� ������� �� ������������� �� �������� � ��� ������������� �� �������� ���� ��
������ �� ���������� ���������� ��������� ������ ��� ��������� �� ���� ������ ���
������� ������� ������ � ����� �� ������� ��������� ���� ��������� ��� ������ ��
��������� ���������

���������� ��� f ∈ C∞
0 (R)� �������� �� ������������ �� �������

F (k) =
1√
2π

+∞̂

−∞

f(x)e−ikxdx

���� ���� ������� � ������� �� ���� �� �������

f(x) =
1√
2π

+∞̂

−∞

F (k
�
)eik

�
xdk

�

� ���������� ����� ���������� ���������

F (k) =
1√
2π

+∞̂

−∞


 1√

2π

+∞̂

−∞

F (k
�
)eik

�
xdk

�


 e−ikxdx

� ��������� ��� ��� ���������� ��� ��������������� ��������

F (k) =

+∞̂

−∞

F (k
�
)


 1

2π

+∞̂

−∞

eik
�
xe−ikxdx


 dk

�

� ���� �������� �� ����� ������� �� ������� �� ���������� �� ���������� ���� ��

����� �� ������ ����� ���������� ������ �� �� ��� �������� ����������� �� k = k
�
�

���� �� ����� ������� �� �� ������ �� �������������� �� �������� ��� ������������
�������������� ��� ��������� �� �� ����� �� �����

F (k) =

+∞̂

−∞

F (k
�
)δ(k − k

�
)dk

�

� ��� �� ������ �� ����� ��������

1

2π

+∞̂

−∞

eik
�
xe−ikxdx = δ(k − k

�
)



���� ������������� �� ������� ���

� ���� �� �� ��������� �� �� ������������� �� ��� �������������
�
eikx, k ∈ R

�
� ����

����� ������� ���� ��� �������� ����� ��������������� ���� ����� ��������� �� ���
����������� �� ������������� ������������

�� ����� ��� ��� ��������� � ����� ������� �� ������� �� ���������

1

2L

L̂

−L

ei
nπ
L xe−imπ

L xdx = δnm

���� �� ������������� �� ��� �������������
�
ei

nπ
L x, n ∈ Z

�
� ������������ �� ��������

kn = nπ
L ���� ������� �� �� ������������� �� �� ������ �� L → ∞ ������� ����� �

�� ���������

1

2π

L̂

−L

eiknxe−ikmxdx =
L

π
δnm

� �� ��������� �� �� ��������� ������ � 1
2π

Ĺ

−L

eikxe−ik
�
xdx� ��� k, k

� ∈ R �������

��� �� ��������� �� �� ������� ������ � ��� ������ ��� ���� ���� �� k �= k
�
(n �= m) �

������� �� k = k
�
(n = m)� ����� ��� ����������� ��������� ���� �� ����� �� ������


