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�� ���� ������ ����� ��������� ��� ��������� ������������ ���� ��� �����
���������� �������� �� �� ����� �� ��������� ��� ����� �������� ������� ���� ��
�������

δij =

�
1, i = j
0, i �= j

, i, j ∈ N

� ���� ������� �������� ������ �

j∈N
δij = 1

� ������� �� ������� �� �������� ���� {aj}j∈N� ��������
�

j∈N
ajδij = ai

� ����� ��� �� �������� δ � ��� ��������� ��� ������
ˆ

R

δ(x− x0)dx = 1

� ���� �� ������� a : R → R
ˆ

R

a(x)δ(x− x0)dx = a(x0)

� �� ����������� �� �� ����� x0 �� ��������� �� ������� �� a ��������
ˆ

R

a(x)δ(x− x0)dx = 0

� �� ��� ���� ���� �� �� �������� �� �������� ��������� ���� ����� ������ �����
���� �� ������� ��� �������� ���� ����������� ��� ����� �� ����� ������� ���� ���
�������� �������� �� ����� �� ������

�� ��� ����� ������� q ������� �� �� ����� x0 ����� ������������� ��� ���
�������� ρ(�x) �������� ���� �������� ���� �������

´

V

ρ(�x)d3�x = 0 �� �� ������� ��

������� � �� ����� ������� �
´

V

ρ(�x)d3�x = q� ���� ������� � ����������

ρ(�x) = qδ(�x− �x0)

� �� ������ ������� ������� ��� ������ ��� ����������� ���������� ���� ����������
�� ����� �� �� ������ �� �������� �� ��� �������������� �� ��������� ���������������
��� �� ����� �� ������� ������ �� �����

��
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������ � �� �������� �� ������ ������ ���������� ��������� �� ����� ���� ���
������ ������������ �� �� �������� �� �� ������� �������

H(x− x0) =

�
1, x > x0

0, x < x0

� �� ����� ��� ���� ������� �� �� ��������� �� x = x0� ���� �� �������� �������
����� ������� �������� ���������� ��� ���������� � H

�
�� �� ��������� �������

������������ ��� ������� a(x) �� ������� ��������� ��������

ˆ

R

a(x)H
�
(x−x0)dx = a(x)H(x− x0)|+∞

−∞−
ˆ

R

a
�
(x)H(x−x0)dx = 0−

+∞̂

x0

a
�
(x) = a(x0)

� ���� ��� ����� � ����������

H
�
= δ

�

����������� ���� �� ��������
ˆ

R

a(x)H
�
(x− x0)dx

�� ����� ������� ���� �������� �� ��������� �������� ����H
�
(x− x0) = 0 �� x �= x0�

��� �� ����� ����� �������� ������� ��� ���� ����� ������� ���� ������� ������� ����
�������� �� �������� � �� �� ������� �� �� ����� ������� �� x0��

���� ������ ������������

��� ����� �� ���������� ��� ��������� �������������� ��� �� ����� �������� ��
����� ��������� �� �������� ������� ��������������

������������ ��� ������� g �������� �� ����� ���

+∞̂

−∞

|g(x)| dx < ∞

� �������� �� ������� g�(x) =
1
� g(

x
� ) ������

+∞̂

−∞

g�(x− x0)dx =

+∞̂

−∞

g

�
x− x0

�

�
1

�
dx =

�
s = x−a

�
ds = 1

�dx

�
=

+∞̂

−∞

g(s)ds

� ��� ������� �� �������� �� �� ������� ���������

g(x) =
1√
π
e−x2

��� ������
+∞́

−∞
g(x)dx = 1 �������� �� ������� �� ���������

g�(x− x0) =
1

�
√
π
e−(x−x0)

2/�2



���� ������ �� �������� ��

������� ������
+∞́

−∞
g�(x)dx = 1� ��� ���� ���� ���� ������� ������ ��� lim

�→0
g�(x −

x0) = 0 �� x �= x0� ���� ����� ������ �� ������ ������ x = x0 ����

g�(0) =
1

�
√
π

� ������������� ������� ������

δ (x− x0) = lim
�→0

g�(x− x0)

� ���� �� ����� �� ���� ��������� �� ��� �� ������ �� �� ������� g� ������ � → 0 �� ��
��� �������� ������������ ��� ������� ������� ������

+∞̂

−∞

f(x)
�
lim
�→0

g�(x− x0)
�
dx ≡ lim

�→0

+∞̂

−∞

f(x)g�(x− x0)dx

� ���� �� �������

g�(x− x0) =
1

�
√
π
e−(x−x0)

2/�2

��� ������� ������

+∞̂

−∞

f(x)
�
lim
�→0

g�(x− x0)
�
dx ≡ lim

�→0

+∞̂

−∞

f(x)g�(x− a)dx = f(x0)

� ���������� ��� ��� �� ��������� ��� ����� � �� ������

���� ������ �� ��������

�� ������ �� �������� ��������� ��� ���������������� ����������� �������� � ���
���������� �������������� ���� ��������������� �� ������ ���� ������� ��� ���������
������� ������ �� �������� ������������� ��� ������ ������� �������������� ������
����������� �� ������ ��� �������������� ���� ����������� �������� ����� �� �������
��������� �� ��������� τ � ��� ���������� ������� �� ��������� �� �������

���� ���� ����� ������� ���� ������� �� ��������� �� ������ τ = {f ∈ C∞ (R)}
��� f �� ������� ��������� ����� ��� �������������� ����� τ ��� ��� ��������� ���
������ u : τ → R ��������������

������� ���� ������� �� ������� �� ��������� �� ������ τ �

�� ������� �� ��������� �� ��� ������������ ������� ���

H [f ] ≡
+∞̂

0

f(x)dx =




+∞̂

−∞

f(x)H(x)dx




�� ����� �� ����� �� ��� ������������ ������� ���

δ [f ] ≡ f(0) =




+∞̂

−∞

f(x)δ(x)dx






���� ���������� � ���������� ������������� ��

��������� ������� g ∈ τ ����� ��� ������������ ��������� ������� ���

g [f ] ≡
+∞̂

−∞

f(x)g(x)dx

�������� ���������������

���� ��� ������� g ∈ τ �� ������ ��� g
� ∈ τ � �������� �� ������������ ��������

���

g
�
(f) =

+∞̂

−∞

g
�
(x)f(x)dx = gf |+∞

−∞ −
+∞̂

−∞

g(x)f
�
(x)dx =

+∞̂

−∞

g
�
(x)f(x)dx = −g(f

�
)

� ���� �������������� �� ��� ���� ��������� �� �������� �� ��� ������������� ��
����� ���

u
�
(f) ≡ −u(f

�
)

� ��� �������� ���� �� ������� �������

H
�
(f) = −H(f

�
) = −

+∞̂

0

f
�
(x)dx = f(0) = δ(f)

�

���� ���������� � ���������� �������������

���� ��� ��� ������ �� �� �����

Ly = b

�� ����� �������� ��������� � �� ������������ ��� ���������

L [E] (x, a) = δ(x− a)

� E(x, a) = 0 �� x < a� ���� �� ��� �������� ���� �������������� � ��� �� ������
��� ������� ���������� �� ���� ����� �� ������ ��������� �������������� ����
��������� ��� �������� �� ������� ��� �������� �� ���� ��������� �������� �������
��� ������ ��� ����� ����� �� ���������� ��� ������ �� ������ ���� ��������

Ly = b

� �� ������ ����� ���������� �� ������ �� ������ � �� �������� ��� ������ ����
������� ���� �� �������� ���������� ��

E(x, a) =

x̂

x0

k(x, s)δ(s− a)ds = H (x− a) k(x, a)

� ��� ���� ��������� ����� �������������� ���

+∞̂

x0

E(x, s)b(s)ds =

+∞̂

x0

[H (x− s)K(x, s)] b(s)ds =

x̂

x0

K(x, s)b(s)ds = yp(x)

������ ���� ������ �� �������� ���������� ��

Ly = b
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