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Previos

v

Consideremos (25, Ap, P) una serie de n experimentos de
Bernoulli

v

Sea p(w) la cantidad de éxitos en los n experimentos.

v

Queremos obtener una expresion aproximada, para la
probabilidad de un suceso de la forma

{weQn: a< p(w) <}

donde a < 3 son arbitrarios.

v

Designamos

Pla<pu<pB)=P{we Qn: a < p(w) < B}).



Teorema (Teorema limite integral de De Moivre—Laplace)

» Consideremos n experimentos independientes, con
probabilidad de exitop (0 < p<1),g=1-p.

» Sea u la cantidad de éxitos que ocurren en esta serie.

» Sean a, b dos numeros que verifican —oco < a< b < o
(incluimos a= —oco y b = o).

» Entonces, sin — o,

P(a<u_np<b

1

NG ) Vor Ja
uniformemente, para todos los valores de a, b
considerados.

b
e 2dx 0, (1)




Una manera alternativa de escribir la convergencia que tiene
lugar en (1), es, para n — oo, tenemos

sup ‘P(a<u_np<b beXZ/de’—m,

1
—oo<a<bh<oo vipq ) Ver Ja



La demostracion de este teorema se basa en la aplicacion del
Teorema limite local de De Moivre—Laplace y en el siguiente
resultado. Sea para eso

[x] es la parte entera de x,

es decir el mayor entero que no supera a x.

Lema
Es valida la desigualdad

Pn(m) < Pa([(n+1)p]),

para todom (0 < m < n).



Demostracion del lema. Segun la formula binomial tenemos

Po(m+1) _ (mi)P™q"™"

Pn(m) (m)pmq™="
P n'm!(n— m)! _p_n-m

q . (m+Dl(n—m-1In q “m

Entonces

Pp(m+1) > Py,(m)siysélosi(n—m)p>(m+1)q

np—mp>(m+1)1—-p)=m+1-mp—p
(n+1)p—1>m.



Dando vuelta:
Pn(m+1) < Pp(m)(crece) cuando y solo cuandom < (n+1)p—1
Conclusion:

» Si (n+ 1)p no es natural, entonces P,([(n+ 1)p]) es el
maximo (porque my = [(n+ 1)p] es el mayor entero en la
zona donde crece.

» Si (n+ 1)p es natural, entonces el maximo es
Pn(mg — 1) = Py(mo) (hay dos valores) porque las
probabilidades en nuestra cuenta son iguales.

Eso concluye la demostracion de P,(m) < Pu([(n+ 1)p]).



Demostracion del teorema integral.
Introduzcamos las notaciones

> P,,(a,b):P(a< ’&%g ),

_ m-np
> Xn,m

= /P (como la clase pasada).

Demostramos la convergencia primero con ay b finitos.



Recordemos que xn,m = 722 Calculamos
Po(a,b) =Y Pa(m), (2)
m

donde la suma se efectla en los valores de m, para los cuales
a < Xam < b. Tenemos Xnm+1 — Xnm = 1/./npq, y ademas

X o, (n — o0)
= — —00 00 ,

n,0 qu

Xn,n = n—np — +00 (N — o0).

NG



Tenemos que llegar a una integral que se aproxima por una
suma de Riemann. Sea

0, S|x<xn0,ox>xnn+m
V/IPqPa(m),  siXpm < X < Xpmy1 (M=0,1,...,n).

y designamos mediante my m, a los (Unicos) naturales, que
verifican las condiciones

Mn(x) =

’
VPq

a<Xxpm<a+ b<Xxpm<b+

1
VPq’
v/npq es“1/Ax”



De esa forma
Xn,m+1
/ Ma(x)dx = /npqPn(m)(Xnm+1 — Xn,m) = Pn(m),
Xn,m
param=20,1,...,n,y laigualdad (2) puede ser escrita, como

(a,b) = Z / T (0 dx = /X Aok, (3)

n,m



En sintesis, hay que probar que la suma converge a la integral
en [a, b] de
o(x) = 1 ¢#2  Densidad normal

var

. Esto se hace en dos etapas:

(a) Aproximacion del intervalo: se observa que la diferencia
de integral de la funcion My(x) en los intervalos [a, b] y
[Xn,m, Xn.m] €8 arbitrariamente pequena, para valores
grandes de n (mediante el Lema)

(b) Aproximacion de la integral: se aproximan las integrales en
el intervalo [a, b] de las funciones IM,(x) y ¢(x) (aqui se
utiliza el teorema local).



Comenzamos entonces dividiendo en tres el intervalo de
integracion en (3), obteniendo

Py(a, b) = /a

de donde resulta, que

b Xn,m Xn,m
Ma(x)dx —/ I'In(x)dx+/ Mn(x)dx,
b

a

Xn,m

Xn,ﬁ

My(x)dx +/b Ma(x)dx,

Pa(a,b) — /abl'ln(x)dx‘ < /a

Los intervalos de integracion son acotados por

.1

AX =
v hpq




Acotamos el integrando

Mn(x) < /npqPn(mog), Vx, (Lema)
donde mg = [(n+ 1)p]. Para aproximar por el teorema local,
Xnm, = (Mo — np)//NpPQq. Tenemos

(n+1)p—1<mg <(n+1)p

(n+1)p—1—-np<my—np<(n+1)p-np

(n+1)p—1—np<xnm o (n+1)p—np
Vpq T V/npg
p—1 p




Entonces, si n es suficientemente grande
_1 S Xn,mo S 1

Aplicamos el teorema local con C = 1y tenemos

VPG Pa(mo)

1 e_xr27,m0/2

Vern

—1 cuando n — oco.

De aqui, como ¢(x) < 1/v27, obtenemos

Mn(x) < v/NPqPr(Mo) <

5~
3

para todo n suficientemente grande.



Teniendo en cuenta esta acotacion, y la formula (15),
obtenemos

b
Pn(a,b) — / I‘In(x)dx‘ < V/NpqPr(mo)(Xnm — @+ X, m — b)
a
2 < 4
VvhPq  \/2rnpq’
(4)

para todo n suficientemente grande (esto concluye la etapa (a)
Aproximacion del intervalo).

< \/npqPp(mg)




Demostremos ahora, que

1

Ma(x) = ——e**/2(1 + ry(x)),
) = =2 4+ 1)
donde el resto ry(x) converge uniformemente a cero, es decir
sup |rm(x)|—0 (n— o0). (5)
a<x<b

Sea x fijo en el intervalo [a, b]. Si xpm < X < Xpm+1, pOr el
teorema local, tenemos

2
Xn,m

M(x) = /ABGPA(m) = jz?e- (14 ),

donde v, — 0 (n — oo) uniformemente con respecto a m.



Sumando y restando en el exponente, tenemos

1

Ma(x) = ———e X /2~ *=Xm/2(1 ).
2
Es claro, que
X2 = X3l (X = Xam) (X + Xn.m)] 1
5 — 5 < 2m2max(\a\,|b\)—>0,

si N — co. Poniendo ry(x) = e **~%m)/2(1 4 ~,) — 1, la
férmula anterior es
’

M(x) = 5= /51 +1a(x)).

y se verifica la convergencia uniforme del resto.



Para concluir la etapa (b) tenemos

1 b
Pn(a, b) — N e 2
a
b b
< Pn(a,b)—/ I'In(x)dx‘+ / dx—/ e‘?dx
a a
4 sup \r(x)/ ef%dx—>0
«/27rnp V27 a<x<b ! a 7
si n — oo.

Faltan los extremos a, b infinitos.



Demostremos ahora el teorema 1 sin supuestos adicionales
sobre ay b. Tiene lugar la igualdad

/_Z e dx — V2r, (6)

Sea ¢ un nimero positivo arbitrario. Sea ¢ una constante
positiva que verifica la condicion

1 / 2
— e zadx <e. (7)
V21 J{|x|>c}

Segun se vio en la primera parte de la demostracion, tiene
lugar la acotacion

‘Pn —C,C) \ﬁ/ ‘2dx <s (8)

si n es suficientemente grande.



Ademas,

P(M_npg—c>+P<M_np>c>:1—Pn(—c,c)

NG5 NG
1 /c e
- e zdx — P,(—c,cC +— e 2dX<25
V2r e (=6.¢) (x>}

9)

para todo n suficientemente grande, en vista de la eleccién de
¢ (férmula 7) y la acotacion (8).



Consideremos el caso en el que a < —c¢ < b < ¢ (los otros dos
casos a considerar son analogos). Tenemos

1 (b e
Pn(a, b / e‘?dx
n(a, b) 5 /.

2 1 2
e Tadx—— e zdx
V / V 27T —C ’

1 x 1 [P e
< Pn(a,—c)‘Jr’m/a e % o[+ Pn(—c,b)—m/cezdx’

< 2e+e+¢e=4e,

para todo n suficientemente grande, teniendo en cuenta las
acotaciones (9), (7) y (8). Esto concluye la demostracion del
teorema.



Aplicacion

Del teorema 1 se obtiene, que para n suficientemente grande,
tiene lugar la identidad aproximada

©w—np 1 b e B
P(a<m§b)~\/2?/ae Z dx — d(b) — d(a),

si introducimos la funcion

o(x e 2o, (10)

-z

definida para todo x real, la funcion de distribucion normal



En R

pnorm (x) da ®(x)
dnorm (x) da ¢(x)

rnorm (n) simula n resultados de un experimento normal
estandar, es decir, n valores, cada uno de los cuales tiene
probabilidades que se calculan con las areas de ¢(x).

gnorm (p) da la funcion inversa de ®(x):

> pnorm(2)

[1] ©.9772499

> gnorm(@.9772499)
[1] 2.000001

>



El teorema nos permite calcular P(a < u < ), paraay 8
dados. Es claro, que

a—np<u—np<ﬁ—np>

Pla<1<8) =P (g < Vg < v

de donde

P2z 0~ o 52) - o ()



Ejemplo

Calcular P(p < 230).
» Tenemos p=0,02,g=1—-p=0,98,
» a =0, =230, n= 10000,

>

P(u < 230) ~ ¢(M) - ¢<—2oo>

14 14

> pnorm((230-200)/14)- pnorm(-200/14)
[1] ©.9839377
>

Resta ver como hacer con las normales con parametros (a, o).



NO CREO QUE SALEAN
TOPOS . . .

Figura: jBuen finde!
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