CAPITULO 0

INTRODUCCION Y
CONCEPTOS PRELIMINARES

0.0 - Introduccion al Curso.

Las presentes notas de Mecanica corresponden al curso 1999 de Mecéanica Newtoniana
del Ciclo Unico de Facultad de Ingenieria de la Universidad de la Repiiblica y tienen el objeto de
suplir la carencia de textos de la materia adecuados al mismo. Constan basicamente de dos partes,
ademas de este capitulo introductorio agregado para el curso 1999. La primer parte corresponde a
los Capitulos 1 a 4 y trata sobre Mecéanica de la Particula. Estos capitulos estdn basados en los
apuntes correspondientes al curso de Mecanica I del Ciclo Basico de Ingenieria (Plan 1989), el
cuél era el primer curso de Fisica que los estudiantes de Ingenieria veian en su carrera. El curso
actual de Mecanica Newtoniana es un segundo curso sobre el tema con que los estudiantes se
encuentran en el presente Plan de Estudios, por eso la parte introductoria de cada uno de ellos
debe considerarse mas como un repaso de temas ya estudiados en Fisica General 1, que como
temas nuevos. Sin embargo, todos ellos profundizan y extienden los conceptos, llevandolos a un
ambito mas formal y general que el visto anteriormente. Estos temas de repaso son mantenidos en
estos capitulos porque son parte del orden logico en que deben desarrollarse.

La segunda parte, correspondiente a Mecanica de Sistemas de Particulas, y
principalmente Mecanica de Sistemas Rigidos, son apuntes que fueron creados expresamente para
el curso 1998, aflo en que se dictd por primera vez esta asignatura. Los mismos ya fueron creados
para el contexto en que los temas serian dictados, pero como tales estan en una etapa mas verde,
en el sentido de que no han sido revisados lo suficiente como lo fueron aquellos de la primer parte.
Esto puede llevar a pensar que son mas breves en extension, pero esto es causado por el hecho de
que atn no han crecido y alcanzado su madurez. Por eso 1lamamos la atencion a los estudiantes
para que no menosprecien esta parte del curso, que es en realidad la mas importante.
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2 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

Finalmente queremos resaltar que entendemos que estas notas deben considerarse como
tales; es decir, son notas y/o apuntes pero no son un libro de texto, ya que a pesar de la constante
revision a la que las mismas son sometidas, siempre existen errores u omisiones diversas, siendo
las mismas, por fortuna, principalmente problemas tipograficos o de edicién. Por este motivo
pedimos a todos aquellos estudiantes que las utilicen, que las lean con espiritu critico, no
solamente para poder estar atentos a estos errores, sino porque es el cuestionamiento constante de
las nuevas ideas lo que permite razonar y entender las mismas, para poder seguir de esta manera el
proceso logico de aprendizaje de una materia. Pedimos también que aquellos suficientemente
emprendedores que encuentren este tipo de errores nos los hagan llegar, asi también como
comentarios en general, para poder ir mejorando y adecudndolas al curso en las sucesivas
ediciones de las mismas.

0.1 - Introduccion a la Introduccion.

Este Capitulo 0 fue agregado con el objeto de hacer un repaso de las herramientas
matematicas y otros conceptos que seran usados en el curso correspondiente. El estudio de la
Mecanica para Ingenieros tiene una doble importancia. Por un lado esta el aspecto técnico, de que
con el aprendizaje de unos pocos principios y la aplicacion de los mismos se podran resolver
problemas practicos. Los problemas seran tanto de equilibrio de sistemas (Estatica) en el disefio
de estructuras fijas, por ejemplo puentes y edificios, como también en el de sistemas en
movimiento (Dindmica) que es de gran utilidad en el analisis de estructuras en movimiento, por
ejemplo, estructuras fijas sometidas a cargas bruscas, o el disefio de todo tipo de maquinarias tales
como motores, buques, automoéviles o aviones, y hasta el movimiento de los electrones en un tubo
de rayos catodicos.

Pero ademas del aspecto técnico anterior la Mecanica es una materia que permite el
aprendizaje del analisis de problemas reales utilizando la artilleria pesada de la Matematica. Este
lenguaje, necesario para el estudio y resolucion de los problemas de esta materia, pero que
también se aplica a muchas ramas de la Ciencia, tuvo que esperar que Isaac Newton (1642-1727)
desarrollase el célculo diferencial para poder extender las ideas previamente establecidas por
Galileo Galilei (1564-1642) sobre la Dinamica postulandolas en forma de tres principios basicos
denominados las /eyes de Newton; y que con el uso de instrumentos de precision, como el reloj de
péndulo inventado por Christiaan Huygens (1629-1695), se pudiesen hacer comparaciones
cuantitativas entre diferentes experimentos con los principios teéricos por ellos desarrollados. Mas
tarde Leonhard Euler (1707-1783) desarrollaria mucho mas las mismas para que fuesen una
poderosa herramienta en las revoluciones tecnologicas e industriales de los siglos XVIII y XIX.

Para poder utilizar estas herramientas matematicas en el estudio de los problemas reales
es necesario idealizar los mismos, esto es debemos crear modelos que representen en forma
esquematica el problema a estudiar. Como ejemplo consideremos el estudio de un automovil
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MECANICA NEWTONIANA - Introduccion y Conceptos Preliminares. 3

moviéndose en una carretera con un motor de determinada potencia; queremos saber cuanto
tiempo demorara en recorrer cierta distancia en determinadas condiciones. Puede ser suficiente (e
importante en la simplificacion del problema) considerar el mismo simplemente como una
particula puntual moviéndose sobre una recta. Esto significa despreciar la forma y dimensiones de
dicho cuerpo. Luego, para el estudio de este problema, alcanzaria la aplicacion de lo que el
estudiante aprendera en la primer parte de este curso. Sin embargo, puede quererse estudiar el
problema mas a fondo. Para ello tal vez querriamos modelar el auto como un cuerpo de
dimensiones a determinar apoyado sobre sus ruedas, las que se modelarian como figuras circulares
rigidas. Porque una figura o cuerpo (como le llamaremos posteriormente) sea rigido entendemos
que todos los movimientos relativos de las diferentes partes del mismo entre si son pequefios (o
sea, despreciables) frente al movimiento del cuerpo en su conjunto. Para el estudio de este nuevo
modelo de auto, debemos recurrir a lo que el estudiante aprendera en la segunda parte de este
curso.

Cual de los dos modelos nos sirve para resolver el problema dependera de la profundidad
del estudio en particular que deseemos realizar. Es decir, la respuesta al problema dependera del
planteo del mismo; o sea, de la eleccion de un modelo u otro. Y obviamente la resolucion en
general sera mas complicada para el modelo mas complicado, e incompleta en algunos casos para
el modelo mas sencillo. Muchas veces la parte mas dificil de la resolucion de un problema en
particular es el planteo del mismo. En este curso esa parte ya vendra por lo general previamente
resuelta, y lo que se pretende que el estudiante realice es la utilizacion de las herramientas
matematicas para la resolucion de la situacion fisica descrita mediante una idealizacion que se le
presentara en el enunciado del problema.

Hacemos notar que en este, nuestro segundo modelo de auto, se ha idealizado las ruedas
del mismo como rigidas, mientras que si es un auto decente con ruedas neumaticas, las mismas se
deformaran con el peso del auto sobre ellas. O sea, estamos aproximando la realidad fisica con un
modelo matematico, porque consideramos no es de importancia la deformacion de las mismas.
Como veremos, en este curso, siempre despreciaremos este tipo de movimientos internos o
deformaciones de los cuerpos.

Ademas de eso, dado que el modelo matematico en algunos casos puede no presentar una
solucion analitica simple, es necesario hacer algunas aproximaciones matemadticas; es decir, que
los datos del problema verifiquen algunas relaciones que nos permitan simplificar el problema
matematico. En ese caso estaremos resolviendo la situacion solo para un rango determinado de
validez adicional, mas alla de la simplificacion a que nos lleva el modelo.

Queda claro asi que nosotros estudiaremos problemas ideales que seran aplicables a la
realidad solamente bajo ciertas condiciones. Estas condiciones son el limite de aplicabilidad de
nuestros modelos o teorias. Aclaremos que la Mecanica Newtoniana que estudiaremos, y que
también se le llama Mecénica Clasica, no es aplicable a la resolucion de todos los problemas
posibles. Es decir, los principios simples en los que se basa cubren una amplia region de validez y
de lo que podriamos llamar nuestro sentido comun de la realidad. Pero no es posible de resolver
con los mismos, problemas que en la época en que estos principios fueron desarrollados aun
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4 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

estaban lejos de ser planteados, como muestran las fechas en que vivieron sus mayores
impulsores, dadas anteriormente. Efectivamente, la Mecanica Clasica no es completa ni debe ser
considerada la verdad absoluta de todo el universo (como ninguna teoria actual debe serlo). Toda
teoria basada en un conjunto de postulados vale solo en aquellas condiciones en que los mismos
son aplicables, y la Mecanica Clasica como tal deja de ser valida cuando se cumplen una de las
siguientes tres condiciones:

1) los objetos en movimientos que se estan estudiando se mueven muy “rdpido”,
2) los objetos en movimiento que se estan estudiando son muy “pequerios”,

3) los objetos en movimiento que se estdn estudiando estan cerca de objetos muy
“masivos”’.

Efectivamente, en el caso de que los objetos en estudio se muevan a velocidad cercana a
la velocidad de la luz, los postulados de la Mecanica Clasica precisan de postulados adicionales
que dan lugar a la Mecéanica Relativista. La velocidad de la luz es de 3 x 10° ™/, = 1,1 x 10° ",
que como veremos estd muy por encima de todas las velocidades que estudiaremos a lo largo de
este curso, y muy por encima de las velocidades que involucraran los trabajos técnicos de casi
todos los Ingenieros que egresan de esta Facultad.

Por otro lado, cuando se estudia el movimiento de particulas reales muy pequefias, como
el movimiento de los electrones en torno del nucleo del atomo, o el movimiento de los portadores
de carga en un transistor de ultima generacion, se precisa la utilizacion de postulados
completamente diferentes a los de la Mecénica Clasica, que dan lugar a la denominada Mecéanica
Cuantica. El problema surge aqui porque la Mecénica Newtoniana idealiza para su tratamiento
matematico la existencia de particulas infinitamente pequefias (puntos) con masas no nulas. Esto
es una idealizacion muy razonable para el mundo macroscopico en el que vivimos. Pero en un
mundo nanoscdpico en que las distancias involucradas sean del orden del nanémetro (1 nm = 107
m) o menores, entonces esto puede ya no ser cierto. '

' - Tratando de no dejar esta idea demasiado vaga, expliquemos que la Mecanica Cuantica plantea
que toda particula tiene un comportamiento dual: como particula o como onda. En nuestro mundo
macroscopico todos los objetos pueden considerarse como macroscopicos. Sin embargo, por
ejemplo en el caso de los electrones, puede manifestarse un comportamiento u otro
indiferentemente. Cuando el comportamiento como particula es el que prevalece, entonces valen
los postulados de la Mecanica Clasica, pero cuando prevalece el comportamiento como onda debe
recurrirse a la Mecanica Cudntica.

En forma anecdotica, digamos en la época en que se desarrolldo la Mecéanica Clasica,
también se discutia cudl era la naturaleza de la luz. Isaac Newton afirmaba la existencia de
corpusculos o particulas de luz, en cuanto que Christiaan Huygens mantenia que la luz era una
onda. La Mecdanica Cuantica, creada y desarrollada en la primera mitad del siglo XX (més de 200
afos después de esas discusiones) vino a demostrar que ambas proposiciones eran correctas.
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Finalmente, y sin entrar tampoco en los detalles, los objetos muy masivos, generan
campos gravitatorios intensos y modifican drasticamente la descripcion espacio temporal de la
mecanica newtoniana. Pero, dado que atin no hemos ni descrito estos elementos para nuestro caso,
pasaremos a continuacion a definir los Conceptos Preliminares que utilizaremos a lo largo de todo
el curso.

0.2 — Conceptos Fundamentales.

A continuacion pasaremos a dar algunas definiciones y conceptos que son fundamentales
y deben comprenderse desde un principio. Muchas de ellas son casi intuitivas y todas ellas seran
descritas por elementos matematicos.

Para empezar todos nuestros elementos se ubicaran en el espacio (R3) que fisicamente es
una region que se extiende infinitamente en todas direcciones, y que matematicamente lo
describiremos por un espacio afin de tres dimensiones. Un punto de este espacio estara
determinado por sus coordenadas medidas respecto a algin sistema de referencia. En el primer
capitulo entraremos en detalle sobre que sistemas de coordenadas mediremos, y mas adelante nos
quedara claro que existen muchos tipos de sistemas de referencia; pero asumiremos que existe uno
preferencial al que llamaremos sistema de referencia inercial primario o sistema de Copérnico, y
diremos que este esta “fijo” en el espacio y los demas pueden moverse respecto de él. Aquellos
que se muevan con velocidad constante serdn también inerciales, y en ellos valdran las leyes de
Newton, mientras que en los que son acelerados (velocidad variable) respecto del mismo son no-
inerciales y en ellos habra que hacer ciertas modificaciones en las ecuaciones fundamentales a las
que lleguemos.

El espacio con el que trabajaremos es un espacio euclideo; es decir tenemos una métrica
euclideana para definir conceptos tales como la distancia entre dos puntos, el area de una
superficie o el volumen de una region de dicho espacio. Todas estas magnitudes estan
relacionadas. Definiéndose una magnitud o unidad fundamental de longitud, por ejemplo: metros,
todas las distancias se mediran entonces en metros(im); las 4reas en metros cuadrados (m?) y los
voliimenes en metros cubicos (n°).

Pretendemos estudiar el movimiento de los objetos, y como vemos, hasta los sistemas de
referencia, o de coordenadas en que describimos nuestro espacio se estaran moviendo, precisamos
describir este movimiento de alguna forma. Para ello introducimos el tiempo como una variable
matemdtica que nos da una medida de la sucesion de los acontecimientos. En Mecanica
Newtoniana esto es una cantidad absoluta. El pasaje del tiempo es inexorable e independiente de
cualquier otro parametro o acontecimiento, por lo que matematicamente serd siempre una variable
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6 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

independiente. * El tiempo entonces se interpreta como una magnitud independiente de la longitud
y por tanto se mide en unidades independientes (por ejemplo: segundos).

Nuestro interés es no solo describir el movimiento de esos sistemas de referencia, sino
también el de objetos del mundo real. Como hemos dicho, nosotros trabajaremos con objetos
ideales que pretenden describir o modelar objetos que existen en el espacio real. La materia es la
sustancia que ocupa el espacio y de la que los cuerpos reales estan hechos. El movimiento de esa
materia, esta gobernado por la inercia de la misma. La inercia es la propiedad de la materia que
origina una oposicion a la variacion de su movimiento. Este es un concepto nuevo que aparece en
la Mecanica Newtoniana a diferencia de lo que se creia anteriormente. La masa es tan solo una
medida cuantitativa de la inercia. Y dado que este concepto es también nuevo, entonces se
introduce también como una magnitud fundamental y se mide en una unidad independiente de las
de longitud y tiempo (por ejemplo: kilogramo).

Cualquier superficie cerrada llena de materia es lo que llamaremos un cuerpo. Y en la
primer parte del curso utilizaremos el concepto de particula o punto material que es un cuerpo de
dimensiones despreciables, o sea, un punto con masa. En ciertos casos se puede tratar como punto
material un cuerpo de dimensiones finitas, por ejemplo: el auto del primer modelo mencionado
anteriormente. En otros casos el punto material puede ser un elemento diferencial, o sea, cualquier
cuerpo puede suponerse formado por infinitos puntos materiales; por eso, al estudiar sistemas de
particulas en la segunda parte del curso, estaremos planteando las bases para el estudio de
cualquier cuerpo. En particular nos concentraremos en cuerpos rigidos, que como dicho es aquel
que no sufre deformacion relativa entre sus partes.

La idea basica de la Mecanica Newtoniana es que los cuerpos se mueven porque estan
sometidos (o no) alguna fuerza. La fuerza es la accion de un cuerpo sobre otro. A pesar de ellos
los cuerpos no tienen que estar en contacto y aceptamos el concepto de interaccion a distancia. Las
fuerzas tienden a hacer que un cuerpo se mueva de acuerdo a la accion de las mismas. Es el
estudio de esta influencia y como el movimiento de un determinado cuerpo cambia ante la accion
de una fuerza el objeto principal de este curso. Al desarrollar este estudio veremos que no
precisamos introducir nuevas magnitudes fundamentales ni nuevas unidades independientes para
medir la fuerza, pero aclaremos que es en si una magnitud diferente de las antes descritas.

% _ En Relatividad, o sea, cuando estudiamos objetos moviéndose a velocidades cercanas a la de la
luz, este concepto debe ser modificado y el tiempo es una coordenada mas, dependiente del
sistema de referencia en que se trabaja.
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0.3 — Elementos Matematicos.

A continuacion damos un breve repaso de los elementos algebraicos mas importantes con
los que trabajaremos y sus propiedades fundamentales.

0.3.a - Escalares.

Una cantidad escalar es aquella a la cual se asocia solamente una variable; o sea, para su
completa descripcion alcanza el enunciado algebraico de su magnitud. La distincion importante
que debemos hacer es que el valor que un escalar tome no depende del sistema de coordenadas en
que se lo mida. Por ejemplo: el tiempo, el radio de un circulo, la distancia entre dos puntos, un
area, un volumen, la masa, la densidad, la energia o la potencia. Muchas de estas cantidades
pueden tener solo valores positivos, mientras que otros (tiempo, energia y potencia) pueden ser
negativos también. Como vemos, todos estos ejemplos toman valores dentro del conjunto de los
numeros reales (y en general todas las cantidades que utilizaremos en este curso son numeros
reales). Cualquier operacion entre escalares serd también un escalar.

En algunos casos, como la energia, cierta precaucion debe ser tenida en cuenta. La
misma, como la definiremos posteriormente es el producto de varios escalares. Como tal es una
cantidad escalar. Pero la definicion en si dependera del sistema de referencia en consideracion, por
lo que la energia dependera del mismo, porque la propia definicién depende de los sistemas.

0.3.b - Vectores.

Una cantidad vectorial o vector es aquella a que se le asocia no s6lo una magnitud, sino
también una direccion y un sentido. Ejemplos de vectores son un desplazamiento, la velocidad, la
aceleracion, la fuerza, la cantidad de movimiento o el momento angular.

Los estudiantes deben estar completamente familiarizados con los vectores y su
representacion en coordenadas, pero repasemos aqui las ideas basicas. Nosotros distinguiremos
dos tipos de vectores: los vectores libres, que es a los que nos referimos en este momento, y los
vectores aplicados, sobre 1os que nos extenderemos en este capitulo posteriormente.
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8 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

0.3.b.i) Operaciones con Vectores.

Las operaciones definidas para el espacio de los vectores son las siguientes:

5
e El producto de un vector por un escalar: si @ es un vector y b un escalar, entonces el
- -
producto de ambos serd un vector ¢ =ba .

- -
e La suma de dos vectores: si @ y b son vectores, la suma de ambos es un vector

- o o

c=a+b.

Tenemos definidos dos productos de vectores diferentes:

- > - -
e El producto escalar de dos vectores: ¢ =a-b donde a y b son vectores y ¢ un
escalar.

El producto escalar de un vector por si mismo es lo que se llama el cuadrado del vector,
que obviamente es un escalar, y es igual al cuadrado de su modulo o norma. O sea:

al =a-a=a 0.1)

El altimo término en la ecuacion anterior es una notacion que utilizaremos.

Cuando un vector tiene cuadrado unitario, es decir, su norma vale 1, se dice que se trata
de un versor, y si el producto escalar de dos vectores es nulo los vectores son ortogonales.

> o o > o5 o
e  El producto vectorial de dos vectores: ¢ = ax b *donde tanto a, by ¢ son todos
vectores.

En algunos casos a aquellos vectores que provienen de una operacion de un producto
vectorial se los diferencia llamandoles seudovectores, porque tienen comportamientos diferentes
frente a la simetria especular, pero esto no tendra mayor importancia para nosotros, y si conviene
distinguir que muchos vectores a los que nosotros llamaremos momentos estan originados en una
operacion de producto vectorial. Pero entraremos en detalle cuando hablemos de vectores
aplicados.

- o >
3 _ A veces también se usa la notacién ¢ = a’b.
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0.3.b.ii) Base de Vectores Libres.

Para representar un vector libre debemos tener una determinada base de vectores libres.
Por base de vectores libres entendemos un conjunto de tres vectores linealmente independientes,
que por ser el espacio de los vectores en cuestion de fres dimensiones, alcanza para generar, a
partir de las operaciones anteriores, fodos los vectores de dicho espacio. Usualmente trabajaremos
con bases ortonormales, en que los vectores de la base son versores ortogonales entre si. O sea, en

> 5 > -
una base ortonormal formada por los vectores €, , €, , €, (o genéricamente diremos {el} coni

=1,2,03) se cumple:

- >
.e. = 0.2
e -e =9, 0.2)
donde §; es la delta de Kronecker que cumple que:
Isii=j
y=1 (0.3)
Osii#j

Las bases ortonormales pueden ser directas o indirectas, seglin sea el comportamiento de
sus vectores frente al producto vectorial. Una base es ortonormal directa cuando se verifica que:

- - 3 -
e,.xej ZZSW{ €, (04)
k=1
donde:
+1 sii,j,kesuna permutacion par de1,2,3
J p p (0.5)
€it =Y -1 sii,j,kesunapermutacién impar de1,2,3
0 en otro caso.

es decir que, ademas de la propiedad obvia de que el producto vectorial de cualquier versor de la
base por si mismo es nulo, tendremos que:

> o - > > - > > - (06)

e xe, =€, e,xe,=¢e e;xe =e,

- -
y de que, dados dos vectores cualesquiera @ y b se verifica (propiedad anticonmutativa del

producto vectorial):

-> > -> > (07)
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que:

- > - > > - > > - (08)

€,X€ =—€; €;X€,=—¢ ¢€XxXe;=-¢,

El orden relativo que tienen que tener los vectores en el

espacio es el indicado en la Figura 0.1, donde la perspectiva
-

pretende ser tal que el versor €, es saliente del plano de la hoja
- -

(que vendria dado por €, y €;).

No debemos confundir una base de vectores libres con -
un sistema de coordenadas como los que seran descritos en el N €,
Capitulo 1, ni con los sistemas de referencia que utilizaremos e
para describir nuestra teoria. Un sistema de coordenadas es una !
base de vectores libres mas un origen de coordenadas. Cualquier Figura 0.1
vector libre tendrd la misma representacion en diferentes
sistemas de coordenadas que tengan la misma base de vectores libres (o sea, los ejes de los

sistemas de coordenadas sean paralelos). *

N
Finalmente un vector a se representa en una determinada base de vectores libres a través

de un conjunto unico de tres numeros reales ordenados (es decir, un vector de R (a1 ,Ay, a3)

que son sus proyecciones en cada uno de los tres versores de la base:

> >
a,=a-e, (0.9)
y podemos escribir que:
- - - - 3 -
a=aqe+a,e,+a,e, =Zaiei (0.10)

i=1

Aclaremos que las coordenadas de un vector no son cantidades escalares porque
dependen de los vectores de la base, como se ve a partir de la Ecuacion 0.9.

* - Tampoco debemos confundir los sistemas de referencia con los sistemas de coordenadas, ya
que diferentes sistemas de coordenadas pueden utilizarse para describir un mismo sistema de
referencia.
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0.3.b.iii) Cambio de Base.

—
Supongamos que ahora deseamos cambiar de la base | €, ¢ a una nueva base ortonormal

N
’ . , . .., .
€, ¢. Los nuevos versores de la base continuaran verificando la condicién de ortonormalidad

pero estaran dirigidos en direcciones diferentes. Esto puede suceder cuando cambiamos de un
determinados sistema de coordenadas a uno nuevo manteniendo el origen de coordenadas. Los
nuevos ejes estaran girados respecto a los originales, lo que se representa dando nuevos versores
para la direccion de cada uno de ellos.

5

Cualquier vector a tiene una existencia independiente de la base en que queramos
representarlo, por lo que, dado que los vectores que conforman la base han cambiado, segun la
Ecuacion 0.9, sus coordenadas también cambiaran. Las nuevas coordenadas seran:

—

a'=ae (0.11)

Para ver cuales son las relaciones entre esta y las antiguas precisamos definir mejor los
—
.o !
versores de la nueva base, por lo que asumamos que A ji €s la coordenada i-ésima del vector € ,

0 sea:
A =¢e (0.12)
0 sea:
- 3 -
¢ =3¢ (0.13)

i=1
Luego, teniendo en cuenta que los indices en las sumas son completamente arbitrarios:

-

- - 3 — 3 — 3 > - 3
r__ r __ _ _
a,=a-e;, = E ae; | E Ae, |= E hpa;le; e |= E Ayga;d,
= k=1

J.k=1 Jok=1

por lo que, de la definicion de la delta de Kronecker Ecuacion 0.3 tendremos que:
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3
r_ 0.14
a, —Z?»,.jaj ( )

Jj=1

N
Esta es la relacion que vincula las coordenadas del vector a en la nueva base respecto a

las coordenadas en la base original.

Si observamos bien y definimos las siguientes matrices reales:

a, a, M Ay Ag
A=la A'=|a L={2, Ay Ay
a; a; Ay Ay Ay

la relacion 0.14 de cambio de coordenadas se puede escribir mucho mas simple como:

(0.15)

Es decir, la matriz A’ 3 x 1 formada por el arreglo ordenado de las coordenadas del
- -
vector a en la nueva base {e:}, es igual a la matriz A 3 x 1 similar de las coordenadas en la

N
base original {e ; } , multiplicada a la izquierda por una matriz L cuadrada 3 x 3 formada por las

coordenadas de los vectores de la nueva base en la base original. A esta matriz L. se le llama
matriz de cambio de base.

La relacion 0.15 es la que define el comportamiento de un vector; es decir, cualquier
cantidad con la que trabajemos serd un vector si sus componentes ordenadas como matrices
columna verifican esa relacion ante un cambio de base ortonormal; o0, equivalentemente la relacion
equivalente 0.14.

0.3.b.iv) Propiedades de la Matriz de Cambio de Base.

Es importante observar que Ay A’, que como matrices son diferentes (es decir, tienen
-
componentes diferentes), son la representacion del mismo vector @ en dos bases diferentes. Esto
es importante porque hay que recordar que el cuadrado de este vector, su modulo al cuadrado,
definido como el producto de €l por si mismo (Ecuacion 0.1), es un escalar, por lo que debe ser
independiente de la base en que se calcule. Calculémoslo en una y otra base:
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N - 3 - - -
a =a-a= Zae Zajej Zaa(. j ZaaS

i=l1 j= i,j=1 i,j=1

0 s€a que:
N 3
a =’ (0.16)

Similarmente:

-2 3
N 0.17)
i=1

Haciendo uso de la relacion 0.14:

3

3 3 3 3
=Za;2 =Z ZK a; Zkikak = Z Zkyklk aa, =Zai2
i=1 i=1

i=1 \_j=1 k=1 J.k=1\_i=l

La tltima igualdad en esta relacion proviene de la Ecuacion 0.16 y del hecho de que,

como dicho, el cuadrado de un vector es independiente de la base de coordenadas, por ser un
-

escalar. Esta relacion debe valer en forma general cualquiera sea el vector a y por lo tanto
cualquiera sean sus coordenadas. Por esta razon, para que se cumpla esa igualdad es necesario que
los elementos de la matriz de cambio de base verifiquen la siguiente igualdad:

DAk =8, (0.18)

En esta relacion el orden de los subindices tiene importancia. Los elementos 7\,,] serian los
elementos de una matriz transpuesta a la de una que tenga los elementos Aji. O sea, si definimos
una matriz M cuyos elementos sean Wi = 7\4,]-, entonces esta matriz no es mas que la matriz
traspuesta de la de cambio de base L:

M=L" (0.19)
Entonces la relacion 0.18 nos diria que:
3
Sy =8, (0.20)
i=1

lo que escrito en forma matricial es:
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ML =1 (0.21)
donde I es la matriz identidad:
1 00
I=(0 1 0 (0.22)
00 1

Esto implica que M = L' es la matriz inversa de L, es decir:

M=L"=L" (0.23)
A las matrices que cumplen esta relacion se les llama matrices ortogonales.

5
Luego, de la relacion 0.15 podemos decir que las coordenadas del vector a en la base

1

- -
e’ ¢ expresadas en funcién de la base €, ¢ es:

A=L'A"=L"'A’ (0.24)

o lo que es lo mismo:

3
a;, =
j=1

L,d, (0.25)

J

0.3.b.v) Rotaciones respecto a un eje.

A manera de ejemplo vamos a ver ahora como

queda la matriz de cambio de base cuando se gira la base
-

respecto a uno de los ejes de la misma, por ejemplo, €, .

Consideremos entonces que queremos pasar de la base
- - - -
e rala e;. , tales que e’3 =€, ,y los otros versores

estan girados un 4ngulo o en sentido antihorario vistos
-
desde el extremo de €,, de manera que ambas bases

Figura 0.2

siguen siendo ortonormales directas (Ver Figura 0.2).
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Para ver cual es la matriz de cambio de base, debemos estudiar como cambian los
vectores de la base. Para esto escribamoslos en forma genérica y luego hallemos sus componentes:

—

- - -
e; = }\'11 e1"'7\*12 e2"‘7“13 €;
- - -
e, =Mk, e+hy,e,+i,e, (0.26)

- - -
! —_—
e;=Ajet+tAh,e,+h e,

- -
Como € =e, tendremos en forma inmediata que: A, =A,, =0,A;; =1; y por 1

)

propiedad de ortogonalidad de la base serd: A,; =A,; =0 Por lo que:

- - -
4 —
e1 _7\"1] el-i_)\’IZ e2

- - -

e'z :7\'21e1+7“22 €, 0.27)
e, =e,

- -
Multiplicando escalarmente cada una de las dos primeras ecuaciones por €, y €,

tendremos que:

-> o - >

r __ r__
€-¢ _7\‘115 €, ¢ _7\‘12 (O 28)
> > -

! — ! _
e e, =Mh,, e, e, =Ly,

Como todos los vectores aqui involucrados son versores, los productos escalares que alli
aparecen seran los cosenos de los angulos que forman entre si dichos vectores. Fijandonos en la
Figura 0.2 tendremos:

- a’ - a' T

e e =coso, e,-e =cos| ——a |=sen

1€ Q, €,-¢ 5 @ a (0.29)
- > T - -

e -e, =cos 5+0L =-—seno, e,-e,=coso

Las relaciones vectoriales anteriores quedaran como:
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- - -

e, =cosae, +senae,

- - -

e, =—senae,+cosoe, (0.30)
- -

! J—
€; =¢e;

y la matriz de cambio de base sera:

coso.  seno O

L=|-sena cosa O (0.31)
0 0 1
- -
La matriz inversa, que lleva de la base e;. ala<e; r es:
coso. —sena
M=L"=|senaa coso. 0 (0.32)
0 0
lo que implicaria que:
- - -
e, =cosoe;—senoe)
- - -
e, =senole,+cosae), (0.33)
o
e, =e;

Este resultado puede verificarse intentando calcular las componentes de los versores de

- -
{e'} en la base {el} como lo hicimos antes.

1
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0.3.c - Tensores.

En la seccion anterior dijimos que lo que caracteriza a un vector es la forma en que sus
coordenadas cambian ante un cambio de base. También vimos que habia dos tipos de productos de
vectores por vectores:

1) El producto escalar, en que un vector multiplicado por otro vector da un escalar.

2) El producto vectorial, en que un vector multiplicado por otro vector da un tercer
vector.

Aqui comenzaremos hablando de un tercer tipo de producto de vectores por vectores, que
llamaremos el producto fensorial cuyo resultado es una clase de cantidad u objeto diferente, que es
un fensor. Asi como dijimos que lo que caracteriza a un escalar es que es invariante respecto a los
sistemas de coordenadas; y dijimos que un vector es toda aquella cantidad que frente a los
cambios de base sus coordenadas cambian de acuerdo a la Ecuacion 0.14; de la misma forma
definiremos un tensor segiin se comporten sus coordenadas frente a un cambio de base, es decir,
frente a un cambio de coordenadas que involucre solamente una rotacion.

Adelantando nuestro resultado, vimos que para describir un escalar precisamos solamente
de un Gnico niimero real. Para describir un vector precisamos de tres numeros reales, es decir sus
tres coordenadas. O sea, dado que un escalar se representa por un nimero (una matriz 1 x 1) y un
vector por un vector de R?, es decir, una matriz 1 x 3, se vera que un tensor se representa por una
matriz cuadrada 3 x 3.

0.3.c.i) Producto Tensorial.

Comenzaremos calculando como se expresa el producto escalar de dos vectores en
funcién de sus coordenadas. Sean:

- - - - 3 - - - - - 3 -
a=ae+a,e,+a,e, =Zai e, b=be+be,+be, =Zbl.ei
i=1 i=l

Trabajando en forma similar como se dedujo la Ecuacion 0.16:

- 3 - - 3 3
bie; |=2.ab;le-e;|=>abd, =3 ab,
i=1

i.j=1 ij=1

- >
a-b= Zaiei .

3 N 3
i=1 Jj=1
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by
y definiendo la matriz 3 x 1 de coordenadas de B: B =| b, |, lo anterior puede expresarse
b,
como:
ab=Yab =AB=B'A (0.34)
i=1

1

- -

O sea que el producto escalar de dos vectores @ y b se calcula como el producto de sus
representaciones matriciales 3 x 1, dando lugar a un escalar, es decir, una matriz 1 x 1. Pero dadas
dos matrices 3 x 1 A y B, existe otra forma de multiplicarlas que da lugar a una matriz C
cuadrada 3 x 3 que es la siguiente:

a,b, ab, ab,
C=AB' =|a,b, a,b, a,b, (0.35)
asb, a,b, a;b,
La matriz C es la representacién en coordenadas de una nueva cantidad, resultado de
operacion del multiplicar tensorialmente los vectores ; y E Este nuevo producto que
o

denominamos producto tensorial lo identificaremos con el simbolo & ; o sea, si denominamos ¢
a esta cantidad, entonces:

> >

c—aeb (036)

0.3.c.ii) Cambio de Base y Definiciéon de Tensores.

x4

Observar que € no es un vector, pues su representacion en coordenadas no es una matriz
3 x 1, sino una matriz 3 x 3. Esto es lo que denominaremos un fensor. Como en el caso de un
vector, en que no cualquier conjunto ordenado de tres numeros reales era un vector, un conjunto
cualquiera de nueve niumeros ordenados tampoco sera un tensor. Un vector es un concepto mas
abstracto, siendo las coordenadas solo su representacion en una determinada base, y las mismas
deben de cambiar de acuerdo a la relacion (0.14) al cambiar de base. De la misma forma no
cualquier arreglo ordenado de nueve numeros serd un tensor, sino solo aquellos que verifiquen
cierto comportamiento frente a los cambios de base lo seran.
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De la Ecuacion 0.35 vemos que las coordenadas, componentes o elementos de la matriz

L d -
C que representa al tensor € en la base {e l} es:

¢; =ab, (0.37)

> -
Para que € esté coherentemente definido, en la base {e:} los elementos

de lamatriz C" que lo representa deben ser:
P
c; =ab; (0.38)
ya que cualquier cantidad debe definirse en forma equivalente en una base u otra. Ahora bien, las

- o
coordenadas de @ y b cambiaran segtn la Ecuacion 0.14:

3 3 3
! AN
cy=ab;=| Y hya, | D hya, |= Y hgaah,
k=1 I=1

k,l=1

O sea que, utilizando las Ecuaciones 0.37 y la definicién de los elementos L; = 7\,1]- para

los elementos de M = L" tenemos que:

3
r_
C; = zk,—k%uzj
k=l

(0.39)

lo que matricialmente puede escribirse como:

(0.40)

Ahora si se puede definir un tensor, como aquel elemento que se represente por un
arreglo ordenado de 9 coordenadas en forma de una matriz 3 x 3, las cuales deben cambiar de
acuerdo a la Ecuacion 0.39, o equivalentemente la 0.40, ante un cambio de base.

0.3.c.iii) El Producto Tensorial como una Aplicacion Lineal.

o o o

Los tensores antes definidos, y en particular la cantidad ¢ = a®b antes definida,

pueden verse también de forma diferente, mas que como cantidades en si, como aplicaciones
lineales, o funciones de vectores. Efectivamente, una aplicacion lineal es una funcidon que
transforma un vector en otro vector, de forma que la misma cumple las propiedades usuales de
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linealidad. Ademas de eso, las aplicaciones lineales suelen representarse por matrices cuadradas,
de donde es inmediato asociar los tensores con las mismas.

Ahora entonces nos centraremos en interpretar el producto tensorial como una aplicacion
lineal.

Definamos por el momento la siguiente aplicacion lineal I que cuando es aplicada a un
— -
vector X arbitrario genera otro vector y tal que verifica:

ysz:(b-xja (0.41)

> o
donde a y b son dos vectores de los que la aplicacién 3 depende.

- >
Observar que en la definicién aparece un producto escalar b- X, y el nimero que resulte
-
de aqui estd multiplicado por el vector a. Ambas operaciones son lineales por lo que la

- -
aplicacion J sera lineal; o sea, dados dos vectores X, y X, cualesquiera, y dos escalares oL y 3

también cualesquiera:

-

_):1 z‘sx_i = 3(ax1+[3x2j=ayl+[3y2 (0.42)
Yy, :sz

Buscaremos entonces cudl es su representacion matricial. Para ello hay que ver como se
transforman los vectores de la base ante la misma, y las coordenadas del vector resultante seran las

columnas de la matriz F que represente a J en la base en cuestion:

- - > - - - -
~ _ . _ _
Je, =|b-e, |a=ba=aqab e+a,be,+ab e,
- - > - - - -
~ _ . _ _
Je, =|b-e, [a=b,a=ab,e+a,b,e,+ab,e,

- - - \-> - - - -
(a3 p— p— p—
Je, =|b-e; |a=b;a=ab,e+a,b;e,+a,b,e,

entonces:
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ab, ab, ab,
F=|a,b, a,b, a,b, (0.43)

a;b, asb, a;b,

Efectivamente, la representacion matricial de 3 coincide con la matriz de coordenadas C
<>
del producto tensorial €, por lo que podemos concluir que ambas cosas son equivalentes y
entonces:

§=3§=s§=(2®3j§=[ﬁ.§j2 (0.44)

Concluimos entonces que el producto tensorial puede interpretarse como una aplicacion
lineal, ya que en cualquier base ortonormal ambas tienen la misma representacion en coordenadas.
Podemos generalizar, sin demostracion, que todos los tensores, definidos como aquellas
cantidades que verifican la propiedad de cambio de base de las Ecuaciones 0.39 o 0.40 se
comportan como aplicaciones lineales.

Acotaremos finalmente que este tipo de tensores que hemos introducido, son los
denominados tensores de orden 2. Dentro de este marco los vectores pueden interpretarse como
tensores de orden 1 y los escalares como tensores de orden 0. Pueden, en general, definirse
equivalentemente tensores de rango 3, cuyas representaciones en coordenadas sean matrices 3 x 3
x 3 y asi sucesivamente. Pero en este curso no trabajaremos con cantidades tan complicadas.

0.3.c.iv) Propiedades adicionales del Producto Tensorial.

Volviendo a estudiar en particular el producto tensorial, y despreocupandonos por el
momento de los tensores en general, este producto verifica algunas propiedades que las
enumeramos aqui porque nos seran de utilidad posteriormente. Ademds de la propiedad de
linealidad vista como aplicacion (Ecuacion 0.42) tenemos las siguientes propiedades de linealidad
del mismo:

(al+azj®b=al®b+az®b (0.45)

a®(b1+b2j _a®b +a®b, (0.46)
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z_;@ (y E) = (y ;] ® B = y(;® l_))] (0.47)

0.4 — Sistemas de Vectores Aplicados.

Las operaciones anteriores definidas para vectores consideran a los mismos como
vectores libres, es decir, alcanzan las tres coordenadas que lo definen para determinarlo
completamente. Sin embargo, como veremos en mas de una ocasion, los vectores con los que
nosotros queremos trabajar actuan de alguna manera sobre un determinado punto; o, si se quiere
en otras palabras, el punto de comienzo del vector es importante. Veamos algunos ejemplos que
nos apareceran repetidamente a lo largo del curso:

1) Sistemas de Particulas: Cuando tengamos un sistema de particulas moviéndose por el
espacio, cada particula se movera con una velocidad diferente. La velocidad de cada
una sera un vector, y podemos pensar que ese vector comienza en cada instante en la
particula correspondiente.

2) Distribuciones de Fuerzas: Analogamente, en el sistema de particulas anterior, sobre
cada particula actuara una fuerza diferente y el punto de aplicacion, o la particula
sobre la que la fuerza actia serd importante. Pensemos un momento, por ejemplo, en
una calesita o una rueda que puede girar en torno a su centro, encontrandose el
mismo fijo. Para hacerla girar empujandola, debemos empujar con una fuerza
tangencial a su periferia. Si esa misma fuerza la aplicasemos en el centro no
conseguiriamos ningun giro.

3) Distribuciones de Velocidades: Pensemos el ejemplo anterior de la calesita que gira
en torno a su centro. El desplazamiento de cada punto en un intervalo de tiempo
dependera del giro de la misma. Cada punto se desplazara una determinada cantidad
que dependera de la posicion del punto en cuestion; por ejemplo, de la distancia al
centro de giro.

A lo largo del curso estudiaremos las particularidades de cada caso en detalle, sin
embargo todos estos ejemplos tienen ciertas caracteristicas comunes. Pensemos en el primer caso
del sistema de particulas, que por ejemplo sea una galaxia con infinidad de estrellas. Si para
describir el movimiento de la galaxia se deben dar los detalles del movimiento de cada una de sus
estrellas, nos encontraremos frente a un problema imposible. De todas formas se puede estudiar el

movimiento de la galaxia como un todo dando unos pocos parametros; éstos son, su cantidad de
- -
movimiento 0 momento P y el momento angular respecto a algin punto O, L, . Aunque no nos

describiran el movimiento del sistema completo, si nos dan mucha informacion.
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Estudiaremos ahora las generalidades de los sistemas de vectores aplicados que nos
permitiran reducir el nimero de cantidades necesarias en el estudio de los mismos.

0.4.a — Vectores Aplicados.

0.4.a.i) Definicion de Vector Aplicado.

A diferencia de un vector libre, un -
vector aplicado tiene un punto de aplicacion en o
el espacio. Por eso definimos un vector aplicado et
N s
como una pareja dada por un vector libre a y ;

un punto de aplicacion del mismo en el espacio,
A. O sea, que un vector aplicado es la pareja

{A, a} ) -
s A

- s

A la recta A a, es decir, la recta que )
. . . ., Figura 0.3
pasa por el punto A y tiene la misma direccion

- -
que el vector A, se le llama recta de aplicacion o recta de accion del vector aplicado {A, a} .

0.4.a.ii) Sistemas de Coordenadas como ejemplo de Vectores Aplicados.

Como A es un punto del espacio, para determinarlo completamente debemos dar su

posicion, y para ello daremos sus coordenadas. En otras palabras, lo que estamos dando es un
-
vector libre I, que lo determina en el espacio. Pero en realidad, este vector estd medido en un

determinado sistema de coordenadas, para el que, como dijimos, se precisa un origen de

N
coordenadas O. Asi que para determinar el punto A precisamos de un vector aplicado {O, r, } .

Por lo tanto, al referirnos a un vector

N - z
aplicado { A, a ; debemos dar dos vectores: I,
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- - -
y a;lo que es equivalente a dar seis coordenadas, tres del vector r, y tres del a . En realidad lo

- -
que estamos dando es otro vector aplicado {O, r A} y el vector libre a . Obviamente que esto

pareceria una recurrencia infinita si no fuera que los puntos O y A tienen existencia en si mismos,
como los vectores; las coordenadas son solo una forma de determinar uno en relacién a otro. O
sea, podemos introducir el concepto de diferencia de puntos, cuyo resultado es un vector, de forma
que, como se muestra en la Figura 0.4:

N

r,=A-0 (0.48)
Tratando de generalizar esta relacién para dos puntos cualesquiera A y B, como muestra
la Figura 0.5, diremos que:

- - >

ry=r,-r, =(B-0)-(A-0)=B-A (0.49)

En esta ecuacion estamos introduciendo y compatibilizando diferentes notaciones con que
podemos referirnos a un mismo vector. Pero hacemos notar que podemos decir que formalmente

el punto O est4 siendo simplificado en la ultima igualdad de esa ecuacion.

Si re-escribimos la Ecuacion 0.48 considerando O como un punto general:

- - -

r,=A-0O=r,-r,
por lo tanto:

(0.50)

N

r, =0

lo que es logico con que al origen de coordenadas le
0
corresponde el vector | O

0

La notacion introducida en la Ecuacion
0.49, nos permite definir formalmente también la

(0.51)

Figura 0.5
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suma de un punto y un vector. De la primer igualdad de dicha ecuacion se deduce que:

- - -
Iy =TI, + I g
lo que, usando la notacion introducida en la Ecuacion 0.48 nos permite escribir:

B-0=(A-0)+r,, (0.52)

y simplificando formalmente el origen de coordenadas O tendremos que:

B=A+r,, (0.53)

lo que formalmente seria la definicion de sumar puntos y vectores.

0.4.a.iii) Momento de un Vector Aplicado.

5
Llamamos momento de un vector aplicado {A, a} respecto a un determinado punto P,

al vector:

n;Pz(A—P)xzz(IZ—r:)x; (0.54)

Utilizamos los dos tipos de notacion introducida anteriormente porque la primera es
independiente del sistema de coordenadas. Vemos, a través de la primera igualdad, que el
momento de un vector no depende del sistema de coordenadas en uso; aunque, obviamente, la
expresion del mismo dependera de la base que se esté considerando, por tratarse de un vector
libre.

N
La pareja {P, mp} se puede considerar como un nuevo vector aplicado.

0.4.a.iv) Calculo de Momentos.

- -
Como vemos de esta definicion el momento My, de un vector aplicado {A, a} es un

seudovector, porque esta definido a través de un producto vectorial. Como tal, sera perpendicular
-
al vector en cuestion a y a la recta que une el punto de aplicacion del mismo con el punto en que

se calcula el momento. Por lo tanto sera perpendicular al plano definido por la recta de aplicacion
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5

del vector A a y el punto P en que se calcula el mismo. El sentido del momento estard dado
- —

aplicando la regla de la mano derecha entre los vectores Iy, y &, como indica la Figura 0.6.

Figura 0.6
Su moédulo sera:
- - - —
m, |=|a|lr, seno=|a|d (0.55)
- -

donde o es el angulo entre el vector @ y ¥, (es decir, entre la recta de accion del vector

N
aplicado A a ylarecta PA)y

—

d= senao (0.56)

rPA

5
es la distancia del punto P a la recta de accion A a . Alternativamente también se puede decir
que:

m, |=|al||r, |sena=|r,, |d' (0.57)
donde ahora
d =|a|sena (0.58)
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5
es la proyeccion del vector a seglin la direccion perpendicular a la recta PA.

Cualesquiera de estas dos formas de calculo del momento de un vector son de gran
utilidad cuando calculemos momentos en configuraciones sencillas, como por ejemplo, problemas
planos. En este tipo de problemas todos los vectores de interés estan contenidos en un plano, que
es el mismo en que se encuentran los puntos de aplicacion y puntos de calculo de momentos. Se le
llaman problemas planos porque alcanza con trabajar con dos coordenadas solamente para tener
una descripcion completa del problema. Dependera del caso particular cudl de las dos relaciones
usar, si la Ecuacion 0.55 o la 0.57. En el caso de momentos en el espacio, es decir, cuando se
presente una geometria mas general en que las tres direcciones independientes del espacio son
importantes, es mas conveniente hacer uso de la propia definicion de momento Ecuacion 0.54, y
calcular el producto vectorial alli involucrado en forma general.

0.4.a.v) Cambio de Punto de Aplicacion: Vectores Deslizantes.

Consideremos ahora dos vectores aplicados diferentes, a los que llamaremos o y

yo = {A, a} y V& = {B, a},

5
es decir, que se trata del mismo vector libre a pero aplicado en puntos diferentes A y B. Los

V(Z).

momentos de uno y otro vector respecto a un punto P arbitrario seran respectivamente:
- D - - -
m, =|r,—r,|xa

- (2) > o -
m, =|r;—I,|[xa
La diferencia entre ellos sera:

- () - M > - -
m, -m :(r -r jxa (0.59)
P P B A
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Figura 0.7

- -

Estudiaremos que ocurre
cuando la recta de aplicacion de los

vectores coincide; es decir, B se

5
encuentra sobre la recta A a, que

-
coincidird en ese caso con la Ba
(ver  Figura 0.7). Entonces

- - - -

I, =Iy—T, seraparaleloa a y
el segundo miembro de la Ecuacion
0.59 sera nulo, por lo que ambos
momentos seran iguales:

L@ Lo

m, =m, (0.60)

Observar que este es el
unico caso en que esto es posible; o

sea, si B no estuviese sobre la recta
de accion de A entonces ese

término | 'y — I, |X @ seria no nulo y los momentos serian diferentes. *

Como conclusion vemos que podemos desplazar el punto de aplicaciéon de un vector
aplicado sobre su recta de accion y el momento del mismo respecto a cualquier punto arbitrario del
espacio no cambia. Por eso a un vector aplicado se le llama también vector deslizante, porque el
mismo se desliza a través de su recta de accion.

0.4.a.vi) Cambio de Momentos respecto a su Punto de Aplicacion.

* - Hay dos casos singulares en que el segundo término de la Ecuacién 0.59 es nulo que son:

1) cuando ambos puntos A y B coinciden; entonces, a pesar de que es un caso
particular del caso general mencionado, los momentos seran iguales porque se trata
de exactamente el mismo vector aplicado.

—

2) si a =0, pero ac tenemos la particularidad de que la recta de aplicacién no esta
definida, y en realidad se podria decir que se trata de todo el espacio. En este caso,
los momentos en todos los puntos del espacio seran nulos, por lo que es un caso
particular de un vector aplicado idénticamente nulo.
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N
Vemos, de la definicion de momentos, Ecuacion 0.54, que en principio, el momento m,

5
depende, ademas del vector en cuestion, a, y del punto de aplicacién del mismo, A, de otro

punto, en este caso P, que es un punto cualquiera respecto del cual se calcula el momento.

- -
Es decir, por su definicion, el momento m, es el momento del vector aplicado {A, a}

respecto al punto P. La importancia de este punto es tal que todos los momentos suelen escribirse
-
de forma que el punto respecto al que se calcula aparece como subindice. O sea, m, puede

considerarse como una notacion resumida que hace referencia al hecho de que el momento es en si
-
un vector aplicado { P,m,, » . En muchas de las operaciones que nos interesa hacer con vectores

aplicados, y por lo general cuando se trate de momentos, para poder realizar las mismas dichos
vectores deben estar aplicados en el mismo punto. Es decir, cuando sumemos momentos de
diferentes vectores, los momentos que sumemos deben encontrarse calculados respecto a un
mismo punto. Por esto es de interés estudiar como cambia el momento de un vector aplicado si
cambiamos el punto respecto al cual el mismo se calcula.

Si deseamos calcular el momento en otro punto Q, entonces tendremos:

— - — - — — - - — — - — - - —
m,=|r,—r, [Xa=||r,—I |[+|[—I, [|[xa=|r,—r, |xa+t r,—-r,|xa

5
y usando la propia definicion de m, (Ecuacion 0.54):

IJan?P{rj_gij (0.61)

5
Esta ecuacion nos da el momento del vector aplicado {A, a} en el punto Q calculado a

partir del momento en el punto P, donde obviamente P y Q son dos puntos arbitrarios.

Puede ser conveniente usar la propiedad de que el producto vectorial es anticonmutativo:

(g_gszz_;{g_gjzz{g_gj (0.62)
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y entonces la Ecuacion 0.61 queda:

m, =m,+ ax(rQ—rP) (0.63)

Ambas ecuaciones 0.61 y 0.63 son completamente equivalentes; sin embargo, esta

segunda puede ser mas facil de memorizar, ya que en ella, utilizando esta notacion para los
- -

vectores posicion ¥,,I, el orden de los

. puntos Q y P es el mismo, tanto en el
-
subindice de los momentos m , como en el de

Q P g
-

los vectores I' posicion de dichos puntos. °

ol

Observemos que, en el caso que se

e A muestra en la Figura 0.8, en que el vector
. - - - o -
Tro Ipo =TT, sca paralelo a a, entonces el
producto vectorial
P - - -
- ax(rQ—rP) =0 (0.64)
Figura 0.8
y los momentos en P y Q son iguales:
2 —m, 0.65
m, =m, (0.65)

O sea que si yo traslado el punto P de calculo del momento de un vector aplicado

- -
{A, a} sobre una recta P a paralela al mismo, el momento no cambia.

0.4.a.vii) Momento respecto a un eje.

- - -
® - Observar que si cambiamos de notacién y usamos I'hyg =To—T;, el orden se mantendra en la

Ecuacién 0.61, ya que hay una inversion en el orden de los puntos.
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— —
Llamaremos momento de un vector aplicado {A, a} respecto a una recta P u definida

N
por un punto P y un versor u, como muestra la Figura 0.9, a la cantidad escalar m _, definida
Pu
como:
- >
v m ., =u-m, (0.66)
N i Pu
//
a e
/// -
o donde m, es el momento del
///‘ Q b
et vector 4 A, a ¢ respecto al punto P.
e
A . .
P > A diferencia del momento
- u vector definido anteriormente, esta
e cantidad es un escalar, y en su
Figura 0.9 definicion estan involucrados, no
solo el punto P arbitrario, sino
- ~>2

también un versor U . Resaltamos el hecho de que sea un versor, es decir W = 1, porque si esto
no fuese asi la definicion careceria de sentido.

Sin embargo, la definicién anterior no depende del punto P que se considere sino

N
solamente de la recta Pu. Efectivamente, consideremos otro punto Q cualquiera de la misma
recta, como muestra la Figura 0.9. Aplicando la definicion anterior sobre este nuevo punto, y la
formula de cambio de momentos, Ecuacion 0.63:

- > — — - - > - - - (> - >
mQ:=u-mQ=u- m,+ax| r,—r, | [=u-my+u-| ax r,—r,

donde, por estar el punto sobre la misma recta:

- - - > | >
Fo—Tp =Tp, =[Fp|U (0.67)
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> > - - - >
es decir que I, —T, y U son paralelos. El producto vectorial ax| ¥,—T; | es perpendicular a

5
u, por lo que el producto mixto

- (> - >
u- ax[rQ—rP) =0 (0.68)
de donde resulta que:
> o - >
mQﬁ =u-m,=u-m,= mPﬁ (0.69)

N

A larecta Pu respecto a la que se calcula este momento escalar se le suele llamar eje.
La razdén de esto es que, como veremos en el curso, esta definicion tiene mucha importancia
cuando se estudian el movimiento de giro de algun cuerpo respecto a un eje de rotacion.

0.4.b — Sistemas de Vectores Aplicados.

En la seccion anterior se definié y estudiaron algunas propiedades de un tinico vector
-
aplicado { A, a ;. Muchas veces en este curso nos apareceran vectores de este tipo pero

>
agrupados; es decir, tendremos un conjunto de n vectores ;, con i variando desde 1 a n, cada

uno de ellos aplicado en un punto A; en principio diferente. Esto es lo que llamaremos un Sistema
de Vectores Aplicados. Los 3 ejemplos dados al comienzo de la Seccion 0.4 son todos casos de
este tipo de sistemas que involucran varios vectores y no solamente uno. Estudiaremos ahora las
propiedades de este tipo de sistemas.

0.4.b.i) Resultante y Momento de un Sistema de Vectores Aplicados.

N
Si tenemos un sistema de vectores aplicados {Ai, al} coni=1,...,n,definiremos las

siguientes cantidades:
N
e  Laresultante es la suma vectorial de los vectores a, , o sea:
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R=Ya (0.70)

i=1

e El momento del sistema de vectores respecto a un punto P como la suma de los
momentos individuales de cada vector aplicado del sistema respecto a dicho punto:

n

ﬁp:i;@P:Z(Ai—P)XZ=i(r;—rf,jx§i (0.71)
i=1

i=1 i=1

Estas cantidades asi definidas son importantes por el hecho de que, si bien no seremos
-
muy exhaustivos en la demostracién de los detalles matematicos, veremos que la resultante Ry
-
el momento M, respecto a un determinado punto P son los unicos parametros o propiedades que
nos interesan de cualquier sistema de vectores aplicados. Es decir, en cualquier aplicacion en que
nos aparezcan sistemas de vectores aplicados, las propiedades de los mismos vendran

- -
completamente determinadas solamente por la pareja resultante Ry momento M, ,

independientemente de cudl sea el conjunto de vectores aplicados particular de que se trate.

- -
Por la propiedad anterior, la pareja (R,MP) es lo que se llama coordenadas del

sistema de vectores respecto al punto P. Observar que en esta definicion de coordenadas, que es
simplemente una denominacion que se le da a esta pareja, nos referimos a un par de vectores. Para
determinarlos completamente, precisaremos de una pareja de tres coordenadas en una determinada
base de versores independientes; o sea un total de 6 coordenadas o variables independientes que
nos determinan las propiedades del sistema de vectores aplicados.
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0.4.b.ii) Formula de Cambio de Momentos de un Sistema de Vectores Aplicados.

Debemos observar que en la definicion anterior de coordenadas de un sistema de vectores
-
aplicados, < A,,a, p coni=1,...,n, respecto a un determinado punto P, que es relativa a dicho

5
punto, solo uno de los vectores depende del punto. Mientras que el momento M, depende del

5

mismo, por su definicién, Ecuacién 0.71, la resultante R es independiente de este punto. Sin
-

embargo, tan solo por M, depender del punto P, las coordenadas respecto a dos puntos

diferentes P y Q seran diferentes. Demostraremos a continuacién que dadas las coordenadas
- o -> >
R,M;, | en el punto P, las coordenadas | R,M, | respecto a cualquier otro punto Q estaran

completamente determinadas, independientemente de los vectores aplicados particulares.

5
De la definicion de R es inmediato que no depende del punto, como dicho

-
anteriormente, por lo que lo Gnico que precisamos es demostrar que el momento MQ puede

-> o
determinarse completamente dadas las coordenadas en el punto P: (R,MPJ . Por definicion:

— noo— n - - - n - o> > o -
MQ=ZmiQ=Z r, T, xal.zz I, —h+I—T, [Xa,
i=1 i=1 i=1

N
Aqui en la ultima igualdad se sumo y rest6 el vector I, lo que da lugar a:

- n - - - n - - - n - - - - - L
M=) |r -1 [xa,+ ) [r—r, |xa, =D | r, -1, |xa, +| r,—1, [x D a,
i=1 i=1 i=1 i=1

- -
donde el vector (r[,— l‘Qj no depende del punto de aplicacion de los vectores por lo que puede

ponerse como factor comin de todos los términos de la segunda de las dos sumatorias.
Comparandolas con las ecuaciones 0.70 y 0.71 tenemos:

M, = MP+(rP—er><R (0.72)
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lo que es la denominada Formula de Cambio de Momentos, porque nos da el momento en un
- - -
punto M, en funcién de la resultante R y el momento en otro M ; es decir, que dadas las

> o - -
coordenadas (R,ij en un punto P, las coordenadas (R,MQ) respecto a otro punto Q

estan automaticamente determinadas.

Esta ecuacion es muy similar a la 0.61, que nos daba el momento respecto a un punto de
un unico vector aplicado en funcion del momento en otro punto y el propio vector, por lo que
procediendo como entonces podemos escribir:

M, =M, +Rx (rQ—rP) (0.73)

0.4.b.iii) Campos Vectoriales y Campo de Momentos.

La féormula de cambio de momentos permite interpretar los momentos de un determinado
sistema de vectores aplicados como un campo vectorial. Un campo vectorial es, por definicion,
cualquier funcién que a cada punto del espacio le hace corresponder un vector. O sea, dado un

BN
punto P cualquiera, un campo vectorial asocia a dicho punto un vector que podemos llamar ¢ (P)
Dado un sistema de coordenadas para el espacio, un campo vectorial puede verse como una

- - -
funcion de R®* - R*: c(P) = c(rpj )

Por ejemplo, el producto tensorial definido en la seccion 0.3.c.iii a través de la Ecuacion
- - -
0.41 es un caso de campo vectorial, donde y| X | es un campo vectorial con a y b parametros

de dicha funcion. En general todo tensor y todas las aplicaciones lineales pueden verse como
campos vectoriales. El reciproco no es cierto, ya que un campo vectorial cualquiera no tiene por
qué ser lineal.

Un ejemplo de campo vectorial no lineal, que aparecera muy seguido en el Capitulo 4
cuando estudiemos Movimiento Planetario, es la fuerza de atraccion gravitatoria que existe entre
dos cuerpos cualesquiera con masa. Dicha fuerza puede verse como un campo vectorial que asocia

- -
a un vector I, posicién relativa entre los dos cuerpos, otro vector F, que es la fuerza de
interaccion entre ambos a través de la expresion:
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F- E(F) - GMm " =—GMm ", (0.74)
2 -
r

donde My m son las masas de los cuerpos considerados y G es una constante universal. El signo
de menos es debido a que la fuerza entre los cuerpos es atractiva’. Como se puede ver,
efectivamente se trata de una funcion que asocia un vector a otro vector.

N
De la misma manera, la formula de cambio de momentos asocia el momento MQ a

- - - -
cualquier punto Q del espacio, de coordenadas I, donde M, , R y r, son parametros de

— -
dicha funcién, como lo eran los vectores a y b en la definicién de producto tensorial. Al campo

vectorial que surge de dichas ecuaciones 0.72 y 0.73 se le llama campo de momentos.

0.4.b.iv) Sistemas de Vectores Aplicados Equivalentes.

N
Consideremos dos sistemas de vectores aplicados diferentes: S M= {An ai} coni=1,

- > o
Lo,ny S® = {Bj, bj} conj=1,...,m,que tengan las mismas coordenadas (R,ij , €8

- —
decir, la misma resultante R y el mismo momento M, respecto a un mismo punto P, en

principio arbitrario, o sea:

R =>a=>b =R (0.75)

—P)xa, =3 (B, ~P)xb =M, (0.76)

N
7 - Para que el signo sea relevante, el vector I debe ser definido con un poco mas de cuidado. No
entraremos en este detalle por el momento.
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. . . 1 2 . .
En dichas condiciones los sistemas S y S @ seran completamente equivalentes y en
todas nuestras aplicaciones veremos que podremos sustituir uno por el otro sin inconvenientes.

- -
Acotemos que en la definicion anterior hablamos de las coordenadas (R,M Pj respecto

a un punto P, la férmula de cambio de momentos, Ecuacién 0.73 nos dice que también tendran las
. . 8
mismas coordenadas respecto a cualquier otro punto Q:

S LM S0 50 L0 50 /5 4 5 @
MQ =M, +R ><(rQ—er=MP +R x(rQ—rpszQ (0.77)
0.4.b.v) Suma de Sistemas de Vectores Aplicados.
1 Ed
Consideremos dos sistemas de vectores aplicados SO = Al., a,r,coni=1,...,n,de
ENO NN N
coordenadas | R, M, respecto a un punto P,y S? = {Aﬁn, ajm} conj=1,...,m,
NG RN
de coordenadas | R M, respecto al mismo punto P. Formemos el sistema union de

ambos, al que llamaremos sistema suma, que sale de agrupar los dos anteriores:

N
Seuma) — {Ak, ak} con k=1,...,n + m Las coordenadas de este ultimo, aplicando las

definiciones, vendran dadas por:

Leum) () L@

R =R +R (0.78)
y:
Soem) L, (D) L, Q@
M, =M, +M, (0.79)

es decir, la resultante y momento del sistema union son las sumas de las resultantes y momentos
originales, es por esta razon que al mismo se le llama sistema suma; o sea, porque podemos asumir

que S = 5O 4 §@

¥ _ La resultante es la misma por la Ecuacion 0.75.
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Estas propiedades son casi inmediatas debido a las sumatorias involucradas en las
definiciones, ecuaciones 0.70 y 0.71, pero haremos la demostracion a continuacion. De la propia
definicion de resultante tendremos:

N [N 5@ mo
R =>a vy R =>a,, (0.80)
i=1 j=1
mientras que:
%(suma) ntm n.o n+m
R =Sa=Sa+Sa (0.81)
k=1 k=1 k=n+1

en donde solamente se ha separado la sumatoria en dos. Si cambiamos, en la primer sumatoria, el
subindice k por el subindice i, mientras que hacemos el cambio de variable j = k - n en la segunda,
se llega a:

_ (suma) n ntm _ S0 50
R :zak Zak Za +Zaﬁn =R +R (0.82)
k=1 k=n+1

que es lo que queriamos demostrar (Ecuacion 0.78).
Analogamente se puede demostrar para los momentos:

- (D n s 5 @ m

M, =Y (A-P)xa vy M, =Y(A,, ~P)xa,,  (0.83)
i=1 j=1
5 (suma)  pim N n n+m N
M, :Z(Ak_P)Xak: (A, -P) Xak+ Z P)xa, =
k=1 k=1 k=n+1
n m N IO RN O]
(A,-P)xa,+> (A, ~P)xa, =M, +M, (0.84)
=

i=l1
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0.4.b.vi) Casos Importantes de Sistemas de Vectores Aplicados.

A continuacion enumeraremos algunos ejemplos de sistemas de vectores aplicados, los
cuales apareceran frecuentemente a lo largo del curso:

o Vector Deslizante: Es un sistema constituido por un unico vector aplicado

SO = {A, a} . En este caso tendremos que:
R=a (0.85)
M, =(A—P)xa (0.86)

- -
Por lo visto en la Seccion 0.4.a.v, los sistemas S = {A, a} y S® = {B, a}

de la Figura 0.7 son equivalentes.

o Sistema Par o Par de Vectores: ° Es -
. . . 1
un sistema constituido por dos @ N ! —a
vectores iguales y opuestos aplicados k '
1
1

en puntos diferentes, siempre que la
recta que los une no sea colineal con
la direccion del vector. O sea:

SO = (A,aj,(B,-aj , con

- -

rpxa#0.

La principal caracteristica de
este sistema es que su resultante es
nula:

> o o

R=a-a=0 (0.87)

Entonces, por la formula de
cambio de momentos, Ecuacion 0.73, el
momento respecto a dos puntos Figura 0.10

cualesquiera P y Q, sera igual. O sea,

°  Siempre que hablemos de un par nos estaremos refiriendo a un sistema de este tipo.
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podemos escribir que:
- -
M, =M (0.88)
Notar que entonces las coordenadas de un par respecto a cualquier punto seran
5

0,M |. Solamente importaran las componentes del momento de este sistema, las cuales
a su vez son independientes del punto. Este es entonces un sistema de vectores que
representa un momento solamente; si a un determinado sistema de vectores le agregamos

un par, solo estaremos alterando el momento del mismo, pero su resultante permanecera
inalterada.

Dado que el momento sera independiente del punto, calculémoslo en alguno de
los puntos de aplicacién de los dos vectores del sistema, por ejemplo el punto A (ver

Figura 0.10):
- - - o - - - -
M MA=(rA—rija+(rB—rij(—a)

En esta ecuacion el momento del primer vector sera nulo, porque el vector

- >
r,—r, =0, por lo que tendremos que:

- - - - — -
M=|r||a|senak=|a|dk (0.89)
- -
siendo a el angulo entre la recta AB y las rectas de accién de los vectores (Aa y Ba,
-
respectivamente), el vector K un versor en la direccién perpendicular al plano de la
- - -

Figura 0.10,y d =|r,; | sena la distancia entre lasrectas Aa y Ba.

Observemos entonces que si acercamos las rectas aumentando el modulo de los
-

M

N

vectores, de forma que el producto =| a|d sea constante, tendremos un sistema

de vectores aplicados equivalente. O sea, el sistema de vectores anterior es equivalente a

N

N
un sistema S@ = (A,bj,(B',-bj siempre que mantengamos el producto
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=

- -

N
d=|b|d donde d'= I,y |Senaol es la distancia entre las rectas de accion

- - )
Ab y B'b de los vectores del sistema 5@,

o Sistemas Nulos Elementales: Decimos que un sistema de vectores aplicados es un
sistema nulo cuando sus resultante y momento, en fodos los puntos del espacio, son
idénticamente nulos. A un sistema cualquiera de estos no le llamaremos nulo
elemental, sino que, por definicion, diremos que existen dos tipos de tales sistemas:

1) Vector deslizante nulo: Es un sistema constituido por n vectores, todos
aplicados en el mismo punto, y tales que su suma sea nula; o sea:

() S .
S, =<A,a, {coni=1,...,n,ytal que:

n

R=Ya,=0 (0.90)

i=1
Obviamente se verificara que:
- n - - - - - L
MPZZ r,—r, |xa =r,—r, |[x) a =0 0.91)
=1 i=1

para todo punto P del espacio.

Este sistema es equivalente a un

- -
-b unico vector @, =0 aplicado en el
K punto A.
7
7
i B; 2) Par deslizante nulo: Es un par
/,/ constituido por 2 vectores que
L7 tienen la misma direccion de la recta
7z .
s definida por sus puntos de
7 . .y
B, L aplicacion; 0 sea:

S,? = (Bl, b}(BZ,-b) y

tal que el vector B, —B, es
Figura 0.11

N
paralelo a b (Ver Figura 0.11):
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N

R=b-b=0 (0.92)

En este caso, por tratarse de un par el momento no depende del punto:
- - - - -
M,=M=M, =(B, -B,)xb +(B, —Bl)x(—bjzo (0.93)

1

donde la ultima igualdad se verifica porque el primer sumando involucra el
vector nulo (B1 - B1) y el segundo cumple que:

(Bz—Bl)x(—b):(Bl—Bz)xb:O (0.94)
por ser los vectores paralelos.

0.4.b.vii) Invariante Vectorial e Invariante Escalar.

- -
Como vimos anteriormente, las coordenadas (R,ij de un sistema de vectores

5

aplicados cumplian la condiciéon de que R era independiente del punto P respecto al que las
—

mismas estaban referidas. Por eso podemos decir que R es un invariante vectorial, porque no

cambia si cambiamos el punto al que hacemos referencia.

De la misma manera demostraremos ahora que existe otra cantidad, que no depende de
dicho punto. Esta vez es un escalar, por eso lo denominaremos invariante escalar 'y esta definido
como el producto escalar de la resultante y el momento:

w=M, R (0.95)

Efectivamente, si lo calculamos en otro punto Q y hacemos referencia al anterior a través
de la formula de cambio de momentos, Ecuacion 0.73, tendremos:

W=M,R= (MP+ Rx (rQ—rPD-R =M, R+ (Rx (rQ—rPD-R

Como nuevamente el producto mixto:
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tenemos que:

Rx (rQ—rpj -R=0 (0.96)
=M, R=M, R=p (0.97)

0.4.b.viii) Propiedades Adicionales de los Sistemas de Vectores Aplicados.

A continuacion enumeramos algunas propiedades generales de los sistemas de vectores
aplicados. Muchas de ellas requieren de una demostracion cuidadosa, mientras que otras son
obvias tras las definiciones y conceptos expuestos anteriormente. Las mencionamos aqui porque
pueden ser de gran ayuda al interpretar muchos de los resultados que obtendremos posteriormente,
asi como también facilitar el calculo en las diversas aplicaciones y ejercicios que apareceran
durante el afio.

1))

2)

3)

4

5)

6)

Si a un sistema de vectores se le agrega un sistema de vectores nulo elemental, el
nuevo sistema tendra la misma resultante y momento que el original.

La condicion necesaria y suficiente para que dos sistemas de vectores aplicados sean
equivalentes es que tengan el mismo momento respecto a tres puntos no alineados.

Todo sistema de vectores es equivalente a uno constituido por dos unicos vectores,
uno de ellos aplicado en un punto prefijado.

Todo sistema de vectores es equivalente a uno constituido por tres vectores aplicados
en tres puntos no alineados prefijados.

La condicion necesaria y suficiente para que un sistema de vectores aplicados sea
equivalente a un vector deslizante o un par es que el invariante escalar sea nulo.

5
La condicion necesaria y suficiente para que un campo vectorial € (P ) sea un campo

de momentos es que:

(¢0)-<@)ri-r |0 0.98)
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0.4.c — Ejemplos de Sistemas de Vectores Aplicados.

A continuacioén volveremos con un poco mas de detenimiento sobre las aplicaciones que
daremos en este curso a los conceptos definidos y estudiados anteriormente en forma general para
sistemas de vectores aplicados. Estudiaremos los tres ejemplos particulares mencionados al
principio de la seccion 0.4.

0.4.c.i) Cinética de un Sistema de Particulas.

En el Capitulo 5 de este curso estudiaremos en forma general los Sistemas de Particulas
como generalizacion de los conceptos que introduciremos en la primer parte del curso que se
aplican a una Unica particula. Entendemos por Sistemas de Particulas a un conjunto de n puntos

- —
P;, coni=1,...,n, de coordenadas r, =TI, los cuales tienen masas m;, y se mueven con

5
velocidades V. Independientemente de cudl sea el movimiento de estas particulas, y las

variaciones que introduzcan estos movimientos en las posiciones P; al avanzar el tiempo, por
ahora deseamos estudiarlo como si el tiempo no anduviese; o sea, como si tuviésemos una
fotografia de la posicion de las particulas y la informacion adicional de cual es la velocidad
instantanea de cada una de ellas.

Definimos entonces la Cantidad de Movimiento de la i-ésima particula como:

- -

p,=m; Vi (0.99)
y consideraremos el sistema de estos vectores, cantidades de movimiento aplicados sobre la

N
particula correspondiente: {Pl, pl} coni=1,...,n Laresultante de este sistema de vectores

aplicados es lo que llamamos la Cantidad de Movimiento Total; es decir, la del sistema de
particulas considerado como un todo:

P=Sp =mv (0.100)
i=1 i=1

Veremos en el Capitulo 5 que podemos definir un punto en particular, que

denominaremos Centro de Masas o Baricentro, G, al que se le puede asignar toda la masa del
sistema. Es decir, siendo

Curso 1999



MECANICA NEWTONIANA - Introduccion y Conceptos Preliminares. 45

M=Y"m, (0.101)
i=1
la masa total del sistema, se verifica que:

P=Mv, (0.102)

N
donde Vv esla velocidad del centro de masas.

Aplicando la definicion, Ecuacion 0.54, los momentos individuales de estos vectores
aplicados, respecto a algin punto Q, seran:

Lo =(Pz —Q)xpi =(ri—erxpi :mi(ri—rQ)xvi (0.103)

N
donde 1 iq ©s, por definicion, el Momento Angular de la particula i respecto al punto Q.

Considerando en particular el momento angular respecto al origen de coordenadas, al que
-
llamaremos para simplificar simplemente 1, , tendremos:

> o

- - - - -
1, =1,=(P.—O)xp, =r,xp, =m,rxV, (0.104)
Es inmediato de su definicion, Ecuacion 0.103, que:

e e T

linli—erpizll.erier (0.105)
lo que no es mas que el cambio de punto de aplicacion del momento, ecuaciones 0.61 y 0.63.

Para el Momento Angular Total del sistema de particulas respecto al punto Q tendremos:

L, =31, =3 (P -Q)xp, =Z(F—r2jx5 =Zm(3—%jx3 (0.106)
i=1 i=1 i=1 i=1

y para cualquier otro punto S se cumplira, por la formula de cambio de momentos:

—

LSZLQ+PX(1~S_1-Q]:LQ-}-MVGx(rS—rQ) (0.107)
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Ejemplos:
1) Particula unica:

N
En el caso que tengamos una Unica particula A de masa m y velocidad Vv,
estariamos frente al caso de un vector deslizante. La cantidad de movimiento

total sera:
- > -
P=p=mv (0.108)
y el momento angular respecto al origen:
- - - - -
l=r,xp=mr,xv (0.109)

El momento respecto a un punto P cualquiera sera:
- - > - - > -
l,={r,—r, |[xp=m|r,—1, |[XV (0.110)

Por lo que hemos visto previamente de vectores deslizantes el momento
-
angular lQ =( para todo punto Q que se encuentre en la recta de accion del

N
vector deslizante, que en este caso serd A V.

2) Velocidades iguales y opuestas:

Consideremos un sistema formado por dos particulas P y P», de igual masa
- -
m y tal que se mueven con velocidades iguales y opuestas V y —V,
respectivamente. Este sistema es similar a un par de vectores aplicados, por lo
que tendremos:

P =mv (0.111)
ﬁl:mfij:_m3:_ﬁ (0.112)
P=p,+p =0 (0.113)
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Haciendo uso de la Ecuacion 0.102 vemos que el baricentro de este sistema
estara fijo:

v, =0 (0.114)
ya que la masa total del sistema es:

M =2m=0 (0.115)

El momento angular serd obviamente igual en todos los
puntos del espacio y su modulo sera:

I= 1 =md| v (0.116)

- -
siendo d la distancia entre las rectas de accion P, v y P, v de ambos vectores.

3) Traslacion de un Sistema de Particulas.

Consideremos el caso general del sistema de n particulas en que todas ellas
- -
tengan la misma velocidad vV, = V. Esto es lo que se dice un sistema con

movimiento de traslacion, entonces de las ecuaciones 0.100 y 0.102:
- - n_o— n - n - n - -
B=irv, =S =Smv =Zmiv=[2mi]v=MV
i=1 i=1 i=1 i=1

o sea que la velocidad del baricentro sera igual a la de todas las demas particulas
del sistema:

N

g (0.117)

El momento angular total respecto a un punto Q sera:
- n - - - n - - - n - - -
L, =:Z r,—r, ><pl.=2ml. =T, |[XV= Zmi =T, ||XV
i=1 i=1 i=1
donde trabajando con la sumatoria del ultimo miembro:

n

n - - n - n - n - -
D LTy [ =2t = mixg = 3 mx—| 2 om; |rg
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1
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que usando la definicién de masa total del sistema, Ecuacion 0.101:

Zn:mi(Z—%)zimi;’.—M% (0.118)
i=1 i=1

por lo que:

LQ: Zmlrl_MrQ XV = zmiri XV—MI'QXV (0119)

i=1 i=1

Pero volviendo a la Ecuacion 0.118, vemos que existe un punto en que el
momento angular es nulo ya que el segundo miembro de esta ecuacion puede
hacerse cero. Como veremos posteriormente este punto es precisamente el centro

de masa del sistema, que por definicién es aquel punto G de coordenadas:
- 1 & —
= Ymr (0.120)
G M ; i

por lo que efectivamente, sustituyendo vemos que:

—

L, =0 (0.121)

Comparando entonces este caso de un sistema de particulas con movimiento
de traslacion con el de una tnica particula, vemos que el primero es equivalente
a una particula ubicada en el baricentro G del sistema, de masa M (la masa del

-
sistema total) y con velocidad VvV (la misma del resto de todas las particulas).
- -
Ambos sistemas tienen la misma cantidad de movimiento P = M v y momento
-
angular L ; = 0. O sea, ambos sistemas de vectores aplicados son equivalentes.

0.4.c.ii) Distribuciones de Fuerzas.

Consideremos ahora el mismo sistema de particulas o puntos P; pero ahora nos

concentraremos no en las velocidades con que se mueven, sino en las fuerzas aplicadas sobre

—

ellos. Llamémosle F, a una fuerza aplicada sobre la i-ésima particula P,. Estudiaremos ahora
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5
brevemente el sistema de vectores aplicados {Pi’E} coni=1,...n,al que llamaremos

indistintamente Sistema de Fuerzas Aplicadas o Distribucién de Fuerzas. '

Los conceptos vertidos anteriormente de sistemas de vectores, se trasladan directamente,

por lo que se definen la resultante y el momento respecto a un punto Q a través de las ecuaciones
0.70y 0.71:

i3

i=1

(R—Q)Xﬁ=i(r:—r2jxff (0.123)

i=1 i=1

F (0.122)

n

N
MQ =
y vale también la Formula de Cambio de Momentos, Ecuacion 0.73:

M = M, + Rx (rs—roj (0.124)

- o
Dos sistemas de fuerzas que tengan las mismas coordenadas (R,MQJ respecto a un

mismo punto QQ cualquiera, serdn equivalentes.

Esta propiedad sera de gran importancia en nuestro curso porque nos permitira introducir
simplificaciones de materia fundamental (es decir, en las deducciones tedricas que realicemos) asi
como también simplificaciones en el momento de realizar calculos especificos a los problemas
planteados. Discutiremos ahora como la aplicaremos en diferentes partes del curso:

5
1) Consideremos dos sistemas de fuerzas SO = {Pl.,Fl} ,coni=1,...,n de

M 5 M

N
coordenadas | R, M|, respecto a un punto Q, y S = {Pj, F, +n} conj =

5
19 Notar que la fuerza F, no es necesariamente la fuerza total aplicada sobre la particula P,, por

lo que si hay mas de una fuerza actuando sobre una misma particula aparecerian como vectores
aplicados diferentes.
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1, ..., m, de coordenadas nulas; es decir, las coordenadas respecto al punto Q
@ 5 @

R ,MQ seran:

) NG)
R =0 y M, =0 (0.125)

Por las propiedades de la suma de sistemas de vectores aplicados, ecuaciones
-
0.78 y 0.79, tendremos que el sistema suma SO = {Pl, Fl} coni=1,...,n+m

verificara que:

ENC) RN () BN ) BN O

R =R +R =R (0.126)
y:
N E)) (Y] 5 @ (Y]
_ _ 0.127
M, =M, +M, =M, (0.127)

omo consecuencia de esto, tendremos que el sistema de fuerzas
C de esto, tend que el sistema de fu
SO =80 4+ 8P serd equivalente al sistema S .

. . . 3
En otras palabras, cuando un determinado sistema de vectores aplicados, S @ ,

@

esté formado por dos subsistemas, S W y 8§, teniendo uno de ellos, por ejemplo el

S@ | resultante y momento nulo, el sistema total S ® sera equivalente a S M.y
sea, aquella parte del sistema de fuerzas cuyas coordenadas no son necesariamente

idénticamente nulas''. Observar que no todos los vectores del sistema S @ tienen
que ser nulos, ni tiene que ser un sistema nulo elemental, sino que so6lo debe cumplir
que sus coordenadas respecto a un punto particular sean nulas. Por la férmula de
cambio de momentos, Ecuacion 0.73, lo seran respecto a cualquier punto.

Esta propiedad nos permitird, en muchas oportunidades, eliminar una parte de un
determinado sistema de fuerzas, que sabremos de antemano tiene coordenadas nulas,
y trabajar solamente con el resto de las fuerzas. Efectivamente, cuando trabajemos

'~ Aunque en algiin caso particular si pueden serlo, y el sistema total tendra también coordenadas
nulas. Es mas, cuando estudiemos equilibrio de sistemas, en la segunda parte del curso, veremos
que exigiremos, precisamente, que aquella parte de un sistema de fuerzas que no necesariamente
tiene coordenadas nulas, las tenga para que el sistema pueda estar en equilibrio.
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2)

con sistemas de fuerzas actuando sobre sistemas de particulas, podremos clasificar
las mismas en dos subgrupos:

e Fuerzas Internas: Son aquellas fuerzas que surgen de la interaccion mutua
entre las particulas del sistema.

e  Fuerzas Externas: Son las debidas a la interaccion del sistema con otras
particulas o sistemas externos al que se considere.

Posteriormente veremos que uno de los principios de la dinamica nos permite
demostrar que el sistema de fuerzas internas es de resultante y momento nulos; por lo
que el sistema total de fuerzas sera equivalente al sistema de fuerzas externas. Esto
nos permitira, en muchos casos, y en particular para sistemas rigidos, determinar
completamente el movimiento del sistema estudiando solamente las fuerzas externas,
independientemente de cudles sean las interacciones internas del sistema. Dado que
cuando trabajemos con sistemas de muchas particulas tendremos un gran
desconocimiento sobre esta distribucion de fuerzas internas, esta es una
simplificacion muy importante de nuestro trabajo.

N
Para un sistema cualquiera de fuerzas S = Pi,Fi ,coni =1, ..., n,

5
consideremos que una cualquiera de las fuerzas del sistema, F ; » aplicada en el punto

P;, se sustituye por una fuerza igual, pero aplicada en el punto PI' ubicado sobre su

5
recta de accion P . Fj (es decir, se desplaza dicha fuerza en su linea de accion),

dejando el resto de las » — 1 fuerzas inalteradas. Tendremos asi un sistema
-
equivalente al original. Esto es debido a que el valor de la fuerza Fj es el mismo

5
que originalmente, y por lo tanto su contribucién a la resultante R no cambia; y por
lo demostrado en la seccion 0.4.a.v, la contribucion al momento total de los vectores
- - -
aplicados P, F, ¢y Pj'.,Fj seré la misma, por lo tanto el momento total M,

tampoco cambiard.

Esto nos permite entonces, dado un sistema de fuerzas, desplazar una cualquiera
de las fuerzas del sistema sobre su recta de accion sin alterar las coordenadas del
sistema (resultante y momento).
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N
3) Consideremos ahora que, dado un sistema de fuerzas SO = {Pl. s Fi } ,coni=1,...

5
, 1, sustituimos la fuerza F ; » aplicada en el punto P;, por dos fuerzas aplicadas en el

- - -
mismo punto, a las que llamaremos F; y F; =F,,, , tales que:
- - > - -
LT (0.128)
F,=F,+F, =F +F
2 d
Es decir, construimos un nuevo sistema S'? = P.,F, t,conk=1,...,n+l,

donde los vectores aplicados de los sistemas S 0 y S ) son iguales para todo i = £,
salvo k=jyk=mn+1; es decir:

{0, K pparak=

{P,:,F,:}z {Pi,F;'an+1}parak=n+l (0.129)

{Pl.,F[}parak:i;tj

Es inmediato demostrar que la resultante y el momento respecto a cualquier
punto de ambos sistemas son iguales, por lo que, dado un sistema de fuerzas,
podemos sustituir cualquiera por dos nuevas fuerzas aplicadas en el mismo punto,
siempre y cuando la suma de estas dos Ultimas den la primera.

Esta propiedad, junto a la anterior, es de gran utilidad en el calculo de momentos
ya que podemos descomponer cualquier fuerza, segun dos direcciones
perpendiculares, cuyos momentos sean mas faciles de calcular. Obviamente que estas
fuerzas podran a su vez ser trasladadas segun su linea de accion.
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Ejemplo:

Consideremos ahora, como ejemplo un sistema de particulas {R} coni=1,...n,de

N
forma que la i-ésima particula tiene masa m;. Y consideremos un sistema de fuerzas {P,. R Fl} con
i=1,...n,de forma que la fuerza actuando sobre la i-ésima particula es proporcional a su masa:

— - - -
F, =m, f ,donde f esun vector constante, al que llamaremos campo { .

1

La Resultante del sistemas de fuerzas aplicadas sera:
— n_o— n — -
i=1 i=1

5
o sea, la fuerza es igual a la masa total del sistema de particulas por el campo f . El momento

respecto a un punto cualquiera Q sera:
- no(-> - - n - - - n - - -
MQ:Z r,—r, XF,-:me r—r, |xf= Zml_ r—r, ||xf (0.131)
i=1 i=1 i=1

utilizando la Ecuacién 0.118 y la definicion de baricentro, Ecuacion 0.120, tenemos que el
momento de este sistema de fuerzas en el baricentro es nulo:

M, =0 (0.132)

- -
Por lo que, este sistema de fuerzas es equivalente, a una tinica fuerza R = M f aplicado
en el aricentro del sistema de particulas.

0.4.c.iii) Distribucion de Velocidades de un Rigido.

Como veremos mas adelante en el curso, el movimiento de un cuerpo rigido o de un

sistema de referencia respecto a otro, queda determinado completamente dando la velocidad de un
-

punto cualquiera del rigido, Q, que se mueva con velocidad Vq, y un vector velocidad angular

N
®, tal que la velocidad de cualquier punto del espacio, considerado como solidario al rigido o al

sistema de referencia en cuestion es:
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VP=VQ+COX(I'P—I‘Q) (0.133

Esto es lo que se llama Distribucion de Velocidades del Rigido, y no se usa solamente
para hallar la velocidad de un punto perteneciente a un rigido, sino que también nos dara la
velocidad de arrastre de un punto respecto a un sistema de referencia en movimiento.

Esta relacion es muy similar en su forma a la férmula de cambio de momentos. Como
vemos, la misma puede considerarse como un campo vectorial, de forma que a cada punto del
espacio P, le asocio una velocidad de acuerdo a esta formula. De esta forma tendré definida la
velocidad de cualquier punto del espacio como punto del rigido, tenga el rigido una particula con
masa en dicho punto o no. El campo vectorial asi generado, verifica la Ecuacion 0.98, ya que:

(VP—VQ)'(rp_erz mx(rp—er -(rp—rQ)=0 (0.134)

por lo que la distribucion de velocidades del rigido, seglin el punto 6) de la Seccion 0.4.b.viii
-

puede verse como un campo de momentos. O sea, la velocidad angular ®, puede considerarse

como la resultante de un sistema de vectores aplicados y las velocidades los momentos totales en

el punto correspondiente de este sistema de vectores aplicados.

No entraremos en detalle, pero el sistema de vectores aplicados en cuestion son las
velocidades angulares de giros elementales en torno a algun punto fijo.
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CAPITULO 1

CINEMATICA DE LA PARTICULA

"La naturaleza es una esfera infinita cuyo centro estd en todas partes y su circunferencia en
ninguna"

Blas Pascal Pensamientos.

"No definiré tiempo, espacio y movimiento ya que estos conceptos son bien conocidos por todos"

Isaac Newton Principia (1686).

"Tiempo
Mas tiempo
/Solo tiempo?"

Jorge Guillen = Homenaje.
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CINEMATICA DE LA PARTICULA

I-1. Introduccion

La Mecanica es la rama de la Fisica que estudia el movimiento de los cuerpos materiales.
Historicamente es la primera de las ciencias exactas de la naturaleza y por lo tanto es un
paradigma de toda actividad cientifica. Més aun, la Tecnologia moderna y sus inmensas
posibilidades de transformacion del mundo resultan de la aplicacion sistematica del método
cientifico. Por esta razén, mas alla del interés que sin duda tiene el transmitir un conjunto de
conocimientos ttiles para la actividad profesional del ingeniero, este curso de Fisica, como todos
los restantes, tiene el objetivo fundamental de lograr que los estudiantes adquieran la capacidad de
analizar y resolver los problemas que enfrenten en su actividad profesional con esa mezcla de
rigor e imaginacion propia de la ciencia.

El primer obstaculo que debe superar toda ciencia empirica para su desarrollo es el de
poner orden en nuestras sensaciones extraordinariamente ricas y fugaces. Platon fue el primero en
observar que nada podriamos decir acerca de las percepciones fluidas de nuestros sentidos si no
pudiéramos captar en ellas relaciones permanentes proyectadas por nuestra razon. El pensamiento
debe ir eliminando factores accesorios o accidentales y con la ayuda de objetos geométricos y
matematicos debe intentar describir los fenomenos que ante nosotros fluyen sin cesar. Platon se
limit6 a enunciar el programa de las ciencias empiricas. Habia que esperar hasta la llegada de la
época moderna, para que hombres como Kepler, Galileo y Newton lo llevaran a cabo.

El primer problema al que se ve enfrentada la Fisica al buscar una descripcion precisa del
movimiento es por consiguiente el de eliminar todos aquellos factores que son accesorios y el de
encontrar el lenguaje matematico mas apropiado. La maxima realizacion de este programa
alcanzada en la antigiiedad es la descripcion de Ptolomeo del movimiento planetario. Resulta
natural que la primera descripcion con cierto grado de exactitud de un fenémeno se refiera al
movimiento planetario. En efecto, los datos de la observacion son sumamente simples (debido a la
distancia entre los objetos celestes y la Tierra, es facil tratar a los primeros como objetos
puntuales). Por otra parte, sus movimientos son muy regulares y periddicos. Basandose en las
nociones de la geometria de Euclides y en la idea platonica de la perfeccion de la circunferencia,
Ptolomeo llega a una descripcion del movimiento planetario en términos de particulas puntuales
que ocupan posiciones sucesivas en el espacio a medida que el tiempo transcurre. Los elementos
esenciales de la descripcion cinematica del movimiento de las particulas materiales ya estan
presentes en el esquema de Ptolomeo.

Solo faltaba incorporar la idea de la Relatividad del Espacio que apareceria con
Copérnico y seria enunciada en forma explicita por Galileo. En efecto, para Ptolomeo todo
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movimiento debe describiese con referencia a la Tierra que se encuentra en reposo en el centro del
Universo. Al mostrar la enorme simplificacion conceptual que resultaba al referir el movimiento
de los planetas en torno al Sol, Copérnico estaba implicitamente mostrando que el sistema de
referencia respecto al cual se describe el movimiento depende en definitiva de nuestra
conveniencia y que por lo tanto no existe un sistema privilegiado.

En este Capitulo introduciremos los elementos matematicos basicos para la descripcion
del movimiento de una particula.

La parte de una teoria fisica que introduce el lenguaje necesario para la descripcion de los
fenémenos que estudia se llama la Cinematica. Todo fenémeno que se encuentra dentro del rango
de aplicacion de la Teoria debe ser expresable en dicho lenguaje. Asi, la Cinematica de las
Particulas Materiales debe ser capaz de describir cualquier movimiento posible de una particula en
el espacio tridimensional.

El segundo elemento basico presente en cualquier teoria fisica es la Dindmica. Ella
establece las leyes que obedecen los fendmenos fisicos. En particular, la Dindmica de las
particulas Materiales nos permitira determinar, en una situacion dada, cual de todos los
movimientos cinematicamente posibles seguira la particula en cuestion.
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I-2. Cinematica en una dimension.

I-2a. Movimiento sobre una recta.

Como hemos observado, los movimientos reales son muy complejos. En general las
distintas partes de un objeto tendran movimientos diferentes, lo que puede dar lugar a rotaciones o
vibraciones internas. En muchos casos esos movimientos internos pueden despreciarse cuando
solo interesa determinar el movimiento promedio del cuerpo En general, cuando las dimensiones
del objeto en cuestion son mucho menores que las de su trayectoria, podemos considerar al objeto
como un punto matematico. Los objetos de este tipo se denominan particulas. Por ejemplo cuando
deseamos describir el movimiento de la Tierra alrededor del Sol podemos despreciar los
movimientos internos de la atmosfera y los mares e incluso su movimientos de rotacion y tratarlo
como un objeto puntual.

(Como podemos describir el movimiento de una particula que se mueve sobre una recta?

I I I | >

FIG. 1

Una primera descripcion es establecer la hora en la cual la particula pasa por cada uno de
los puntos.

Tiempo Posicion
Dia 29/7/89 14h. 27m. 30s. A
" " 14 h. 27 m. 34s. B
" " 14 h. 28 m. 36s. C
" " 14 h. 28 m. 38s. D
Tabla 1

En esta primera descripcion so6lo hemos podido asignar un valor numérico al tiempo,
mientras que nos hemos limitado a distinguir las distintas posiciones con una letra. Para asignar
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6 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

valores numéricos es necesario un origen, ya que solo somos capaces de medir intervalos, no
posiciones o tiempos absolutos. Como existe un origen convencional de tiempo hemos podido
asignar valores numéricos a dichas variables.

Si deseamos hacer lo mismo con el espacio es necesario definir un origen.

I — | I >
A 0 D B C

FIG. 2

Construyamos ahora un sistema coordenado orientando la recta. A cualquier punto de la
recta le asignaremos un niimero x que indique su distancia al origen. El valor x es la posicion con
respecto a O. Sera positivo si el punto sigue a O y negativo si lo precede. Podemos entonces
describir el movimiento por

Tiempo Posicion
0s. -4 m.
4s. 8 m.
6s. 12 m.
8 s. 4 m.

Tabla 2
donde hemos tomado el origen de tiempos en el instante en que la particula pasaba por A.

Si representamos este movimiento graficamente poniendo en la abscisa los tiempos y en
las ordenadas la posicion resulta
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1] IR ¥

-4

X

FIG. 3

La descripcion que hemos obtenido del movimiento es sin duda incompleta ya que
obviamente no nos da informacion alguna sobre qué posiciones ocupa la particula para otros
valores del tiempo. Nuestra descripcion mejora por consiguiente en la medida que disminuyen los
intervalos de tiempo para los cuales se determina la posicion. Una descripcion completa del
movimiento en una dimension consistira entonces en darse una funcion x(t ) que asigne a cada

valor del tiempo la correspondiente posicion de la particula.

Toda la
4 informacién  relacionada
con el movimiento de la
particula esta contenida en

la funcién x(t) llamada

X

ley horaria. Sin embargo

aunque la posicion en

funcion del tiempo

contiene toda la

/ t informacioén relevante no

la contiene en la forma

mas util. La informacion

FIG.4  del velocimetro de un auto

es redundante si este

ultimo tiene cuenta kilometros y reloj, pero pocos discutirian su utilidad. Ello se debe a que las

leyes de la dinamica involucran los conceptos de aceleracion y velocidad y no a la posicion
directamente.

v

Pasemos a definir estos conceptos.
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8 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

Supongamos que una particula se encuentra en la posicion x; en un instante ¢, y en x,
en el instante ¢, .

La variacion de la posicion de la particula se denomina desplazamiento.
Ax = x, — x
Se define la velocidad media de la particula v,, en el intervalo de tiempo [ 4, tz] por

Ax X, — X
At -t

Consideremos por ejemplo el movimiento definido por la tabla 2 y graficado en la figura
3. Del mismo resulta la siguiente tabla de velocidades medias

Vin

Intervalos Y,
[0s.,45s.] 3 m/s
[45.,65s.] 2 m/s
[65.,85.] -4 m/s
Tabla 3
y el grafico
VmA
3
2
4 6 8 t
-4

FIG. 5

El desplazamiento y la velocidad pueden ser positivos o negativos, un valor positivo
indica un desplazamiento en el sentido del eje de coordenadas y uno negativo en el sentido
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opuesto. Obsérvese que la velocidad media se puede leer directamente del grafico del movimiento
(fig. 3) calculando la pendiente de la recta que une dos puntos sucesivos en el movimiento.

Si se tiene una descripcion del movimiento mas detallada que incluya las posiciones para
instantes intermedios de tiempo, se podra construir una tabla de velocidades donde cada velocidad
media corresponderia a intervalos mas pequeiios. En el limite tendremos una descripcion completa

x(t) y una velocidad asociada al instante t

La velocidad instantinea v(t) es, por consiguiente, la derivada de la posicion.

Graficamente estara dada por la pendiente de la curva x(t ) en el instante t.

Pasemos ahora al calculo de la aceleracion, concepto fundamental que estd relacionado
directamente con las fuerzas que actuan sobre la particula, como veremos en capitulos
subsiguientes.

Cuando la velocidad instantanea de una particula esté variando con el tiempo, se dice que
la particula se esta acelerando. La aceleracion media producida en el intervalo At = ¢, — #; se

define como ¢l cociente

Av
a,=—
At

donde Av es la variacion de la velocidad instantinea en dicho intervalo. La aceleracién
instantanea es el limite de la aceleracion media cuando el intervalo tiende a cero

CAv dv d’x
alt)=lim=—="==
a-0At dt dt?

Como la velocidad es a su vez la derivada de la posicion respecto del tiempo, la
aceleracion resulta ser la derivada segunda de la posicion respecto del tiempo.

Como habiamos sefialado al comienzo, una vez determinada la posicion en funcion del
tiempo se posee toda la informacion relevante para la evaluacion de cualquier otra magnitud
cinematica.

Usualmente el problema mads interesante es el problema inverso: dada la aceleracion
instantanea a (t ) , determinar la posicion de la particula en funcién del tiempo x(t ) . En efecto la

aceleracion es la magnitud que aparece en la ecuacion de Newton y por lo tanto cuando las fuerzas
dependen explicitamente del tiempo, se puede determinar directamente. Para calcular la posicion
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10 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

debemos invertir el proceso anterior pasando de la aceleracion a la velocidad y de ésta a la
posicion.

Obviamente dada a(t ) la velocidad sera una funcion tal que su derivada es igual a la
aceleracion: v(t) sera por lo tanto una primitiva de a(t) .

W)=Al)C, d‘;(f):a(t).

Por consiguiente dada la aceleracion, la funcién velocidad queda determinada a menos de
una constante. En otras palabras, la aceleracion no tiene informacion suficiente para determinar a
la velocidad en forma tinica. Sin embargo veremos que basta conocer la velocidad en cualquier

instante de tiempo para eliminar toda ambigiiedad en la funcion v(t ) . Supongamos que en ¢ = f,
la velocidad es v,

v(to ): Yo :A(to )+C

entonces

C=—Alt,)+v,

v{e)=v, +A(0)-Als)

lo que determina completamente a v(t). Recordando el Teorema Fundamental del Calculo
Integral resulta

A)-Alw )= falop

y por lo tanto

v=vy+ Jalt Mt

ty
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Ejemplo:

Sea a(t)=2tm /s . Determinar v(t) sabiendo que en f#, =2s la velocidad vale

Vg =—3m/s.

Wt)=t+C
3=4+C

v(t)z(t2 —7)m /s.
Una vez que ha sido determinado v(t ) , el problema de calcular x(t ) se resuelve en
forma totalmente analoga

)=V(i)C %zv(t)

donde la constante C' se determina a partir de la posicion de la particula en alglin instante #,

x(t, )=x,=V(z, )+ C'

x(t)=x, + Jv{ .

ty

Podemos concluir por lo tanto que la aceleracion instantanea permite reconstruir la ley

horaria x(t) a menos de 2 constantes.
Va

Graficamente, dada la curva de velocidades, el
desplazamiento producido en el intervalo [to ,tl]

4
Ax=x(t,)-x(t, )= vl )t
)
es igual al area encerrada bajo la curva de velocidades.

Analogamente, el area encerrada bajo la curva
de aceleraciones a(t) es igual a la variacion total de

v

velocidad a lo largo del intervalo de tiempo considerado. t t, t

FIG. 6
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12 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

Concluiremos esta seccion considerando el ejemplo del movimiento con aceleracion
constante, supongamos conocida la velocidad y la posicién en ¢z, = 0 .

a(t)za

yA !

v(t)=v0+ja(t)dt=v0 +at ;m
0
p at’
x(t)=x0+_|.(v0+at)dt =x0+v0t+—2 g
0 :
1
|

Un caso particular importante de este tipo de
movimientos es la caida libre de una particula en presencia del
campo gravitacional en las proximidades de la superficie terrestre.
Si orientamos el eje de coordenadas segun la vertical ascendente y nos limitamos al estudio de la
caida vertical de una particula, se cumple: a=— g , donde g representa el valor de la aceleracion

de la gravedad que es aproximadamente igual a 9,8 m/s* .

A 4
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I-3. Cinematica en 3 dimensiones.

I-3a. Movimiento general de una particula en 3 dimensiones

En el caso unidimensional era necesario para describir el movimiento en forma unica fijar
un origen y una orientaciéon de la recta. En el caso
general, la posicion de una particula en un instante de
tiempo #, se describira por un vector 7 (to ) que va del

%
origen de coordenadas al punto que ocupa la particula en l‘(to)
dicho instante.

Deseamos asignar al vector posicidon un o l‘(t)
conjunto de medidas que lo caracterizan Unicamente. 1
Una forma sencilla de conseguir este objetivo es
definiendo un sistema de ejes cartesianos rectangulares

Oxyz. FIG. 8

Sean i, j,k los vectores de la base ortonormal directa 'asociada a dichos ejes. Es decir
que se verifica que:

. T2 _ 72712
e Labase es normal, por lo que estd formada por versores: i © =j "=k “=1.

e Son ortogonalesentresi: [ - j =i -k=i-]=0.

. Ylabaseesdirectaporque:;X}::k; jxl;:;; IEX;:]

El vector posicion puede describirse pos sus componentes en dicha base, que de acuerdo
a la regla de suma vectorial cumplira:

F=xi+yj+z k

Analizando el problema en forma totalmente andloga al caso unidimensional
concluiremos que una descripcion completa del movimiento estard dada por su ley horaria

' - Por algunos detalles adicionales ver la Seccion 0.3.b.ii en el Capitulo 0 — Introduccion y
Conceptos Preliminares.
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=~

>
o
-y
y
<

FIG. 9

F(e)=x( )i +y(t)] +=(¢ )k

Los valores especificos de las
componentes (x,y,z) de la posicion
de una particula dependeran
obviamente del sistema de referencia
elegido. No existe ningin criterio
absoluto para preferir un sistema frente
a otro, la eleccion es materia de gusto o
mas bien conveniencia. Dice Newton
en los Principia: "Pero a causa de que
las partes del espacio no pueden ser
vistas o distinguidas entre si por

nuestros sentidos, utilizamos en su lugar medidas sensibles de ¢él ... y asi en vez de posiciones y

movimientos absolutos, los utilizamos relativos".

I-3b. Desplazamiento, velocidad y aceleracion

Estamos ahora en condiciones de introducir los conceptos de desplazamiento, velocidad y
aceleracion en el caso de un movimiento general de 3 dimensiones.

1-3b.i) Desplazamiento y Velocidad.

Za
tl
\?‘ AT
7 e
. y
FIG. 10

Curso 1999

El desplazamiento sufrido por la
particula en el intervalo [tl,tz] es el

vector asociado al segmento orientado
que va del punto ocupado por la particula
en ¢, al punto ocupado en ¢,

Obviamente
Ar=r,—r,

Se define la velocidad media de
la particula en el intervalo (tl ,tz) como

el cociente del vector desplazamiento
AF yelintervalo At = t, — ¢,
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Y

v, =—
At

La velocidad media no es por lo general una magnitud interesante ya que el modulo del
vector desplazamiento no es en general igual a la distancia recorrida sobre la curva. Sin embargo
si consideramos intervalos de tiempo cada vez mas
pequeiios, el mddulo del desplazamiento se aproxima a
la distancia recorrida por la particula y su direccion
tiende a coincidir con la direccion del vector tangente a
la curva en el punto A ocupado por la particula en el
tiempo ¢, .

Se define el vector velocidad instantanea
como el limite de la velocidad media cuando el
intervalo de tiempo At tiende a cero

. .. AF dr
v=Ilim—-=—,
A0 At dt
dicho limite es la derivada del vector P respecto de t.
Para calcular las componentes de la velocidad

consideremos
F(6)=x(e ) +y(2)] +=(t)k.

Sipasamosdetat + At
Ft+At)=x(t+Ar)i +y(t+A8)j +z(t+At k.

El desplazamiento que se produjo en el intervalo [t AL ] es

AF=F(t+At)-7 ()=

= [t A (e JF +[ 1 Ay (0] + {21 ) =

=Axi +Ay j+Azk

y por consiguiente

v=Ilim—=lim| —i+——j+—

AP Ax- Ay- Az-|
A0 At A0l Af - AT At
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dx- dy- dzl;_df

=4+ _ =

“ar ad A ar

que nos dice que las componentes de la derivada de un vector son las derivadas de las
componentes.

I-3b.ii) Propiedades de la Derivada de un Vector.

La demostracion anterior realizada para la derivada del vector posicion vale para
cualquier otro vector, y por consiguiente dado

Alt)=A,i+4, j+Ak

su derivada es
A A —A(¢) dA. - dA, .. dA -
dt  n-0 At dt dt dt

Usando la propiedad que acabamos de establecer, las siguientes expresiones, que nos dan
las derivadas de operaciones con vectores, son de facil demostracion:

L0220+ 22 )

dt
d\AB)_dA - dB
dt dtdt
dld)_ad,; ;a8
dt  dt dt
d T Nl dMe)- . \dA
o)A A4
o= Yanes

donde A,B son funciones vectoriales de t, y A es una funcién escalar ordinaria de t.

2 - Como veremos en breve, ésta es en realidad la derivada de un vector respecto al sistema de

referencia elegido, dado por la base i, j,k . En este sistema de referencia esos vectores deben

considerarse fijos, es decir, los mismos no dependen del tiempo, y sus derivadas son nulas. De lo
contrario, habria que derivarlos como si fuesen ellos mismos vectores dependientes del tiempo.
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Las propiedades anteriores nos resultardn de gran utilidad y de aplicacién muy frecuente
en el resto del curso.

1-3b.iii) Aceleracion.
Pasemos ahora a la definicion de la aceleracion instantanea.

El vector aceleracion instantanea se define como la derivada del vector velocidad
instantanea respecto del tiempo

en componentes

de* di? dt*

I-3b.iv: Notacion para la Derivada Temporal.

Como vemos, en la definicion de las cantidades Cinematicas Velocidad y Aceleracion, el
concepto de derivada respecto al tiempo es de suma importancia. Es por eso, y por lo frecuente del
uso que les daremos, que introduciremos ahora una notaciéon que nos simplificara mucho las
expresiones que usaremos todo a lo largo de este curso. Utilizaremos puntos para indicar la
derivacion respecto al tiempo, escribiendo el punto encima de la funcién que debe ser derivada, y
el nimero de puntos indica del niimero de veces que estamos derivando, o sea, si se trata de una
derivada primera, segunda, etc. Asi:

Aplicandolas a las cantidades de nuestro interés tenemos:
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Estas expresiones son particularmente ttiles para el calculo directo de la velocidad y la
aceleracion.
Ejemplo:

Sea
7=Rcoswt i + Rsenwt j

donde R y o son dos constantes, 7 (t) describe el movimiento de una particula en el plano Oxy.

Como xz(t )+ yz(t )=R2 la particula se mueve en una

Y4 circunferencia. Entonces
V=—Rosenwti +Rocoswt |
r y
< d=—o"Rcosoti —m” Rsenot |
ot »
o X Obsérvese que |v| = Rw es constante y su
direccion es tangente a la circunferencia, mientras que
a=—'F
tiene la direccion del radio.
FIG. 12

I-3b.v: Trayectoria. Ley Horaria e Integracion de Ecuaciones.

Al lugar geométrico de los puntos ocupados por una particula en su evolucion temporal lo
llamamos trayectoria. En el ejemplo precedente la trayectoria de la particula es una circunferencia

de radio R. Siempre es posible determinar a partir de la ley horaria 7 (t) la trayectoria de la

particula. En efecto las componentes del vector posicion (x(t ), y(t ),Z(t )) son por si mismos una
descripcion paramétrica de la curva seguida por la particula.
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Consideremos ahora el problema inverso. Dado el vector aceleracion ﬁ(t) nos

proponemos determinar el vector posicién ¥ (t ) en funcion del tiempo, es decir, lo que hemoa
llamado ley horaria.

Sea

a(t)=a (t)i +a,(t)j+a.(t)k

Las componentes de la velocidad \7(1‘ ) deben ser tales que sus derivadas coincidan con
las componentes respectivas de la aceleracion. Es decir

V(t)zvx (t)17+vy (t)j+vz (l)/g

con

y por lo tanto

v (t)=A(+C, v, ()=A (tHC,, v (t)=A_(t+C,

z

donde AX,Ay ,A _ son respectivamente primitivas de a.,a,,a.; y C,, Cy, C., son tres

z

constantes. En notacion vectorial podemos escribir

i(t)=A(t)+C

A()=[ale)dr =] 4,()ar)7 + ([ 4,(0)de) T+ (] 4.(c) )&

Si se conoce el valor de la velocidad en alglin instante de tiempo ¢, . se puede determinar

con:

el vector constante C :

por lo tanto:
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50)=7, +A()-Alt,)= 7, + [al) s

Por consiguiente, dada la aceleracion en funcion del tiempo y la velocidad inicial
ﬁ(l‘o )=\_50 , hemos podido determinar la velocidad en funcion del tiempo; es decir, la velocidad

para cualquier instante ¢.

Un razonamiento anilogo nos permite determinar la posicion 7 (t ) , una vez conocida la

velocidad \7(t ) , y la posicion inicial 7,=r (l‘ 0)

t
Fe)=7,+ V()= Ve )= 7, + [5(e) dt
ty
donde V(t ) = J.\7 (t ) dt es una primitiva de la velocidad.

Ejemplo: (caso con aceleracion constante)

Sea

con a constante, y donde hemos elegido los ejes de modo que el vector aceleracion solo tenga
componente segin Oz. Se desea determinar la posicion sabiendo que ent =0,

Vo=V, i +v,_k,y r,=z,k+x,i .

ox

Una primitiva de la aceleracion es

A(t)zaﬂ;
y por lo tanto
(t)=, + atk =v, i +(v, +at)l€

A su vez, una primitiva de la velocidad es
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2
V(t):aoH%z;

y por consiguiente

2

F(t)=F0+\70t+%k

2

F(z‘)z (xo +voxt)f+ zZ, +vazz+% k

Observamos que la particula en su movimiento permanece en el plano Oxz.

I-3¢c. Movimiento de un proyectil

Z . .. .
4 Un ejemplo de movimiento con aceleracion

constante es el de un proyectil lanzado cerca de la

superficie de la Tierra cuando puede despreciarse el

rozamiento del aire. En ese caso, el proyectil posee

v, una aceleracion constante dirigida verticalmente

'ﬁ— hacia abajo. Si escogemos el eje Oz vertical y con su

| sentido positivo hacia arriba, el eje Ox horizontal en

I el sentido de la componente horizontal de la
: velocidad cumplira:

I

I

I

I

I

Z,

a=—gk

V=v,c080,7 +(v,sen0,— gt k
FIG. 14 1050y 7 +{rosend, —g1)

- - 1 -
7 =(x, +v,cos6,t)i +(z0 +v, seneot—Egt2 ]k

La trayectoria del proyectil es una parabola con concavidad negativa. Para probarlo,
calculemos z en funcion de x.
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X%
v

ox

z=2z,+ Yoz (x—xo )— £ > (x—xo )2
VOX 2V

(229

Supongamos que el proyectil se lanza desde un punto de la superficie terrestre que
hacemos coincidir con el origen de coordenadas. En ese caso la trayectoria del proyectil estara
dada por:

— voz _ g - x2 .
V. 2v

(229

El alcance D del proyectil estard dado por la interseccion de la trayectoria con la
superficie terrestre. En otras palabras, sera el valor de x para el cual z vuelve a anularse.

‘ D 2V, Vo _ v, sen20,
g g
¢ D " "X
Como el maximo valor de sen2 6,
FIG. 14 es 1 para 26, = 90° o sea @, = 45°, el

2

V
L. . . . 0
alcance maximo se obtiene para dicho angulo y vale — .

Conviene recordar que para obtener este resultado, hemos despreciado una serie de
fenémenos que intervienen en el movimiento real de proyectiles:

1) No hemos tomado en cuenta la resistencia del aire, que ejerce una fuerza opuesta al
movimiento, dependiente de la velocidad y de la densidad del aire.

2) Hemos ignorado las variaciones de la gravedad con la altura, debidas a la
dependencia de la fuerza de gravitacion del cuadrado de la distancia al centro de la
Tierra.

3) Hemos ignorado el movimiento de la Tierra que hace que la trayectoria se desvie

levemente del plano Oxz, debido a las fuerzas de Coriolis que analizaremos mas
adelante.
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Esta situacion es tipica de toda descripcion fisica de un fendmeno: uno modela el
fenémeno teniendo en cuenta unicamente los elementos que parecen ser mas relevantes y si desea
ganar en precision se incluyen nuevos factores en el modelo. El orden en que debemos incluir
cada uno de los efectos dependera de la importancia relativa que cada uno tenga, y la introduccion
sucesiva de los mismos nos ird dando resultados mas precision. Hasta donde conviene complicar
el modelo dependera de con cuanto error queramos estimar el resultado.

Ejercicio:

Discuta, a priori’, la importancia relativa de los factores antes mencionados, y en qué
orden deberian ser introducidos en un modelo segin estemos describiendo el movimiento de los
siguientes proyectiles, y en qué casos no tendria sentido introducir alguno de los efectos:

1) Un proyectil o cohete lanzado en direccion vertical intentando quedar en Orbita.

2) Una pelota de papel que es lanzada desde la ventana de un edificio.

3) Un misil intercontinental que es lanzado en forma rasante a la superficie terrestre.

4) Una piedra lunar que un astronauta lanza a otro mientras exploran la superficie de la
Luna

I-3d. Sistemas de coordenadas

Aunque el método mas simple para localizar una particula en el espacio es darse las
componentes cartesianas del vector posicion, existen muchos problemas en que resulta
conveniente trabajar con sistemas de coordenadas no cartesianas. Estudiaremos algunos de los
sistemas de coordenadas mas usados, evaluando en cada caso las variables cinematicas, posicion,
velocidad y aceleracion.

1-3d.i) Coordenadas polares planas.

3 _ Es decir, sin intentar modelar matematicamente los mismos. La resolucion en forma exacta de
uno u otro problema seria un interesante ejercicio para plantearse en el proximo capitulo.
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Consideremos una particula obligada a moverse en un plano. Sea Oxy dicho plano, las
componentes cartesianas de la posicion, velocidad y aceleracion se obtienen imponiendo la
condicion z = 0.

Por ejemplo:

F=xi+yj]
Ya 6 Las coordenadas polares r, 6 estan
- E) relacionadas con X, y por las siguientes ecuaciones
e6 r
......................................... x=rcosO y=rsenb
? A s P 6]
- 0 - r=yx"+y’ E)zArtgZ
- X x
1

Al vector unitario en la direccion definida
FIG. 15 al incrementar » dejando 6 fijo, le llamaremos

€, 'y al vector unitario de la direccion definida al incrementar 6 dejando r fijo, le llamaremos
ée . Dichos vectores se pueden expresar en la base cartesiana por:

é,=cos0i +send j

&,=—senbi +cos0 ]

Obsérvese que la direccion de estos vectores cambia con &, en particular

de

I

do

ae __ cosi —sen@j =—é,
do

=—senbi +cos0] =2,

En coordenadas polares, el vector posicion del punto P esta dado por

r=re

I

Para describir el movimiento de una particula en coordenadas polares habra que dar r(t)

y e(t ) lo que permite determinar
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El vector velocidad resulta ser
. dF dr. dé.do .. .
V=—-=—o®¢ +r———=r¢, +rbe,.
dt dt do dt

Por consiguiente la velocidad tendré en general, componentes segin €, y €, dadas por

v, =F,v, =10

El vector aceleracion es

_dv .. .ded0 ... .. .de, dO
a=—-=re +r———+r0e,+rbe,+r0——
dt do dt do dt

= (i’—re2 ) e, +(r§+2ff9) e,

y por lo tanto sus componentes segun Er y 59 son

a,=F-r0’  a,=ro+2i0

Ejemplo:
Sin duda la aplicacion mas simple de estas Ya V N
coordenadas es al estudio del movimiento circular. € ?
r
En ese caso r(l‘ )=R y por consiguiente @
v =Réée . La velocidad esta dirigida segun la tangente a la
circunferencia. Por otra parte: X
d=—RO’¢,+RO¢,
El término RO? se denomina aceleracion FIG. 16

centripetay RO la aceleracion tangencial.
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La cantidad ®w=—se denomina la velocidad angular, se mide en radianes por segundo

(rad/s ) o simplemente, s~ .

Cuando la velocidad angular es comstante @ = @, , se dice que el movimiento es
circular uniforme:

. - = , = 2=
La velocidad v=Rwe, tiene modulo constante y la aceleracion a=— Rw; €, solo

tiene componente centripeta ya que ® = 0=0 .

La aceleracion centripeta se debe al cambio de direccion del vector velocidad en el
tiempo.

El movimiento circular uniforme es un ejemplo de movimiento periddico, la particula
pasa por cada punto de la circunferencia a intervalos iguales de tiempo.

En efecto O=wm 0 sea 0=t +C.
Sient =0, 0= 6, , resultaque C=0,y6(t)=ax+8,.

El periodo T es el tiempo requerido para dar una vuelta completa, es decir
9(t+T)=9(l‘)+27t ,0sea
co.(t+T)=0)t+2n
_ 2z

y T
w

La frecuencia V es el numero de vueltas que da la particula en una cantidad de tiempo

Cuando el periodo se expresa en segundos, la frecuencia debe expresarse en s,

también llamados Hertz (Hz).
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La velocidad angular, el periodo y la frecuencia estdn relacionados por

o = 2:27rv.
T

1-3d.ii) Coordenadas cilindricas.

z Las coordenadas cilindricas
¢ e (p,(p,Z ) estan definidas por las ecuaciones:
pk
> X=pCcoso,
¥4
X P y y=pseno,
¢
v y S

o ala inversa
FIG. 17

Como en el caso de las coordenadas polares planas definimos Ep incrementando p y
dejando z y ¢ fijos; é(p incrementando ¢ y dejando p y z fijos; €, incrementando z y dejando p

y ¢ fijos. Los vectores Ep , €,, €, forman una base ortonormal directa. Sus componentes

(P b
cartesianas son:

€, =cospi +seny j
€, =—Seni +cosQ j
.=k
El vector posicion de un punto P en coordenadas cilindricas se expresa

r=pe,+ze,
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El movimiento queda determinado al darse p(t), (p(t)y Z(t) .
En particular la velocidad

_dr .. de .
v=E=pep +pd—(p+zez

=pe, +ppe,+ze,
y la aceleracion
dv .. de, . . dé
E:Pep“‘Pd_(P(P"‘P(P%"'P(P%"'P(P d_+Zez

=(p-p¢* e, +(pi+2p9)e, +ze.

a=

Cuando el movimiento estd restringido al plano z = 0 la presente descripcion coincide
exactamente con la obtenida en coordenadas polares planas.

Por otra parte, si la particula se mueve sobre la superficie de un cilindro de radio R.
p(r)=R
v=Rope,+zZe,

a=—-R¢’é +Rpe,+ze,

1-3d.iii) Coordenadas polares esféricas

Las coordenadas polares esféricas

z i (r,e,(p) estan definidas por las siguientes
€ ecuaciones
P =rsenfcos
0 < x=r )
z y=rsenBsen@
y z=rcos0
X ? P
/ y p' \? Las coordenadas x e y se obtienen
X P observando que la proyeccion de OP sobre
el plano Oxy es OP'=rsen0 .
FIG. 18
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Los vectores unitarios ér ,ée,é@ estan definidos, como en los casos anteriores,

incrementando respectivamente » , € y ¢ . Esa triada asi ordenada forma una base ortonormal
directa®. Sus expresiones en coordenadas cartesianas seran:

¢, =senfBcospi +senbsen j +cosd k
é,=cos0cos@i +cosbsene j —send k

€,=—SenPi +cos P j

Se pueden obtener estas expresiones proyectando los vectores €, ,Ee y E(p sobre los ejes

cartesianos a partir de la figura 18; haciendo uso del vector auxiliar ép de coordenadas esféricas,

observando que:

e =sen6é’p+c0s9E
e, =cosOe, —senbk

y usando las expresiones de coordenadas cilindricas.

Sin embargo existe un método sistematico para obtener esta descomposicion en cualquier
sistema de coordenadas. Se comienza expresando el vector posicion en la base cartesiana.

7 =rsenOcospi +rsendseng j +rcosOk.

Los vectores unitarios se obtienen derivando # respecto a la coordenada que es
incrementada y luego normalizando el resultado. Es decir

Z—r = senOcos@i +sendseng ; +cosd k.
r

I%
Como |—|=1, entonces
r

* - Es importante acotar que para que esto sea asi, el angulo 6 debe estar orientado como en la
Figura, de manera que barremos todo el espacio cuando 6 va de 0 a «t, asumiendo que ¢ vade 0 a
27. Es usual definir 6 de forma que se mida a partir del plano Oxy, y en sentido contrario al de la

Figura. En este 0 varia de - /2 n/2 'y €, queda orientado en sentido contrario, por lo que la terna

€, ,6y, é(p es ortonormal indirecta, y debemos intercambiar €, con &, para que se torne directa.
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. or F - - -
e, = or = senBcos@i +senBsen j +cosO k.
or/ |or
a—gzrcosecoswf+rcos@sen(p]'—rsenel€
or
——|=r , entonces
. lor - - -
€, =———=cos0cos@i +cosOsene j —senOk
r
Finalmente
or - -
6_= —rsenBsen@i +7rsenbcosQ j
¢

or
—|=rsenO , entonces
o9

€, =—SenQi +cosQ j

Para calcular la velocidad y la aceleracion de una particula es necesario tomar en cuenta
que los vectores unitarios varian con el tiempo y por consiguiente nos resultara til evaluar.

55r - r >
=é, =é, send

00 o

%: e aﬁ: e _coso

0 oo °
oe oe N -
—0—0 —=_¢_senB—¢, coso
00 o

Tomando en cuenta que el vector posicion se expresa

7=ré(0,0)

yquer, €, ¢ son funciones del tiempo, resulta que
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. dr .. Oe oe. .
v=—--=re, +r—9+r—(p
dt 00 o

=re, +r0é,+rpsende,

y que
v 06, 6@
a=—=ie, +r—=0+r—-¢
d ae o9
T O Y L Y
0 0o

. . iy . ¢, .
+ (r(psen9+ r(psenGJrr(pGCOSG)e(p + r(psenea—e‘PG

+r@sen

Sustituyendo las derivadas de los vectores unitarios obtenemos
a =(if'—r92 —r¢’sen’ e)é, +
+ (ré+27>é—r('p2 senecose)é9 +
+ (rq')sen9+ 27 (psend +2r(p9cos6) é,

Cuando el movimiento esta restringido al plano Oxy se cumple

0=—, 6=0=0
2

y se recuperan una vez mas las expresiones de la velocidad y la aceleracion en coordenadas
polares planas.

I-3d.iv: Coordenadas Curvilineas o Intrinsecas

Otro sistema de coordenadas que nos sera de gran utilidad durante el curso, sera el
sistema de coordenadas intrinsecas. El mismo describe el movimiento de una particula a través de
una unica coordenada, llamada abscisa curvilinea y que la notaremos con la letra s; y una base

ortonormal directa denominada el triedro de Frenet, formada por los versores tangencial 7,
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normal 7i 'y binormal b . Esta descripcion es altamente conveniente cuando, por alguna razon, se
conoce a priori, la trayectoria especifica que sigue la particula en estudio.

Efectivamente, en muchos problemas a estudiar, la particula estara obligada a moverse
sobre una curva predeterminada, sea porque se trata de una argolla andando por un alambre con
una forma dada, un carro en una montafia rusa, o un producto manufacturado moviéndose sobre
una cinta transportadora. En uno u otro caso existe cierta imposicion al movimiento del cuerpo en
estudio que es lo que llamaremos vinculos.

A continuacion pasaremos a definir cada uno de los elementos antes mencionados y decir
codmo quedan escritas las cantidades cinemética velocidad y aceleracion, en estas coordenadas.

Abscisa Curvilinea.

Como dijimos anteriormente, la ley horaria
- o
r= r(t ) , que en coordenadas cartesianas es equivalente a dar

tres ecuaciones escalares x = x(t), y= y(t), z= Z(t), nos
da la trayectoria de la particula. Efectivamente, estas
ecuaciones dan la posicion de una particula en funcion del
tiempo y a medida que varia el tiempo iran describiendo una
curva en el espacio. En forma genérica, no es necesario que ¢ FI1G. 19

sea el tiempo, sino que la curva puede ser descrita en funcion

de un parametro arbitrario &; es decir, en coordenadas cartesianas una curva viene determinada

dando tres funciones escalar X = x(&), y= y(&), z= Z(&) Un parametro usual conveniente es

la longitud de la curva medida a partir de algin origen O. Esta es la coordenada intrinseca s. La
misma esta definida considerando un incremento diferencial en el parametro & que describa la
curva, de forma que:

+

6)(/'? aya 62—’
aG o8 g

di = (dx)i +(dy)j +(dz)k = de

La distancia recorrida por el punto (diferencial de longitud de arco) es:

i =l =@} =@ v @@ = (2] o 2] o[(Z) e

. Hay un pequeiio detalle de que s puede crecer en el mismo sentido de & o en sentido inverso.
En el caso que orientemos s en sentido deberiamos agregar un signo de menos (—) antes de la raiz.
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por lo que la distancia total, o longitud de arco, recorrida desde el punto O (siendo que este
corresponde a la posicion en la curva en que el parametro & = &) es:

ol (o) (e
s)=[ae || = | +| = | +| =
&[ o) \eg) ek

En el caso particular que tengamos las leyes horarias x = x(t), y= y(t), z= Z(t),
entonces tendremos que, si la particula pasa por el punto O en el instante t,.

s(t)= j.dt\/)'cz +y 427 = j.dt w(t)

donde v(t) =X> + P> +2° esel modulo de la velocidad de la particula.

De esta manera podemos ubicar la particula en su movimiento sobre la curva, ya que ella
se encontrard a una distancia s(f) del punto O.

Observemos que con la definicion anterior s(7), siempre crece con el tiempo; o sea, asi
s(?) es la distancia recorrida por la particula sobre la curva. Sin embargo, en algunas aplicaciones,
puede ser interesante considerar a la coordenada curvilinea s como una distancia con signo,
medida sobre la curva que recorre la particula, desde un punto O de la curva. El signo tendria
relevancia para decirnos si la particula se encuentra a un lado u otro de O. Para tener en cuenta
esto, en la definicion anterior de s en funcion del tiempo, alcanzaria que estemos atentos a cuando
la velocidad cambia de signo®; y cuando lo haga, cambiemos el signo de la raiz, ya que el

movimiento seria en sentido contrario. Es decir, considerariamos el modulo de la velocidad v(l‘ )

con signo: V(t ) = i\/)'cz + j/2 +z° segun la particula se mueva en un sentido u otro sobre la

8 _ Para tener en cuenta esto debemos estudiar los cruces por cero de la velocidad, ya que nosotros
consideraremos solo funciones continuas de velocidad y posicion. No consideraremos casos en
que la velocidad o la posicion presenten discontinuidades. Cuando la velocidad cambia
bruscamente y tiene una discontinuidad se dice que el movimiento es impulsivo, y no lo
estudiaremos en este curso. Si la posiciéon cambiase bruscamente de valor y presentase una
discontinuidad, estariamos en presencia de velocidad infinitas, que no son aceptables fisicamente.
Recordemos que para velocidades cercanas a la velocidad de la luz la Mecanica Newtoniana deja
de ser conveniente para el estudio de los fendmenos involucrados en el problema.
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curva. ' La conveniencia de una u otra definicion vendra dada por el problema particular en
estudio.

Vector Tangente y Velocidad.

Ya dijimos en la seccion I-3b, que a medida que el incremento de tiempo entre dos
instantes se torna infinitesimal, el desplazamiento correspondiente tiende a ser tangente a la curva,
como muestra la Figura 11. Asi que podemos definir el siguiente vector que es tangente a la curva:

- dr .. A
t =—=lim—
dS As—0 Ag

Es facil ver que, por la definicion de coordenada curvilinea s, este vector tangente es un
versor o vector unitario, ya que:

- (df)z (@F) _(ds)’ _,

“lds

Es inmediata la demostracion de que la velocidad siempre esta dirigida segun la tangente:

ar drds .-
==y
dt ds dt

J=F=

ds

Observar que esto es coherente con que § = ? = v(l‘) sea el modulo con signo de la
t

velocidad. El signo dependera de como orientemos el versor tangente ‘.

Normal, Binormal y Aceleracion.

Ahora observemos que este versor tangente, si bien siempre mantiene su modulo
constante e igual a uno, cambia de direccién con el tiempo, a medida que la particula va

7 - Esta discusion surge debido a que, para una descripcion conveniente para una curva en el
espacio en la forma Xx = x(i), y= y(ﬁ), z= Z(i), el pardmetro & debe determinar

univocamente un punto sobre la curva. Mientras que en la descripcion a través del tiempo ¢, la
particula puede pasar por el mismo punto para diferentes instantes.
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recorriendo la curva (salvo que esta sea una recta, caso particular que no nos interesa estudiar por
este método). Por lo tanto podemos intentar derivar respecto al tiempo la siguiente igualdad:

P=f1=1
0 sea:

() =Ff+if=20-71=0 = {7=0

Esta es una propiedad general de los versores que varian en el tiempo, su derivada
respecto al tiempo es perpendicular al propio vector. En este caso en particular se cumplira
también que:

= t
por lo que como # es paralelo a d_ , y este vector es también perpendicular al vector tangente.
S

Definiremos un versor que tenga la direccion de este ultimo, y, como es perpendicular a la
tangente le llamaremos versor normal:

il
pds

— -1

dt

siendo p = d_ para que 7 sea versor. A p se le llama radio de curvatura de la trayectoria, y
S

la direccion de # la elegiremos de forma que p sea siempre positivo. Esto hara que por
convencion, 7 esté dirigido hacia el interior de la curva, o sea, en la direccion en que ella se

t
dobla. El radio de curvatura sera mayor cuanto mas chico el médulo de la derivada d_ , es decir
S

cuanto menor el cambio en la tangente respecto a la longitud de la curva, o sea, mas abierta sea la

t
curva. En el caso extremo de que d_ =0, el radio de curvatura p tendera a infinito y la normal
S

no estara definida. Salvo en algin punto singular de poco interés para nosotros, esto solo ocurre en
el caso de una recta, en la que obviamente todas las direcciones perpendiculares a la tangente
pueden definirse como versores normales sin perder generalidad.
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Finalmente, para determinar completamente el triedro de Frenet, definiremos otro versor,
también normal a la curva pero al que llamaremos binormal, porque a partir de su definicion, sera
perpendicular tanto a la tangente como a la direccion hacia la que se dobla la curva:

b=txn
Y con este versor binormal, b , la triada #,7,b serd una base ortonormal directa.

Finalmente, veremos como queda la aceleracion de una particula en este sistema de
coordenadas:

L (e e s - dfds ..
a:v=(st) =St +S5t =St +5s——=5t +s
ds dt

2

o |3

0 sea:

Como vimos antes, la expresion de velocidad de una particula escrita en coordenadas
intrinsecas, nos dice que la misma es tangente a la curva. Ahora vemos que su aceleracion tiene
una componente tangencial, que depende de la rapidez con que aumenta el médulo de la velocidad

§= (S)', y otra componente segiin la normal, que es proporcional al médulo de la velocidad al

cuadrado y al inverso del radio de curvatura p. La aceleracion no tiene componente segun la
binormal.
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Ejercicio:

Demostrar que en una curva plana cualquiera x = x(&), y= y(&), z =0 contenida en
el plano Oxy, la tangente y la normal estan contenidas en dicho plano mientras que la binormal es

perpendicular al mismo (b = i/; .

Ejemplo:

Consideremos nuevamente el ejemplo del movimiento circular estudiado anteriormente.
Como vimos, para el mismo se cumple que:

7(£)=RE,
_ o sea, en coordenadas cilindricas:
J r(t)=R
- (p(t)Z(p(t) , que en cartesianas es:
: z(t =

Donde la velocidad es:

7=—Rgsen((t))i + Rocos(p(r))/

lo que vimos es:

F=R¢é,

FIG. 20 .
Queremos el triedro de Frenet y

la coordenada curvilinea s en funcion de

¢(t). Tendremos que, asumiendo que @(ty)=0, y medimos s desde el punto Ri , debemos hacer:

s(t) = jdzw/xz +5°

)
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donde X e ) son las coordenadas cartesianas de la velocidad, que nos dan:

5(0) = [ R f{ocos(ol)) + @sen(olt))?

0}

Si le damos a §, que es el integrando de la ecuacion anterior, el mismo signo que a @,
de manera que s y ¢ crezcan en el mismo sentido:

t t ¢
. 2 2 .
s(e) = [ dt @R J(cos(olt)))* +(sen((t))}" = R[di 9= R [do=Ro
fy ) ()

resultado que ya es bien conocido de geometria que es que la longitud de arco de la circunferencia
es el angulo del mismo por el radio.

Luego, como ya sabemos:
V=R &, =sf
por lo que también deducimos que f= é(p .

Usando lo que ya sabemos de las coordenadas cilindricas el versor normal vendra
determinada por:

imp o pdtdt il Py P P o Py
d dt ds s S S R R
de donde deducimos que:
n=-—e, p=R

Observar que el versor normal es segun — €, y no segliin €, porque debe ser entrante'y

no saliente, por aquello de que se dirige hacia donde la curva se cierra, para que el radio de
curvatura asi definido sea positivo.

Finalmente para tener el triedro de Frenet completo debemos hallar la binormal, que
viene definida por:
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Sy

=ixii=¢,x(-¢)=¢ x&, =k

por lo que el triedro de Frenet es la base é(p ,—€,,k ,ylaaceleracion se escribe como:

(-¢.)=Rpe, - Rp*E,

o0 sea, el mismo resultado que teniamos para coordenadas polares.
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I-4. Movimiento Relativo

"Asi, supongamos el conjunto de piezas que permanecen sobre los cuadros de un tablero
de ajedrez. Decimos que estan en el mismo lugar, que no se han movido, aunque quizas el tablero
haya sido movido, entretanto, de una habitacion a otra."

Jhon Locke
Ensayos sobre el entendimiento humano.

I-4a Introduccion.

En el numeral anterior observamos que
resulta imposible determinar las posiciones z
absolutas de los objetos y solo podemos medir
distancias o intervalos entre puntos. Efectivamente,
cada vez que nos referimos a la posiciéon de un
punto P, la expresamos en una determinado sistema

de coordenadas a través de un vector posicion: 7, .

Este vector da la posicion relativa del punto >

respecto al origen O del sistema de coordenadas, lo 0 y
que es claro si hacemos uso de la notacion de un
vector como diferencia entre dos puntos: X

Fo =P—0=F,," El vector al que hacemos

. , . ., . FIG. 21
referencia nos dard la posicion del punto P, si

medimos el mismo a partir del origen de
coordenadas O.

Como veremos en las secciones siguientes, el movimiento del punto P no serfa el mismo,
si considerasemos que el punto O esté fijo que si estd en movimiento respecto a otro punto; o la

descripcion en coordenadas no seria la misma si la base 7, j,k estd fija que si se estd moviendo.

Es mas, anteriormente ya vimos diferentes sistemas de coordenadas, en algunos casos los versores
que formaban la base de los mismos eran fijos, en otros eran moviles. Uno puede pensar entonces

¥ - Ver Seccién 0.4.a.ii en Capitulo 0.
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que pensar en sistemas de coordenadas moviéndose entre si surge naturalmente de nuestro estudio
anterior de los sistemas de coordenadas. Esto lleva a un concepto mas amplio que es el de Sistema
de Referencia.’

Por esta razon el movimiento es un concepto relativo y depende siempre del sistema de
referencia escogido. Como es posible escoger diferentes sistemas de referencia, es importante
determinar como estan relacionadas las descripciones hechas desde diferentes sistemas. Por
ejemplo comparemos observaciones del movimiento de la Luna hechas desde dos sistemas, uno
situado en el Sol, al que llamaremos sistema S, y otro situado en la Tierra, al que llamaremos T. El
observador terrestre que usa el sistema T observarda que la Luna sigue una trayectoria
aproximadamente circular alrededor de la Tierra, mientras que vista desde el sistema S, la orbita
de la Luna aparecera como una linea ondulada muy proxima a la trayectoria eliptica de la Tierra.
Resulta obvio que ambos movimientos estan relacionados y que seria posible pasar de uno al otro
si tomaramos en cuenta el movimiento de la Tierra en torno al Sol; o sea, el movimiento de T
respecto de S. Como ya indicamos anteriormente la eleccion del sistema de referencia es cuestion
de conveniencia.Se escoge el sistema de modo que la descripcion del movimiento resulte mas
sencilla. El movimiento de la Luna por ejemplo se describird mas facilmente respecto a la Tierra y
el del Sol respecto al centro de la Galaxia.

I-4b Sistemas de referencia con movimiento de traslacion relativa .

Consideremos dos sistemas de referencia S = Oxyz y S’ = O'x'y'Z' cuyos ejes tienen la
misma orientacion pero tales que el origen O' del segundo tiene un movimiento dado respecto de
O del primero.

Nos interesa comparar las descripciones del movimiento de cierto objeto A vistas desde
ambos sistemas. En el ejemplo anterior, A seria la Luna, S un sistema situado en el Sol y S' un
sistema situado en la Tierra.

% - La naturaleza e importancia de los sistemas de referencia quedara clara en el proximo Capitulo
de Dindmica de la Particula. Por ahora aclaremos que un sistema de referencia es algo mas que
simplemente dar un sistema de coordenadas, como lo haremos a lo largo de este Capitulo. Por
ejemplo, en la Figura 22, si el punto O’ no se moviese respecto a O, entonces el movimiento de
cualquier particula seria el mismo respecto a los sistemas S y S’. Ambos sistemas S y S’ serian
equivalentes desde este punto de vista, y pertenecerian al mismo sistema de referencia, aunque atin
seguirian siendo diferentes como sistemas de coordenadas. El concepto de sistemas de referencia
estd asociado también al de movimiento de cuerpo rigido, que estudiaremos en la segunda parte
del curso. Si quisiésemos una definicion estricta de sistemas de referencia, por ahora podriamos
decir que un sistema de referencia es una clase de equivalencia de todos los sistemas de
coordenadas que no estan en movimiento respecto a los demés sistemas de la clase.
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Los vectores posicion del punto A vistos desde O y O' estan relacionados por

. FO)=7,, (e)+7(0)

Z 9
S A donde para simplificar la notacion le hemos
n llamado 7 al vector 7,, = A—O y 7' al vector

Py = A—O', pero mantenemos explicita la

Y notacién para el vector 7,,, =O—0', que es la

posicion del origen de coordenadas del sistema S’
respecto al S.

<V

Supondremos que el tiempo usado en

ambos sistemas para describir el movimiento es el

FIG. 22 mismo. Este es un postulado basico de la Mecanica

Newtoniana que implica, en otras palabras, que las

mediciones del tiempo no dependen del movimiento del observador y que dos relojes situados en

O y O' una vez sincronizados seguirdn marcando lo mismo. Como ya hemos observado esto es
cierto solo si las velocidades involucradas en el problema son mucho menores que la de la luz.

La velocidad vV de A respecto al sistema S se define
- dr dx? d - dz -
V=—=—i +—y] +—k
dt dt dt” dt

y la velocidad de A respecto de S' es

_, dr' dx'- dy'- dz':
Vi=——=—-i+——j+—k.
dt dt dt dt

Hacemos notar que para ambos sistemas la base i, j,k que determina los ejes de los

sistemas, es la misma, y como hicimos anteriormente podemos considerarla fija respecto a los
mismos.

Finalmente

_dr

00'

dx,.~ dy,, - dz,
— :x00i+ y00j+ ZOO

dt dt dt dt

es la velocidad del origen del sistema S’ respecto de S.
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Derivando respecto de t la relacion entre los vectores de posicion resulta

B(e)=v,,(6)+'(2).

La velocidad de una particula respecto del sistema S es igual a la velocidad respecto del
sistema S' mas la velocidad con que el sistema S' se mueve respecto de S; que es precisamente la
velocidad de su origen de coordenadas O’ respecto del sistema S.

Derivando nuevamente esta expresion obtenemos una relacion analoga para las
aceleraciones

- dv dv, dv' _ -

a(t)z—z—"" +—:am,.(t)+a'(t).

dt dt dt

Por lo general se le suele llamar al sistema S = Oxyz sistema fijo, al S” = O'X'y'z' sistema
mévil. A la velocidad V de la particula respecto al sistema llamado fijo se la denomina velocidad

absoluta, o simplemente V, ; a la velocidad V' respecto al sistema movil se la llama velocidad
relativa, o \7R ; y a la velocidad del sistema movil respecto del fijo \700, se la denomina velocidad

de transporte o de arrastre, y se la suele notar como V; . Los mismos nombres se aplican a las

aceleraciones respectivas. Las relaciones anteriores establecen entonces que: la velocidad
(aceleracion) absoluta es igual a la velocidad (aceleracion) relativa mas la velocidad (aceleracion)
de transporte. '°

Un importante caso particular de la Gltima relacion obtenida ocurre cuando el sistema
movil se desplaza con velocidad constante respecto del fijo En este caso

v,
dt

La aceleracion con respecto a sistemas de referencia con movimiento relativo de
traslacion uniforme es la misma

1% _ Observemos que esta nomenclatura es poco adecuada, ya que toda velocidad o aceleracion es
relativa a algun sistema y no conviene por lo tanto hablar de velocidades o aceleraciones
absolutas. Igual la utilizaremos por ser muy comun. Hay que tener en cuenta que estos son solo
nombres, y siempre debe especificarse bien respecto a qué sistemas las mismas estan siendo
medidas, o sea, cudl es el sistema absoluto y cudl el relativo.
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Ejemplo.

Cuentan los cronistas que Cristobal Colon descubrio tierra siguiendo el vuelo de ciertas
aves marinas que regresaban a tierra al atardecer.

S ) Si suponemos que la naves se movian hacia el

oeste con una velocidad de 15 km/h y que vistas desde

Y~ las naves las aves se dirigian hacia el sur con una

Al velocidad de 30 km/h. ; En qué direcciéon debid virar
|~ para encontrar tierra?.

El problema consiste en determinar la direccion
M N > ’X' que debe tener la velocidad del barco con relacion al
sistema M del mar.

FIG. 23
Para encontrar tierra esta debe ser colineal con
la velocidad de las aves respecto del mar ( Sistema M).

La velocidad de las aves respecto de las naves es
¥'=307 km/h.
La velocidad de la nave es

Vi =150 km/ h.

y por consiguiente la velocidad de las aves respecto al mar es

Vv=15{ +30j km/h.

y por consiguiente la nave debe virar al sur un angulo

azArtgngrth.

Obviamente Colon se las arreglo para llegar a tierra sin conocer las reglas del movimiento
relativo, y no existia en su época la Mecanica Newtoniana, pero no conviene seguir su ejemplo si
se pretende aprobar este curso.

Curso 1999



MECANICA NEWTONIANA - Cinemética de la Particula. 45

I-4c¢. Sistemas de referencia con movimiento relativo de rotacion.

Z, Consideremos ahora dos sistemas de
y referencia S = Oxyz y S’ = O'x'y'Z', con origen

de coordenadas comun O = O’, cuyos ejes rotan

uno respecto del otro. En otras palabras, la
z orientacion de los ejes del sistema S’ respecto
de los de S va cambiando en el tiempo. Si
introducimos los vectores ortonormales de las

bases asociadas a cada sistema, y les llamamos
i,j,k alosdeS,ei’,j',k" alosde$S’, el

1 vector posicion 7 se puede expresar como:

4 h‘_’i«

—.i(
h.J
§<‘V

F=xi+yj+zk
o bien
v Fl=x'T'+y'j'+z'k".
En este caso, ya que O y O' coinciden,
FIG. 24 el vector posicion es el mismo, o sea:

X

!
F=F
solo cambian sus componentes, porque en uno y otro sistemas de coordenadas lo expresamos en
. 11
una base diferente.

I-4c.i) Derivada de un Vector Respecto a Sistemas de Referencia en Movimiento.

Obsérvese que expresiones analogas valen para las componentes de un vector cualquiera

A . En efecto segln el sistema de referencia elegido
A=A i+A4, j+A4.k
YRS 1 "
A=A"i"+A,'"j'+A.'k
Esta situacion es tipica de los sistemas en rotacion relativa. En el caso anterior de

sistemas en traslacion, si bien cambiaban los vectores posicion de una particula, las componentes
de un vector libre eran las mismas en ambos sistemas.

La derivada de cualquier vector estaba definida por

'~ Por los detalles del concepto de un vector y su expresion en coordenadas, y de como deben de
cambiar estas al cambiar de base, referirse a la Seccion 0.3.b del Capitulo 0.
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dd_,. A(t+At)—A(t).
dt A0 At

Cuando los sistemas de coordenadas rotan uno respecto al otro nos encontramos con una
dificultad.

Un vector puede estar fijo respecto a uno de los sistemas y rotar respecto del otro. Es
decir que la forma en que cambian sus componentes depende del sistema de coordenadas. Por
ejemplo, los sistemas de la base i, j',k" estén fijos respecto a S°, porque forman parte de dicho

sistema, mientras que por la propia definicion rotan en torno a S. Por consiguiente, la derivada de
un vector respecto del tiempo depende del sistema de referencia, es decir, depende de la base de
vectores que se considere como fija.

Definimos la derivada d /d ¢ respecto al sistema S = Oxyz por

%:Axh,&yﬁflz%

(I |

y laderivada d' /dt respecto al sistema S’ = O'x'y'z' es
d'A - - . .-
SE AT A A
dt :

Ambas derivadas se pueden relacionar recordando que el cambio de las componentes
respecto a Oxyz se debe a dos factores. En primer lugar cambian las componentes del vector

respecto a O'x'y'z' y en segundo lugar los vectores i ',j',k' se mueven respecto al sistema Oxyz.

Por lo tanto

ai_dla7) dla7) alaw)

dt dt dt dt
ﬁ:Ax’fUrA ’j’+Az'l€’+AX’d—l+A 'd—]JrAZ'ﬁ
dt 7 dt 7 dt dt

A continuacion veremos que siempre es posible calcular explicitamente las derivadas de

(N |

la base mévil i',j',k" en términos de un vector que caracteriza la rotacion del sistema O'x'y'z

respecto del Oxyz, llamado velocidad angular.

Velocidad Angular
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Comencemos expresando las derivadas de los vectores 7', j',k' en la misma base mévil.

s

—=a, l?'+a12 ]"+a13 k'
dt

dj' - - -
d—Jt=a2li'+azzj'+a23 k'
d];' ] E i
Ezaﬂl +a,, j'ta, k

Los vectores moviles ;'(t ),j'(l‘ ),k'(l‘ ) satisfacen en todo instante t las relaciones de
ortonormalidad siguientes:

i'=1 =1 k'k'=1

i'j'=0 j'k'=0 k'i'=0

por lo tanto derivando la primera de estas ecuaciones tenemos que

di' - - di'
—.i'+i'—=0
dt dt
di' -
es decir —.i'=0
t
de las relaciones analogas para j' y k' resulta
dj' =, dk'
—]_]':0 —k'=0
dt dt
0 sea que ay = ayy = a3 =0.

Por otra parte derivando la ecuacion i'.j'=0 obtenemos:

di' - - dj'

! T
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procediendo andlogamente con las otras dos relaciones de ortogonalidad se obtiene que:
A B
dt dt dt dt

y
relaciones que implican @, =— @, ,Ay; =— A3, , 0y =— Q5.
Si introducimos ahora el vector velocidad angular ® siendo

=~ 17 1 V7
0=0,"1"t0,'j'to.'k

donde ® '=a,,,0, '=a,,m, '=a,. Se cumple:

di'
d_:wzv]v_myvkv_leu
t

dj' + s

d—jz—coz'iurwx'k':mxj'
t

dk' e -
d—=(oy'z '~ 'j'=oxk
t

Dada la importancia que tiene el concepto de velocidad angular en este curso, no
solamente en el estudio de sistemas en movimiento sino en toda la segunda parte del curso,
referente a Sistemas Rigidos, se da en el Apéndice de este Capitulo otra deduccion levemente
diferente y menos directa, pero mas elegante de la deduccion de estas expresiones; pero que nos
dan una férmula general de la velocidad angular de un sistema en movimiento.

Relacion Fundamental entre Derivadas de un Vector.
Volviendo a la forma de la derivada de un vector, podemos escribir:
di_d'i

="t A OXT + A,"Ox] + A oxk
dt dt .

O s€a:
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dd d'4
R Y
dt di

Esta es la relacion fundamental entre las derivadas asociadas a distintos sistemas de

ylzl

coordenadas. Obsérvese que si las coordenadas de un vector B en el sistema movil S = O'x
no varian, es decir si dicha recta estd en reposo en el sistema moévil, se cumple:

d—Bz(BxB.
dt

. d . . .
La derivada 11 respecto del sistema Oxyz, también es llamada derivada respecto al

sistema fijo o derivada absoluta, porque deja fijos los vectores del sistema S, al que podemos
llamar sistema absoluto, en el abuso de la nomenclatura introducida anteriormente y se la suele

. d' . . L. .
notar como d A / dt . La derivada d_ es llamada derivada respecto al sistema moévil o derivada
t

relativa, notandosela como d R / dt .

La relacion fundamental establece que: la derivada absoluta de un vector es igual a la
derivada relativa mas la derivada absoluta que tendria dicho vector si se encontrara en reposo en
el sistema movil.

En el caso particular que el vector que deseamos derivar es la propia velocidad angular se
cumple

dt dt

porque el producto vectorial de cualquier vector por si mismo da cero. Por ser la derivada de la
velocidad angular de un sistema respecto al otro, la misma respecto a cualquiera de los dos,

podemos usar sin ambigiiedades la notaciéon ®.

Interpretacion de la Velocidad Angular.
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Analicemos mas detalladamente el significado del

vector velocidad angular ®. Sea B un vector fijo en el
sistema movil, es decir que

Entonces se cumple para A¢ suficientemente (t)

AB(t)=B(t+At)—B(t )=t )x B(t)At.

Usando la definicion del producto vectorial resulta

que AB(t ) es tangente a una circunferencia de centro C,

proyeccion de B sobre ® y radio B send . Su magnitud FIG. 25

vale

|A/§|=(Bsen9)(0)At)

Por ese motivo los vectores en reposo respecto de un sistema mévil se comportan como si
en el instante t rotasen alrededor de un eje que pasa por O en la direccion de ® . En general la
direccion de ® varia a medida que el tiempo transcurre por lo que la direccion del eje también lo

hace.

I-4c.ii) Formula de Cambio de Velocidad.

Volvamos ahora a la descripcion del movimiento de una particula situada en P vista desde
dos sistemas de referencia en rotacion relativa. Como los origenes O y O' coinciden, ya habiamos
visto que el vector posicion de P es el mismo en ambos sistemas y sélo difieren sus componentes.
Estamos ahora en condiciones de relacionar las velocidades respecto de ambos sistemas de
coordenadas.

La velocidad respecto del sistema S = Oxyz es:
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_ dr dx7 dy—' dz -
V=—=—oi+—j+—k
dt dt dt” dt

mientras que la velocidad vista por un observador situado en el sistema movil es:

L, dr o dx'-, dy'- dz' -,
Vie—=—Ti"+—j'+—k
dt dt dt dt

Ambas expresan la variaciéon del mismo vector visto en dos sistemas distintos de
coordenadas y estan relacionadas por:

dr d'r _ _
——=———+®XF
dt dt

o sea V=V'+0OxF

Esta ecuacion permite relacionar la velocidad respecto al sistema fijo S = Oxyz, también
llamado sistema absoluto (V es la velocidad “absoluta”, por lo que también se la suele escribir

5.9

como V, ), con la velocidad V' respecto al sistema movil S’ = O’x’y’z’, también llamado sistema

relativo (V' es la velocidad “relativa” o vy, ).

I-4c¢.iii) Formula de Cambio de Aceleracion.

Para calcular la relacion entre las aceleraciones observemos que la aceleracion respecto al
sistema fijo Oxyz o aceleracion absoluta esta dada por:
— 2 —
_ dv d’r
a=—-=

dt dt*

=Xi+y]+%k

y la aceleracion respecto al sistema movil o aceleracion relativa por:
— 2 =
L, dv' d"r

W_ dtz :x|;v+j}|jl+2v]}.v

y utilizando una vez mas la relacion fundamental para la derivacion de un vector resulta:
_ dv dV'+oxi) dv' do . . dF
d=—=—"—"—""=——+—XF +OX—=

dt dt dt dt dt
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d'{}" pnd Lboe
- - - o (e
= T DXV +——XT + DX+ X (X7
dt dt dt
L, d _, d7 d7F
Observando que @' =—— yq = =

—— , porque tenemos los origenes O y O’
dt dt

coincidentes de forma que 7 =7'; y agrupando en términos, la ecuacién anterior toma la

siguiente forma:

e, dO
a=a'+(o><(co><r)+d—><r+2coxv'.
t

Esta relacion entre la aceleracion “absoluta” (c_i =a A) y la aceleracion “relativa”

e - . . 7 ’ .
(a =d, ) es llamada Teorema de Coriolis.'? Obsérvese que una particula en reposo en el sistema
O'x'y'Z!, tendria una aceleracion

a =€ox(6)><17)+@x;7
! dt

llamada aceleracion de arrastre o transporte porque corresponde a la aceleracion con que una
particula es transportada al moverse junto con el sistema movil.

El ultimo sumando es
- — s d |
a-=20xV".

Este sumando se denomina aceleracion de Coriolis y es no nulo sélo si la particula se
mueve respecto al sistema mévil. Ademas esta velocidad no tiene que ser colineal con la velocidad
angular.

Asi entonces, para este caso particular de la rotacion del sistema moévil en torno al sistema
absoluto tenemos que:

a=a'+a, +d,
Ejemplo 1:

'> . La anterior es en realidad una forma simplificada del mismo para cuando se trata de dos
sistemas cuyo origen de coordenadas se mantiene coincidente (no hay movimiento de traslacion).
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Se consideran dos sistemas de referencia con
movimiento de rotacion relativo y origen comin Oz
coincide con Oz' y una rotacion de angulo ¢ lleva Ox a O'x'
. Determinar la velocidad angular @.

Se cumple:
® i > i'=cospi +seng j
~ i 1 e =
k=k Jj'=—sen@i +cosQ j
FIG. 26 k=k'

z+'=— senePi +coseP / = /'
}':— coSQPI —senQP j =— (i '

Observar la semejanza que existe entre estas relaciones con las que relacionan las
derivadas de los versores de coordenadas cilindricas.

De estas:
0, =a,=¢
o, =0,=0
por lo que resulta
H=0k

Esta relacion es de suma importancia en la interpretacion conceptual de qué es la
velocidad angular, y de la forma en que calcularemos ella en la practica.

Observemos, antes que nada que se trata de un movimiento plano, asi llamado porque,
aunque sea en torno del instante considerado, todos los puntos se moveran en un plano
perpendicular al eje Oz, que se mantiene fijo. O sea, la normal k al plano del movimiento de
todos los puntos del sistema O’x’y’z’ se mantiene constante. En este tipo de movimiento
extremadamente particular, la velocidad angular queda orientada precisamente en la direccion de
esa normal; o sea:
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Es inmediato ver que el nombre de “velocidad angular” esta relacionado con que esta
ecuacion nos dice que el mdodulo (con signo) de ese vector es igual a la derivada del angulo ¢; o
sea, la rapidez con que ¢ crece:

. . A
o=0=lim 2@
A—0 At

Haciendo una comparacion con el concepto de velocidad como la derivada de la posicion,
definido anteriormente, surge naturalmente la idea de velocidad angular.

Desde un punto de vista practico, este resultado nos sirve porque cada vez que tengamos
un movimiento plano, la velocidad angular podra escribirse de esta forma. Donde es importante
aclarar que ¢ es aqui simplemente el angulo entre uno de los ejes del sistema fijo y uno de los ejes
del sistema movil, medido a partir del primero de ellos hacia el segundo” y de esta manera, dado
que k es saliente de la hoja, el angulo ¢ crece en sentido antihorario, visto desde el extremo de

k.

Ejemplo 2:

Una particula esta situada a una distancia d del origen medida sobre el eje Ox' de la Fig.
anterior, y permanece en reposo respecto al sistema movil. Determinar la velocidad y aceleracion
vista desde el sistema fijo Oxyz.

Se cumple que V'=0y que a'=0 ya que las coordenadas de la particula respecto del
sistema movil no varian. Por lo tanto:

V=oxF =pkxdi'=dpkxi'=d ],

La magnitud de la velocidad es d y la direccion es perpendicular a la del vector

posicion. Este resultado era esperable ya que en este caso la particula se mueve sobre una
circunferencia de radio d describiendo un movimiento circular. Recordando las definiciones de los
vectores unitarios en coordenadas polares resulta que:

l' '

E(P:]

e

" =
y por tanto para un movimiento circular se tiene que
S TN R N1
v=doe,=d

en cuanto a la aceleracion:

1 . ., . . . . . .
? - La direccion en que medimos ¢ es importante porque si el sistema gira hacia un lado u otro su
derivada tendra diferente signo.
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a=a =6)x(6)xf)+_‘5xf=
! dt

—pkx{pkxdi" )+ pxdi'=
=pkxd¢ ' +dpj'=—do>i'+d§ "

que no es otra cosa que la expresion de la aceleracion de un punto con movimiento circular.

Ejemplo 3.

Consideremos ahora que una particula Ya
que se mueve con velocidad constante a lo largo y
del eje O'x' dada por:

— A 1
V'=—vy,i" hy x
’ d
En t = 0 la particula se encuentra en la AN\ 4\\
posicion 7'=di'. B
0|0 :_> >x
Determinar la velocidad y la aceleracion 1
de la particula respecto al sistema fijo.
FIG. 27

La posicion de la particula en el sistema
que rota es

P'=(d—v,t )i’

y en el sistema fijo el vector posicion estara dado por

F=(d—v,t )[coscpf + sentpj]'

Es decir que, vista desde el sistema fijo, la particula no solo se acerca al centro sino que
va rotando y describe una trayectoria espiral.

La velocidad respecto al sistema fijo estara dada por

V=V"+Ox7
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o, TR, )P
==V, T+ (a’—v0 't )(p]'

Para calcular la aceleracion respecto al sistema fijo recordemos que

a=a'+d,+ad.
y evaluemos cada uno de los sumandos.
La aceleracion relativa es
a=— D51z,
dt

la aceleracion de transporte vale

Gy =R X(PRx(d v, 't i phx(d—v, )i
=—(d—v, ' )p? i'+(d—v, 't ) /'

y la de Coriolis
a,=2¢k x(—vo 'f')z— 2v,'¢/".

La aceleracién relativa @' es nula ya que la particula se mueve con velocidad relativa
constante. La aceleracion de transporte corresponde a la que tendria una particula que en el
instante t se encontrara en reposo, respecto al sistema movil, a una distancia d—v,'t del origen.
En cuanto a la aceleracion de Coriolis su significado se puede determinar observando los términos
del vector velocidad que han sido derivados para su obtencién: por una lado la magnitud de la

velocidad tangencial (d -V, 't )(p Jj' disminuye a medida que nos acercamos al origen y por otro la
componente radial de la velocidad —Vv,'i" cambia de direccion a medida que el eje 7' rota.
También se puede comparar cada uno con su origen en la deduccion tedrica de la aceleracion de
Coriolis.

Obsérvese que la velocidad absoluta y la aceleracion absoluta podrian haberse obtenido
directamente derivando
. dr
Vv=—-

dt
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d*r
dt*

a=

y verifique que el resultado es el mismo que el obtenido usando el Teorema de Coriolis.

Este es un procedimiento comun para verificar los resultados del teorema de Coriolis. La
conveniencia de usar uno u otro método estara dada por el problema particular en estudio.

Ejemplo 4.

Una hormiga (con conocimientos de fisica) puede B w
moverse con una velocidad maxima Vy y desea recorrer la \
distancia AB=2R entre puntos diametralmente opuestos de un

disco que rota con velocidad angular ® constante, en linea recta
respecto al sistema fijo. Calcular el tiempo minimo necesario
para realizar dicho recorrido. Discutir para que valores de Vi, ¥
®, R no es posible registrar dicha trayectoria. VM\g

=

V=V +V, =V, +oxr A
el movimiento debe ser segin la direccion y, por lo tanto:
V, =0.
Proyectando segun los ejes, y haciendo uso de cual es el movimiento deseado en el
sistema absoluto es X = 0:

0=-V,senp - oY

V,=V,coso=Y

V., seno

de la primera se deduce que: ¥ = — y derivando:

(O]

y=Vucosee _ o,
®

El hecho de que en este caso la velocidad angular del disco sea igual y opuesta a la
derivada del angulo ¢ no es coincidencia, sino sale del hecho de que, para la hormiga solidaria al
disco, la recta que ella desea seguir, se mueve con velocidad angular opuesta a la que el disco
tiene respecto al sistema fijo. Esto lo veremos en general al final de este Capitulo.
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Luego:
¢=0,— ot

Observemos que ¢ decrece a medida que la hormiga avanza, asi que el angulo maximo es
el inicial en que:

R
V,senp, = R = sen@, = ot
VM

de aqui se deduce que para que la trayectoria sea posible, se debe cumplir: (D_R <1.
M
Si esto no fuese asi, la velocidad angular del disco seria muy grande y la hormiga no
podria ir lo suficientemente rdpido como para compensar el movimiento de arrastre del disco y
mantenerse sobre la recta deseada.
Para calcular el tiempo que le lleva hacer el viaje:

. T
2R = J.TYdt = JVM cos(— ot + ¢, )dt = —V—Msen((p0 - cot%
0 0 ®

- sen((p0 - coT)+ seng, = 21/_0) sen(oaT - (p0)= seng,
M

Esta ecuacion tiene multiples soluciones, ya que podemos decir que:

ol —@,=¢, +2nn

con n entero.

Es decir, la hormiga llega al punto B en menos de una vuelta del disco, o en vueltas
sucesivas. Como queremos hallar el minimo tiempo posible para ello, esto sera asi cuando n = 0:

ol =2¢, = TzzArsen[m—R]

® M

I-4d. Caso general
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Nos referiremos ahora al caso general de un
sistema S'=0'x'y'z' cuyo origen se mueve y cuyos ejes
rotan respecto al sistema fijo S=Oxyz . Los vectores
posicion de P respecto a los sistemas O y O' estan

relacionados por
T ]
r=r,+r
Observar que ahora, a diferencia del caso

anterior, debemos distinguir claramente los vectores
F y 7' porque el origen de coordenadas de los

FIG. 28 sistemas S y S' ya no es el mismo:
F=Fp=P-0
F'=r,,=P-0
7= 0'-0

como indicados en la Figura 28.

I-4d.i) Teorema de Roverbal.

La velocidad de P respecto al sistema fijo S sera:

dr dr, dr' dr, d'7
= +——= +

p=—"= - = ——+ X7’
dt dt dt dt dt
=V +V'+oxr'.
Si la particula esta en reposo en el sistema S'= O'x'y'z', v'=0 y la velocidad absoluta de

la particula coincide con la velocidad con que es transportada por el sistema movil, asi que ahora
la velocidad de arrastre o transporte es.

V.=V, +®OxT'
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Notar que debido a la diferencia entre los vectores 7 y 7', ahora en esta ecuacién

aparece 7' ,yno 7 como antes.

Con esa definicion el Teorema de Roverbal queda expresado como:

v=v'4+V,
I-4d.ii) Teorema de Coriolis.
En cuanto a la aceleracion
dv _d(v'+v,) d'v' , d(v,, +@xr')
a=—-= = +OXV'+—F——~=
dt dt dt dt
dv,, d'v' L do dr'
=+ —+OXV +—XF +OX——=
dt dt dt dt
dv,, dv' __  do ., _ d7F .,
—+——+OXV +——XF +63><—+(T)><(63><r )
dt dt dt dt

que agrupando términos conduce a

- - 6) el P P | pd ) i |
a=a,,+—xr +(n><(u)><r )+a +20xV".
dt

Como siempre la aceleracion de transporte se puede reconocer suponiendo que P no se
mueve respecto al sistema movil, en ese caso:

.o do Lo
Gy =d,,+ ——xi'+ox(dxF")
00 dt

y si consideramos la definicion anterior de la aceleracion de Coriolis:

. =2mxv’

y con las definiciones anteriores recuperamos el Teorema de Coriolis:
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donde, para que sea la forma mas general del mismo tenemos que usar la definicion correcta de

aceleracion de transporte anterior, donde resaltamos nuevamente que el vector posicion que
=/ ’

apareceenellaes 7 = P—-0".

I-4e. Adicion de velocidades angulares.

Consideremos ahora que queremos estudiar el movimiento relativo entre varios sistemas
de referencia. Dado que hemos estudiado detalladamente el movimiento de una particula respecto
a dos sistemas con movimiento relativo, consideremos una particula P, moviéndose
arbitrariamente en el espacio. Y consideremos tres sistemas de referencia diferentes, a los que
llamaremos:

e S,: Sistema Absoluto.
e S;: Sistema de Arrastre.
e S,: Sistema Movil.

Solidario a cada uno de estos sistemas de referencia consideraremos un sistema de
coordenadas solidario a ellos con origenes de coordenadas O, O; y O,, respectivamente. A la

velocidad angular del sistema S; respecto al sistema S; le llamaremos ® ;; . O sea:
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®,, es la velocidad angular del sistema S, respecto al S.
@®,, ladel sistema S, respecto al S;.

@®,, la del sistema S, respecto al S.

También utilizaremos un superindice i para decir que estamos considerando la velocidad
(1)

de un punto respecto a uno u otro sistema; o sea, V,’ es la velocidad de un punto A respecto a un

sistema S;.

Considerando, para simplificar, que ahora P es solidario al sistema S,, es decir que su
velocidad relativa respecto a S, es nula:

1) La velocidad de P respecto a S, es igual a la velocidad de transporte de P respecto a
este sistema:

Y"IEO) = V(()(l) + @y X (P - 02)

2) La velocidad de P respecto a S; es ahora la velocidad de transporte respecto a S:

1) — 1)
Vp' =Vg, + 0y X(P_Oz)
3) Y finalmente escribimos la velocidad de P respecto al sistema S, pero haciendo uso
de que la anterior es la velocidad relativa de P respecto al sistema de arrastre:
0) — 1) 4 (0
Vp! =V V5 + 0 X(P_Ol)

Sustituyendo la pentltima en la anterior y operando se obtiene:

7 =98+, x(P-0,)+v{) + @, x(P-0,+0,-0,)=
=7y + @, x(P=0,)+ 7Y + &, x(P-0,)+,,x(0,-0,) =
:v(()lz) +‘7(()?)"'(731() X(Oz _01)"'(6321 +6310)><(P—02)

Observemos que si P coincide con O, tenemos, de la ecuacion que daba la velocidad de P
respecto a Sy tendremos:

Vc(;z) = V&) + Vc()?) + @) ¥ (02 - 01)
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0 0
Vlg )= Vc()z) + ((’321 + (DIO)X (P_Oz)
Comparando esta ecuacion con la primera de todas, podemos escribir que:
(6321 + Colo)x (P—02)= Dy X(P_Oz)

Como P es un punto arbitrario, y esta igualdad debe valer para todo punto P tendremos
que:

‘6320 =0y + 6310‘

Que es el denominado Teorema de Adicion de Velocidades Angulares, que nos dice que
la velocidad angular de un sistema movil S, respecto a otro Sy, considerado como absoluto, puede
expresarse como la suma de la velocidad angular de ese sistema respecto a otro intermediario o de
arrastre S;, mas la velocidad angular de este respecto al absoluto.

Esta relacion es muy util cuando queremos calcular la velocidad angular de un sistema
cualquiera moviéndose en el espacio. Es conocido que un movimiento cualquiera en el espacio se
puede descomponer en una traslacion y giros elementales. La solucion al Ejercicio 1 anterior, nos
ensefla como calcular la velocidad angular de un movimiento plano; esto es, en definitiva uno de
estos movimientos elementales. Considerando sistemas intermediarios se puede descomponer
cualquier rotacion en el espacio en tres giros elementales que tendran una expresion similar para la
velocidad angular (derivada del angulo de giro correspondiente). Luego, utilizando este teorema
en forma consecutiva podremos hallar cuél es la velocidad angular del movimiento compuesto. **
Entraremos en los detalles de esto en el Giltimo capitulo, cuando estudiemos los Angulos de Euler,
pero de aqui hasta alla nos queda un largo camino por recorrer.

Ejemplo:

Consideremos un sistema S,, absoluto, y dos sistemas S; y S,, que giran respecto al
anterior, pero que entre ellos solo se trasladan. Por ejemplo, en el Ejemplo 3 anterior Sy es el

sistema fijo O;]E , Sy esel ij'E y S, es un sistema Pfj'E , siendo P la particula que se

4 Acotemos, antes de terminar, que a pesar de que la velocidad angular siempre se puede

escribir como ®=m,7 +®, J+, k en alguna base 1, ,k , esto no implica que cada una de

las componentes esté asociada a un giro elemental.
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mueve con velocidad constante respecto a S;. Como el movimiento de S, respecto a Sy, es s6lo de
traslacion, tendremos que:

Hagamos ahora un cambio de nombre entre los sistemas, basicamente intercambiando el
orden entre Sy y Si:

S, =S/
S-S
S, >SS,

Y escribiendo las nuevas velocidades angulares con primas, tendremos:

63;0 =0y,
@y =Dy, + Dy, con @y =Dy p = By =Dy + B =0
@iy = O,

Por lo que:

By =0y =—0k =-0

lo que demuestra por qué la hormiga del ejemplo 4 tiene que mantenerse moviéndose con una
velocidad que forme un angulo cuya derivada sea igual y opuesta a la velocidad angular del disco;
y que en forma més general, quiere decir que si un sistema se mueve respecto a otro con velocidad
angular ®, este ultimo se mueve respecto al primero con velocidad angular — @ .

Un razonamiento similar nos permite demostrar a través del Teorema de Roverbal
aplicado a la traslacion, que si un sistema se traslada respecto a otro con velocidad V', este Gltimo

lo har4 respecto al primero con velocidad — V.
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Apéndice: Velocidad Angular

En la Seccién I-4c.i vimos que la derivada de los versores de una base mévil i', 'k’

respecto a una fija, 7,7,k podian escribirse en dicha base movil como:
di - - -

_ =y Ty [
I =a,i'+a, j'+ask

!

dj' > - g
——=a,i'+ta,, j'ta,, k'
dt 21 22 23
dlg'—a i'+a, j'+a k'
dt 31 32 33

Luego, usando las propiedades de que 7',j',k' cualquier vector que varia en el tiempo
manteniendo su médulo constante es perpendicular a si mismo esto se reducia a:

di’

=a,j'+ayk’

dj'

L —a i'+a.k'
21 23
dt

!

a1 =ayi'+as,J'
Y por ser cada uno de los vectores de la base normal a los demas:
di' ,, ., dj
Ay =— ) ==I g a
dt dt
dj’ -, -, dk'
a,, = G prajr S5 as,
dt dt
dk ., . di’
a, =—i'=—k'—=-a,;
dt dt

Luego podemos escribir, por ejemplo, solo para el primero de los versores de la base:
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dit _(di' o=, [ dR <
dt \ar? dt

Usando las propiedades de que la base es ortonormal directa:

jrzl‘c*rx? y E!zivxjfz_jfx?

di’ di' - )\- | = dk' ., )=, | -
—=| —J k%P +|| —0" ] [xi
dt dt dt

y agregando el siguiente término, que es cero porque todo vector multiplicado vectorialmente por

si mismo es nulo:
41 pl ki =0
dt

AE_ A gl O g | S e
dt dt dt dt

podemos escribir:

podemos escribir:

!

- .
y llegamos nuevamente a que: ——= ®X [ si hacemos:

o=| X 7o g e[ 4
dt dt dt

Esta es una expresion que nos determina, en forma unica, la velocidad angular, y que
podemos ver es exactamente la misma que hallada anteriormente. Observar que la misma es
completamente simétrica en los vectores de la base, y si hacemos una permutacion circular de los
mismos se mantiene incambiada. Por lo que a pesar de que la demostracién la hicimos solamente
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di’
para d— solamente, tendremos un resultado equivalente para exactamente el mismo resultado
t
dj dE
para ; y —— , es decir:
dj’ -
J _ @ xJ'
dt
dk' -
—— =0 xk'
dt

siendo @ el mismo de antes.
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CAPITULO II
DINAMICA DE LA PARTICULA

Antes:
” > : : n
'Lo que es movido necesariamente es movido por algo.

Aristoteles Metafisica.

Después:
"Si todo impedimento es excluido, el movimiento de un cuerpo sobre un plano horizontal
continuard perpetuamente."”

Galileo Discursos.
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DINAMICA DE LA PARTICULA

II-1. Introduccion.

El movimiento de un cuerpo cambia cuando este interactia con otros cuerpos. Dichos
cambios dependeran por un lado de las propiedades del cuerpo y por otro del medio que lo rodea.
El problema central de la dinamica de la particula es el siguiente: Dada una particula cuyas
caracteristicas (masa, carga, momento magnético) son conocidas, colocada en determinadas
condiciones de movimiento en cierto medio del cual se tiene una descripcién completa, determinar
cudl serd el movimiento subsiguiente de la particula.

II-2. Principio de inercia.

Comenzaremos analizando un problema mucho mas simple. ;qué se puede decir del
movimiento de un objeto cuando éste esta libre de interacciones?

La concepcion dominante antes de que Galileo analizara detenidamente este problema era
que para mantener un cuerpo en movimiento era necesaria la accion de alguna influencia externa.
En otros términos se pensaba que si sobre un objeto no actuaban fuerzas éste permaneceria en
reposo.

Esta concepcion parecia por otra parte muy natural, después de todo, la experiencia
muestra que los objetos que se mueven sobre la superficie de la Tierra tienden al reposo cuando se
les deja libres. Sin embargo, Galileo observo que si tratamos de ir mas alla de la experiencia
ordinaria eliminando progresivamente las fuerzas de resistencia, los cuerpos demorarian mas y
mas en alcanzar el reposo, y extrapolando podemos sostener que si todas las interacciones
pudiesen ser eliminadas el cuerpo continuaria moviéndose indefinidamente con velocidad
constante. Galileo concluyd, por consiguiente, que s6lo eran necesarias las interacciones para
modificar el estado de movimiento de un cuerpo, no para mantener su velocidad.

El analisis de Galileo de este problema sigue siendo hoy dia un ejemplo clasico de como
se producen las Revoluciones Cientificas. En efecto, basandose esencialmente en los mismos datos
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experimentales, Galileo y sus antecesores sacaban conclusiones diametralmente opuestas. Para
unos dichos datos confirmaban que los cuerpos libres de fuerzas tienden al reposo, para el otro las
mismas observaciones conducian a pensar que un cuerpo libre continuaria moviéndose
indefinidamente con velocidad constante. Solo es posible comprender este cambio de
interpretacion si se recuerda como habian cambiado los esquemas conceptuales con los que se
analizaban los hechos desde la antigiiedad hasta la época de Galileo. Para los Griegos, Aristoteles
por ejemplo, la Tierra estaba en reposo en el centro del Universo y constituia un sistema de
referencia privilegiado, para que los cuerpos se movieran era necesario que se ejerciesen ciertas
fuerzas. Para Galileo, la Tierra giraba en torno al Sol y no habia un sistema de referencia
privilegiado. Si se deseaba describir los fendmenos que ocurrian en la superficie terrestre se podia
elegir a la Tierra como sistema de referencia, pero era claro que no podia considerarse que este
sistema se encontraba en reposo absoluto. De existir en el Universo un sistema en reposo absoluto
y si fuera cierto como sostenia Aristoteles que las particulas libres de fuerzas tenderian al reposo,
no podrian explicarse los hechos observados. Por ejemplo si soltdramos una bala de cafion de la
parte mas alta del mastil de un barco, en vez de caer verticalmente como en realidad observamos,
deberia salir disparada en alguna direccion, ya que tenderia al reposo mientras que la Tierra sigue
moviéndose en torno al Sol. El principio de inercia permite explicar naturalmente los hechos
observados. La bala cuando es soltada continia moviéndose con la misma velocidad que la Tierra
y su cambio de movimiento posterior s6lo se debe a la fuerza de gravedad.

Newton, retom6 el principio de inercia y lo establecidé como la primera ley del
movimiento en sus Principia: "Cada cuerpo permanece en su estado de reposo, o de movimiento
rectilineo uniforme, a menos que actuen fuerzas sobre él que obliguen a cambiar de estado".
Aunque este enunciado parece muy claro conviene analizarlo a fondo. Como hemos dicho en
repetidas oportunidades, para que cualquier enunciado sobre el movimiento de un cuerpo tenga
sentido se debe establecer en qué sistema de referencia se cumple. Al respecto conviene recordar
el ultimo ejemplo del Capitulo I, lo que en un sistema se veia como movimiento rectilineo
uniforme en el otro sistema que rotaba con respecto al primero se veia como un movimiento segun
una trayectoria espiral. Por esta razon en las versiones modernas de la primera ley se hace
referencia y se establece:

Primera Ley de Newton.

Existen ciertos sistemas de referencia, con respecto a los cuales el movimiento de un
objeto libre de fuerzas externas es rectilineo con velocidad constante.

Los sistemas de referencia para los cuales vale la Primera Ley de Newton, también
llamada principio de inercia, se llaman sistemas inerciales. En los sistemas inerciales las particulas
libres tienen aceleracion nula.
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Como hemos visto en el Capitulo anterior, si un sistema S es inercial y S' se mueve
respecto de S con un movimiento de traslacion uniforme, a, , = 0:
s 55
V=V -v,,

a'=a=0

y una particula libre también posee un movimiento rectilineo uniforme visto desde S'. Por lo que
podemos concluir que si S es inercial también S' lo es. Sin embargo, como ya hemos observado, si
S es inercial y S' rota respecto de S, S' no es un sistema inercial, ya que como vimos en el ultimo
ejemplo del Capitulo anterior, una particula libre seguira una trayectoria curvilinea en S'.

Para determinar si un sistema de referencia es inercial o no se debe recurrir a la
experiencia. Debido a su rotacion diaria y a su interaccion con el Sol y los otros planetas, la Tierra
no es un sistema inercial. Sin embargo, en muchos casos estos efectos son despreciables y los
sistemas de referencia unidos a nuestros laboratorios terrestres pueden sin gran error ser
considerados inerciales.

Los sistemas inerciales son en definitiva sistemas de referencia ideales, todo sistema real
presenta desviaciones respecto al comportamiento ideal. Un sistema muy proximo al ideal seria
uno situado en el espacio a gran distancia de cualquier objeto celeste para eliminar los efectos
gravitacionales y cuyos ejes estan orientados apuntando a tres galaxias muy lejanas para evitar los
efectos de rotacion.

I1-3. Fuerza y masa inercial.

La ley de inercia implica que toda fuerza produce un cambio de movimiento. Esta
observacion nos permitird dar una definicion cuantitativa del concepto de fuerza. Definiremos
fuerza en términos de la aceleracion producida sobre un objeto patron. Se toma habitualmente
como patrén un objeto, llamado el kilogramo standard al que se le asigna convencionalmente una
masa de 1 kg. Luego veremos como se asignan las normas de otros objetos.

La fuerza se define midiendo la aceleracion que produce sobre dicho objeto. Por ejemplo
si un resorte produce al actuar sobre el kilogramo standard una aceleracion de 1 m/s2 diremos que
el resorte esta ejerciendo una fuerza de 1 Newton. En general si observamos que el objeto patron
tiene una aceleracion a m/s2 diremos que sobre €l se esta ejerciendo una fuerza de F Newtons,
donde F es numéricamente igual a a.
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Obviamente, podemos asignar a la fuerza no so6lo

una magnitud sino la direccion y sentido de la aceleracion

RESORTE 2 y asociar a la fuerza un vector. La utilidad de la nocién de
fuerza esta asociada al siguiente hecho experimental: el
vector aceleracion esta siempre en la direccion de la
fuerza resultante. Supongamos, por ejemplo que el objeto
patron estd unido a 2 resortes. El resorte 1 ejerce una

fuerza de F; Newtons, en direccion x, es decir que si

RESORTE 1

actuara solo €l solo produciria una aceleracion de F, m/s2

segin el eje x. El resorte 2 ejerce una fuerza de F,
FIG. 1 Newtons en la direccion del eje y, de modo que si actuara
él solo produciria una aceleracién de F, m/s2 segun y.

Se puede observar experimentalmente que la aceleracion producida por la acién

simultdnea de los dos resortes es vectorialmente iguala ' = F; +F), .

Esta observacion nos dice que la fuerza producida por la accion simultanea de dos
interacciones es igual a la suma de las fuerzas asociadas a cada interaccion. En otras palabras, ella
nos dice que las fuerzas se pueden superponer linealmente.

Midiendo las aceleraciones producidas sobre el objeto patron (el kilogramo standard)
hemos podido definir cuantitativamente a las fuerzas. Estamos ahora en condiciones de definir la
masa inercial de un objeto. Para ello tomemos los objetos marcados 1,2,3... cuyas masas deseamos
definir. Sea m, la masa patron, m, = 1 kg. Supongamos que bajo la acciéon de cierta fuerza F (por
ejemplo un resorte estirado una cierta cantidad Al) my, sufre una aceleracién a,. Sustituyamos
ahora que el objeto patron por el objeto cuya masa m; deseamos definir sin modificar el valor de
la fuerza que actua. El objeto suftird una aceleracion a,, definimos

ma, = mya
es decir
m _ 4

my 4,
la relacion entre masas es inversamente proporcional al la relacion entre aceleraciones.

Se puede probar con experiencias de este tipo que si se unen dos objetos de masa m; y m,
y se determina la masa del objeto resultante, ésta resulta ser igual a m; +m,. Es decir que las
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masas son magnitudes aditivas. Se puede considerar a la masa inercial como una medida de la
cantidad de materia del objeto.

I1-4. Segunda Ley de Newton

Estamos ahora en condiciones de enunciar la Segunda Ley de Newton, ella establece que:

En los sistemas de referencia inerciales:

F =ma

donde F es la suma de todas las fuerzas resultantes, m la masa de la particula y @ su
aceleracion.

Habiendo definido previamente las fuerzas y las masas, la Segunda Ley de Newton es
una ley experimental que establece que las masas son independientes del valor de la fuerza que se
utiliza para su definicion.

Obsérvese que en ausencia de fuerzas externas aplicadas sobre un cuerpo, F' =0 y por
lo tanto @ =0, por lo que una particula libre se movera con movimiento rectilineo uniforme
como era establecido por la Primera Ley.

El enunciado que hemos dado de la Segunda Ley no es el mas general posible, en efecto,
tal como lo hemos enunciado, la Ley s6lo vale cuando la masa de la particula no varia con el
tiempo. Si deseamos describir el movimiento de un cohete, por ejemplo, su masa variard con el
tiempo a medida que los gases de propulsion son expulsados por la tobera. Para describir este tipo
de fendbmenos es necesario generalizar la Segunda Ley introduciendo la nocién de momento lineal
o cantidad de movimiento.

El momento lineal de una particula se define como el producto de su masa por su
velocidad

p=my
La version generalizada de la Segunda Ley establece que:

En los sistemas de referencia inerciales
dp ~
P _
dt

la variacion de la cantidad de movimiento es igual a la fuerza que actia sobre el objeto.
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En el caso de un cuerpo libre, F =0 y D es constante.

P =Dy

por lo que la cantidad de movimiento de una particula libre se conserva en el tiempo.

II-5. Las fuerzas de la naturaleza.

A los efectos de describir el movimiento de un cuerpo sometido a la influencia de ciertas
interacciones mediante la aplicacion de la Ley de Newton se debe sustituir cada una e las
interacciones que sufre el objeto por fuerzas. Darse dichas fuerzas sera equivalente a darse una
funcion F de las propiedades de la particula y su entorno. Todas las fuerzas distintas observadas
en la naturaleza, pueden clasificarse en cuatro clases:

1) Fuerzas gravitatorias

2) Fuerzas electromagnéticas
3) Fuerzas nucleares fuertes
4) Fuerzas nucleares débiles

Las dos ultimas solo intervienen en los procesos y reacciones nucleares y son las
responsables de los fenomenos de fision y fusion nuclear asi como de la radioactividad. Su estudio
esta basicamente fuera del rango de validez de la Mecanica Cléasica por lo que no volveremos a
hacer referencia a las mismas en este curso.

En cuanto al primer tipo de fuerzas, todas las particulas ejercen entre si una fuerza de
atraccion gravitatoria. La ley general de interaccion gravitatoria, o ley de gravitacion de Newton
establece que la fuerza F con la que una particula atrae a otra es proporcional al producto de las
masas de las particulas, inversamente proporcional al cuadrado de la distancia y esta dirigida
segun la linea que separa las dos particulas. Es decir
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m
! © mm, 1, —n
2 F,=-G
I 12 2
m, |r2 r| 7 ’”1|
_)
I
FIG.2

donde G es una constante de proporcionalidad llamada
constante de gravitacion universal cuyo valor es

G=6,67x10""" Nm? / kg?.
Por ejemplo si M, es la masa de la Tierra y m la masa de la particula cuyo movimiento
deseamos describir y si colocamos el origen de coordenadas en el centro de la Tierra

FIG. 3 . o .
Debido a que la constante de gravitacion en el sistema M.K.S es

muy pequefia, las fuerzas de gravitacion son por lo general importantes sélo si interviene por lo
menos un cuerpo de tamafio astronomico.

La mayor parte de las fuerzas que observamos normalmente entre objetos macroscopicos,
por ejemplo las fuerzas de contacto, las fuerzas de rozamiento, asi como las fuerzas ejercidas por
cuerdas o resortes, son el resultado de interacciones entre las moléculas de los distintos cuerpos
que intervienen y en definitiva producto principalmente de interacciones electromagnéticas.

Los fendmenos electromagnéticos se describen por medio de dos magnitudes vectoriales

cuyas propiedades dependen del punto del espacio: el campo eléctrico E (F,I) y el campo

magnético B (? N ) La fuerza que actia sobre una particula de carga ¢ en presencia de dichos
campos esta dada por la ley de Lorentz

F(7,9.,t)=qlEF.0)+ 9 x B(7.1)]

donde 7 es la posicion de la particulay V su velocidad.
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En la mayor parte de las aplicaciones que estudiaremos en el resto del curso nos
limitaremos a trabajar con fuerzas producidas por objetos macroscopicos, cuerdas, resortes,
superficies rugosas, que aunque tengan un origen electromagnético, estaran descritas en cada caso
por leyes de fuerza particulares. En todos los casos dichas fuerzas sdlo dependeran de las
propiedades cinematicas de la particula a través de su posicion, del tiempo en el que actia y su
velocidad. Es decir que la forma mas general de la ecuacion de Newton para una particula de masa

m sera:
2* —
md—f = F(F,ﬂ,tj
dt dt

I1-6. La Segunda Ley de Newton como Ley determinista.

La ecuacion vectorial que se acaba de obtener en la seccion anterior es desde el punto de
vista matematico un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden. Bajo ciertas hipotesis

= dr
muy generales sobre la forma de F [7‘, 7 R tj , el sistema permite calcular, a partir de la posicion
t

- - dr -
r(to ): ¥, 'y la velocidad E (to ): V, en cierto instante #,, la posicion de la particula en todo

instante posterior 7 (l‘) para t > t,,. Por consiguiente la Segunda Ley permite calcular a partir del
estado de movimiento que tiene la particula en cierto instante #, cudl serd su movimiento futuro

descrito completamente por su ley horaria 7 (t ) Importa remarcar que el sistema de ecuaciones

diferenciales determina en forma unica la evolucion posterior de la particula. En otras palabras, el
movimiento futuro de la particula estd unicamente determinado por la ecuaciéon dindmica de
Newton y sus condiciones iniciales. Al permitirnos predecir precisamente el comportamiento del
sistema mecanico, las leyes de Newton nos dan un enorme poder sobre la naturaleza y entran en la
base de una infinidad de aplicaciones tecnologicas.

En lo que sigue de esta seccién y en el resto del curso analizaremos como se resuelven
estas ecuaciones para muchos casos particulares de fuerzas. Pero antes vamos a dar un argumento
general para mostrar como es posible determinar el movimiento haciendo uso de la ecuacion de
Newton.
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~(_ dr
Sea una particula de masa m sobre la que actlian fuerzas descritas por F [l’ ,7,tj.

Supongamos que en = ¢, F(to )= Ty, %(to )= Vo -

La ecuacion de Newton permite determinar la posicion y velocidad de la particula en un
instante posterior ¢, + At. En efecto para At suficientemente pequefio

F(to +At)= 7(t0)+%(zo )At

r r
=7, Vv At

vit, + At)=vlt +Mm
(0, +ar)=v(t,)

dt
2
=V, + CZ;TZ(ZON)

=V, +%F(r0 ,vo,to)At.

Una vez calculada la posicion y velocidad en el instante #, +Af, se puede repetir el

proceso tantas veces como sea necesario hasta llegar al tiempo #, en el cual deseamos determinar
la posicion de la particula. Por supuesto se trata de un método aproximado de calculo ya que cada

vez que se incremente el tiempo en A¢ se comete un error de orden Az* en la evaluacion de la
posicion y la velocidad, por lo que la evaluacion so6lo es exacta en el limite Az — 0.

Pasemos ahora a estudiar algunos casos sencillos en que es posible resolver exactamente
la ecuacion de Newton.
II-6a. La fuerza aplicada depende del tiempo.

En este caso la ecuacion se reduce a:

ma = F(t)
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es decir

lo que determina la aceleracion en funcion del tiempo. En el Capitulo I vimos como era posible
determinar la ley horaria a partir de la aceleracion, de la posicion y velocidad en un instante dado.
Ejemplo:

Se considera el movimiento de un electron de carga (-e) sometido a la accion de un
campo eléctrico en la direccion del eje Ox:

E, =E,cos(wt+6).
Se desea determinar el movimiento del electron, suponiendo que inicialmente esta en

reposoen 7, =0.
La fuerza que actlia sobre el electron seré:

F =—eE, cos(owt + 0)i

y por consiguiente:

a(t)= ) cos(ot + 0)i
m

Recordando lo estudiado en el Cap. I resulta:

\7(t) = ¢Ey sen(a)t + 9)1? +C
mae

y por lo tanto, como la particula esté inicialmente en reposo:

- FE = K .
C =7(0)+ R0 sendi =20 sendi
mo mo

es decir:

v(t)=| - ﬂsen(a)t +6)+ ﬂsené’ i
me mao

Integrando nuevamente resulta:
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7(r)= eE02 cos(wr +0)i + By senoii + €
mo mo

y como el electrdon estaba inicialmente en el origen

= eE
" 0
C'= >
mao

cosdi

y por lo tanto el electrén se mueve sobre el eje Ox con ley horaria

> —2 senBt+ S

maw mao maw

x(t)= _ ¢k, cos0 cos6'+ ek ¢k cos(wt +6).

Los electrones de la ionosfera terrestre sometidos a la acciéon de ondas de radio obedecen
esta ley horaria. Las oscilaciones de los electrones modifican la constante dieléctrica del medio y
su indice de refraccion, lo que hace que las ondas que inciden en la ionosfera con ciertos angulos
son reflejadas nuevamente hacia la Tierra.

Este efecto es inversamente proporcional a la frecuencia al cuadrado de la onda incidente
por lo que ondas de muy alta frecuencia atraviesan la iondsfera.

II-6b. La fuerza aplicada depende de la velocidad.

Consideremos ahora el caso de una particula de masa m que se mueve a lo largo del eje
Ox bajo la accion de una fuerza dirigida segun Ox que depende de la velocidad. En este caso la
unica componente trivial de la ecuacion de Newton es

d*x
=)
es decir
dv
2 _F
m— (v)
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Sea F(v) tal que:

es decir que F es una primitiva de la inversa de F.

Entonces

E()= dF(v). v

— Ly =

dv F (v)

y por lo tanto la ecuacion de Newton puede escribirse

E(v)= i

ecuacion que se integra inmediatamente para dar
1
F(v) =—t+C
m
Como ya sabemos, C se determina a partir del conocimiento de la velocidad en ¢ = ¢,
v(to ) =V,

F(vo)zito +C

F(V)_F(Vo)zi(t_to)

De esta ecuacion podemos (en un problema fisico real siempre sera posible hacerlo para
ciertos valores de ¢ > ¢,) y despejar v y obtendremos:

v—ﬁ— v =1
dt P Yo m

ecuacion que nos permitird calcular la ley horaria
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X=X, +J:: gp[vo . t;j‘) Jdt

Por lo general las fuerzas unidimensionales dependientes de la velocidad son de origen
viscoso o disipativo.

Por ejemplo, cuando un cuerpo se mueve en el seno de un liquido o un gas, éstos ejercen
sobre el cuerpo una fuerza que se opone al movimiento, en otras palabras su sentido es opuesto al
de la velocidad.

Ejemplo:

Un paracaidista estd cayendo con una velocidad de 10 m/s en el instante en que se abre su
paracaidas. Este ejerce una fuerza proporcional a la velocidad F = —bv. Se desea determinar la
constante de proporcionalidad b sabiendo que el paracaidista llega a tierra con una velocidad de 3
m/s y que su masa es de 75 kg.

Xa La ecuacion de Newton establece que:
Tbv’
dv
m—=—mg —bv.
m ! dt &
VI lmg Comp v es negativa, la fuerza del paracaidas se opone a la
gravitacion

L]

FIG. 4 Integrando:

v dv t

wmg+bv m
es decir

1, (bv+gm) ¢

——Ln =—
b ibv0 +gmi m

que se puede invertir

b m b
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Obsérvese que el primer término decrece exponencialmente por lo que al cabo de un
cierto tiempo la velocidad se hace constante e igual a:

y=-"8
b
Si suponemos que cuando llega a tierra ya alcanzé dicha velocidad
b=250&=250 kg /s
m

(hemos tomado g =10 m/ s%)

Obsérvese que al transcurrir 0,6 segundos desde la apertura del paracaidas, el primer

sumando se redujo por un factor e,

Sustituyendo los valores numéricos resulta que
250
v=-Texp| ———t |-3m/s
75
que graficamente se representa por:

V(m/s) 4

1S
v
—
(=}

t >(s)
-3

-10

FIG. 5§

y al cabo de un segundo el paracaidista practicamente alcanz6 la velocidad limite de -3 m/s.

Si deseamos calcular la distancia recorrida en el primer segundo recordemos que

X[y 8 oyl DL _me
dt b m b

X=X, —%(vo +%){exp{—%}—l}—%t

por lo tanto
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x(1)-x, = —%5)—3 =-51m

I1-6¢. La fuerza aplicada depende de la posicion.

En el caso de una fuerza unidimensional dependiente de la posicion, la inica componente
no trivial de la ecuacién de Newton sera

mx=F (x)
Sea F(x) una primitiva de (x), se cumplira
: dF(x) dx .
Fx(r) = o2 _
(x) = T _
Por lo tanto, multiplicando la ecuacion de Newton por & tendremos
°mix = F(x Jx = F(x)

que se reescribir

y por lo tanto

La constante C se determina a partir de las condiciones iniciales:

x\t, |= X,
ity )=,
y conduce a
.2 .2
m%—m%} = F(x)—F(xO)z J;U F(x)dx

A partir de esta ecuacion podemos despejar la velocidad en funcion de x

e =x§+j’“2de
X0 m

0 sc€a
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i o 2O,

dt m
donde se debe comenzar escogiendo el signo correspondiente a la velocidad en el instante inicial
dx .
para asegurar que —| =X, .
d t=0

Dicho signo no cambiarda mientras no se anule el radicando. Analizaremos con mas
detalle este tipo de fuerzas en el proximo capitulo.

Ejemplo:

Uno de los movimientos mas importantes observados en la naturaleza es el movimiento
oscilatorio. El ejemplo mas simple de una particula con movimiento oscilatorio se obtiene
considerando una masa m unida a un resorte de constante k. Si x es el estiramiento del resorte, éste
ejerce una fuerza restauradora

F =—kx que tiende a llevar la masa a la
posicion de equilibrio. La relacion anterior, llamada
Ley de Hooke describe el comportamiento de los
sistemas elasticos bajo pequefias deformaciones. Si las

k deformaciones son grandes y superan el llamado
mm_ limite de elasticidad, las fuerzas dejan de ser
m proporcionales a la deformacion.
7 Para estudiar este movimiento debemos
resolver
FIG. 6 .
mx = —kx

ecuacion que conduce como hemos visto a

dx o 2k(x? xé

- = xo
dt m\ 2 2

donde hemos supuesto que X, > 0.

Definamos
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y
2 42 _ .2 2.2
W' A" =x; +@°x
La ecuacion puede ahora reescribirse
dx [
= o\ A% - x*
dt
o0 sea
X
2 2 =1
aoN A —x

Relacion que se puede integrar

J;“ a)\/A2 -x’
y haciendo el cambio de variable x(t) =X
[ D -,
Xo /AZ _ x2 - 0
La integral se evalua facilmente considerando el cambio de variable
x = Asenf dx= Acos6 db

y recordando que el signo de la raiz cuadrada debe cambiar cada vez que se anula el radicando

J'; d0=olt—1,)

es decir
0=w(t—t0)+90
y definiendo
o=-wt, + 0,
resulta

x = Asen(ot + &)

que es la ley horaria del movimiento arménico simple.

I1I-7. La tercera Ley de Newton.
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Hasta ahora hemos considerado problemas en que las fuerzas que intervienen obedecen
leyes de fuerzas conocidas, ya sea porque estan asociadas a un campo de fuerzas como es el curso
de las fuerzas gravitatorias o de las fuerzas eléctricas y magnéticas, ya sea porque representan a
ciertos objetos externos que actian sobre el sistema como es el caso de un resorte o de un fluido.
Sin embargo, en muchos casos interesa estudiar el movimiento de dos o mas cuerpos en
interaccion. La Tercera Ley de Newton permite estudiar la interaccion mutua entre dos cuerpos.
Ella establece que:

Si un cuerpo A ejerce sobre otro cuerpo B una fuerza F,, entonces B ejerce sobre A una

fuerza igual y contraria £, = —F,

Esta ley también es conocida como Ley de accion y reaccion. Si la fuerza ejercida sobre
el cuerpo A se denomina accion de B sobre A, entonces la fuerza que ejerce A sobre B se
denomina la reaccion de A sobre B.

m Obsérvese que las fuerzas de accion y reaccidon nunca
pueden equilibrarse entre si, ya que actiian sobre objetos diferentes.
Por ejemplo, una particula que cae libremente sufre una fuerza
dirigida hacia abajo igual a su peso. Una fuerza igual y opuesta es

mg ejercida por la particula sobre la Tierra. La aplicacion de la
Segunda Ley de Newton a la particula nos dice que ésta tendra una
mg aceleracion dirigida hacia abajo igual a g.La aceleracion hacia

arriba debida a la fuerza de la particula sobre la Tierra sera
despreciable debido al enorme valor de la masa terrestre.

La Tercer Ley de Newton solo vale en forma exacta para
FIG. 7 interacciones entre cuerpos en contacto.

Cuando las fuerzas se producen con la mediacion de un campo, como en el caso de las
fuerzas electromagnéticas, La Tercera Ley en general ya no es valida.
Ejercicio:

Discutir qué ocurre con la Tercera Ley en el ejemplo de la Seccion I1-6 de los electrones
de la ionosfera acelerados por ondas de radio.
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I1-8. Aplicaciones simples de las leyes de Newton

II-8a- Sistemas ligados.

A partir de los ejemplos estudiados hasta el momento podria concluirse que cualquier
problema de mecanica se reduce en el fondo a resolver las ecuaciones de Newton para distintas
formas de las fuerzas actuantes. Esta conclusion seria por lo general incorrecta ya que en la mayor
parte de los casos, los movimientos de la particula estan restringidos por vinculos y ligaduras.

Un carrito se mueve sobre el riel de una montafia rusa, las moléculas de un gas obligado a
moverse en el interior de un recipiente que lo contiene, la masa de un péndulo simple que se
mueve sobre una circunferencia, son los ejemplos de movimientos vinculados. Las ligaduras

introducen dos tipos de dificultades, en primer lugar las coordenadas del vector 7 dejan de ser
todas independientes y pasan a estar relacionadas por las ecuaciones de los vinculos. En segundo
lugar, las fuerzas que ejercen las ligaduras (por ejemplo la fuerza del riel sobre el carrito) no se
conocen y es necesario incluirlas entre las incognitas del problema.

Para ilustrar como se procede al andlisis de un sistema ligado, consideremos el siguiente

ejemplo sumamente simple. Sea un bloque apoyado sobre una mesa horizontal sin friccién sobre

el cual actia una fuerza horizontal F .

El bloque debe cumplir en su movimiento la ecuacion de ligadura
z=0
Por consiguiente ademds la fuerza F y el peso —mgk debe actuar una fuerza de
ligadura N que asegure que la particula permanezca en el plano. Obsérvese que, si bien hemos
agregado una nueva incognita, la fuerza N perpendicular al plano, también hemos incluido una

nueva ecuacion, la ligadura. De modo que las ecuaciones son:

a) Ligadura
z=0
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b) Componentes horizontales
Z,y —- -
ma=F

N
A

¢) Componentes verticales

mz =N —mg

\
11
<V

Pero Z =0 y por lo tanto N =mg,

y las ecuaciones de Newton conjuntamente
con las ecuaciones de ligaduras nos permiten

X determinar el movimiento y las fuerzas
v_mg ? vinculares.
FIG. 8 Este ejemplo sencillo ilustra cudl es

la forma general de encarar los problemas dinamicos.
1) Identifiquese el cuerpo cuyo movimiento se desea estudiar.

2) Identifiquese los objetos que interactuaran con el mismo y las ligaduras a las que esta
sometido.

3) Elijase un sistema de referencia inercial, fijando el origen y la orientacion de los ejes
con el objeto de simplificar el problema.

4) Hagase un diagrama, llamado diagrama del cuerpo libre, mostrando el sistema de
referencia y todas las fuerzas que actuan sobre el cuerpo, incluyendo aquellos que sustituyen a las
ligaduras.

5) Apliquese la Ecuacion de Newton.

Ejemplo 1:

Considere las masas m, ym, desiguales conectadas por una cuerda que pasa sobre una

polea sin friccion de masa despreciable. Encuentre la tension de la cuerda y la aceleracion de las
masas.

Debemos considerar las ecuaciones de movimiento de ambos cuerpos.

Sobre m; actlia la aceleracion gravitatoria y la cuerda, lo mismo ocurre con m,. Las dos
masas estan obligadas a moverse segun la direccion vertical.
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Elijamos un eje de coordenadas Oz orientado
hacia arriba. Sea z; la coordenada de m, y z, la de m,.

/'\ Como ambas estan unidas por la cuerda que pasa por la
U polea, cumplen con la condicion de ligadura
z; +z, =Constante.

Los diagramas del cuerpo libre son los que se
muestran en la figura.

I m]T;_ |___|m2 La ecuacion de movimiento para my es
Z, [_—| Z, mZzZ, =T—-mg y para my: myz, =T —m,g,
T pero debido a la ligadura:
m, mmic-g Z+z,=0 Zp =71,
Combinando estas ecuaciones se obtiene:
. _lm-m)
m;g m,g 1=
m, + m,;
FIG. 10 - 2mm, .
my +m,

Obsérvese que cuando m, =m,,T =mgyzZ, =z, =0.

Ejemplo 2 :
Movimiento circular.

m Consideremos el movimiento de una particula obligada a
moverse a lo largo de una trayectoria circular.
A

Conviene trabajar en coordenadas polares con origen en el
centro de la circunferencia. La ecuacion de la ligadura es:

FIG. 11 r=R

y por consiguiente si suponemos que sobre la masa m actiia una fuerza cualquiera
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F=Fe +F,e,

Las ecuaciones de movimiento toman la forma:

2

~mRO> =F. = —m
R

mRO = F,
Vemos que Fj, llamada fuerza tangencial es la responsable del cambio de la velocidad

angular, mientras que F, esta dirigida hacia el centro y es responsable del cambio de direccion de
la velocidad.

II-8. Fuerzas de friccion.

Existe un tipo de fuerzas que hemos ignorado hasta el momento que son muy importantes
en la vida cotidiana. Cuando hay dos cuerpos en contacto tal como el caso de un libro sobre una
mesa, se ejerce una fuerza que se opone al movimiento relativo entre los dos cuerpos.
Supongamos por ejemplo que empujamos el libro a lo largo de la mesa, luego de ser soltado el
libro disminuye su velocidad hasta detenerse. Su cantidad de movimiento disminuye debido a la
accion de una fuerza opuesta al movimiento. Dicha fuerza se denomina friccion cinética y se debe
a la interaccion entre moléculas de los dos cuerpos en contacto.

Aunque el fendmeno de friccion, visto a nivel microscdpico, es muy complicado y resulta
del efecto estadistico de un gran niimero de interacciones, para muchos propdsitos practicos puede
describirse con buena aproximacion en términos de leyes empiricas muy simples.

La fuerza de friccion cinética, que se ejerce entre dos cuerpos en movimiento relativo, es
proporcional a la fuerza normal de contacto entre los dos cuerpos y su direccion y sentido es
opuesto al de la velocidad relativa de entre ambos

F. = pu Nur con v

]
Il
=il <
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La constante de proporcionalidad se denomina coeficiente cinético de friccion y depende
de los materiales en contacto.

Supongamos por ejemplo que sobre un cuerpo de masa m actua una fuerza F que lo
desplaza con respecto a la superficie de apoyo como indica la figura.

Si Vv es el vector velocidad del cuerpo y

i ﬂ
|

~ \%
B — YT

-
l la ecuacion del movimiento del cuerpo se escribe:

mg

FIG. 12 - = ~ = —
ma=F—u Nu, =F—umgu,

N En el caso en que los dos cuerpos en contacto
T estan en reposo relativo, la friccion se opone a la puesta

en movimiento de un cuerpo respecto al otro. Es decir
I que si se aplica una fuerza F' suficientemente pequefia
| sobre un cuerpo en reposo, aparece en la superficie de

4 »F

contacto una fuerza igual y contraria F,, llamada

friccion estatica. Los valores que puede tomar la fuerza
de friccion estatica estan acotados por:

Fg <u N

donde 4 es llamado coeficiente de friccion estatica. Obsérvese que x, y x,. son adimensionados

mg
FIG. 13

y por lo general se cumple que x>, para dos superficies dadas.

Ejemplo:

Se considera un cuerpo apoyado en un plano inclinado que forma un angulo a con la
horizontal. El coeficiente de friccion estatica es x y el cinético 4. Se va aumentando lentamente
la pendiente del plano inclinado hasta que el bloque comienza a deslizar. a) Determinar el valor de
o para el cual el bloque comienza a deslizar. b) Determinar la aceleracion del bloque para ese
valor de o.
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N Las componentes de la ecuacion de Newton
FS son:
< N —mgcosa =0
y F mgsena —F, =0
mg
a < y la condicion de no deslizamiento
X F <pN
FIG. 14 '
es decir
mgsena < (. mgcosa
o0 sea

tgoa< . Por lo tanto el cuerpo comenzara a deslizar cuando la pendiente del plano

inclinado supere el valor del coeficiente estatico de friccion. Una vez que el cuerpo comienza a
deslizar se tendra:mg sen a— u mg cosa =mao

g

sead = gcosa(tga — U, )= ﬁ(ﬂs —,uc)
H

I1-9 Sistemas de referencia no inerciaales.

Las leyes de Newton se refieren repetidamente a los sistemas de referencia
inerciales. En efecto, la primera ley establece que:

Newton I. : Cuando ninguna fuerza act@ia sobre un cuerpo, su velocidad con
respecto a un sistema de referencia inercial es constante.

Newton II. : En un sistema de referencia inercial, el ritmo de cambio del
movimiento de una particula es igual a la fuerza neta que actia sobre ella.

La primera ley, que podemos tomar como definicion de los sistemas inerciales,
nos dice que miremos a los cuerpos sobre los que no actiia ninguna fuerza. En
rigor, tales cuerpos no existen pues fuerzas como la de gravitacion tienen caracter
universal, por lo que en general se termina trabajando en sistemas suficientemente
inerciales como para que las leyes valgan. Lo mas parecido a un sistema inercial
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que se puede concebir se puede lograr alejandose de todo sistema gravitante, la
tierra, el sistema solar y hasta las galaxias. En algun punto entre las galaxias y
consideremos un conjunto de pequefias objetos suficientemente alejados entre si
como para que su atraccion gravitacional sea despreciable. Coloquemos el origen
de nuestro sistema de coordenadas en uno de ellos y orientemos los ejes de modo
que los otros se muevan con velocidad uniforme. Hemos conseguido de manera
bastante poco practica un sistema muy parecido a uno inercial.

Si lo lograramos observariamos que las galaxias lejanas se ven como
aproximadamente fijas desde nuestro sistema de referencia.

En la practica trabajamos con sistemas mas o menos inerciales segun nuestras
necesidades. Si somos ingenieros civiles, por ejemplo, la tierra se comporta como
un sistema suficientemente inercial. Si somos meteorologos, que trabajamos con
grandes desplazamientos de las masas de aire, debemos tomar en consideracion la
rotacion de la tierra y trabajar con un sistema con los ejes apuntando a algunas
estrellas proximas. Los astronomos en cambio deben tomar en cuenta la rotacion
del sol en torno al centro de la galaxia y trabajar con sistemas inerciales
apuntando a las galaxias proximas.

Los sistemas inerciales son sistemas de referencia donde las leyes de Newton [ y
IT tomen la forma particularmente sencilla que hemos mostrado. Para describir el
movimiento respecto a un sistema cualquiera, vamos a relacionar la posicion,
velocidad y aceleracion de dos sistemas que se mueven arbitrariamente uno
respecto al otro.
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Sea Oxyz un sistema de referencia inercial y
O'x'y'z' un sistema que se traslada y rota respecto de
Oxyz. Una particula libre seguira un movimiento
rectilineo con velocidad uniforme respecto de Oxyz,
mientras que vista desde OX'y'z, describira un
movimiento curvilineo complicado por lo que el sistema

O'x'y'Z' no es inercial.

Z

s y Recordemos lo establecido por el teorema de
Roverbal, la aceleracion @ respecto de Oxyz y la

X aceleracion a ’ respecto de O'x'y'z' estdn relacionadas
FIG. 15 por:

a=a+a, +a,
donde

_ = w el - - el
Gy =l +——xFHdx (DX F')
dt

era la aceleracion de transporte de la particula y
e =20xV'

la aceleracion de Coriolis.

Sea F' laresultante de las fuerzas que actiian sobre la particula, es decir que dicha fuerza
sustituye a todas las interacciones de la particula con el medio que la rodea.

En el sistema de referencia inercial Oxyz la dindmica de la particula estara descrita por la
segunda. Ley de Newton.

ma=F

1

Respecto al sistema no inercial O'x'y'z' la aceleracién es @' y por lo tanto si

. - ~
ma'=F —ma, —ma,

la descripcion del movimiento dado por esta ecuacion coincidira con la obtenida en el sistema
inercial.
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Podemos escribir la ecuacion en el sistema no inercial en la forma

mi'=F + F,,

con

Fy, =—-ma, —ma_,

las fuerzas F); son llamadas no inerciales o ficticias ya que no son ejercidas por ningun agente

externo y aparecen solamente porque nos encontramos en un sistema no inercial. Sin embargo, un
observador situado en un sistema no inercial experimentaria dicha fuerza como real, tal es el caso
por ejemplo de los pasajeros de un coche que toma una curva a alta velocidad y experimenta la
llamada fuerza centrifuga.

Ejemplo 1:

Para ilustrar como es posible describir la misma situacion desde diferentes puntos de
vista, uno inercial y no inercial el otro, consideremos un péndulo simple suspendido desde el
vagén de un tren que sufre una aceleracion @ hacia adelante..

Vista desde la tierra (que es un sistema aproximadamente
inercial) la situacion seria la siguiente:

”l

La masa debe acelerarse junto con el vagon. Por lo tanto:

Tcosd—mg =0

mg

: Tsen@ = ma
FIG. 16 a
de los cuales resulta rgf=—

reposo, de modo que su aceleracion relativa es a'= 0, pero las
fuerzas se equilibran debido a la aparicion de una fuerza ficticia
—ma.

— En el sistema acelerado del vagén, la masa estd en
a
T

0
-mz Por lo tanto las ecuaciones de Newton son idénticas a las
planteadas en el sistema inercial y el angulo de inclinacion del
péndulo es el mismo.
mg
FIG. 17
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Ejemplo 2:

Hasta el momento hemos tratado en todos los ejemplos a la Tierra como sistema inercial.

Debido fundamentalmente al movimiento de
rotacibn en torno a su eje polar con frecuencia

2r 51 . . . .
w=——=7.3x10 3~ la Tierra no es un sistema inercial.
ia s
FIG. 18 En efecto, visto desde un sistema inercial (que no

gira) situado en O, un cuerpo situado en las proximidades
de la superficie de la Tierra con vector posicion 7 respecto al centro de la Tierra esta sometido
unicamente a la accion gravitatoria. Es decir:

T—

ma =-G—;
ror

donde m es la masa del cuerpo y M la de la Tierra.

La relacién entre la aceleracién absoluta @ y la aceleracion relativa a la Tierra a' estard
dada por:

con

. =20xV'
ya que hemos supuesto que el sistema inercial tiene origen en O y la velocidad angular es
aproximadamente constante.

Por lo tanto, la ecuacion de Newton en el sistema de la Tierra se escribe:
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~ mM ¥ (== I
mi'=-G—L—-mdx(Ox7)-2madx V'
r r
La llamada aceleracion de la gravedad g se define como
- GM,r _. (. .
g=-M T ()
r r

y debido a la aceleracion de arrastre o centrifuga no esta dirigida hacia la Tierra.

La direccion de g define lo que se llama la vertical y se aparta ligeramente de la
direccion radial. Calculemos la aceleracion centrifugo a 35° de latitud, 8=35°.

|@x 7| = wrsen(90 — ) = wrcos 6

|@x(@x7)=aw’rcosd=33.c0s35°x10 " m/ 5’
donde r es el radio de la Tierra,
r=6,37x10°m

Consideremos ahora el término de Coriolis. Deseamos estudiar sus efectos sobre un
cuerpo que se mueve en un plano horizontal, en una latitud € vertical.

La velocidad angular divisada segun el eje de la terna forma un angulo A con el plano
horizontal.

e Su componente vertical es nula.
1 fN
: o, = osen
w / E ,
v y la horizontal :
ay
S ®, = @CosA
FIG. 19

La componente horizontal de @ producira una aceleracion de Coriolis seglin la vertical
cuyo efecto es despreciable en comparacion con la aceleracion de la gravedad y la componente
vertical de @ producira una desviacion de la particula de valor:

a, =20, xv', |5H| =2wsenv'
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El efecto de la aceleracion de Coriolis puede verse en la
® formaciéon de remolinos en los huracanes. Si se desarrolla un
centro de baja presion en la atmoésfera, el aire fluye hacia esa

N
~_ region.
w E . . . i
( ? La fuerza no inercial debida a la aceleracion de Coriolis
N
S

desvia las moléculas de aire hacia la derecha en hemisferio norte
dando lugar a la formacion del vortice que gira en sentido
contrario a las agujas del reloj.

En el hemisferio sur @, es negativa y el sentido del vortice del huracan es por
consiguiente segun las agujas del reloj.
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Ejemplo 3:

Péndulo de Foucault.

Se coloca un péndulo sobre una tabla rotatoria de modo que este suspendido de O’ que se

encuentra sobre la vertical que
pasa por el centro de la tabla. Se
hace rotar la mesa con el pendulo
en reposo y luego se le imprime
una velocidad a la masa m; el
movimiento respecto al sistema
inercial sera en un plano.
Respecto a la mesa rotatoria
aparecera un termino de Coriolis

—2@ X V que impartira a la masa una aceleracion tangencial. El
observador parado en la mesa vera que el pendulo describe un

movimento como el mostrado en la figura.

Como la tierra no es un sistema inercial y rota una vuelta
cada 24hs. en torno al aje polar, un observador situado en la
superficie terrestre observara en un pendulo un efecto similar al de

la
z
o
& Y
\\\- - ng
X
w "
figura.
z=[-lcosa a<<l1

oscilaciones X = Isen« cos ¢
lo

pequenas

sena = a y = Isenaseng cosa = 1 por

tanto
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T T
z=0, £<<1, Y <1 T, =—Tsenac05(p=—7x T, =—Tsenaseng0:—7y

[

T =T cosa = T Laecuacion de Newton en el sistema terrestre establece que:
T +mgk -20 %V, =ma,
Si tomamos & segun la normal saliente y i en la direccion tangente al meridiano por el punto.

o=0i+0k

o, ~-omcosa, =—wocos35°
®, =—wsena, = —wsen35’

con a)=2—ﬂ-z7,3><1075ﬂ
86400s s

OxV,= (a)xf + a)zlz) X ()’cf + y]) =—w_ji +0.% + o jk

mi=T +2mw,y, my=T,+2mo_x, 0=T-mg—-2mw_ yPor lo

Tx mgx 2mo yx mgx
- - = ya que el segundo sumando es de orden

tanto: 7. = —— = —
* / / / [

a’.

mgy . .
——— .Y sustituyendo en la ecuacion de Newton

analogamente 7, =

resulta:jc'=—&+2a)zj/ , j5=—&—20)256

g 2 . . .
7 = @, caracteriza la frecuencia de las oscilaciones del

pendulo. X + 0)02)6 =20, y+ o,y =20 _%
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Si @, =0(en el ecuador por ejemplo) se recuperan las pequenas oscilaciones usuales del

pendulo.

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales se introduce la variable
compleja:g = x + 1y . Entonces, multiplicando la segunda ecuacion por i y sumando se

obtiene: § + @, q = —2@_iq que admite soluciones de la forma:

g=Ae” A, constantes . Donde se debe cumplir que: 5° + a)02 +2iw f=0.
B=—io. -0 -0,  como 0. <<w,, f~-io, *+io,Porlo
tanto: q(t) = (cos o, t— isena)zt)[(A + B) cosw,t + i(A - B)sena)ot]

Para el analisis del movimiento, tomamos condiciones iniciales tales que A-B=0, de este
modo el desplazamiento de la masa en t=0 es segun el eje Ox.

x(t) =2Acoswytcosw,t
y(t)=—-2A4cos w,tsenw _t

. , . 27
El periodo de rotacion en el plano horizontales T = — .
w

V4




CAPITULO 1lI

TRABAJO Y ENERGIA

"De todos los conceptos fisicos, el de energipresablemente el de mas vasto alcance.
Todos, con formacion técnica o no, tienen una pmEié® de la energia y lo que esta palabra
significa. Energia es lo que debemos pagar para lagecosas se hagan.... La energia es la

moneda universal que existe en incontables variestadada proceso fisico representa una

conversion de esta moneda de una variedad a btra.

A.P French
Newtonian mechanics(1971)
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TRABAJO Y ENERGIA

[11-1. Introduccioén

Cuando las fuerzas que actiian sobre una parieydaeden expresar como funcion de la
posicion, es decitF = F(F) = F(X,Y,2), los métodos de integracién de las ecuaciones de
Newton descritas en el capitulo anterior no somgemreral suficientes. En efecto, s6lo podemos
resolver el caso de fuerzas unidimension&tes F (X)i .

Veremos en este capitulo que los conceptos dejtrgtenergia nos resultaran atiles para
la descripcidon de movimientos sometidos a estedéfuerzas.

En este capitulo hace su primera aparicién unegminajue tiene fundamental importancia
en todas las ramas de la fisica: el concepto dgjiend.a clave del inmenso valor del concepto de
energia radica en su conservacién. En este capitumos algunos ejemplos en que la energia
mecanica se conserva y que, en los casos en qupehdigla de energia mecanica, siempre es
posible reconocer otras formas de energia que i@egu conservacion.

[11-2 Trabajo.

Consideramos una particula A que se mueve ado lar
de la curva C bajo la accién de una fuelfzaque puede variar
a lo largo de C. Si se consideran desplazamientos
suficientemente pequefids, I = A;Ai la fuerzaF se podra
considerar aproximadamente constante en este attegvigual
a IEO. El trabajo efectuado por la fuerzk en dicho

desplazamiento se define por el producto escalar
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El trabajo total ejercido sobre la particula cumBdta se mueve de A a B a lo largo de la
curva C es la suma de los trabajos efectuados pidmhki en los sucesivos desplazamientos
infinitesimales

Mz

= lir r:j F [@r
AT -0 =0

Dicho limite es conocido como la integral a Igtade la curva C entre los puntos Ay B.
A pesar de que el concepto de integral sobre unaas nuevo, en muchos casos es posible

evaluar directamente la sumatoria. Para poder lealelitrabajo debemos conockr en funcién
de x,y,z y la ecuacioén de la trayectoria seguida por léd@da.

Si la curva C esta dada en forma paramétrica

tal que F(A)) =Ty r(Ag) =T

entonces consideramos una particion de la curyzeqoefios intervalos es la misma que divide el
intervalo AB

AT =1(A,)-T(A)

y se puede calcular el trabajo mediante una integdénaria , en efecto
N

im Y FFOANTr(Aa)-r(4)

i=0

N F
- Anmg FrO)ELA

j (r(1)) Gd—dA

f:;[FX(X(A). YA, ZADX (A) + F,y (X(A), Y(A), ZA)Y (A) + F,(x(A), Y(A), 2(A) Z (A) oz

Calculemos ahora el trabajo en algunos casosesnpl
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Ejemplo 1
Trabajo ejercido por una fuerza constarte=F, para desplazar una particula
de AaB alolargodelacurvaC
N
W, = A|i|rqoz F, AT

i=0

como F, es constante podemos usar la distributiva delymtodescalar y escribir:

At - 04

N
W,z =F, 0im » AT
i=0
=F Eﬂfa - I7A)
ya que la suma de los desplazamierloE es el desplazamiento total de A hasta B.

Vemos que en este caso el trabajo realizado pérelaza constante no depende de la
curva C elegida para ir de A hasta B. Mas adelagtemos que las fuerzas que realizan un trabajo
independiente del recorrido se llaman conservatikas fuerzas constantes son por lo tanto un
ejemplo de fuerzas conservativas.

B . .
El trabajo de una fuerza constante para llevarpamticula de A
a B es como hemos visto

W, = Fy @ag =|Fy|d g COSE

Por lo tanto, una fuerza constante que es perpéadial vector
desplazamiento realiza un trabajo nulo.

Por ejemplo, el trabajo ejercido por la fuerzegdevedad sobre un cuerpo que se mueve
sobre un plano horizontal es nulo.
Otro ejemplo de fuerza que ejerce un trabajo radola

»V e - .
fuerza centripetd=, en un movimiento circular. En efecto

mg
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W= lim > F/ AT =0

Aﬂﬂoi

ya que cada sumando es nulo por Eér perpendicular al desplazamierfior
dirigido segun la tangente.

Ejemplo 2 Trabajo ejercido por la fuerza de friccién sobnecuerpo apoyado sobre un
plano horizontal. Deseamos calcular el trabajacgjerpor la fuerza

A; \:: ::‘ B Ff::_languv

E v
f sobre un cuerpo que se desplaza de A a B a lo thrda
curva C
= I|m F AT
Aim2.

En el limite cuando los desplazamientos tiendeera, su direccion coincide con la de la
tangente, de modo que

AT =|A T, =414,

I I v
dondeA;| es la longitud del arco recorrido para irrdear; + Ar

Por lo tanto
W,y = AI»ilm0 > = H Mol = - mglg,
il = i

dondel 5z es la longitud de la curva C entre Ay B.

El trabajo es siempre negativo y proporcional latgitud de la curva recorrida para ir de
A a B. En este ejemplo, el trabajo depende dealgettoria elegida para ir de A a B a través de su
longitud y por lo tanto las fuerzas de friccion swnejemplo de fuerzas no conservativas.

Ejemplo 3 Caso general unidimensional
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—>F(x) Consideremos en este ejemplo el caso de una
particula que se mueve a lo largo del eje OX salvei
(’) A P B »X  una fuerza general que depende de la posiEi¢K)i .

El trabajo realizado por F(x) en el
desplazamiento de A a B estara dado por

Wag =A_|)i(r1102 F(%) 4 x= J;B F(X dx

Si F(X) es una primitiva dd= (x):

P

WAB = F(XB) - F(XA)

y por lo tanto en este caso el trabajo se puede
expresar en términos de la posicion inicial y

final, por lo que las fuerzas unidimensionajes
—_ X no dependen Unicamente de la posig@®@mpre
0 A B son conservativas.

Si F(x) es la fuerza producida por un resorte

F(x) = —kx
Xg -kxg kxa -k
Was = — kx dx= B 4 A — 2 _ 2
nB _[XA X X 5 5 o (Xg = Xa)

En el caso en que actlan varias fuerE@sFZ, F3,...sobre una particula, los trabajos

realizados por cada una de ellas en un pequefitadaspentoAr seran:

— —

AW, = E AT, AW, = F, A7, AW, = F, A7

El trabajo total se define como la suma

AW = F, A

+F, AT + F,.AF

=l
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= F [AF
que es el trabajo realizado por la resultante sléukerzas aplicadas.
En el sistema MKS, cuyas unidades basicas sorebnel kilogramo y el segundo, las

fuerzas se miden en Newtons y por lo tanto el jcaae se expresa en términos de productos de
fuerzas por distancias se expresa en Newton niketnegdo Joule, y que se abrevia

1J=1Nm=1kgn & m 1 kgfd %s

En el sistema CGS de unidades, las unidades basicael centimetro, el gramo y el
segundo, y las fuerzas se miden en dinas.

1dina =1gren &
y el trabajo se expresa en ergios

1erg =1dinax cn=1gcerf/
=107

[11-3 Potencia.

Consideremos una particula con velocidad instaatd. En un pequefio intervalo de
tiempo la particula sufre un desplazamiento

AF =VAL

El trabajo realizado por una fuerka que actiia sobre la particula en dicho intervalo es

i

I

AW = F [T = FVAt

Se define la potencia instantanea por
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y la potencia resulta ser el producto de la fuparala velocidad. El trabajo total realizado d%r
parair de A a B alo largo de la curva C seguiialg particula se puede expresar en funcion de la
potencia por

Wyp = Jim FAT _||mZFvAt—jBP(t)dt

expresién que coincide con la obtenida en térmilgoana curva dada en forma paramétrica. Aqui
el parametro es el tiempo y la curva C la trayéstaral seguida por la particula.

La potencia es un concepto de gran importancietipgden ingenieria, ya que el tiempo
requerido para realizar un trabajo es por lo genkrgran interés.

En el sistema de unidades MKS la unidad de paersiel Watt (vatio).

Una unidad de uso frecuente es el caballo de veiRyrdefinido como la potencia
necesaria para elevar 75 kg a una altura de 1 metom segundo

IHP = 75<98N—m—735J/S 733NV

llI-4. El Teorema de la Energia.

Existe una importante relacion entre el trabaplizado por la resultante de las fuerzas
que acttan sobre una particula y la variacion decidad de la misma. Esta ley se obtiene de la

segunda ley de Newton que relaciona la fuerzatesgelF con la aceleracion

E=m&
dt

La relacion antes mencionada puede deducirse sigdeente propiedad de la derivada de
un producto escalar

2 — — —
v _d(vDy) _ de+\7[-|d—v 2de

dt dt dt dt dt

Entonces, multiplicando la ecuacion de Newtonlasgente poV resulta
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— 2
ﬁ@:mﬂ@:lmdlzg lm\/2
dt 2 dt dt| 2

La magnitud%mv2 recibe el nombre de energia cinética de la pdatiGe trata de un

escalar que depende de la masa y velocidad detiayba:

T=1m
2

La relacion que acabamos de establecer entreten@a y la energia cinética puede
escribirse

p=dl
dt

Si integramos dicha ecuacién en el tiempo resulta

t t
Wy = [ *Pdt= ol =T, -7,
th t, dt
o0 sea
Br r 1 1
W = | FOr==mé -= my
AB A 2 B 2 A

donde la integral debe tomarse a lo largo del camsgguido por la particula. El trabajo total
realizado por la fuerza resultante es igual a teg#n de la energia cinética de la particula.

Ejemplo 1.

Un resorte de constante k actla sobre una magmyada sobre un plano horizontal sin
friccion.

a » Inicialmente, el resorte se estira una distangia a
se suelta.
m . .
Calcular la velocidad cuando ésta pasa por un

X ] >y punto situado a una distancia b de la posicion de
0 1

equilibrio.
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Sobre la masa m actian el peso, la reaccion norrmlfuerza del resorte. El trabajo
realizado por el peso y la normal es nulo.

WA La Unica fuerza que realiza trabajo es la delrteso

b 1 1
Wy =Ja—kxdx=§ mg 3 my

'kg perov,=0, es decir
b —%kx,f+%kx§:%m\§
wo(Khe-)
T
Ejemplo 2. Z(In
Un cuerpo de masa m desliza sin friccion sobre una a b X

superficie lisa como se indica en la fig.11 Si padel reposo
cuando se encuentra a una altura h, determinaidaidad cuando llega al punto b.

Sobre el cuerpo actian el peso y la reaccion datenéa superficie. La reaccion normal
no realiza trabajo ya que en todo momento el deapi@nto es perpendicular a la fuerza.
El peso es una fuerza constante

F, = -mgk
Por consiguiente, hemos visto que
Wab = 0 [qrb _Fa) = _mg< mﬁ; _Fa)
=-mg(z - 3)= mgz
ya quez, =0y, por lo tanto,

1 1 1
W,y = mgz=- m%‘a mgFE mfy

Vo =4202%

0 sea

mg
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l1I-5. Energia potencial

En muchos de los ejemplos que hemos considerbttabajo realizado por las fuerzas no
dependia del camino seguido para ir del puntoahigifinal. Tal era por ejemplo el caso del
trabajo realizado por las fuerzas constantes.

Llamaremos conservativas a las fuerzas cuyo wahajdepende del camino recorrido.
Mas precisamente, una fuerza es conservativa fsine®n de la posicionF = F(X, Y, 2) vy si

ademasel trabajo realizado poF para llevar la particula d@ a b es independiente del camino
recorrido, o sea

Wop1 = Wapo

Como el trabajo por una fuerza para irédea b a
lo largo de la curva (1) puede expresarse

° v W, = [ Frdir = -["FaF = -w,,,

resulta que el trabajo necesario par llevar laipaet deb a @ a lo largo de la misma curva es el
opuesto.

Por lo tanto, podemos escribir en el caso de fuesea
® conservativa

EY Wps = Wapo =~ Wiso

0O sea,
v

W1 + W, =0

En otras palabras, si la fuerza es conservatidabhjo hecho por la fuerza sobre la
particula en un circuito cerrado es nulo. Estaltado no puede sorprendernos, ya que si la fuerza
es conservativa el trabajo realizado para irdeal mismo puntod no depende del camino
recorrido y por lo tanto debe ser igual al trabrajalizado segln el camino nulo, que obviamente es
cero.

Llamaremos no conservativas a aquellas fuerzas trapajo sobre una particula depende
de la trayectoria seguida para unir el punto ihiginal. Un ejemplo de este tipo de fuerzasaes |
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friccidn. En efecto, vimos que el trabajo realizgw las fuerzas de friccién era proporcional a la
longitud de la curva recorrida y por lo tanto defiarde la trayectoria.

Estamos ahora en condiciones de definir la engogtencial asociada a una fuerza
conservativa. Se, un punto fijo que se elige como referencia. Erégsnpodemos definir

U(F)=-W,, =-| F(r)@r

AT ya que dicho trabajo sera (nicamente una funciofi deor ser la
r+Ar

g fuerza F conservativa. Obsérvese que la definicién @)
depende de la eleccion del punto de refereffigiaun cambio de

puntos de referencia cambia el valorld¢r) por una constante.

Calculemos ahora el cambio d¢& cuando la particula
sobre un pequefio desplazamienta’da I + Ar :

U +A7)=U(7) =W, ;.o +W, . =-F AW

.l

Esta ecuacion se puede escribir en la forma

U(X+AX, y+Ay, z+A2—- U x vy k=£Ax+£Ay+£Az=
X ay 0z

= —FxAX - FyAy — FzAz

Como la relacion vale para todo desplazamientoifesimal Al , debe cumplirse:

sz—ﬂ Fy:—ﬂ Fzz—ﬂ
ox ay 0z

En forma vectorial estas ecuaciones se puedeibiesem términos del gradiente dé,
definido por:

Au _ou i~+o"U ]+dUR
X ay 0z

y por lo tanto

F(r)=-0U(F)
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En conclusién, hemos probado que si una fuerzeoeservativa ella puede expresarse
como el opuesto del gradiente de la energia patenci

Es posible probar el reciproco, es decir que ai fulerza se puede expresar como el
gradiente de una funcidd (") entoncesF es conservativa Y (') es la energia potencial.

Nuevamente, el valor dd (I") resulta determinado a menos de una constantefeEto e
si

U'(F)=U(F)+C
entonces
F(r)=-0U(r)=-0U'(F)

Por otra parte, si la fuerzk se puede expresar como un gradiente, sus comgsnent
debe satisfacer ciertas condiciones.

En efecto
JFx _ _Jd°U _ J°U _JdFy
ay X K&y Ix
JFy _ _Jd°U _ J9°U _JFz
oz k¥ KXo dy
dFz _ 0°U _ J°U _ JFx

ox  xdz ok Oz

Por consiguiente, si una fuerza es conservatis@a@mponentes deben satisfacer

de_dFy_O c?Fy_é'_Fz_O E_JFX_O
ady  OX Jdz oy ox 0z

También es posible probar el reciproco, de mod® gumple que las relaciones que
acabamos de establecer son condicion necesarfigste para que una fuerza sea conservativa.

Ejemplo Se consideran las siguientes fuerzas

F, =axyi -azj—axk
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F, =2ax i -bzj-byk

a) Determinar si son conservativas.
b) En el caso de que lo sean, determinar la enpogéncial asociada.
a) SiF, es conservativa debe cumplir para todo valox gez:
0= ORX _JdRy _ ax
ay 1704
0= Ry OJFz_
0z ay
0= JFz  JFx - _a
1704 0z

y por consiguientd~ no es conservativa. Analogamente veamos quéeparaF,

0= JdFx  JdFy -0

oy oX
0= IRy IRy =b-b
0z ay
0= IRz IFX _ 0
X oz
y por lo tantoF, es conservativa.
b) Calculemos ahora la energia potendialasociada EZ .

Tomemos como punto de referencia para deffipiel origen de coordenadas. Cor#g

es conservativa podemos elegir el camino como nmejerconvenga para ir d§ a ;. Lo mas
simple es seguir rectas paralelas a los ejes coadds.
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(x.y.2) U,(%,¥1,2,) = ‘J,-: - ar
5 4C; R :—J;l IEZ dr - ., IEZ F_J‘% IEZ dr
/Lch

AIoIargodeClzy=z=0,dF=dXT
— _ S _ X _ 2
L Fzr—jO FZde—J'0 2ax[dx=ax;

Alo largo deC, :x =%, z2=0, di =dy |

F,dr= Lh F,,dy=0

Finalmente a lo largo d&;:x = x ,y = y;, di = dzk

L F, @r jozl F,,dz= fozlbyldzz by, 2,

Por lo tanto,

UZ(Xliyl’Zl):_a)f_ by 7

y se puede verificar facilmente qtlt:g es el opuesto del gradienteds.

[11-6. Conservacion de la Energia.

Cuando una fuerza es conservativa, el trabajochpohuna fuerza cuando la particula va
de T, aT, se puede expresar en términos de la diferencémeigia potencial en dichos puntos.

En efecto

- ; B .

I, = . (= [EI= .
N CFOr=|Fdr-| F@r
r] n o iy

=U(r)-U(r,)
y por lo tanto cuando la fuerza resultante queaastibre una particula es

0

conservativa resulta del Teorema de la Energia
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W = [*F B =U(r) U (r,) = miG - my;
es decir,
1 v 2.1 V2 .
EmA+U(rA)_§mB+U(rB)

A la suma de la energia cinética mas potencialremstante dado se le llama energia
mecanica total de la particula y se le designaBpoHemos establecido por consiguiente que
cuando las fuerzas que actlan sobre una particunlacsiservativas la energia mecanica total E de
la particula permanece constante y se cumple

%m%+UU)=E=cmBMMe

I1I-6a. Caso unidimensional

En el caso de movimiento a lo largo de un reetfyérza tiene la form& (x) y el trabajo
Wos = [“F ()dx = F(x,)=F(x,)
y la energia potencial
U(x) =~ LO F (x)dx = =F(X)+ F(x,)

ComoF(X) es una primitiva dd=(X) se cumple que

dU(x)

F(x)=- ™

y la ecuacion de conservacion de la energia est&blee

E=%m%+w»
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Obsérvese que si se cambia el punto de referdpdmenergia potencial cambia por una

constante y por consiguiente la energia mecaniohiém lo hace. Sin embargo, la informacion
contenida en la ecuacion no cambia; ella sigudlkesti@ndo que la suma de la energia cinética y
potencial se conserva.

La ecuacion de conservacion se puede escribir

E:%mx2+U(x)

Esta ecuacién se obtuvo del Teorema de la Enargéase demostrd haciendo uso de la
ley de Newton. Sélo contiene derivadas primerak gmsicion, al contrario de lo que ocurre con
la ecuacion de Newton, que contiene derivadas sigurPor esa razén, de la ecuacién de
conservacion se dice que es una integral primerta @mergia. Ella permite calculx(t). En
efecto,

%:JﬁiE—U(x)i

0O sea,

.r xdt :J-tdt

‘O,/%‘E—U(X)i fo

y haciendo el cambio de variable= X(t),dx = xdt
IXL: dt=t-t,

“,/%iE—U(X)i o

ecuacion que permite obtener una relacién eltrg t y resuelve el problema del movimiento
rectilineo de la particula.

Ejemplo Se desea determinar la velocidad de una nfiiséigada a un resorte de constatte
cuando ésta se encuentra a una distarcidel punto de equilibrio. Se sabe que su velocidad
cuando pasa por dicho puntowgs

F(x)=-kx
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1 1
U(x)=+=ké-=k
() =+ lo¢ =2 kg
Si se toma la posicion de equilibrig =0 como punto
de referencia
1
k m U(x) = > k@

| x y la ecuacién de conservacion de la energia estahbjlge
E :1m\f+1 k)f :l mg
2 2 2
En la posicion de equilibrio la energia del sistess puramente cinética. Para X, (el
maximo valor que puede alcanzédr) V debe ser nula y por lo tanto la energia del setsena

Unicamente potencial

1, 1
—kx;,==m
2 %m 2 ¢

y el valor maximo del estiramiento del resorte vale

szx/%vo

Es posible obtener una gran cantidad de informaaé partir de conservaciones
cualitativas que hacen uso de la curva de enecgémgial y de la conservacion de la energia

Sea U(x) una funciébn energia
potencial representada por la curva de la

E, .
figura 19
N
Dado un valor de la energia E, el
E movimiento estara confinado a aquella
3 regiones del eje x para los cualééx) < E.
E; La diferencia entreE y U(x) es igual a la
E, ene_rgia cinética, que siempre es posi_tiva. La
minima energia posible €&, , con dicha
> energia la particula permanece en reposo en
X; X X X5 X el puntox,.

X3 Xy
Cuando la particula tiene un energia

un poco mayorf;, puede moverse entre los puniQy %,. Al alcanzar dichos puntos la particula
se detiene y cambia el sentido del movimiento. Rionos que en un punto de coordena¥lda
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fuerza que actlia sobre la particulaFgx) = -U'(x) , por lo tanto erx, la fuerza esté orientada
negativamente y er, positivamente. Con una enerdta la particula podra oscilar entrg y X, y

si inicialmente tiene una posicion mayor gueterminara moviéndose indefinidamente hacia las
X crecientes.

Un punto dondéJ (x) tiene un minimo es llamado punto de equilibri@kelst. En dichos
puntos, la fuerza que actla sobre la particulauksynsi ésta se encuentra inicialmente en reposo
permanecera en reposo. Si la particula es desplanaa pequefia distancia de dicha posicion
experimentara una fuerza restauradora que tenddiévarla nuevamente a la posicién de
equilibrio. Un punto en quél (x) es maximo se llama de equilibrio inestable. Undi@da en
reposo en dicho punto permanecera en reposo, pemeguefio desplazamiento provocara la
accion de una fuerza que tendera a alejarla desiaipn de equilibrio.

Ejercicios

A 1) Una particula alfa en un nicleo esta sometido a
v, accion de un potencial como el de la figura.

\ / a) Describir los movimientos posibles

\ / X b) ¢Cual es la menor energia que deberia tener
v una particula que obedece las ecuaciones de lanidma
0 clasica para escapar del nacleo?
2) La energia potencial asociada a la fuerza dadotion entre los dos atomos de una

molécula diatémica tiene la forma aproximada

a b
U(X) == +—
( ) X6 X12

dondea y b son dos constantes positiva¥ya distancia interatdmica.

a) Calcular la fuerza.

b) Suponiendo que un atomo es muy pesado y es&peso y el otro se mueve en una dimensién,
estudiar los movimientos posibles.

¢) Calcular la posicion de equilibrio y la frecuende las pequefas oscilaciones del a&tomo mas
ligero suponiendo que tiene masa m.
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111-6b. Caso tridimensional

Mientras que en el caso del movimiento en una gsmde la ecuacion de conservacion de
la energia permite, como hemos visto, determin&ydorariax(t), en el caso tridimensional la
ecuacion de conservacion sélo permite determinandelulo del vector velocidad.

Discutiremos en esta seccion dos casos importgaesus numerosas aplicaciones. El

primero es el caso de la particula sometida a wead constante y el segundo el del movimiento
central.

La energia potencial asociada a una fuerza cdasgmes
r = —
U(r) =~[ F, @dr =-F, i -1,)
fo
Si se toma como punto de referencia el origerodedenadas,
u(r)=-F, @

y la ecuacidén de conservacion establece que

E:Emvz—lfo[if
2

Ejemplo 1
Calcular la energia potencial debido al peso glves
z el ejemplo 2 de la seccion IV-3) usando conservadé la
energia.
a
% F, = —mgk
o b

U(2) = +mgk [F = mgz

Sobre el cuerpo del Ejemplo 2 actiian dos fueeaseso y la reaccion normal. De esta
Gltima vimos que no realiza trabajo, de modo quepms escribir;

%mV§+mg;=% mg+ mgor—% ndv

0O sea,
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Y% =v29%

Ejemplo 2
Demostrar que las fuerzas centrales, cuya forma es

/" F(r) =F(n)e
P

x son conservativas, calcular la energia potenciatiada y escribir la
ecuacion de conservacion de la energia.

Para probar queF (') es conservativa verifiguemos que satisface laglicmmes
necesarias y suficientes

IFx _ dFy JFy _ dFz JFz _ JFX
ady  0Ox Jz oy X 0z
Tomando en cuenta qu& = :; , las componentes cartesianas de la fuerza son
F, =—F(r)
r
-y
F, ==F(r)
r
V4
F, =—F(r)

donde

IF, _ d (F(r)jo”r _xyi[mj

r

oy dar\ r o"_y_rdr
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%, -y I FO)or S (Pl
JX dr\ r JJdx r dr\ r

lo que demuestra la primera igualdad, del mismoawpe se puede verificar las otras dos, lo que
prueba queF es conservativa.

Para calcular la energia potencial, elegimos umopde referencia cuyas coordenadas
esféricas sor(ry, &,9,) e integramos yendo desde el punto de referendta fe punto final

(r,6,¢). Podemos elegir el camino de integracion de lmdogque mas nos convenga. Seguimos
primero la direccion radiaC, desdéry, 6, @,)hastdr, 6;,9,)y luego nos movemos a lo largo de
la circunferencieC, de radiol que va desdér, &, ;) a(r,6,9).

Alo largo deC,
(1105, 0) dr = drg,
(r.6,9) r
00 JFor =] Foor

v

A lo largo deC, la fuerza es en cada
instante perpendicular al desplazamiento de
modo que

Fr=0
C,

y por lo tanto
U(7) =~ [Fdr=~[F - [Fdr =~ F(r)dr =U(r)
CC, o} G,

Co
y la energia potencial sélo depende en este calsodigtancia al centrd .

Para el caso de la fuerza de atraccién gravitatigne es un ejemplo de fuerza central,

GMm._,
— r2 er

F(r) =
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U(r):+j

To

GMm _GMm+GMm
2

r o

dr =

Usualmente se toma el punto de referencia erfieitin con lo cuall (r) toma la forma
GMmr
U(r)=-

La ecuacion de conservacion se puede escribir
%mv2 +U(=E

Se define velocidad de escape de un planeta coménima velocidad que debe tener un
cuerpo cerca de su superficie para poder llegafiaito.

Se debe cumplir
1 Y —GMTm:—GMTm+1mvfo _
R; 00 2

1
—my{ =0
2\«5

y por lo tanto

VE21Fi3r=J29R-=1130mﬂs
[1I-7. Fuerzas no conservativas
Hemos visto varios ejemplos de fuerzas no conteagpara las cuales el trabajo

depende de la trayectoria. La friccidn y las fusida resistencia de un fluido son ejemplos de tales
fuerzas.

Una particula puede estar sometida simultdneanselateaccion de fuerzas conservativas
y no conservativas. Por ejemplo, un paracaidistéd sometido a la fuerza de gravitacién
conservativa y la resistencia al aire no conseraati

Se cumplird que el trabajo total de dichas fue¥¥¢ase puede escribir

W = Ve + W

dondeW es el trabajo de las fuerzas conservativigy el de las no conservativas. En términos
de la energia potencial

Wr = Uy - U, + We
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Usando el teorema de la Energia resulta
We=Th-1
Wye =W =(+ L)-(T+ U)= B- §

es decir

DondeE, es energia mecanica finalg la inicial. En este caso la energia mecénica no
se conserva: disminuird o aumentara segun\Wuesea negativo o positivo. En el caso de la
friccién, por ejemploW' siempre es negativo y la energia mecanica dismirtty posible ampliar
el concepto de energia de modo que la energia macpardida reaparezca en otra forma de
energia; en el caso de la friccién se transformanengia interna del sistema. La energia interna es
una medida de las vibraciones moleculares del ougrm aumento de la misma se manifestara en
una elevacién de la temperatura.

La conservacion de la Energia se ha transformadm @rincipio basico que esta presente
en todas las ramas de la fisica. El estableceajerdrgia total es constante. En muchas ocasiones,
a lo largo de la historia de la fisica, el prinoigarecio fallar, pero en todos los casos se
encontraron nuevos fenédmenos que lo confirmanrfieate.

Ejemplo

Suponiendo que el paracaidista del Ejemplo dedaidn 11-6b) se lanza desde una altura
de 1000 m, con una velocidad de 1®0s, determinar la energia mecéanica perdida durante la

caida. Al llegar a tierra el paracaidista habréauaétp la velocidad limite de3ny' s

Por lo tanto

W'—l

_Em\g —% my - mghO-1,125x 16 J



CAPITULO VI
FUERZAS CENTRALES

" Qué es lo que hace que los planetas giren en torno al Sol?

En los tiempos de Kepler algunas personas contestaban esta pregunta diciendo que
habia dangeles detras de ellos, agitando sus alas y empujando a los planetas por sus orbitas. Como
veran, la respuesta no esta muy lejos de la verdad. La unica diferencia es que los dngeles miran

en otra direccion y sus alas empujan radialmente hacia adentro."

Richard P. Feynman

The Character of a Physical Law (1965)
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FUERZAS CENTRALES

VI-1. Generalidades.

Una fuerza central es aquella que deriva de una funcién potencial con simetria esférica
U=U (r) Como veremos mas adelante, el sistema formado por dos particulas que interactuan
entre si a través de una fuerza cuya recta de accion pasa por la ubicacion de las mismas ( 'y cuyo
moddulo depende unicamente de la distancia entre ellas) se puede reducir al problema de una
particula "efectiva" sometida a una fuerza central. El problema de fuerzas centrales adquiere asi
una gran relevancia, ya que en muchos casos la interaccion entre dos cuerpos es del tipo
mencionado. Por ejemplo, la interaccion gravitatoria que rige el comportamiento de los cuerpos
celestes o la interaccion Coulomiana entre un par de cargas puntuales se ajustan a este esquema.

VI-1.a. Cantidad de Movimiento Angular.
Una particula que se mueve con velocidad v y cuyo vector posicion es 7 (respecto de un

origen de coordenadas O) tiene una cierta cantidad de movimiento angular L (respecto de ese
origen) definida por

L=Fxp=Fxmy (6-1)

Para una particula que estd sometida a una fuerza central, este vector es constante en el
tiempo. En efecto si

~ ou
F=-VU(r)=—""¢,
or
entonces la derivada temporal de L es nula
dL _di . . dp L=
— =—XpHFX—=VxmVv+rxF =0

debido a que la fuerza central es radial. Tenemos por lo tanto la Conservacion de la Cantidad de
Movimiento Angular:

En un sistema en el cual solo actuan fuerzas centrales, la cantidad de movimiento
angular L es una constante del movimiento.
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L Esta constante es vectorial. Esto implica que el
movimiento permanece en el plano determinado por los vectores
7 y V iniciales. (Un cambio en el plano del movimiento

implicaria un cambio en la direccién de L, lo cual como hemos

L visto no es posible).

FIG. 1: Vector L.

VI-1.b. Ecuaciones de Movimiento.

Para describir este movimiento usaremos coordenadas polares que son las mas
apropiadas, ya que:

oU

F = -_7=

= Sl)==—

p Lo,
roe

Las ecuaciones del movimiento para una particula de masa 72 bajo la acciéon de una
fuerza central son por lo tanto,

m(i"—r@z): f(r) (6-2)
m(2r‘49' + ré)z 0 (6-3)

Multiplicando la Gltima ecuacion por 7 la podemos transformar en

%(mrzé)z 0.

Lo cual no es mas que la expresion escalar de la constancia de la cantidad de movimiento
angular en este tipo de movimiento.

En efecto, el modulo de Z es

I=mrv, =mr’0 (6-4)
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donde hemos llamado v, a la componente de la velocidad perpendicular a €,, es decir

WV, =I’9 . Laley de conservacion (6-4) es esencial en todo problema de fuerzas centrales.
Ejercicio VI-1:
Segunda Ley de Kepler!.

Mostrar que el 4rea barrida por el vector posicion 7 en un intervalo diferencial d7 es

1

dA= Erzéd t . Use entonces la ley de conservacion de / para mostrar que la velocidad areolar

dA
—— es constante.
dt

do

’ () o
r

FIG. 2: Area barrida por el radio vector en dt.

Volviendo a las ecuaciones del movimiento y usando la expresion de / para eliminar &
de la primera ecuacion obtenemos la ecuacion radial:
12
mit ——— = £(r) (6-5)

mr

Johannes Kepler formuld esta ley en 1619, basandose en observaciones detalladas del
movimiento de los planetas unos 80 afios antes de que Newton formulase sus leyes del
movimiento.
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Es interesante observar que el término en /* es la fuerza centrifuga que experimenta un
observador (no inercial) solidario con el mévil. La integracion de ésta ecuacion se puede llevar a

cabo si se conoce la forma del potencial U (r) Plantearemos el problema en general en el

apartado VI-2 y lo resolveremos para el caso particular de la atraccion gravitatoria en el apartado
VI-4.

VI-1.c. Conservacion de la Energia.
La expresion de la energia cinética en coordenadas polares es
1 | :
T =—m(v2 +v] )= —(mr2 +mr’0’ )
)

Luego, la ecuacion que expresa la constancia? de la energia del sistema es,

2

+U(r) (6-6)

EZ%(ml;z+mr292)+U(F):%mf2+ -

2mr

Se puede interpretar esta tltima ecuaciéon como si la particula se moviera en un potencial
2

efectivo U, = U(r') +

Tt El término en /* se denomina potencial centrifugo debido a que
mr

al ser derivado respecto de ¥ da origen a la fuerza centrifuga mencionada anteriormente.

La ecuacion de la energia nos permite obtener la ley horaria de un movimiento central de
energia E y cantidad de movimiento angular L En efecto, despejando la velocidad radial de la ley
de conservacion obtenemos

dr . 2 1z
Tl J_r(; (E ~U, (r))) (6-7)

reordenando e integrando,

La fuerza central es conservativa. Este hecho esta implicito en la definicion que hemos
tomado de la misma, pues deriva de un potencial.
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(1)

£ |
o

obtenemos una expresion que permite hallar la ley horaria r(l‘ ) para cualquier potencial central.

2 -1/2 t
(_ (£- U, (r))j dr' = jdt' =t—1t, (6-8)

m

ly

So6lo para algunos potenciales el integral admite una expresion en términos de funciones
elementales. El signo a elegir dependera de las condiciones iniciales que deseamos ajustar. (Segin
la velocidad radial sea inicialmente entrante o saliente).

Frecuentemente en los movimientos centrales es de interés hallar la trayectoria del movil

mas que su ley horaria. Un camino posible es eliminar el tiempo en términos del angulo € usando
para ello la conservacion de /.

Ejercicio VI-2:

La expresion para la velocidad radial (6-7) puede descomponerse en

ir=+{2(E-0, (,»))jm .

m

a) Use la conservacion de [ = mr“6 para eliminar el tiempo de la ultima ecuacién en
términos de la variable angular 6.

b) Integrando ambos lados de la ecuacion obtenida, muestre que la trayectoria puede
obtenerse de

r 2
0(r)=0, +1f drir

VI-2. Formulas de Binet.
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Existe una forma alternativa de obtener la trayectoria del movil y para algunos campos
centrales es mucho mas efectiva que la descrita en el apartado anterior. Consideramos la variable

auxiliar — =u . Usando la conservacion de la cantidad de movimiento angular (6-4), podemos
r

obtener expresiones para la velocidad y aceleracion radiales en términos de # y sus derivadas
angulares. En efecto, éstas derivadas son

. du d(l) 1 dr 17 m.
do doé\r r-do r- o
, d’u d( mj mdt d . ml . m’r’
u = 3 = —| — — :————]/‘:———‘}/‘:— 2
de- do\ | [ do dt [ 6 )
De estas expresiones obtenemos facilmente,
.. I’
mit=——u’u"
m
y la ecuacion radial (6-5) se transforma en
m Flu
u"+u+—2#=0 (6-9)

donde la funcién F esta definida por F' (u ) = f[r(u )] = f(l / u) Esta ecuacion es especialmente
facil de resolver para el movimiento Kepleriano (a ser discutido mas adelante).

Ejercicio VI-3:

Mostrar que el modulo de la velocidad (al cuadrado) y la aceleracion de cualquier

movimiento central estan dados en términos de la funcion u(@) por

) L /2
+u' ]

(6-10)

[+u" (6-11)
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Estos resultados se conocen como "Formulas de Binet" y son utiles cuando se desea
calcular la velocidad o aceleracion en cualquier punto de una trayectoria conocida.

VI-3. El problema de dos cuerpos.

El problema de dos particulas puntuales que interactiian
entre si a través de un potencial que es funcion unicamente de la

distancia que las separa 7 = |I"1 —r2| se denomina problema de

dos cuerpos. Como veremos a continuacion, éste problema se
reduce a estudiar el movimiento de una particula efectiva en un
campo de fuerza central.

FIG. 3: El problema de dos En la figura 3 se describen las posiciones de dos particulas

cuerpos. de masas m; y m, ubicadas por vectores posicién 7, y 7,

respectivamente (respecto de cierto origen 0). La interaccion entre
ellas se ha supuesto atractiva para fijar ideas.
Ejercicio VI-4:

Demostrar que si la fuerza de interaccion deriva de un potencial que so6lo depende de la
distancia relativa entonces:

a) Su recta de accion es la que una las particulas.
b) Su moédulo solo depende de la distancia relativa.
c) Verifica el Principio de Accion y Reaccion.

Por generalidad, hemos colocado ambas particulas en un campo de fuerza externa, sobre
el cual haremos hipotesis restrictivas a medida que sea necesario. Este campo ejerce una fuerza

F St) sobre la particula (1) y F @) sobre la particula (2).

e ext
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El sistema tiene seis grados de libertad representados (por ejemplo) por los vectores
., 1 1 , . , . . ..
posicion 7, y r,. En términos de éstos vectores podemos escribir las ecuaciones de movimiento,

m, 7, = By + FY =£(7, 7|+ £V

ext ext

m, 7, = Fy + 2 =—f(7, -7 |Jp+ £

ext ext

LT . . -
donde el versor ¥ =-— es la direccidon del vector separacion relativa ¥ =r, —F, que une las
= 2~ h
d
posiciones de ambas particulas. Estas ecuaciones estan acopladas. Es decir ambas ecuaciones
dependen de 7, y 7, através de la fuerza de interaccion.

Si p, =m,F, y p, =m,F, son las cantidades de movimiento lineal de las particulas, la

cantidad de movimiento angular del sistema es

L=L +L,=rxp +1r,xp,
y la energia del mismo se puede escribir como

-2 —
P P> - =

E=1 2 L y(7-7|)+u,,
2m, 2m,

Hasta aqui no hemos hecho mas que describir las ecuaciones que regulan la dinamica de
un sistema de dos particulas que interactian entre si en términos de sus vectores posicion. Esta
descripcion puede hacerse sin embargo en término de variables mas adecuadas. Estas son la
posicion del centro de masas y la separacion relativa (que ya fue definida). El centro de masa
tiene un vector posicion R dado por (cif. Cap. IV),

Ro myr +myr, +mr, —mr,

m, + m,
Es facil expresar los vectores posicion de las particulas en términos de las nuevas

variables R y 7(7 =7, —771):

T m,
F=R-—2—F
m, +m,
~ = m -
r,=R+ L7
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Las relaciones anteriores son lineales por lo que se extienden a velocidades y
aceleraciones. Podemos expresar toda la dinamica del sistema en términos de las nuevas variables

Ryv¥.
Las ecuaciones de movimiento resultan

m]ié—m;:f(r)f+ﬁ'(l)

ext

m2§+yi7=—f(r)f+ﬁ(2)

ext

donde hemos introducido la masa reducida del sistema z:

mn,

p=—12 (6-12)
m1+m2

Las ecuaciones continllan acopladas. Sin embargo, en las nuevas variables es facil
desacoplarlas.

Sumando ambas ecuaciones obtenemos:

(m, +m, )= F + F2

ext ext

Esta ecuacion describe el movimiento del centro de masas bajo la accion de fuerzas
externas y es analoga a la que se obtuvo (por un procedimiento similar) en el Cap. IV. Como se
demostro alli, el movimiento del centro de masas no depende de la interaccion sino solamente del
campo externo.

Multiplicando la primera ecuacién por m,, la segunda por m, y restandolas se obtiene:

,uijz—f(r)f—iﬁ(l) + A O

ext ext
m m,

Esta ecuacién determina la dindmica de la separacion relativa 7 . Esta es determinada por
la interaccion y ademas por el campo externo. En ausencia de campo externo el movimiento del
centro de masas es trivial y podemos tomar el origen de coordenadas (O) en dicho punto. Es decir

R=R=R=0 sin pérdida de generalidad. En este caso, el problema se reduce a resolver

ui=—f(r) (6-13)
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Esta ecuacion de movimiento en la separacion relativa es la de un particula de masa u

sometida a un campo de fiterza central (atractivo si f (r) es positiva). Por supuesto, la tal

particula es s6lo una construccién matematica util para resolver el problema.

Las verdaderas particulas del problema son m; y m,. Una vez resuelto el problema de
fuerzas centrales y determinada 7 (l‘ ) podemos volver atras en la transformacion lineal y obtener
7 (t) y (t) En muchos casos esto no es necesario pues toda la informacion relevante esta en la

variable 7 .

m m
1 ?l) 1
o4 C.M _o XCM
- = o
r r
= m, m,
T (a) (b)

FIG. 4: El problema de dos cuerpos visto desde (a) un origen arbitrario y (b) el centro de masas.
Ejercicio VI-5:

a) Muestre que la cantidad de movimiento angular del sistema (respecto de O) se puede
escribir

L =7 xur+Rx(m, +m, )R (6-14)

Observe que es la suma de un término correspondiente a la cantidad de movimiento
angular del centro de masa y otro correspondiente a la particula "efectiva" de masa p .

b) Muestre que la energia total del sistema se puede escribir (en ausencia de campo externo).
1 1,
E:E(m1 +m2)R +Eyr +U(r) (6-15)

Observe que es la suma de las energias asociadas al centro de masas y a la separacion
relativa.
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Ejercicio VI-6:

a) Muestre que la masa reducida de un sistema es aproximadamente igual a la menor de las
masas, si estas son muy desiguales.

b) Muestre que la masa reducida es la cuarta parte de la masa total del sistema si ambas
masas son iguales.

Ejemplo VI-7:

En el modelo atomico de Bohr para el Hidrogeno, se supone que el electron y el proton
giran en torno al centro de masa comun en Orbitas circulares que satisfacen la relacion

l= m7(17 =h/ 271') donde % es la constante de Planck) siendo 7 un entero positivo y / el

moddulo de la cantidad de movimiento angular del sistema electron-proton. ;Cudles seran los
valores de energia compatibles con esta condicion?

Teniendo en cuenta que la masa (m = 0.511 MeV) del electron es mucho menor que la
masa (M = 936 MeV) del proton, la masa reducida del sistema sera x = m. El centro de masas se
encuentra ubicado esencialmente donde esta el proton. Podemos tomar el origen de coordenadas
en la ubicacion del proton y suponer que €ste permanece estacionario.

La interaccion Coulombiana entre el proton y el electron es U (r) =—e” /7, siendo 7

la distancia electrén-protén y e la carga del electrén (y del protén) en unidades Gausianas.> La
velocidad y el radio de la orbita estan relacionadas por la condicion de que la fuerza centripeta sea

la interaccion de Coulomb:
2 2

v €
ad :——2:>v2r:ez/,u
r T
que, junto a la condicion de Bohr / = gvr =n n permite hallar los radios posibles (se dejan los

detalles a cargo del lector).

3¢=1.6x107"° Coulomb=4.8 x 107" statcoulomb es la unidad de carga fundamental en unidades
MKSA y Gaussianas respectivamente.
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La energia del sistema es (sin tener en cuenta la pequefia cantidad de energia cinética del
proton)
P 1, e 1 ¢ 1e’ E,
:—/Jv _—_————- e —— = — —
o2t 2r, 1 2r n’

n n n

donde se ha usado la relacion anterior para eliminar la energia cinética del electron. La constante
E, =pue* /217 =213.6 eV es la energia de ionizacién* correcta del atomo de Hidrogeno. Los
nameros enteros n =1,2,3,L determinan los niveles de energia posibles para el sistema. La
energia es negativa porque hemos referido el cero de la energia potencial (como es usual) a la
situacion en la cual hay interaccion nula (r - +OO) por estar las particulas infinitamente
alejadas. Este resultado para los posibles niveles de energia de un atomo de Hidrogeno coincide

con el que se obtiene a partir de la Mecanica Cuantica, que es la teoria adecuada para un sistema
tan pequefio como un Atomo.

VI-4. Aplicacion al Movimiento Planetario (o Kepleriano).

Supongamos una particula de masa m sometida a una fuerza central de atraccion
f(r) =—GmM /r* . Esta fuerza deriva del potencial central

U(r)=-c™M
r

Si ademas M >>m podemos despreciar el movimiento de M y considerarla fija en el
centro de masas. De lo contrario debemos tener presente que 7 es una separacion relativa y
ademas reemplazar la masa m por la masa reducida en todas las ecuaciones subsiguientes (salvo
en la ley de Gravitacion propiamente dicha). En lo que sigue, para fijar ideas, trabajaremos en la
hipotesis de que M representa la masa solar y m la de cualquier cuerpo que se desplaza en
nuestro sistema solar (m << M) bajo la atraccion de la gravedad solar exclusivamente. Sin
embargo, el tratamiento es extensible a cualquier potencial central del tipo 1/ 7.

VI-4.a. Trayectorias.

Utilizando el cambio de variable u=1/r, la ecuacion radial queda (definiendo la
constante y=Gm M ).

4La energia que el 4tomo debe absorber para liberarse de su electron.



FUERZAS CENTRALES 169

u"+u—lﬁ27/=0

Definimos la constante p (a la cual le asignaremos un significado geométrico mas adelante)
Z 2 Z 2
p=—"=——— (6-16)
my m’MG

en términos de la cual la ecuacion anterior queda

u"+u=—
p

Esta ecuacion es la de un oscilador forzado por una fuerza constante, la cual fue resuelta
en el Cap. V.Su solucion es del tipo

l=l+Acosﬁ
r.p

Donde A4 es una constante de integracién y se ha hecho una eleccion apropiada de ejes
para hacer la otra constante de integracion igual a cero. Esta ecuacion representa una seccion
conicas en coordenadas polares. La forma candnica de la misma es

p
V=— (6-17)
1+ &cos@

donde la constante ¢ es la excentricidady p el pardmetro de la conica. Hemos demostrado por lo
tanto la

Primera Ley de Kepler:

La trayectoria de un cuerpo en el sistema solar es una seccion conica con el sol en un
foco.

La excentricidad es una constante no negativa que determina el tipo de conica de que se
trate (€ >1,6 =1,0< & <1,6 =0 corresponden a hipérbola, parabola, elipse y circunferencia
respectivamente). Para el caso de una elipse (8 < 1) los semiejes mayor y menor (¢ y b
respectivamente) estan dados por
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= (6-18)

De estas ecuaciones se desprende ademas que

p=b’la g =1-—

Hipérbola, € >1

Parabola;
e=1

Elipse, 0 <€ <
Circulo, €=0

T T
Foco

FIG. 5: Secciones conicas con un foco comun.

Ejemplo VI-6: Tercera ley de Kepler.

Demostraremos que en el caso de una orbita eliptica, e/ periodo al cuadrado es
proporcional al semieje mayor al cubo. La constante de proporcionalidad es la misma para
cualquier movil, pues solo depende del campo de fuerza.

El 4rea de una elipse es zab. El tiempo que emplea el radio vector en barrer toda esta
area es el periodo 7. Dado que (de acuerdo a la segunda ley de Kepler) el radio vector barre areas
a la velocidad constante de [ / 2m el periodo es

raap

"= em)
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donde hemos eliminando el semieje menor b = 4/a p . Usando la definicién de p (6-16) y elevando
al cuadrado tenemos

= a (6-19)

VI-4.b. El rol de la Energia.

Las constantes del movimiento £ y [/ determinan completamente la orbita del
movimiento. Es util hallar expresiones para los parametros geométricos del movimiento (S y p)

en términos de los pardmetros dindmicos (E \ ) del mismo.

Ejercicio VI-7:

. 2 m . . .
La energia total es E = Emv — G—— . Use la férmula de Binet para eliminar la
r

velocidad en términos de la trayectoria y muestre que ésta energia esta dada, en el caso de orbitas
elipticas, por:

2a

V(2 )=
E_2p (gz 1)_ (6-20)

Por otra parte, la ecuacion (6-16) da / en términos de p segln:

[=(ymp)"? (6-16)

Es interesante observar que la constante / queda determinada unicamente por el
parametro p. Es decir que podemos tener oOrbitas de diferentes excentricidades para diferentes

valores de la energia, todas con la misma cantidad de movimiento angular. De hecho, podemos
discutir la naturaleza de la orbita segun el signo de la energia:

i) € > 1, 1a energia es positiva (E > 0) y esto corresponde a una oOrbita hiperbolica (abierta).

ii) € =1, la energia es nula (E = 0) y esto corresponde a una orbita parabolica (abierta).

iii) 0 <& <1 , la energia es negativa (— yI2p<E< 0) y esto corresponde a una Orbita
eliptica (cerrada).
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iv) € =0, laenergia es minima (E =—y/2 p) y la situacion corresponde a la 6rbita circular.

La discusion que antecede es consecuencia directa de lo que ya se discutio en relacion al
papel de la excentricidad.

Como se discutio en el apartado VI-1c, la particula experimenta un potencial efectivo
dado por:

I’ mM I?
Uy (r)=U(r)+—5=-G—+—;
’ 2mr r 2mr
y la energia total se puede escribir como
| I’ mM
E=—mi*+ -—-G—
2mr r

Consideraremos los cuatro casos anteriores desde el punto de vista de la ecuacion de la
energia.

i) Caso £, > 0 (trayectoria hiperbélica).

La energia cinética en cualquier punto de la trayectoria es numéricamente mayor que la
energia potencial en ese punto, es decir, ' > |U | . En este caso vemos que el cuerpo de masa m

posee suficiente energia cinética para llevarla hasta donde U es cero, (0 sea ¥ es infinito).
El cuerpo escapara del campo de atraccion de la masa M.

ii) Caso E, = 0 (trayectoria parabdlica).
En este caso, en cualquier punto de la orbita la energia cinética es igual a la potencial, o

sea T=|U|.

El cuerpo de masa m posee exactamente la energia necesaria para escapar del campo de
atraccion (quedando en reposo al final).

iii) Caso E; <0 (trayectoria eliptica).

El cuerpo posee menos energia cinética que potencial, o sea T <|U | Las orbitas

circulares estan incluidas en esta categoria, aunque las consideraremos aparte por ser un caso
extremo.
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campo de atraccion.

El cuerpo de masa m no posee suficiente energia cinética para poder escapar del

En este caso existen puntos de la orbita en los cuales la distancia al centro de fuerza es
maxima o minima (se denominan perihelio y afelio si la orbita es solar).

Energia

iv) Caso E, =FE_. <0 (trayectoria
circular).

La velocidad radial es nula, lo
que hace que la energia cinética sea la

menor posible (para un dado /).

En 1la

figura 6 graficamos
(cualitativamente) el potencial efectivo
&y la

contribuciéon  Kepleriana y
centrifuga al mismo) y ubicamos en ese

diagrama las cuatro energias tipicas ya
discutidas.

Ejercicio VI-8:

Hallar la maxima (Rm ax) y minima

. . R _. ) distancia al centro de fuerza en

FIG. 6: Potencial efectivo. ( min ) Herz
términos de:

Las constantes dindmicas del movimiento (E yl )

Las constantes geométricas del mismo (8 y p).

VI-4.c. Ejemplos.

i) Velocidad de Escape.

Un cuerpo lanzado con velocidad de modulo v desde cierta distancia R al centro de
fuerza tendra una energia:
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si esperamos que el cuerpo escape al campo de atraccion, como vimos, esta energia debe ser no
negativa. La menor velocidad necesaria para escapar a la atraccion se denomina velocidad de
escape. Para ésta velocidad el cuerpo seguira una trayectoria parabdlica al infinito. Podemos

obtener la expresion para esta velocidad anulando la energia (E = 0) y despejando vV :

V,. =V2GM /R

En particular, si el cuerpo es lanzado desde la superficie terrestre, como la aceleracion de
la gravedad terrestre es:

g=GM/R*>=98m/s>

tenemos (usando R = 6371 km)
Ve =~28R=112km/s .

Seglin este tratamiento idealizado, jcualquier objeto lanzado desde la superficie terrestre
con una velocidad mayor que ésta no volvera a ser visto por los alrededores!

ii) Movimiento Satelital (érbitas circulares)

El movimiento de los satélites artificiales en el campo central terrestre es un buen ejemplo
de los conceptos que hemos desarrollado.

Supongamos que un satélite se encuentra en orbita circular a una distancia » = R+ & del
centro de la Tierra. R es el radio medio terrestre y & la altura del satélite sobre la superficie
terrestre. Para orbitas circulares, la velocidad v y periodo T del satélite quedan determinadas una
vez conocida la altura /% . En efecto, a partir de la ecuacion de Newton para un movimiento

. ) mV:  GmM ) .
circular uniforme, =———, podemos despejar la velocidad:
r r
GM gR’ -1
p =28 =gR(l+%)
r R+h

donde  hemos wusado la aceleracion de la gravedad en la  superficie

terrestre (g =GM /R*=9.8m/ sz). Podemos expresar este resultado en términos de la

velocidad de escape terrestre (v =11.2km/ S) hallada en el ejemplo anterior (es una unidad

esc

natural para el problema):
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v=v,, Q1+hr/R)"?

mientras que el periodo orbital es simplemente,

R el (YA B WA

esc esc

Es interesante observar que el periodo y la velocidad orbital de un satehte es el mismo
para una nave espacial de miles de toneladas y para un pequefio tornillo desprendido de la misma.
Es decir, estas cantidades son independientes de la masa del moévil. Esto es debido a que la
atraccion gravitacional es proporcional a la masa del mismo y objetos mas masivos son atraidos
mas fuertemente.

Orbitas de baja altitud.
Si la altura es pequefia en comparacién con el radio terrestre (R = 6371km) estas
formulas se simplifican a

Ve T_2\/E7Z’R

esc

V= y =
\/5 VC’SC

La menor altura practicable (antes de que los efectos de la friccion atmosférica comiencen
a hacerse sentir) es del orden de 200 km. En esta 6rbita el periodo serd de unos 90 minutos.

Orbita Geoestacionaria.

La orbita circular en la cual el satélite tiene el mismo periodo de rotacion que la Tierra se
denomina geoestacionaria. un observador ubicado en la interseccion del radiovector del satélite
con la superficie terrestre lo vera estacionario.

Este tipo de orbitas estan en el plano ecuatorial (jpor qué?) y su altura estd bien
determinada ya que T=24 horas, despejando /4 la formula del periodo se obtiene

2/3
T
no=rIL e | 112 35800km
§ 2\ 7R

Los satélites geoestacionarios de comunicaciones se suelen colocar en grupos de a tres,
ubicados en los vértices de un triangulo equilatero en el plano ecuatorial terrestre. De esta forma,
constituyen una red de transmision sin puntos ciegos (es decir, alcanzan cualquier punto del
globo).
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iii) Orbitas de Transferencia.

Este solia ser un problema académico hasta la década del 60, cuando el proyecto Apolo
logra el primer alunizaje. ;Qué oOrbita debe seguir una nave que parte de la tierra para alcanzar otro
cuerpo celeste? Lo mas eficiente en términos de combustible resulta dejar que la nave adopte una
orbita eliptica intermedia (entre la de partida y la de llegada) en el campo central solar y que esta
orbita se una suavemente a las de los cuerpos de partida y de llegada. Esta situacion se ilustra en la
figura 7.

Para fijar ideas, consideramos el envio de una nave
desde la Tierra hacia Venus. Consideraremos que las orbitas de
los dos planetas son circulares (con el Sol en su centro). Esto es
una buena aproximacion ya que la excentricidad de ambas
orbitas es muy baja.’

Los radios de las orbitas son las respectivas distancias
Tierra-Sol y Venus-Sol. Es conveniente adoptar la Unidad
Astronémica (AU)® como medida de distancia en éste problema:

1.00 AU los ri(‘ilos oibltales son R, =1.00AU Y R, =0.72 AU
0.72 AU respectivamente.
FIG. 7

Una masa m en una Orbita circular de radio r en torno al Sol (masa Mg) tendrd una

velocidad dada por
1/2
M} mv? M
G—2 = =V =(G 9]

7’2 r r
La velocidad en la orbita circular de partida v, se puede calcular (sin conocer G y M) a
partir del periodo orbital terrestre de 1 afio y la distancia a tierra Sol (RT ):
_27Rp  27x1.49x10% km
T 3.16x10"s

vp =29.6 km/s

£=0.017 para la Tierra y £=0.007 para Venus. Estos numeros son muy pequefios en
relacion a 1.00.
6

AU=1.496 x 10'! m (distancia media Tierra-Sol).
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La orbita de transferencia serd una elipse tangente a ambas Orbitas circulares . Es decir,
de eje mayor 2a =R+ R, =172 AU .

La energia de esta Orbita eliptica esta dada por la ecuacion (6-20) como
E=-y2a=—GmM /2a . Por lo tanto, hay que dar un impulso a la nave m(v' -V, ) = mAv

donde v’ sera su velocidad en la orbita de transferencia de energia E:

mM mM G mM
R, 2a R, +R,

de donde despejamos la velocidad v' = 0.92v, =27.2 km /5. El impulso (por unidad de masa) es
pequeiio: Av=-2.4 km/s (Fue necesario frenar la nave para que adopte la oOrbita de
transferencia).

La nave permanecera en la oOrbita eliptica de transferencia durante medio periodo hasta
alcanzar la orbita de Venus Podemos hallar la duracion del viaje interplanetario usando la 3ra Ley

de Kepler para hallar éste periodo (T” ):

3 3
(Tt,/TT)zz(c;"j = l(n?} =(0.5x1.72)’

t 2 T

de donde surge 7;, =0.80.7; =292 dias. El tiempo de viaje es, como se menciond, la mitad de

¢ste periodo: #,,,, =146 dias (unos 5 meses con los motores apagados simplemente "cayendo”
hacia el Sol!)

Al cabo de éstos cinco meses, se deben encender los motores de la nave nuevamente para
abandonar la orbita de transferencia y adoptar la orbita circular de Venus en torno al Sol. La
velocidad de la nave aumentd (a expensas del campo central del Sol) hasta éste momento.
Podemos hallar la velocidad v de la nave cuando se halla a una distancia R, del Sol usando

nuevamente la conservacion de la energia:

1 M M M
E=-mm - _ g™ _ g "
2 R 2a R, +R,

lo cual da el valor v’ =1.27 v; =37.7 km/s. Para entrar en la 6rbita de Venus necesitamos

conocer la velocidad orbital. No conocemos el periodo venusino, de forma que recurrimos
nuevamente a la 3ra. Ley de Kepler para hallar v :
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, _27R, _2RRT; R (R R
, = = =v,—| — =v,|— | =1.18v,
TV TTRTTV RT RT T

lo cual da una velocidad v, =34.9 km/s. Es decir que se requiere un impulso (por unidad de
masa ) Av=-2.8 km/s. De nuevo, es necesario fienar la nave para ingresar a la nueva Orbita
circular y completar la operacion de transferencia.
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3 SISTEMAS DE PARTICULAS

SISTEMAS DE PARTICULAS

La mayor parte de los objetos fisicos no puedengpgeneral tratarse como particulas. En
mecanica clasica, un objeto extendido se consaieT® un sistema compuesto por un gran
numero de particulas puntuales. El estudio queesgue tanto para un agregado de
particulas libres como pueden ser los fragmentasdegranada, como para un sélido
rigido en cuyo caso las particulas se mueven miantdm distancias fijas entre si.

particula actian dos tipos de fuerzas. Las fuerzas

= Sea un sistema de particulas de mas&abre cada
1 .\F
F.

1
X/ i | llamadas internas provienen de las otras particdhs
7 =1 sistema.F,; representa la fuerza que actda sobre la

particula i debida a la presencia de la particule]
acuerdo a la tercera ley.

1) F, =-F,

]

Para este estudio nos limitaremos al caso de memaralesjfij esta dirigida a lo largo de

la linea que une la particula i con la j. Ello iopldescartar el caso particular de fuerzas
internas que dependen de la velocidad relativasiparticulas.

El segundo tipo de fuerzas provienen del extegbsistema. Llamaremoé ala
resultante de las fuerzas externas que actlan lsopagticula i.

Las ecuaciones ce Newton para la particula i establque
.. — N —
2) mr, =F, +ZF”-
j#i

Sumando para toda i

N N _

y observando qu§z F, =0, ya que las fuerzas internas se cancelan de g, pesalta
1=1j#i

que
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dondeR,, es la resultante de las fuerzas externas.

N

Recordando que la masa totalMs= Zm y definiendo el vector posicion del centro de
i=1

masas o baricentro

1 N
4) 1. =— r
) T M;ml
resulta

5) Mi, =R,

El centro de masas se mueve como lo hace unayartian la masa del sistema completo
sobre la cual actGa una fuerza igual a la reseltamtias fuerzas externas.

Conocida la posicion y velocidad iniciales de ladipulas del sistema, la ecuacion 4) y su
derivada permiten calcular la posicién y velocidaticentro de masas en el instante inicial.

La ecuacion 5) determina su evolucion en el tiempoyez conocidafem. Por ejemplo, si

la Unica fuerza externa es el pd%& =-Mgk , el centro de masas seguird una trayectoria
parabdlica, no importa cuan complicada sea laibligtion de particulas.

El sistema de ecuaciones 2) contiene mucha masraéidn que la ecuacion 5). Si las
fuerzas externas dependen de la posicion y/o \dedaile las particulas del sistema

If,(ﬁﬁt) no se puede determinar el movimiento del cergrmesa sin analizar el
movimiento de cada particula del sistema.

La ecuacién 5) es la primera ecuacién fundamemetaindsistema de particulas. Relaciona la
N

derivada del momentum lineal totBl= Zm\?i = MY, con la resultante de las fuerzas
i=1

externas.

P -
E_Rexl

La segunda ecuacion fundamental relaciona la ddaidal momentum angular total con el
momento total o torque total del sistema de fuerzas

Sea Q un punto arbitrario, entonces el momenturalangptal es
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. N
Lq ZZ(ﬁ _rQ)mei

donde hemos usado la ecuacion 2), la definiciorceleiro de masas y el hecho de que
vV, xV, =0.

Las fuerzas internas una vez mas no contribuyeuga

(Fi _FQ)X 'Eij +(Fj _rQ)xlfji :(ri _rj)xFij =0

ya que por hipétesis las fuerzas internas sonalestr

Por consiguiente

dﬁ:_vaMve +ZN:(F| _FQ)xlfi

i=1

El dltimo sumando es el momento total respecto de @s fuerzas externas.

MQ :ZN:(ri _FQ)xlfi

i=1

- g Y, 7 ext
—= ==V, XMV, + Mg

que es la segunda ecuacion fundamental de un sisterparticulas.
La ecuacion se simplifica en tres casos particslare

a) V, =0.Setoman momentos respecto a un punto fijo.
b) V,es colineal corv, .
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c) Q=G. Se toman momentos respecto del centro de masas.

En los tres casos

di, -
Q _ ext
—2 =M
a  ©

en particulard:j'tG =M

Para un sistema de particulas cualquiera las dexienes fundamentales no bastan para
determinar la evolucion del sistema. Son soloemisciones y el sistema tiene 3N
coordenadas independientes. Sin embargo veremamnque sélido rigido solamente seis
coordenadas bastan para determinar su posiciorestercaso las dos ecuaciones
fundamentales son suficientes.

La simplificacion fundamental que proporcionan gsteuaciones se debe a la posibilidad
de eliminar las fuerzas internas. Para que ellgpesible se debe cumplir que: “Si dos
particulas ejercen fuerzas mutuas, estas son gyealamtensidad, su linea de accion es la
linea que une dichas particulas y sus sentidospaestos”. Este enunciado se toma
muchas veces como la tercera ley de Newton. (M@ase]. Synge y Griffith. La misma
vale esencialmente cuando el sistema no involwamtécplas cargadas en movimiento).

Cuando se anulaR_,y M, se conserva el momentum lineal tofaly el momentum

angular totaIEQ. En particular ambas cantidades se conservarupasstema libre de
fuerzas externas.

Concluiremos este estudio haciendo algunas corsid@es sobre la energia de un sistema
de particulas.

La energia cinética de un sistema de particulagdeperepresarse como la suma de la energia
cinética del baricentro més la energia cinéticpee® de él.

R S
" 2omt 7
i=1 -
P
definimos p, =T, -, entonces i, G

N

T=32m {2t + i)

N N N N
observando qu® mf => mf, = > mp =0 ypor lotantod mp, =0
i=1

i=1 i=1 i=1
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resulta
. N .
T =M+ 2Y mA
2 25

Si las fuerzas externas derivan de un potencial

F = _DiUi(Fi)

N —

se puede introducld (7;..F ) = >'U, (7;) y F. =-0,U.. U es la energia potencial total del
i=1

sistema.

Independientemente del tipo de fuerzas en juegueede relacionar la potencia de las
fuerzas con la variacion de la energia cinética.

SN FU 4SS = o N o N1, | dT
PT _ZFiVi +Z- _FijVi —zm —tVi —a{zzmvi :|_E

Veremos mas adelante que en el caso particulan daerpo rigido es posible una vez mas
eliminar las fuerzas internas que tienen potengia. e modo que par un cuerpo rigido se
cumple que

dT
pet = =1
T gt

la potencia total de las fuerzas externas es guémo de variacion de la energia cinética.
Ejercicio: Probar que si se cumple la primera edmaitindamental de un sistema de

particulas y la segunda respecto a un punto Qyreple la segunda respecto a un punto
cualquiera L.
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CINEMATICA

Un cuerpo rigido puede considerarse como un sistdenanasas puntuales cuyas
distancias se mantienen constantes durante el rmemtimm Comencemos determinando
el nimero de coordenadas independientes neceparasspecificar su configuracion
en cualquier instante de tiempo. Dado un par cigtgule particulas del rigido de las
gue sabemos que su distancia permanece constardecit,

d =c. (1)

1 1

donde las ¢ son constantes. Supongamos que heaus & posicion de 3 puntos no
colinealesr;, T, y ;. Si deseamos fijar ahora la posicion de un pumtsaiquiera del

rigido, basta con conocer su distancia a los 3gsumb colineales.

F‘3 B d, :‘ri _rl‘ =Gy
d, =lr-r/=c, (2
dis :‘rf _rs‘ =G

i

Por consiguiente, conocida la posicion de los pestosr,, T, y I, la posicion de
cualquier otro puntad; que distac,, c,Y C,de los tres puntos queda determinada por
la interseccion de las tres esferas de radiosc,, y C;centradas respectivamente ign

—

r,y l;. El nimero de grados de libertad que hay que fiara determinar la

configuracion del rigido no supera nueve, tres agadke libertad par cada punto. Pero
ellos no son independientes ya que estan vinculpdodas ecuaciones (2), lo que
permite reducir a seis los grados de libertad nedo® En efecto, se necesitan tres para
fijar el punto R; una vez fijado éste, bastan dos coordenadadifzarB, sobre la esfera
de radioc,, y centro Ry finalmente hace falta un angulo para fijar lsip@n de B en

la circunferencia que resulta de intersectar larasfle radioc,; y centro R con la
esfera de radi@,, y centro B.

z Por consiguiente, un cuerpo rigido queda ubicadel esspacio
una vez conocido el valor de seis coordenadas geregtas.

Otra forma de mostrar esta propiedad es a partindgstema de
coordenadas solidarias con el rigido. La posic@mml punto del
rigido con respecto a este sistema permanece otestsus
coordenadas no varian. Por lo tanto basta conndissstema de

- coordenadas en el espacio para conocer la posieic@ualquier

punto del rigido. Para ello se requieren tres camadas para
fijar el origen del sistema O y tres angulos quemiten fijar la orientacion de los ejes
coordenados respecto a un sistema fijo.



Por lo tanto, es necesaria la evolucion de seiahlas para conocer el movimiento de
un punto cualquiera del rigido. Veremos que las seuaciones fundamentales de un
sistema de particulas son suficientes para detarrairmovimiento de un sdlido rigido.

Si el rigido estaba restringido en su movimiento @lgun vinculo, el namero de
variables requerido para determinar el movimiemsonchuye. Las restantes ecuaciones
fundamentales permitiran determinar el sistemauggzhs necesario para que dicho
vinculo sea respetado.

Por ejemplo, para un sélido con un punto fijo hafz@ta solo
tres grados de libertad y es posible determindwdaza F que
ejerce el vinculo.

En ciertos problemas llamados hiperdinamicos ejuriiao de
0 fio fuerzas realizadas por los vinculos no queda Urd@ngn
determinado por las ecuaciones fundamentales.

Por definicion, la velocidad relativa de un punt@lquiera del rigido respecto a un
sistema solidario con él es nula. Por consiguiesuevelocidad respecto a un sistema
QXYZ estara dada por

z

Vp =Vp +Vpp
i Vp =Vip = o+wx(rp_ro)

H

Esta relacion que hemos obtenido trivialmente de dauaciones del movimiento
relativo caracteriza la distribucion de velocidadesun cuerpo rigido. La velocidad de
un punto cualquiera del rigido esta determinadadauwelocidad de un punto de uno de
sus puntos/, y la velocidad angular del sistema solidaso

Ejemplo t Dada una barra de longitud 2| que se mueve deddal que los extremos
permanecen sobre los ejes de coordenadas (vem)figDalcular la velocidad de un

punto cualquiera de la barra en funcién del angt).

B 0=k
Iy = 2sendl
2 Ea B .
0 Vo =2lcospol
Qo il
2 VP=VO+5)X(fP—fO)




v, =2l cosp i —A 7

Es sencillo, si se desea, expresar el resultadérannos de los versores del sistema
fijo.

Ejemplo 2 Calcular en funcion dé la velocidad del centro de masas de un disco
vertical que rueda sin deslizar sobre un planazbatal.

Por definicion de rodadura, = @ = oK =0K.

y v, =xi =V, +@x(f, -1,)=0+ ¢ K xRJ = -R¢$ T

X x=-Ré




CINETICA

En esta seccién vamos a desarrollar métodos queerastan calcular la cantidad de

movimiento totalP , el momentum angular totdl y la energia cinética T de un cuerpo
rigido. Posteriormente, haciendo uso de las ecnasitundamentales de un sistema de
particulas, deduciremos las ecuaciones del movimieel cuerpo rigido llamadas
ecuaciones cardinales.

Un cuerpo rigido es un sistema continuo de pads;uh generalizacion del concepto de
centro de masas es inmediata:

Smi Y prav

r. = =
: + © Zm ZIOIA\/I

ot

expresion que en el limite en que la particion @ mmmas refinada y los volimenes
tendiendo a cero conduce a

j prav
o =
que parg constante se reduce a
[rav
Q=VV
La cantidad de movimiento total es
P :Al\i/ir?ozi: my, :Al\i/irUOZiniAVi :Al\i/ir?ozi:pi %A\A :%Jﬁdv =Mvg

Para calcular el momentum angular respecto a utog@rcomencemos considerando
primero el caso de un sistema discreto de partciggdamente unidas y luego pasemos
al limite continuo. Por definicion,

l:P :Z(ﬁ _FP)xmvi

I
Usando la distribucion de velocidades en un cudpdo

l:P :Z(ﬁ —FP)X”W(Vp +5)x(ri _FP))

i
dondew es la velocidad angular del rigidowy la velocidad del punto del rigido que
coincide con P en el instante que estamos consider&or ejemplo, en el caso de un
disco que rueda sin deslizar, si P es el punted&acto,v, =0.



Podemos reescribir esta expresion en la forma:

Recordando que un producto escalar se escribengpor@ntes
AB=Y A,B,

el segundo término dEP se puede reescribir en componentes

ZZ{mi (ﬁ _Fp)za_aﬁwp —m(ﬁ _FP)[I(_; _FP),Ba)ﬁ}: ;” papWp

oop =AM =58 = m (5 =5), (=75,

es el llamado tensor de inercia.

Por consiguiente,

L, =M(F, —F. )%V, +1l .@

El momentum angular del rigido se expresa en tésnile los datos cinematics y
& que dependen del movimiento del rigido y los ddaggendientes de la distribucion
de masas del rigido Mg y Il ;.

Existen dos casos en que la expresion anteriomg#ifica. Para P = G, es decir que se
toman momentos respecto al centro de masas,

—

L =ll @
Si P es un punto del rigido con velocidad nula

Si asumimos que el rigido tiene una distribuciomtioma de materia con densidady
tomamos un sistema de coordenadas con origenpemis P,



[ =xi+yj+zk

El sistema se supone solidario con el rigido. Ensestema la matriz de inercia en
componentes toma la forma:

J-p(y2 + zz)dV —J-,nydV —'[pxde
I, = ’ - [ pryav jp(;z + 22 Jav —\J/',oyzdv
—} oxzdV " [oyzv | ,0()\(/2 +y? v
\ \% \%

y es inmediato comprobar que la matriz de inersisimétrica.

Ejemplo: Calcular el centro de masas y el tensor de inedgiaun semicirculo
homogéneo de masa M y radio R.

¥ X =rcosp
y=rser¢
z=0
H
‘:' )
z p_nRZ
2 R Vs
X = r?dr|ddcosp =0
. mzi £¢ sb
2 8,7 4 R 4R
=——|r°dr|dpsend = —=—
ve mzl £¢¢7R23 37

Los componentes,,, |, son nulos yi , =1, +1,. Debemos calcular,, I, el,,.

El calculo es totalmente analogo al realizado pateular las coordenadas del centro de
masas y conduce a

i —
IXX—IW—ZMR l, =0
por lo que la matriz de inercia respecto al ce@tres diagonal. Veremos luego que por
razones de simetria era de esperar esta formanaigia de inercia.

Antes de discutir las propiedades de la matriz ndgcia, pasemos al calculo de la
energia cinética de un sélido rigido.



T :Z::%mviz :g%m(vp +5)X(I7i _FP))Z

U~ NV AN W R U
:EMV|§+VP'wxzm(ri_rp)+22m[wx(ri_rP)]2

i=1 i=1

Usando que{Ax B)2 = A’B?sen’a = A’B? - (AB)Z se puede escribir el tltimo sumando
como

> Emlax( -r ) =X 2imlwt -7 ) @tk -7, ))]

T 2 = 2
3 3

y tomando en cuenta que’ = w,w, = Y @,0,,w,
a=1 a,B=1

y @i, -7,)=Y w, (7 -7,), se obtiene

Por consiguiente, T para un cuerpo rigido tierferima

Tzémﬁ+wwgmx@,43+%@mpm>

En la expresion anterior P es un punto cualquiefa s la velocidad del punto del
rigido que en el instante considerado coincideRon

Si se eligeP =G, centro de masas

T=1mvz+iam,
2 2

Si P es un punto fijo del rigido

_|
I
N
1]
g
v
&



Propiedades del tensor de inercia

Hemos visto que para el calculo del momentum angula energia cinética de un
rigido resulta imprescindible conocer el objetg,;, cuyas componentes respecto a

cierto sistema de referencia solidario con el dgabn origen en P hemos dado
explicitamente. Dichas componentes forman una msitmétrica en dimension tres.

Vamos a probar mas adelante que siempre exististems de ejes ortogonales en P tal
gue la matriz de inercia respecto a dicho sistesrdiagonal.

0y =1,0,
0 sea
I, 0 0
=0 1, O
0 1

Los ejes del sistema cartesiano en que la matrizatesta forma se llaman ejes
principales y los correspondientes elementos aeattiz de inercia diagonal, lly, I3,
se conocen como los momentos principales de inercia

Si la velocidad angular del rigid@ esta orientada segun uno de los ejes principales,
entonced! & también lo esta. Por ejemplo, si

wi

Y]
1

l@=lwi

En este casac es un vector propio de Il con autovalar Ello implica que para
determinar los momentos principales de inerciasydes principales basta resolver el
problema de calcular los autovalores y autovectdeegna matriz. Los autovalores son
los momentos principales y los autovectores apumtanla direccion de los ejes
principales.

La ecuacion de autovalores que nos interesa resegve

Hv=1Iv
donde Il es la matriz de inercia en cierto sistafeareferencia e | es uno de sus
autovalores. Se trata de un sistema homogénecesi@tuaciones con tres incognitas

correspondientes a las componentesiddEste sistema admite soluciones no triviales
solo si el determinante de los coeficientes seaartid decir,



donde hemos usado la simetria de la matriz deime®e trata de una ecuacion cubica
en |, llamada usualmente ecuacion secular. Un rieiden conocido en algebra lineal
establece que la ecuacion secular de una matrétritan siempre admite raices reales y
sus correspondientes autovectores son ortogonales.

Para cada una de las raices de la ecuacion seseillaesuelve la ecuacion de
autovectores y se obtiene la direccion correspoteli@ uno de los ejes principales.

En general en la mayor parte de los problemasipodctel rigido tiene ciertas simetrias
que permiten determinar los ejes principales pepeccion.

z Por ejemplo, si el rigido es de revolucion alrededis eje Pz, es
facil ver que los productos de inerciae Ly se anulan por simetria,

. si uno elige el eje z como el eje de simetria. ladrimde inercia no
puede cambiar, debido a la simetria de revolucidntar alrededor

‘B ¥ | de z los ejes x e y. Ello implica que la matriziercia respecto a
cualquier sistema de ejes ortogonales que tengeje @le simetria
por eje z toman la forma:

o

I,

o O x
o x
T O o

que corresponde al caso en que la ecuacion séiemaruna raiz doble.

En el caso de un rigido que tiene un plano
de simetria es inmediato comprobar que la
matriz de inercia respecto a un punto P
perteneciente al plano tiene al eje
' perpendicular al plano por P como eje
¥ principal de inercia. En efecto, es
inmediato comprobar que

y la matriz toma la forma

Para encontrar los tres ejes principales bastaiegonalizar la matriz restringida al
plano Pxy.

Un caso particular con esta simetria es el deidgidas planos. El eje perpendicular al
plano del rigido es eje principal de inercia.



Teorema de Steiner

Las expresiones obtenidas para calcllgrT son vélidas cualquiera sea el punto que se
toma como origen del sistema de coordenadas soligdrrigido. Muchas veces
conviene tomar momentos respecto a cierto puntopiumo fijjo del cuerpo, por
ejemplo) aunque el calculo del tensor de inerce re@s simple en otro punto. El
teorema de Steiner permite relacionar los tensteesercia respecto a dos puntos.

Supongamos por ejemplo que tenemos un cubo copeun e
fijo que pasa por una de sus aristas. Es masdalciilar la
matriz de inercia respecto al centro de masa @ugalos 3
ejes perpendiculares a las caras son obviamemeipgaies,

:F y luego pasar a los ejes paralelos por P.

p Para probar el teorema, recordemos que:

N

loos =AM E =70 -m (7 —10), (5 -1 ),)

i=1

y tomamos el origen de coordenadas en P, de maglg,guO.

N
y usando qued mf; = Mfg =0
i=1

—_ 2
s =M (823, —a,a, )+ 1 oy

gue es la forma general de la relacion de Steimiee ¢é0s tensores de inercia respecto a
P cualquiera y respecto al centro de masas G.iEgrfads que esta relacion solo vale si
ambos sistemas tienen sus ejes paralelos.

Ejemplo: Se desea trasladar a lo largo del eje Ox



by =M (826, — 823,10, )+ 1l 6

por lo tanto

loo = lour lpy =lgy tMa® y I, =lg, +Ma®, y todos los productos de inercia
permanecen invariantes.

Rotaciones

Hemos visto cémo relacionar dos tensores de inerespecto a ejes paralelos
trasladados. Supongamos que queremos relacionansar de inercia respecto a dos

sistemas rotados uno con relacién al otro.

Por ejemplo, en la figura consideramos el casanderotacion plana.

v Llamamosr, a las coordenadas de Q respecto a Pxyz y
e r. asus coordenadas respecto g Px

’rf Bajo un cambio de base las coordenadas de Q se

transforman linealmente. Es decir,
P
b = ‘ 3
o =2 Aapls
=1
donde A es la matriz correspondiente a la rotacion conadterLas rotaciones dejan
invariantes las distancias de Q al origen.

3 3 3 3
L S DA D PR P

p=1 y=1 a,B.y=1
3 ) 3
=D 05 = D 10T,
p=1 B.y=1

donde /%, = A, es la matriz traspuesta de
Como la relacién se cumple para todo punto Q, tasul

z/]ﬁa ay

relacion que escrita en forma matricial toma larfar

AT =



oseadl' =At y ATA=AA" =
Las matrices que verifican esta relacion se llaoreosgonales.

Recordando la forma explicita del tensor de ineesalta

Il;afgm{ﬁ'z% ﬁ} Zm{*z w5 (ZAW .yj@%rmj}:

y=1
N 3 3
= Zm FizZAGVAT (ZAHV/‘JIJ’ IJrlyj = Z/]ay“ PVJ/]:EB
i=1 y=1 y,0=1 y,0=1
Es decir,
ey =AN,A"

Los objetos que transforman de este modo son llas@msores de rango dos.

Ejemplo: Calcular el tensor de inercia de un cubo respetis ejes Oy z que se
muestran en la figura.

Comencemos calculandolo respecto a Oxyz y luego
il .
I rotaremos un énguléj— respecto al eje Oz.
I 4
. -
i N I
7 e . ke
o .y
X b4
aaa a 3|2 5
j“,o(x +y )dxdydz a’ ,0— +a ,oy =2,0a—=EMa2 =1, =1,
000 0 0 3 3
aaa 2 a »o|a 2
”J'pxydxdydz— pa— Y :_Ma =l, =1,
000 0 2 0 4

por lo que respecto a Oxyz la matriz de inerciaat¢erforma

2 1 1

3 4 4

Il, =Ma? o2 1
4 3 4
2112

4 4 3




Calculamos ahora la matriz de rotacion alrededbejeeOz con anguld : A; (cl))

X'= xcosp + ysend
y'=—xsend + ycosp
2'=z

A cosp senp O
e -senp cosp O
0 0o 1

gue es una matriz ortogonal. En

cosp -senp O
A =A(-¢)=|senp cosp O
0 0 1
AAT=ATA=1
1
Parad):E,An:Q -11
477" 2
0 O

y soOlo queda por calcular

I =A Il AT

4

NI

Concluyamos es capitulo con una observacion immpkertdJsualmente se calculan las
componentes del tensor de inercia respecto a @jiesusos con el rigido. Si uno desea
calcular, por ejemplo, el momento angular respettoentro de masas G, basta con
calcular las componentes de la velocidad angulal eistema solidario. Lueghh ;.w

nos dara el vector momento angular expresado ezjdessolidarios.

Si bien siempre es posible trabajar en los ejadaads con el rigido, hay casos en que
puede convenir usar otros sistemas de referetamadlos ejes intermedios, donde las
componentes del tensor de inercia son también aotest



Ejemplo:

Un cono rueda sin deslizar sobre un plano horizmua su vértice A fijo a una altura

R, igual al radio de la base, del eje z. El conuetialtura h,
Z angulo al vérticer, y masa M. Se desea calcular la energia

a cinética T del cono en funcién de

T | Es facil ver que la distancia de G al vértice A§§s

Elegimos ahora un sistema de ejes principales p&t §e
C de simetria AG del cono es obviamente un eje praici

por lo que elegimos el eje z segun AG. Como el @mnde
revolucion alrededor del eje AG, cualquier par ges eperpendiculares a AG son
principales. Elegimos y segun la horizontal y x selgivertical.

Respecto a estos ejes el tensor de inercia tidioenta

| 0 0
l,=[0 1 0
00

3

Para determinar la velocidad angular del cono casrans observando que
v, =0, ya que A es fijo.

V. =0, ya que el cono rueda sin deslizar.

Por lo tanto

Vo =V, +ax(f. -1,)=0 = a@x(f. -F,)=0

O & es colineal conr, — T,

@ = wcosa K + asenai

La velocidad del centro de masas es

— — — 3 g 3 ° - °

Vg =V, +twx|-=hk |==h8) 0O 6=+wsena
Y 4 4

0 sea

O=0ctgak +6.7




Para calcular T basta recordar que:

1 1.
ZEMV/Z_\"'ECUE"A Léo

N
<
<l
>N
1
(@)

:lla)x2+llga)z2 =
2 2

N |-
o o —
o — o

cTJEI]IADE'):%(wX 0,w,)

£ ot

w

1.:2 1 - 2
==16 +=1.ctg’a b
> 5'3 g

Los momentos de inercia al punto A del cono son

3
|, =—Mh?g’a
T g

|:2%|v|h2(4+tgza)

y sustituyendo se obtiene

.2

T =%Mh2(6+tgza)6?




CAPITULO VII - DINAMICA DEL RIiGIDO
Ecuaciones cardinales
En el caso de un cuerpo rigido las ecuaciones foedtles para un sistema de
particulas describen completamente el movimientocderpo. Dada la posicion del
rigido en un instante, la velocidad de uno de su#gs y la velocidad angular, las
ecuaciones cardinales determinan completamentewahiento posterior del cuerpo.
La primera ecuacién cardinal permite describir evimiento del centro de masas del
rigido.
Mr, =R®

Para escribir la segunda cardinal conviene recdadexpresion del momentum angular

Lo =1l q@+M(rg =9 XV
donde vV, era la velocidad de un punto del rigido, su velocidad angular y Jel

tensor de inercia.

En el caso en que el punto Q es solidario al rigal@egunda ecuacion cardinal toma
entonces la forma

d(ll @)
dt

+M(T; —Ty) X8y =M
F

donded, es la aceleracion del punto Q. Las derivadaseotspel tiempo se toman

respecto del sistema inercial, supuesto fijo. Retms® que por lo general se trabaja
expresando el tensor de inercia en un sistemaasalid en un sistema intermedio. Si se
trabaja en un sistema solidario, para calculyw se debe expresar la velocidad

angular en dicho sistema y luego recordar que

d(||Qa))| _d(IIQEu)|
dt | dt

F s

+@x 1l @ =1l @+ @xIl @

En caso de que se tome la segunda cardinal enteb d® masa G se tiene

d(ll 4 @)

VIO
da |, °

gue si se trabaja en el sistema solidario se @scrib

i+ G =M ©
lgw+wxll ;w=M 3



La segunda cardinal también toma una forma serstidarigido tiene un punto fijo P.
En ese caso,

d(ll ,&)
dt |,

—na (e
=M.

Ejemplo 1: Calcular la aceleracion del centro de masas absao de radio R que
rueda sin deslizar sobre un plano inclinado de léngu

Tomando momentos respecto de G: a

1*@cardinal: T - Mgsena = M

2% cardinal: M4 = TRk =%MR2¢R

Ademas se tiene el vinculg, + R¢ =0, ya quev, =0 (rueda sin deslizar).

= T=-MR¢ = %MxG
Sustituyendo en 1a°% cardinal
T ==Mgsena
= X, =--gseny

Ejemplo 2: Una barra de longitudy masa M esta articulada en un extremo P y gira
alrededor de un eje vertical con velocidad ang@laonstante.

a) Determinar la ecuacién de movimiento para eubn@ que forma la barra con la
vertical.

b) Determinar el angulé, de equilibrio relativo.

a) Consideremos el sistema de ejes intermedioy/R’ gue gira respecto al fijo Pxyz
con velocidad angula®@K = ¢K . El eje Px’ esta en el plano horizontal y pertenada

interseccion del mismo con el plano zPG. El eje sisiema solidario Pz” tiene la
direccion de la barra.

Por el teorema de adicion de velocidades angulares
\_j Q

P

—

O=¢K -§ =QK - = pcostk + gserd -4

M
|

I Pxx

|
1
zZ’dz==MI* =1,
[ =g =t




es el momento angular respecto de P en los ejelasos.
Si se toma la segunda cardinal respecto del pyatB f

I+ @xll =M ©
[ Pd)=%MI2(Qécosﬁ.T—é.T)
axll P&):%MI 2 ($°serfcosh. + peosi)
La componentg de la segunda cardinal da la ecuaciéon buscada

% MI2(=6 + *serf cosd) = Mglsend

-0+ Q%serdcosd = +? serd

b) Si Q*cosd = ? existe una posicion de equilibrio relativo p@gdademas dé, =
0):
39
cosd, =—
° Q2

Si I?z_gz >1 la posicion de equilibrio es sdfig = 0.

ENERGIA Y POTENCIA EN SISTEMAS RIGIDOS

Miremos ahora la ecuacion que relaciona la poteoaiael ritmo de variacion de la
energia cinética, en el caso de un cuerpo rigido.
En ese caso, el término

donde hemos usado qtl?‘g = —T:ji y recordando que las fuerzas internas estan dsgi
segunt, — T, resulta



Por consiguiente

W= Y RO v +@x (1)) = R (g + @) (1) < B9 =

- e dT
=RY 0, +oMY = —

dt
Recordando la expresion obtenida para la enengéica de un rigido resulta

%:mVG GCZ’Tqu[chb

y por lo tanto la relacion entre la potencia terapade la energia cinética es
consecuencia de las ecuaciones cardinales y ngagueva informacion.
Es inmediato comprobar que

W =R ¥, +wM,

La potencia tiene la misma forma sin importar quétp del rigido se considere.



CAPITULO VIII - ESTATICA DE SISTEMAS RIGIDOS

SISTEMAS VINCULADOS Y ESTATICA

Vimos que las fuerzas que actian sobre un sistenpdian clasificar en internas y
externas. Existe otra clasificacion a la cual cengique hagamos referencia en este
momento. Se dice que una fuerza es vincular siigmewvde la accion de algun vinculo.
Por ejemplo, en el caso de un aro rugoso que ®iad#eslizar sobre un plano inclinado
hay dos vinculos.

1. El disco no puede penetrar en el plano, es degie, @ (& es la distancia al plano
del centro de masas).
2. El disco rueda sin deslizar, es decir que el pdetoontacto tiene velocidad nula.

De acuerdo con el llamado principio de liberaciénlas vinculos que enunciaremos a
continuacion, cada vinculo puede sustituirse porciento sistema de fuerzas. En el
ejemplo,

1. N20
2. OTOS< PN N/\
A

dondeyl, es el coeficiente de friccion estética, T y N Emfuerzas vinculares.

Vamos a enunciar dos principios que son constamienusados en mecanica aunque en
general no son enunciados explicitamente. La ragon la cual es necesario
introducirlos es debido a que las nociones de cudgido y vinculo son producto de
idealizaciones. Si uno trabajase con las particelasientales que componen dichos
cuerpos y las fuerzas fundamentales que imponémcobsnes a su movimiento, estos
principios no serian necesarios.

Recordemos que se llama vinculo a toda restricgidnovimiento de un sistema. Por
ejemplo, un rigido es un sistema vinculado, yadpaon un par de sus puntos P y @, (
- rQ)2 = cte. independientemente del tiempo. Sabemos qos esiculos reducen el
namero de grados de libertad (que en principi@adrifinitos en un sistema continuo) a
seis coordenadas independientes. Cuando un virssulpuede expresar como una
funcidn de las coordenadas y el tiempoy,f(o, ...,rn, t) = 0, se llama holénomo. Los
vinculos del rigido son holénomos. Un ejemplo decwio no holbnomo es un gas
contenido en una caja. En este caso los vinculosxpeesan por un conjunto de
desigualdades:

o<sr<d,a=1,2,3.

Volvamos al ejemplo ya mencionado de disco que sevesobre un plano inclinado.
En principio, para describir el movimiento de ugidd en un plano se necesitan tres
coordenadas, dos para el centro de masas Yy elcadgubtacion. Si el disco permanece
apoyado sobre el plano inclinado,



y = R, y ademas la condicion de rodadura impgne @,

Y
Ve =Vo+twO(rg—ro)
X x1=6KORI=-ROI
X+RE=0
X
0
o)

por lo que el sistema tiene dos vinculos holénoynas solo grado de libertad.

El principio de liberacidnestablece que los vinculos se pueden sustituiiupozas.
Explicitamente dice:

» Dado un sistema fisico S con ciertas condiciongsales C.l., sometido a ciertos
vinculos V' V” y a un sistema de fuerz&s dicho sistema tiene la misma evolucién
que el sistem& con condiciones iniciales C.I. sometido a lasZasF [0 F(V') y a
los vinculos V.

Por ejemplo, en el caso del rigido circular qualausin deslizar, se puede pensar como
un sistema de particulas sometido a los vinculasgiez, de apoyo sobre el plano y a
los de rodadura. El principio de liberacion dices qapdemos sustituir parte de los

vinculos por fuerzas vinculares.

/<,
N

» El principio de pasividad de los vinculdge que si existe un sistema de reacciones
vincularesF’ (V') compatibles con el movimiento y con los vinesi entonces el
movimiento del sistema sera tal que permanece kadou

Aplicamos explicitamente el principio cuando
igualamos la reaccion del piso sobre el cuerpo agmy
N = mg, y desechamos la posibilidad de que N > mg.

m . L,

J' d Veremos un caso mas interesante de aplicaciontde es
principio al estudiar el vuelco de un rigido.

]N




ESTATICA

Para que la posicién de un cuerpo sea de equildelme cumplirse que el cuerpo
colocado en reposo en esa posicion permanezcgesor@ara todo tiempo posterior.
Por lo tanto, en una posicion de equilibrio logni@os cinéticos de las ecuaciones
cardinales deben anularse, es decir,

Iféext =O’I\7|gxt =0

Como M =ME) +RE) O(f -7, ), el momento de las fuerzas externas respecto de

cualquier punto debe anularse. Reciprocament&R®§i= 0 entoncesag = 0, la
aceleracion del centro de masas es nula, de maalsi @l cuerpo se coloca inicialmente
en reposo, se cumplirdg = 0 para todo tiempo, por lo que el centro de masa
permanecera en reposo. Ademas, ctac™ = 0,

—Npext — ~ 1 = -
0=Mg'=llgw+w0llgw=lg @
ya quew = 0 inicialmente.

Por lo tanto, ik @ = 0y en un sistema de ejes principales se cumple

|XwX
l,@, [=0
IZCi)Z

donde los | son los momentos principales de ineBii¢os tres momentos son no nulos
seraw= 0 para todo tiempo. Si uno de los momentos pailes es nulo (por ejemplo

), oy podria ser no nulo, pero en ese casn (y;° + z%) = 0, lo que implica que todos

los puntos del rigido estan sobre el eje Gx. En as® el rigido es una barra
infinitamente delgada orientada segun Gx y la iétade la barra alrededor de dicho
eje es irrelevante.

Por consiguiente, la condicion necesaria y sufteigrara que un rigido se encuentre en
una posicion de equilibrio es que se anulen lalteeste y el momento respecto a un
punto arbitrario de las fuerzas externas.

Ejemplo 1: Una barra AB de longitud 2d y masa M esta apoyadaun punto P que
dista d/2 de una pared vertical. El extremo A dedlaa se apoya en la pared vertical.
a) Suponiendo que no hay friccion entre la barla yared determinar el angujode
equilibrio.

b) Suponiendo ahora que hay friccion, determinamilimo coeficientqu para que
¢ =174 sea una posicion de equilibrio.

RE =0



B implica

Nserg -T =Mg 1)
Ncosp —-R=0 2)
MP =0
implica
Nd,, — Mgdseng =0 3)
d,seng=d/2 = Nd_ _ Mgdsens
A 2seng

es decir, N = 2Mgsert ¢ 5v Mg
1) = T=-Mg(l-2ser¢) Tl \N
2)= R = 2Mgsert ¢ cosg Al TR

Caso a) Si no hay friccioin=0
1
sef¢g = 1/2= = Arsen.—
¢ ¢ 32
¢ =525° = 097rad
Se debe verificar ademas dee 0, lo que se cumple para/2 > ¢ =0.
Caso b)

TI< iR
‘1— 2sert ¢‘ < 2usert ¢ cosg

p=mld=1-1//2<s w2 12= u=-/2-1

Obsérvese que gi es menor qua@—l el equilibrio se romperia con la barra
deslizando hacia abajo.

Ejemplo 2: Un disco de radi®® y masaM esta apoyado sobre una placa rectangular de
baseay altura4R con masan. No hay friccion entre disco y placa.

a) Determinar el minimo valor de a para el cual@shge el equilibrio.

b) Determinar el minimo coeficiente de friccion enfpéaca y plano inclinado
compatible con el equilibrio.

c) ¢, Qué ocurre sn=2M, 1=0,8 y a=2R?

Equilibrio del disco: Para no tomar en considenadas fuerzas en el punto de contacto
del disco con el plano imponemos



MC:O—NR+MgR%mZ=O

M
M=

Equilibrio de la placa: El principio de pasividaé tbs vinculos asegura que si es
posible aplicar la norma; en algun punto de la base de modo que haya etpiiléste
no se rompera.

La ecuacionR® =0 implica
mgsen30 + % =T,

(m+M)g

= T,= >

J3

mgcos30=N, = mg7

MO =0= N,x - 2ngser80—§mgcosBO+%R =0

a) Habra equilibrio si0 < x<a

X = M +2m R = M +2m <2 es la condicion para que no vuelque
m-/3 m/3 "R '
b) Para que no deslice
m+M _ /Jmﬁ
2 2

c) Sia=2Ry m=2M no hay vuelco y hay deslizamiento.

Ejemplo 3: Un caso hiperestaticdJna escalera de longitudl ¢ masam esta apoyada
sobre el piso con coeficiente de friccidsx 0,4 y sobre la pared con coeficiepte 0,2

y forma un angulax con la horizontal. Un pintor de mab&=2m esté subiendo por la
escalera y se encuentra a una distashdiel piso.

Determinar el maximo angule que permitiria al pintor subir hasta el extremolale
escalera sin que ésta deslice.

R® =0 = N,+T =(M +m)g
N =T, T,20

MP =0 = mglcosa + Mgd cosa — N2l sena = T2l cosa =0



4 mg , Mgd

-Ntga-T =0 *
5 s g *)

>
A

Observe que tenemos tres ecuaciones y cuatro inadgy las fuerzas no quedan
determinadas por las ecuaciones del equilibriodiBe en este caso que el sistema es
hiperestatico.

Resolvamos primero el caso llamado isostatico em ejucoeficiente de rozamiento
entre escalera y pared es nulo.

T, =N
-
N, =3mg T
—
mg(l+2dj—tha=o N
2 I
N, =19 (1+2dj
2tga I Mg
mg
ComoT;=N >0 A T,
<_
1+(y T N1
T,0,43mg) = tga = 2

6x(04)
el caso més restrictivo es cuando el pintor ocagmsicion mas altd=2|

tga =>25/12
Miremos ahora ataso hiperestaticacond=2I

La ecuacion(*) implica, usando M=2m,
= 5mg —-tgaN
2

Las demas reacciones, en términoddws quedan:

- mg

N, =— +tgaN
175 g
T=N
Las condiciones de equilibrio son:
Tl < /'IlNl
T|< i,N

Que implican las siguientes desigualdades:



1 m
1) tga =— -
) tg 5

H

Z‘@

2) tga

\V)
JE
|
=

2
251

5mg
3)tgas——+
) tg 5N H,

t!-:l"'min

08 1 12 1.4 16 18
Mg

En un grafico conrN como abcisa, la ecuacion 1) nos dice que los vakenisibles de

tga estan por encima d&——% la 2) que estan por encima ézlénl\l—g—yz y la 3) que

H

estan por debajo dgz%+,uz (las zonas excluidas estan en sombreado en éta@raf

La region de parejas admisiblé‘si,tga) tiene un extremo inferior que corresponde a la
interseccion de 1) y 2) y define al minimo valosipte para laga :

th’ =5_ﬂlﬂ2 =ﬂ'

min 6 ’ul 20

Existe una forma geométrica alternativa de travar problemas hiperestaticos. Esta

basada en el concepto de sistemas de fuerzas kEougso Se dice que dos sistemas son
equipolentes si tienen igual resultante e igual erttm respecto de un punto. Como en
las ecuaciones cardinales so6lo aparecen la remiljasd momento total respecto de un

punto, dos sistemas equipolentes tienen el misgwicefisico.

Reducir un sistema es sustituirlo por otro, magknequipolente al primero.

Un par de fuerzas esta constituido por dos fuesagas lineas de accidn son paralelas y
que tienen la misma magnitud y sentidos opuestospél tiene resultante nula y
momento respecto a un punto cualquMrauya magnitud es igualFea.

Dos pares con el mismo momento son equipolentes.

Todo sistema de fuerzas se puede reducir a unzafapticada en un punto arbitrario O
y a un par. En efecto dado un sistema de fuerzzmnSesultanteR y momento total
respecto deO=M, , dicho sistema es equivalente al sistema S' ¢anfuerza R
aplicada en O y un par cualquiera con momenio

Un sistema S de fuerzas aplicadas en los puntd® se puede reducir graficamente a
una fuerza y un par usando los siguientes propesdad



1) Si las fuerzas se desplazan a lo largo de susslidleaccion dan lugar a sistemas
- equipolentes.
‘ En efecto, es inmediato probar gteaplicada en A
/F tiene el mismo momento respecto a un punto
. cualquiera que F aplicada en B.

2) Una fuerza apllcada en A es equivalente a unaagaien otro punto cualquiera B

- mas un par. Es inmediato a partir de la figura.
/ E

3) Un sistema formado por pares equipolentes a un
solo par con momento igual a la suma vectorial ate homentos de cada par.
Trivial, ya que ambos sistemas tienen igual restdtgnula) e igual momento
respecto a cualquier punto.

Volviendo al ejemplo de la escalera

La fuerza total en el piso apunta en una direccémprendida entreg(3, -77) y
tg(_ B+ 77), concotgp, = 4

La resultante de las fuerzas reactivas en el pisopared
tendra un punto de aplicacion en el interior dezdaa
rayada y debe apuntar segun la vertical haciaaar®u
momento respecto a A sea maximo cuando el punto de
aplicacion se desplace hasta P de coordenb(gag). Es

facil ver que las rectas

——ga+ 52I cosay

= —la +2|.cosr
5

se cortan erx —%)I COS"@ —tgaj . Tomando momentos respecto de A resulta

2mgdcosa + mgl.cosa - 3m42l.cosa —%(g - tgaD =0

para el caso extremo d=2I.



ANGULOS DE EULER

Al estudiar como cambia ante una rotacion de jes eoordenados el tensor de
inercia de un solido rigido vimos que las rotactorse describen por matrices

ortogonales.

0 sea que

X

Si r = (x,,2) son las coordenadas de un punto
respecto al sistema “fijo” ¥y = (x,y’,z") las coordenadas
respecto al sistema rotado

r =Z/1ijrj’
J
r?= ZZ/‘” rj';/tkrk' =r2=30,1,1’
i

es decir
Z/]ij Ay =0y

Z/ﬂi A =

AA=l = A=
AA=AA =1
En general las coordenadas respecto a un sistema

trasladado y rotado estaran relacionadas con @slecadas
respecto al sistema original por

1) r,=r,+Ar/
Derivando respecto del tiempo

2) v, =f, =V, +4r,
donde hemos usado que el sistédxay z"es solidario con el

rigido. De la ecuacion 1) resulta

y por lo tanto

Definamos la matriz

entonces

r= =)=, )
v, =V, + AN (rp —ro)

T=AN

v,=v,+T(r -r)

Es facil ver que T es antisimétrica

derivando respecto a t

0 sea

AT =1

AN+ A4 =0
N = A4 ==(Ax)

T=-T"



€en componentes

T. =-T.
ij ji
Si se escribe la matriz antisimétrica en compaent
O T12 T13
T=|-T, 0 T,u
—Ty —Tyu O
Y si se definewy = - Tz W =-Ts w3 = -T;2  se puede ver que

Tv=wxvdondev es un vector cualquiera. En efecto

0 -w w |V, Wy — WV,
Ws 0 T |V | Z | WV T WY,
-—w, W 0 N\v, -—w,V, + WV,

que son los componentes dex v, y se recupera la distribucion de velocidadesren u
rigido.
v, =V, +T(r, -1,)=v, +@x(r, -1,

La novedad es que hemos establecido una relactém lanvelocidad angulap
del rigido y la transformacion ortogorfalque pasa del sistema fijo al sistema solidario
con el rigido.

Vamos a ver que la matriz de rotaci¥rse puede expresar en términos de tres
angulos, llamados angulos de Euler. En efecto seleppasar de un sistema a otro
cualquiera mediante tres rotaciones sucesivas.eRyirse rota el sistema original un
angulo¢ en sentido antihorario alrededor del eje Oz. Liaw®e a los ejes resultantes
0O&n¢ . Luego se hace rotar este nuevo sistema un arfjudbtrededor de ©
obteniéndose el sistema&@ (" . El eje G = O es la interseccion de los planos xy
con&'n’ y se llama la linea de nodos. Finalmente se dismejes @n’¢ alrededor de
" un angulop en sentido directo, obteniéndose el sistema Oxtie puede pensarse
como solidario con el rigido. Los tres angulos dieE, 6, P determinan la orientacion
de OX'y'z" respecto de Oxyz.

Como hemos visto dado P de coordenadagxzo sus coordenadas respecto de
0O&nd son

Toe = Dy
cosp senp O
con D=|-sengp cosp O transformacion ortogonal.
0 0 1
Analogamente

oo = Clepe



1 0 0
con C=|0 cosfd serd

0 -send cosf
y
rX'y'Z‘ - Brf’n’(
cosy seny O
con B=|-seny cogy O
0 0 1

Por consiguiente las coordenadas en el sistendasolir =r,
por

v+ ©€stan dadas respecto

a las coordenadas en el sistema fijo=r, ,

r'=BCDr

y la transformacion inversa sera
r=D7C"'B™r

Las correspondientes matrices seran

COSY cosp —cosdseng seny —seny cosy —cosfdseng cosy sendsenp
A=DTC™'B™ =| cosyseng +cosgcosgseny -—senysenp +cosdcospcosy -—sendcosp b
sendseny sendcosy cosd

AT =271

La velocidad angular de Ox"y z" respecto de Oxypwsede calcular recordando
que

T=A1

es un tensor antisimétrico cuyas componentesadanusando el teorema de adicion de
velocidades angulares que da el resultado en forasasencilla ,
W= ge, + &, +ye,
e,,&;,€, son respectivamente los vectores unitarios enrégaon Oz ,@ .,y OC'.
Vamos a expresar la velocidad angular en los exgg 9Ox’y z". Para ello expresemos
€, = cosge, +senge,

y
€, =seng senee, +cosg senk, + costk,



Las componentes d&. se pueden obtener a partirXl@bservando que las coordenadas

0
de &, =&, en el sistema solidario son0| y las coordenadas en el sistema fijo son
1
0 sendseng
Al 0| =| —sendcosyp
1 cosf
Se obtiene

w=(g +ycosd)e, +(@senp -y serdcosp)e, + (@ cosp +ysendseng Je,
Por otro lado en los ejes solidarios

e, = cosye, —senye,
e, =senysende, +sendcosye, +costk,

0
que se obtiene mirandd | 0 |. Por lo tanto
1

w=(p +@cosde, + (- dseny + psendcosgp)e, + (fcosy + g sendseny)e,

gue son las componentes d& en los ejes solidarios con el rigido.

Aplicaciones.

Ejemplo | Usando los &ngulos de Euler expresar los vincglas satisfacen dichos
angulos cuando la esfera rueda sin deslizar sobpéano.
Las coordenadas del centro de masa s@1y€x0)

v, =0=v, +ax(r, - 1)

En el sistema Oxyz, —1; = -RK .
Conviene usat en los ejes fijos.

Xg 6 cosg + i sendseng 0
0=y, |+| Osenp —ywsenbdcosp |x| O
0 @ +cost -R



X; — ROseng + Ry sendcosg =0
Y, + ROcosp + Ry sendseng =0

Al contrario de lo que ocurre con el vinculo ddadura de un disco ,que es
integrable
X+RA=0 = x+R@O=cte.

y por lo tanto holonomo. Los vinculos de rodadwdadesfera son no holbnomos. No
pueden ponerse como

f(xy,6,6,¢)=0
a(x y,8,4,40)=0

en efecto si se pudiesen integrar , los vinculassendrian

of  of  of . of . of
— X+—Vy+—O0+—p+—y=0
ox oy Y 06 0p? T ou?

lo que implica que las derivadas cruzadas de leficdentes deben ser iguales. Por
ejemplo
of _ of of of

0 =
%060  aDx 0By  ayde

La primer relacion se cumple : es0=0

la segunda
of
= Rcosfdco
oy %
of _ or seng -0
oynd oy

no se cumple, por lo que los vinculos son no hattom

Ejemplo Il Una placa triangular is6sceles con angulo alogrecto y de lade, se
mueve de modo que el vértice B se desplaza ado t#el eje Oz, el lado AC esta
apoyado sobre el plano horizontal y C se muevdado de Oy. Calculan en funcién
de uno de los angulos de Euler.

Los ejes solidarios se pueden describir usandejéssintermedios por el origen Oxyz
paralelos a los solidarios mediante los &nguldsuder¢, 6. El anguloy es nulo.

w=@gK +d = @K + Gcosfl + Gsengd



= ¢costk + psendf + G
r, =OB = acos{g—ej K = asedK

r, =OA=acosd sepl —a co8 cags
r.=0C=r,+ai =a(cosd sepp+ cog N+a (cd cgsr senl)

Como C se mueve sobre Oy

cosd tgp = -1
¢ _  send
cod¢y cogl
cog g = 1 _ 1 _ cos 8
1+tg°¢ 1+cos’@ 1+cosé
~ o p=- send
1+ cos’ 8
— @=-—Y xaq,
1+cos @4

Ejemplo lI. Trompo simétrico con un punto fijo.

Los ejes Ox'y'z’ son ejes principales ya que el@j es eje de simetria de revolucion.
O es un punto fijo del rigido. Los angulos de Edkterminan completamente la
posicion del rigido6 da la inclinacion del eje z mide la precesion del trompo
alrededor de la vertical ¢ mide la rotacién del trompo respecto a su eje z'.

Seal la distancia del centro de masas al punto fijou@go

por ser de revolucion.

1. .1 1
T = WX Ilow=§l (W) + @) +§I N

W= e, + 66 + e,
= (@ + Pcosd B, +(Ppsend cogy - FIseny g, +(Gcosy + Ppsend sew k.
W+ = ¢’ serf 9+ 67
Wy = (f + pcosf ¥
= T=%I1(¢>Zser?0+92)+%|3(¢/+¢cosé?)2



y la energia potencial debida al peso:
U = Mglcos5.

Las fuerzas reactivas actuan en O fijo, entoncesalzan trabajo, por lo que la energia
se conserva, 0 sea que

T+U :%I1(¢25er120+92)+%|3(¢/+¢cos€)2+ Mgl co¥=E (1)

es una ecuacion de movimiento que solo involucriza#as primeras de los angulos de
Euler.

Las otras dos ecuaciones del movimiento las ob¢éemols usando la segunda cardinal
respecto de O:

o _ ..
t
Como
MO = Iéz X (_Mgéz)
M@, =0
Mo, =0
Lo =l (w,&, +w,e)+ lw,e,
d(Lo [&,) 0 = L&, =cte= L,
dat |,
e, =send se/e, +send cog/g, +cof g
entonces

Il[(écosw+¢sen€ seqy )sefl sen+ —@seny + @send cogy )seh cqﬂ+
(@ +pcosd)cod= (, sehd+l, c8F Pl grcosh=L,  (2)

es la segunda ecuacion de movimiento que nuevanmolecra solo derivadas
primeras de los angulos.

Finalmente
ao| oo dG®)| ;g
dt . dt . dt |-
pero

entonces



L, =lw, =1,(@+¢cosd) =cte=L, (3)

gue es la tercer ecuacion de movimiento buscada.
Las ecuaciones (2) y (3) permiten elimigigr en funcién dé:

L, -1.,¢cosd
@ = ¢="r——"— f¢
3
y sustituyendo en (2):

(I,serf @+1, codd p+(L,-1 pcosd)cod=L,.

Es decir
L, -L,cosd
:¢7‘// 4
? |, serf @ )
L, (L,-L,cosf)co¥
=t (5).
5 |, serf &

Obsérvese que hemos dividido @t 8 que se anula pafe= 0, por lo que debemos
estudiar aparte el caso en que eje del trompopzada vertical. No pretendemos hacer
aqui por falta de tiempo un estudio completo detmsibles movimientos del trompo.

Nos limitaremos solo a mostrar algunos de sus [Bssdmmportamientos.
Para ello usaremos la ecuacion (1) y recordaremes q

—

L, =L,

L2
=% =cte
|3
(- 1 2_1 42 N2
E'= E_EISwz' _§|1(¢ serf 8+ 6%) + Mglcosd

y sustituyendap

(L, -L,cosf¥

1,
=1,6% +
! 21, serf @

2

+ Mglcosfd=E'

gue puede escribirse como
1 . e
§|1e +Vef(0) =E

con



(L, -L,cosfy
V =
o (6) 21, serf 8

+ Mgl cos5.

En general el movimiento estara comprendido engé@hgulo®, y 6,. Para E = E,
energia igual a ¥ minima, el angulo es fij6é = Bo.

L, -L,cosd L,serfd(L,-L, cod
oty )zco + oLy ) Mgl send
|, sert @ |,ser’ @
Vi (6,) =0

Vg (6) =

Seax=L,-L,cosd,, entonces
cosg,x* - L, serf g,x + Mgll, serf 6, = 0.
Ahora,x deberia ser real, por lo tanto

L, serf 6, — 4cosg,Mgll, serf 4,20
IS0 = L, =2 4Mgll , cosh,

w, 2|24/Mglllcos¢90 :

3

El trompo giraré con inclinacion fija solo si suoa@dad angular de rotacion alrededor
de su eje de simetria es mayor que cierto valatdique crece cocosf, . Sif = 12

no hay velocidad angular limite, siempre es posbhaovimiento con angulo
constante.

Si E’ > E’; el movimiento se produce enfiey 6,: 6; > 0> 6,: La ecuacion (4) permite
ver queg puede en algunos casos cambiar de signo. Puedetozs situaciones segun

¢ sea siempre positiva, se anule ghrab;, o que cambie de signoﬁf@2 <0 mientras
que ¢| 5 > 0.

Dichas situaciones se representan graficamentesesiguientes figuras descriptas por la
interseccion del eje de simetria del trompo conasiera.






