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Practico 4

1. Sea H={0 € 8;: o(4) =4}. Probar que H es un subgrupo de S4 que no es normal.
2. Probar que si H es un subgrupo de indice 2 de GG, entonces H es normal en G.
3. Para este ejercicio conviene recordar el ejercicio 14 del Practico 2.
a)
b)

¢) Probar que todos los subgrupos de @ son normales. (Notar que @ no es abeliano.)

Determinar todos los subgrupos normales de Dy. Identificar Z(Dy). Sug.: Recordar el Pr. 1.

Encontrar dos subgrupos H C K C D4 tales que H << K y K <1 Dy, pero H no es normal en Dy.

4. Si G es un grupo y g € G, definimos Int, : G — G mediante Inty(z) = grg~!, para todo = € G. Sea

Int(G) = {Inty : g € G}. Probar que Int(G) es un subgupo normal de Aut(G) isomorfo a G/Z(G).
5. Un subgrupo H de un grupo G se dice que es caracteristico si p(H) = H, para todo ¢ € Aut(G).

a) Probar que todo subgrupo caracteristico es normal.
b) Dar un ejemplo de un grupo con un subgrupo normal que no es caracteristico.

c¢) Probar que si H es el tnico subgrupo de G que tiene cierto orden n < oo, entonces H es
caracteristico.

d) Probar que si G es ciclico (finito o infinito), entonces todos sus subgrupos son caracteristicos.
e) Probar que si G es un grupoy K C H C G son subgrupos tales que K es caracteristico en H y

H es normal en G, entones K es normal en G. Comparar con el ejercicio 3b.

6. Sea G un grupo tal que |G| = pn, con p primo y p > n. Probar que G tiene un tnico subgrupo H de
orden p. Deducir que H es normal.

7. Probar que si H es un subgrupo ciclico y normal de GG, entonces todo subgrupo de H es normal en G.
8. Probar que si G es un grupo tal que G/Z(GQ) es ciclico, entonces G es abeliano.

9. Sea G un grupo, el conmutador de g, f € G es [g, f] = gfg~'f~!, para todo g, f € G El conmutador
de G es el subgrupo [G,G] = ([g, f] : 9, f € G). Probar.

a) Sip:G — F es un morfismo, entonces ¢([g, f]) = [¢(9), ©(f)], para todo g, f € G.

b) Valen [g, f]' = [f,g] v hlg, flh~! = [hgh_l,hfh_l], para todo g, f,h € G.

¢) Vale [G,G] <Gy G/|G,G] es abeliano. El grupo G, := G/[G, G] se llama el abelianizado de G.

d) Si N <G es tal que G/N es abeliano, entonces [G, G| C N.

e) Si H es un subgrupo de G y [G, G| C H, entonces H < G.

/)

Si ¢ : G — F es un morfismo, siendo F' un grupo abeliano, entonces existe un tinico morfismo
@ Ggp — F tal que @(g) = ¢(g), para todo g € G.

g) SiG=D,={(ab: a®>=b"=1, ba = ab"!) el diedral, entonces [G,G] = (b?).

Probar (D3)ab ~ 7oy (D4)ab ~ 7o D Zo.



10. Sean my, ..., my enteros positivos tales que mcd (m;, m;) =1sii# jy sea m =my---my,.

a) Probar que tiene sentido definir « : Z,, = Zyy, X -+ X Zp,, por o(T) = (T,...,T), Vr € Z.
b) Probar que « es inyectiva. Concluir que « es un isomorfismo de grupos aditivos.

¢) Observando que « preserva el producto concluir
B3 (T X -+ X Do) = Ly o X T,
como grupos multiplicativos.

11. Se define la funcién de Euler ¢ : Z" — Z* mediante
on)={a: 1<a<ny mcd(a,n) =1}, VYneZt.

a) Probar que p(n) = |Z¢| = |Aut(Z,)|, para todo n € Z*.

b) Sean my,...,my enteros positivos tales que mcd (m;, m;) = 1sii # j y sea m = my---my.
Probar o(m) = ¢(mq) - - - @(m,). Sugerencia: recordar el ejercicio 10.

¢) Sea p un nimero primo y n € Z™.
1) Probar que el mapa identidad de Z induce un epimorfismo de grupos aditivos 1 : L1 = Lpn.
2) Probar que v induce un morfismo de grupos multiplicativos ¢ : Z;nﬂ — Z;n.

3) Probar que ¢ es sobreyectivo y Kerp = {Zg,...,T,—1} siendo z; =1+ip",i=0,...,p— 1.
Deducir ¢ (p™) = (p — 1)p"~ L.

d) Deducir el cilculo de ¢(n) para n arbitrario.

12. a) Sean a € Z y n € Z*. Probar que si med(a,n) = 1, entonces a?™ = 1(mod n).

b) (Euler-Fermat.) Sea p un nimero primo y a un nimero entero tal que p fa.
Probar que a?~! = 1(mod p). Deducir que a? = a(mod p) para todo entero a.



