ANUNCIOS

1.- 1er. Parcial: Viernes 13 de mayo hora 16:00. En forma
presencial

2- Segunda evaluacion corta: Desde jueves 21/4 al sabado 23/4.
Unidad 2 (cinematica).

3- Consultas: Clase de consultas: sabados de 9:00 a 10:30 por Zoom.
Enlace en EVA:

https://salavirtual-
udelar.zoom.us/j/854975533897?pwd=TUFHY2c1Z3hvNnFycjNVZUw1b2Y2QT09

Me voy a conectar 30 minutos antes de cada clase virtual por si tienen
consultas a realizar, en todo caso puedo ampliar el rango o eventualmente
poner una clase especial a coordinar.



08 - Movimiento en dos dimensiones

‘Movimiento del
proyectil.
‘Ejemplos.

Expulsién de lava de una erupcitn volcanica. Advierta las trayectorias
parabdlicas de las brasas proyectadas al aire. Todos los proyectiles siguen

una trayectoria parabdlica en ausencia de resistencia del aire. (© Arndt/
Premium Stock/PictureQuest) )



El desplazamiento de un objeto se define
como el cambio en su vector de posicion:

AT =T, — T

La velocidad media de un objeto durante un

intervalo de tiempo At es su desplazamiento Ay
dividido entre At :

AT
At

y La posicién en el tiempo 7,.

=Ar

Ar

=3

med =

El vector
desplazamiento Ar
apunta de Py a P,.

La posicién en
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Trayectoria de la particula
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Vector velocidad media de ... ﬂ?
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La velocidad instantanea de un objeto es el limite y
de su velocidad media cuando At tiende a cero.

Ar

El vector velocidad \

instantdnea v es \ P 4
tangente a la trayectoria
en cada punto. *,

el recorrido a lo largo de la linea tangente a la
trayectoria del objeto y con el sentido de su
movimiento.

Obviamente las unidades de estas velocidades
vectoriales en el S.I. son m/s.

. Trayectoria de la particula
El vector \'F‘Iﬂtidﬂd instantanea s ) Ar dr
de una particula ... v = lim =
Ar—U0 At dt
_.*"'T r..
... es igual al limite de su velocidad media cuando ... Y es igual a la razdn de cambio
el intervalo de tiempo se aproxima a cero ... instantanea de su vector de posicion.
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La aceleracion media de un objeto durante un u Av 'l_?f —U;

intervalo de tiempo At es el cambio de velocidad Av Q4 — At At
dividido entre At :
a) b) %

—
7
-

R = :h

=l -
]
};" Este automoavil acelera frenando &
4  mieniras recorre una curva vy
{5u velocidad instantinea cambia
P lanto en magnitud como en direccion). P,
]
! ! # ;
Para deh‘:_l;mmnr jf' &m;!enw!r.‘m mm:,“ del La aceleracién media tiene Ia misma direccién
automdvil entre Py y P,, primero obtenemos que el cambio de velocidad, AT,

el cambio en la velocidad Av restando
v, de v5. Observe que ) + Av = 0.

Cambio en la velocidad de la particula

I|"_..".---!Illlni--"..._"

Vector aceleracion media-..._ '1.- B
de una particula durante w, AU vy—wv :ﬁ;’;ﬂzﬂ final

el intervalo de tiempo Amed — A v sla

det,at, Y ‘:2 b velocidad inicial

Intervalo de tl:ElTlpD Tiem[:;a-.ﬁuﬂj menos tiempo inicial 5



Resumen: desplazamiento, velocidad y aceleracion en dos

dimensiones
La aceleracion instantanea de un objeto es el limite — _ ;.. — _ . Av
\) : : a=lima, = lim—
de su aceleracion media cuando At tiende a cero. At—0 At—0 AL
El vector aceleracion ..., Av dv
instantanea de una E —= lim —=—
|_"|,'ll":i.'..'].||';| = T Ar—0 ..'if ‘{r

.. 5 1gual al limite de este vector aceleracion media

cuando el intervalo de tiempo se aproxima a cero ...

ATENCION:

Un objeto puede acelerar en diferentes
formas:

1) La magnitud del vector velocidad (la
rapidez) puede cambiar con el tiempo.
2) La direccion del vector velocidad
puede cambiar con el tiempo, incluso si
la rapidez es constante, como puede
suceder a lo largo de una trayectoria
curva.

3) Tanto la magnitud y la direccion del
vector velocidad pueden cambiar al
mismo tiempo.

y es igual a la razon de cambio

instantanea de su vector velocidad.

% ..... ']-;l['[ll__*ci]'lx’ a la

Componente trayectoria en P,
de a paralela

- - I: v rr"; .
LR Eaye s, — = ==> Trayectoria de

- -
ay la particula
s
a
_'.l
a, .+Normal a la
! :: . trayecloria en ' g

Componente de a
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MOVIMIENTO DE PROYECTILES

« Un proyectil se mueve en un plano vertical Modelo:
que tiene un vector velocidad inicial Up. Proyectil como particula.
» Su trayectoria depende solo de vy y de la
aceleracion hacia abajo debida a la gravedad. *Aceleracion gravedad
y constante tanto en
| magnitud como en
= direccion.

a o Se ignoran efectos de la
resistencia del aire, como
\ curvatura y rotacion de la

—— X
0| Tierra.

El movimiento del proyectil siempre se limita a un plano
vertical, determinado por la direccion de la velocidad inicial.

La aceleracion gravitatoria es exclusivamente vertical y no puede
acelerar al proyectil de forma lateral.

Movimiento es bidimensional.



MOVIMIENTO DE PROYECTILES
Ecuaciones de movimiento:

Como segun x es un movimiento rectilineo uniforme (a,=0) y segun
y esun movimiento rectilineo con aceleracion constante (ay= -9)

Aceleracion: a, =0 a, = —g
Velocidad: v, = vy, Uy, = Vpy — gt

.y 1
Posicion: x = xg + Vg, t Y=Y+ Voyt — E‘gtz

Vgxr = Vp COS Qg Voy = Vp SIN @y



MOVIMIENTO DE PROYECTILES

En la cima de la trayectona, el proyectil tene veloaidad vertical
cero (vy = ), pero su aceleracion vertical adnes —g.

.}I 4 -5 L
» D2 Y
o o T e o o ol )

S¢ encucntra en movimiento

'ﬂ] "'Pd' : o !I
I S
Yty ! .. Uy "BY 1l v
it ! . Verticalmente, ¢l proyectil
1
I
I
I

,;"' : Uiy Uy : " de aceleracidn constante en
. i : Y : | Tespuesta al urdén gravitacional
o . ‘a}. = —g i N i 1 delaTierra. As, su velocidad
’ ' i '“\\ : verucal cambia en cantidades
oy i | : N Uiy : iguales durante intervalos
| : i \ i detiempo iguales.
i 1 1
iy i | ! A h
i i i Wy X s )
0| Vo ! : i '
| i i : t
] i I I 1I
] ! ! 1
i1 Upe i iy i Uy I U3y '
-ﬂ— —————— H ——————— -ﬁ- —————— —M-— —————— K ]

Horizontalmente, el proyectil se encuentra en movimiento de velocidad constante: su aceleracién honzontal
es cero, por lo que se mueve distancias en x iguales en intervalos de tiempo iguales.

Movimiento parabodlico del modelo de proyectil



MOVIMIENTO DE PROYECTILES

Otras expresiones:

Maodulo del vector posicion:

Rapidez del proyectil (mddulo de su velocidad): v(t) = ’sz + v}

Direccidn de la velocidad, en términos del angulo o ORI 4

que forma con el eje +x: Uy
g
£ 4 . s = tEl Y g
Ecuacion de la trayectoria (parabola): y(x) = (tan ao)x 2vicos?ag N

Para lanzamiento con altura de lanzamiento igual al de llegada:

r(t) = x()? + y(t)?

., Vosinag
Tiempo en que se alcanza la altura maxima: DR N
AW . vgsin‘a,
Altura maxima alcanzada: EINNME S RN AN S
2g AN v2 sin 2a,
= x EALLELA R LA RA LY
Alcance:
U5

Alcance maximo para %o = 45°
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MOVIMIENTO DE PROYECTILES

Los hechos importantes del movimiento de un proyectil se pueden
resumir como sigue:

1. Siempre que se omita la resistencia del aire, la componente
horizontal de la velocidad v, permanece constante porque no existe
componente horizontal de la aceleracion.

2. La componente vertical de la aceleracion es igual a la
aceleracion en caida libre -g.

3. La componente vertical de la velocidad v, y el desplazamiento
en la direccion y son idénticos a los de un cuerpo en caida libre.
4. El movimiento de proyectil puede describirse como una
superposicion de dos movimientos independientes en las
direcciones x y V.

ATENCION: En la altura maxima que alcanza el proyectil solo se anula la
componente vertical de la velocidad, la componente horizontal permanece

invariable.

La aceleracion en la direccion y tampoco es cero en la parte superior de la
trayectoria del proyectil. Solo la componente y de la velocidad es cero.

Si la aceleracion también fuera cero, jel proyectil jamas llegaria abajo!



Aceleracion constante en dos dimensiones

En un caso mas general, pueden existir aceleraciones que tengan cualquier
direccion (efectos de friccion con el aire, friccion superficial, o motores).
Estas aceleraciones, consideradas juntas, forman una cantidad vectorial con
componentes a, y a,. Cuando ambas componentes son constantes, se
pueden aplicar las siguientes ecuaciones:

1

Uy = Vox T Ayt Ax = vyt + iaxtz Vel = vgy% + 2a,Ax
W Ay = AR Vy,% = Vo, % + 2a,A
Vy = Voy t ayt Y = Vgyl + 2ayt vy~ = Voy a, Ay

12



BALISTICA CON RESISTENCIA DEL MUNDO REAL
Efecto de la resistencia del aire

3.20 La resistencia del aire tiene un
efecto acumulativo considerable sobre el
movimiento de una pelota de béisbol.

En esta simulacion, permitimos que la
pelota caiga por debajo de la altura desde

la cual se lanzo (por ejemplo, la pelota
podria haberse lanzado desde un acantilado).

y(m)

100 F  vp=350mfs, ay = 53.1
50 —/
. I 9 SO
0 100 200 300

Sin resistencia
del aire

Con resistencia
del aire

Velocidad inicial de la pelota de béisbol:

La friccion del aire tiene un efecto
apreciable sobre los proyectiles, en
especial los que son ligeros y rapidos;
la resistencia es proporcional al
cuadrado de la velocidad.

Una pelota de béisbol bien bateada, que
dure mucho en el aire, puede perder
hasta la mitad de su rapidez inicial, y
llegar s6lo un poco mas alla de la mitad
de lo que hubiera llegado sin friccion.
Una bala de rifle (sélo con unos 150 g
de masa) disparada a 0,6 km/s, lo cual
es bastante, sufrira mucho la friccion. Si
no hubiera resistencia, tendria un
alcance maximo tremendo de unos
40km.

Debido a la resistencia del aire, no es
probable que la bala llegue mucho'mas
alla de 4 km.

13



MOVIMIENTO DE PROYECTILES

Masa Diametro |Rapidez desalida [Calculado |Real

Arma (kg) (mm) \(m/s) (km) (km)
Lanzagrandas 0,23 40,00 76,00 0,59 0,40
Mortero 4.2 81,00 240,00 5,90 3,74
Pistola Cal. 0.45 0.00162 | 11.40 262.00 7.00 |1,50
Mortero 11,80 |106,70| 299.00 9.10 |5.61
Cafion/obus M198 43.00 155,00 376,00 1440 |9.87
Canon/obus 8 pulg.

MI 90.70 203,00 594,00 36,00 |16.60
Rifle M-14 0.00101 | 7.62 853.00 74.00 |3.70
Rifle M-16 0,0036 5,56 991,00 100,00 | 2,60
Gran Berta 120,00 |210,00 2000,00 407,89 115

El Gran Berta (1918): El fuego se hacia con un angulo de elevacion de 52° vy el
proyectil describia un enorme arco, cuyo punto culminante se encontraba a 40 km
de altura sobre la tierra, es decir, bien entrado en la estratosfera.

Este proyectil tardaba en recorrer los 115 km, que mediaban entre el
emplazamiento del canon y Paris, 3,5 minutos, de los cuales, 2 minutos volaba‘en
la estratosfera. 14



ALCANCE DE UN PROYECTIL

Deduciremos las ecuaciones vinculadas a la altura
maxima alcanzada y el alcance maximo cuando se
dispara un proyectil, y la altura de disparo es la

misma que la de llegada, como se muestra en la pi
figura. Y Yo

La altura maxima, se alcanza cuando la componente
vertical de la altura se anula. Llamaremos t* al
instante en que esto se produce.

v, Sin 6
g

La altura maxima se acanza para ese instante:

v, = 1V,8in0 —gt" =0 £

v,sin@y, 1 jv,sing\’
Rl g(_)

= + 1 -'I-E 3
s = V() =1,8In0tL —Egt =vﬂsmﬂ( MW

v, sin® &
}I_ r =
29

Tl

15



ALCANCE DE UN PROYECTIL

Como el tiempo de subida es el mismo que el de bajada, el alcance R= x(2t*)

AN AN { VUys5ind
R=zx(2t") = vycost (2t" )= v,cost IkE —)
g
Teniendo en cuenta que: 2sinB.cosB= sin 26
_ - Yo _ by
FR=2—sinf cosd = —sin2#
L L
Puede verse que: ug

El alcance maximo es cuando 6 =45° y vale: Em:_b_,

1)

Como el seno de un angulo es igual al coseno del angulo complementario, los
proyectiles lanzados desde una superficie plana con un angulo 8 y con un angulo
90- 8 y con la misma rapidez tienen el mismo alcance, pero a mayor angulo de

tiro, mayor altura y mayor tiempo de vuelo.

16



MOVIMIENTO DE PROYECTILES

i\

\

I,

Aunque un lanzamiento con un angulo de 45° produce el maximo alcance para
terreno plano con una rapidez inicial dada, un animal puede en general saltar en
otro angulo por razones relacionadas con sus necesidades o su estructura.

Por ejemplo las langostas a menudo saltan al aire y luego se ponen a volar. En
este caso, el alcance del saltamontes es irrelevante, pero el tiempo de duracion

puede ser significatico. Empiecen a volar o no, las langostas acostumbran a saltar
con un angulo de 45° aproximadamente.

17/



MOVIMIENTO DE PROYECTILES

§ = 45°

il m';%

< 45° k
“ Altura de
a5 RTR K .

f g,
f G“- ——————————— h‘-"“ —————————
H‘.r" 1
J/ M;}%
- ,
Ny

\y

V//////////////////7///////////////////////////AV}’/ﬁ

Lanzamiento efectuado por encima del nivel del suelo. La trayectoria para un
angulo de tiro de 45° y otro mas pequefo se cortan por debajo de la altura de
lanzamiento. La trayectoria mas plana tiene un mayor alcance.

Si el punto de llegada esta a mayor altura que el de lanzamiento, el alcance
maximo se alcanza con un angulo de lanzamiento mayor a 45°.

h > o si el lanzamiento es a mayor

I’ v, | o
B = n.tmz( se= g ) R = i || vy + 2gh altura que la de llegada.
Jus + 2gh g\ h < o si el lanzamiento es a menor
altura que la de llegada.
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Vo= 15,0 m/s; h=-2,50 m; 0,4, = 48,5°m

Rymac = 20,3 M; Ryge= 20,1 m; Rype= 19,2 m
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Ordene los angulos de lanzamiento para las cinco trayectorias de
la figura respecto al tiempo de vuelo, desde el tiempo de vuelo
mas corto al mas largo.

y (m)

v; = 50 m/s

100

x(m)

50 100 150 200 250

Respuesta: El tiempo de vuelo estara dado por la componente vertical de la
velocidad inicial, cuanto mayor sea, mayor sera el tiempo de vuelo. Por tanto a
mayor angulo, mayor tiempo de vuelo.



1) Un proyectil se mueve en una trayectoria parabdlica sin
resistencia del aire.

¢Hay un punto donde @ sea paralela a #? NO.

¢Y perpendicular a ¥ ? Sl en el punto donde alcanza la altura
maxima (v, = 0)

2) En el instante en que usted dispara una bala horizontalmente
con un rifle, deja caer otra bala desde la altura del candn. Si no
hay resistencia del aire, équé bala llegara primero al suelo?

Las dos al mismo tiempo!!!

3) Se dispara un proyectil hacia arriba con un angulo 6 por encima
de la horizontal con una rapidez inicial v,. Al llegar a su maxima
altura, ¢ cuales son su vector velocidad, su rapidez y su vector aceleracic)?

v=v5c0s0 1 p=ny;cosh a=-gj 21



Ejemplo

Se lanza una piedra hacia arriba desde la
parte superior de un edificio en un angulo
de 30,0° con la horizontal y con una
rapidez inicial de 20,0 m/s. El punto de
liberacidon esta a 45,0 m sobre la superficie
de la tierra. Omita la resistencia del aire.
a) ¢ Cuanto tiempo le toma a la piedra
golpear la superficie de la tierra?

b) Determine la rapidez de la piedra en el
impacto.

c) Encuentre el alcance horizontal de la
piedra.

H.0m B

Elijo coordenadas como en la figura, con el origen en el punto de lanzamiento.
Vg = Vg €Os flp = (20.0 m/s)(cos 30.0°) = +17.3 m/s

g, — Up sen fy = (20.0 m/s)(sen 30.0°) =

Iy

+10.0 m/s

Ay =y — 3 = vot — 381° —450m = (10.0m/s)t — (4.90 m/s2) £

22



Ejemplo  _450m = (100m/s)t— (4.90 m/s2)22

Si reordeno la ecuacién en la forma estandar y aplico la formula cuadratica , hallo la

\ v
raiz positiva = 4995

vy, — gl = 10.0 m/s — (9.80 m/s%)(4.22 s)

Ty — Wy
= —31.4 m/s

o="Vuv2+ > = V(178 m/s)2 + (—31.4m/s)?
= 359m/s

Ax = x — Xy = (vy cos @)t = (20.0 m/s)(cos 30.0%)(4.22 s)
= 73.1m

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
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Ejemplo: cazador y mono que cae

En una popular demostracion, se dispara un proyectil a un objetivo en tal forma que el
proyectil sale del canon al mismo tiempo que el objetivo se suelta del reposo.
Demuestre que, si el caindn se apunta inicialmente al objetivo fijo, el proyectil

golpea al objetivo que cae. j
Ubico el origen de coordenadas en el punto del disparo. Bl
Las coordenadas iniciales del blanco (mono) son: P4
X7y d= x.tano,. ;ﬁ*‘x”f
iy
u . I:\L,«*f l
La coordenada vertical del mono en un instante 7 -
genérica una vez que comenzo a caer vale: f}” Puntode| |
5 lision | oT
l \ l \ CO
¥r = Yro 5 4t° = Xrtant; —o gt’ 1 0”7\ b v b
\ N |__;:“\“Jf‘_'f | *T -
Las coordenadas del proyectil, que sale oo, ] | |
con una velocidad vy valen: 1 anén e =
LAY LAY 2
Xp =Vpcosf; t Yo =VpsSenf; t—-gt
2
Despejo  de x», e introduciéndola en yp: ¢t = ——2  Yp = vpsen6, (—xp )—Eg (—XP )
P€] R FeonEn '"\vpcos 8,/ 2% \v,cosb,

Ve 0OS 3,

2
Vo = tan 6, X, — E_g (L) Veamos que pasa cuando X=X
’ 2% \vp cos 6;

X7 )2 Y como el t es el mismo para el mono y el proyectil:
Vp COS B;

AN 1 NN
AR RN E‘gt RS 2 (vp cOS H!-) — Ve

1
Vp = tan g, xr—ig(




Ejemplo: cazador y mono que cae

RN 1 7 SN T
AR E‘gt RGN 2 (L?p COS H!-) —Jr

Entonces cuando x,=x; se verifica que lo que significa que se produce el
encuentro, y el tiro del cazador le da al mono!!!

Para que el impacto se deé, el proyectil debe llegar a x; antes de que el mono
llegue al piso.

El tiempo que el mono demora en alcanzar el piso vale: 4 — %gtz AN 28
g
MR vpCosb;  [g
Up COs B, g X 2d
d

Teniendo en cuenta que: SR tan®,

- ’ d
Operando se llega a que: RV H?

25



Ejemplo: 2.20- Parcial 2021

Vo Se lanza una bolita con velocidad horizontal v,=10,0 m/s
ﬁ 3
T, desde una altura H = 2,00 m del piso. Al rebotar su
rapidez vertical se reduce a la mitad que la que tenia

justo antes de rebotar mientras que la rapidez horizontal
permanece constante.
¢ A qué distancia del lugar de lanzamiento se da el
segundo rebote? Es decir se pide determinar la distancia
.. AC, expresar el resultado en metros.
A 5 ¢ Tomar g=9,8 m/s2 como valor exacto.

amE e
-----
- -

Datos: vp =10,0 m/s; H=2,00 m o0
AR _ |2H _ [2(200) _
Tiempo que demora la bolita en llegar al piso: H# = - gt° lp = [ g / . 0,63888 s

Rapidez vertical con que llega aB:  vypapne. = g.tp = 9,8 X 0,63888 = 6,260990 m/s

Rapidez vertical con que sale de B:  Vyppos. = @ = 3,130495 m/s

3,130495

Tiempo de vuelo posterior al rebote: tp, = 2 224E — 2 — 0,63888 s
)

Distancia AC recorrida: du. = Vo(tg + tgc ) = 10,0 X 0,63888 X 2 =12,7775m

dpgc =12,8 m

26



Ejemplo: 2.20- Parcial 2021

“~, b) Determine cual de las siguientes
% aseveraciones son verdaderas:

-----
.......

i) La aceleracion media en el primer rebote en el punto B, es decir en el intervalo de
tiempo antes y despuées de impactar con el suelo, es vertical hacia abajo. g5

ii) El tiempo que demora la bolita en llegar al punto B desde su lanzamiento es

menor que el que tarda en ir desde B a C. Falso

iii) La distancia AB es igual a la BC. Verdadero

iv) Cuando la bolita alcanza su altura maxima entre el trayecto B y C la velocidad es
perpendicular a la aceleracion. Verdadero

27



