Clase 7 de Bioestadistica

Variables aleatorias continuas

Ernesto Mordecki

CMAT, Facultad de Ciencias, Universidad de la Republica.

Uruguay



Contenidos de la clase

Introduccién

Variable aleatoria Uniforme
Densidad de una variable aleatoria uniforme
Distribucién de una variable aleatoria uniforme
Simulacién de una variable uniforme

Variable aleatoria exponencial
Simulacién de una variable exponencial



Introduccidn

Nos interesa modelar un experimento cuyo resultado es un
namero real:

» La medicion de una longitud, con un dispositivo sujeto a
error,

» El tiempo hasta que se rompe una lamparita,

» La medicion de la altura de una persona elegida al azar en
una poblacion,

» El peso de un bebé al nacer,

» El tiempo de desintegracion radiactiva de un nucleo
atomico inestable

» ;mas ejemplos?



Identificamos el conjunto de valores / que puede tomar la
variable, que pude ser

» Todo /=R ={x: —o0 < x < o0}
» Los reales no-negativos / = RT = [0,00) = {x: x > 0}

» Unintervalo / = [a,b] = {a < x < b}



Estudiamos entonces variables aleatorias continuas
X: Q=

Suponemos que hay un universo 2 en donde mediante un
experimento se elige al azar un w € Q y que nosotros
observamos

» X(w) antes del experimento

» X(w) = x € I después del experimento

Lo que estudiamos a continuacion es como se distribuyen las
probabilidades en /



Variable aleatoria Uniforme

» Supongamos que / = [0, 1] y elegimos un punto al azar X
en /.

» Supongamos que queremos indiferencia para la ubicacién
del resultado en [0, 1]

» Para eso suponemos que los sucesos
1 1
XG{O,Z], Xe[2,1]
tienen la misma probabilidad.

» ;Qué probabilidad tendria que tener cada intervalo?



» Si queremos que ademas los sucesos

1 1 1 13 3
Xe[0,4], Xe[4,2}, Xe{2,4], Xe[4,1].

tienen la misma probabilidad, deberian tener probabilidad

ENEN

» La distribucién uniforme es la que asigna para
0<x<y<1:

PX ey =y—x|

» Es decir, a cada intervalo le asignamos como probabilidad
su longitud.



Ejercicio

» Se elige un numero X al azar en [0, 1] con distribucién
uniforme.

» ;Cual es la probabilidad de que la primera cifra decimal
sea un 3?

» ¢+ Cual es la probabilidad de que la segunda cifra decimal
sea un 5?



Solucion

» Sean los sucesos
A = {la primer cifra es un 3}

B = {la segunda cifra es un 5}

C = An B = {primer cifra 3 y segunda cifra 5}
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Observacion

» Tenemos ’

ST

» Entonces
P(An C) = P(A)P(B)

Los sucesos Ay B son independientes



Pero ... ;cémo? ;independientes?
iSi! Cumplen la definicion

La primer y segunda cifra de un mismo numero aleatorio
en [0, 1] son independientes.

Ocurre que el conocimiento de uno no tiene informacion
sobe el resultado del otro



Variable uniforme en [a, b]

» ;Cdémo tenemos que modificar el resultado anterior si
qgueremos un resultado en un intervalo cualquiera [a, b]?

» Tomamos la longitud relativa al intervalo total

» Si X es tiene distribucion uniforme en [a, b], se verifica

y—Xx

< <b.
- as<x<y<b

P(X € [x,y]) =




Densidad de la variable aleatoria uniforme en [a, b]

» La densidad de la variable aleatoria X uniforme en [a, b es
la funcion

1
F(x) = p—3 cuandoa<x<b
0, en otro caso

se llama densidad de la variable aleatoria X, uniforme en
[a, b]




» Las probabilidades se calculan como areas:

» Para calcular areas usamos integrales:

P(XG[X>y]):/xyf(t)df=/xybladt:Z:Z
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Distribucién de una variable aleatoria uniforme

» Mas en general nos interesa la siguiente funcion:
X
F(x) = / (t)olt

llamada funcién de distribucion o también funcién de
distribucion de probabilidades e la variable aleatoria X



Calculamos

» Primero observamos que el calculo es entre ay x (porque
la f(t) vale cero fuera de [a, b]:

/fdt/dt

1 X X—a
= — 1dt =
b—a/a b—a
» Esosi x < b. En el caso en que x > b, tenemos

/fdt/dt




Obtenemos

cuando x < a
cuandoa<x<b
cuando b < x

)
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También podemos obtener la densidad f a partir de la
distribucion F.

Sabemos que se verifica

F(x) = / " Koyt

La densidad f y la distribucion F tienen la misma
informacién: se puede obtener una a partir de la otra



» Con la funcion de distribucion podemos calcular
probabilidades.

» Si A es el suceso de obtener un 3 como primer digito de X

0,4
P(A) = P(X € [0,3,0,4]) = / £()at
0,3

= F(0,4) — F(0,3) = 0,1.



Simulacion de una variable uniforme

Cada variable aleatoria tiene en R cuatro comandos asociados,
que en el caso de la uniforme son

» dunif me da la densidad uniforme f(x)
» punif me da la distribucién de probabilidades F(x)
» qunif me da la funcién inversa F~' de la distribucion F

» runif me numeros aleatorios (random) con distribucion
uniforme



Por ejemplo runif (10,1, 2) me da 10 numeros aleatorios
con distribucién uniforme en [1, 2]:

> runif(10,1,2)
[1] 1.306220 1.863714 1.076289 1.583812
[5] 1.015811 1.149963 1.841357 1.572209
[9] 1.837909 1.232794

Ahora ... ;cémo genera el R los nUmeros aleatorios?



En primer lugar genera una variable aleatoria discreta con
un N muy grande y divide por N.

De esa forma obtiene un nimero en [0, 1] que es casi
continuo (tiene muchas cifras pero no infinitas)

En segundo lugar, se genera una cantidad n (para ver
como se distribuyen)

Eso lo hace mediante un algoritmo

Los nimeros no son realmente aleatorios: si sabemos el
algoritmo podemaos “adivinarlos”.

Se llaman pseudo-aleatorios



» El nimero n+ 1 se obtiene a partir del X,:
Xn+1 = (aXp + c)moédm
donde
» m> 0 es el modulo

» (x)modm es el resto de dividir x por m:

v

(100)mo6d7 = 2: siempre es un numero entre 0y m=6

v

atal que 0 < a < m es el multiplicador

v

ctal que 0 < ¢ < mes el incremento

v

Xp es la semilla



Variable aleatoria exponencial

v

El segundo modelo continuo que consideramos es una
variable aleatoria' T con distribucion exponencial

v

Es una variable que toma valores positivos: / = [0, co)

v

Se puede definir a partir de su distribucion:

F)=P(T<t)=1-e? (t>0)

v

Derivando tenemos la densidad exponencial:

f(t)=F'(t) = xe M (t>0)

'usamos la T porque podria tratarse de un tiempo aleatorio



El modelo exponencial se utiliza para medir duraciones de
componentes que no envejecen

Por ejemplo, que se rompen por motivos externos a su
desgaste

Se puede usar para modelar el tiempo que dura una
lampara, que se quema por un pico de corriente externo

Eso es porque cumple la propiedad de pérdida de
memoria.

Para eso usamos la sobrevida de T, que es

P(T>1t)=e



Pérdida de memoria

» La pérdida de memoria es una propiedad matematica:

P(T>t+h|T>1t)=P(T>h)

» Primero verificamos la propiedad:

PH{T >t+ h}n{T > t})

P(T>t+h|T>1t)= AT =1

B P{T > t+ h})
- P(T>1)
o A(t+h)

T e M T e

=e M=P(T > h)

—A(t+h)+At



Ahora la interpretamos:

P(T>t+h|T>t)=P(T > h)

» Si T no ocurrio en tiempo t, esperar h mas (hasta t + h) es
equivalente a esperar h a partir de 0

» Por eso no importa cuanto tiempo ocurrié, si la lampara no
se rompid, es como que fuese nueva



Simulacién de una variable exponencial

En R los cuatro comandos de una variable exponencial son:

>

>

dexp me da la densidad exponencial
pexp me da la distribucion de probabilidades expnencial
gqexp me da la funcion inversa F~' de la distribucion F

rexp me numeros aleatorios (random) con distribucién
exponencial

Por ejemplo:

> rexp(3,1)
[1] 1.1611435 2.1357145 0.3589149

simula 3 variables exponenciales con parametro A = 1.
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