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Introduccidn

» Nos interesa modelar un experimento cuyo resultado es un
namero real.

» |dentificamos el conjunto de valores / que puede tomar la
variable, que pude ser

» Todo /=R ={x: —oco < Xx < o0}
» Los reales no-negativos / = R™ = [0,00) = {x: x > 0}

» Unintervalo I = [a,b] = {a< x < b}



Estudiamos entonces variables aleatorias continuas
X: Q=

Suponemos que hay un universo 2 en donde mediante un
experimento se elige al azar un w € Q y que nosotros
observamos

» X(w) antes del experimento

» X(w) = x € I después del experimento

Lo que estudiamos a continuacion es como se distribuyen las
probabilidades en /



Variable uniforme en [a, b]

» Si X es tiene distribucion uniforme en [a, b], se verifica

PXelxy)=%— asx<y<b.

» La densidad de la variable aleatoria X uniforme en [a, b] es
la funcion

1
F(x) = p—3 cuandoa<x<b
0, en otro caso

se llama densidad de la variable aleatoria X, uniforme en
[a. b]




» Las probabilidades se calculan como areas:

» Para calcular areas usamos integrales:

P(XG[X>y]):/xyf(t)df=/xybladt:Z:Z

— e
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Distribucién de una variable aleatoria uniforme

» Mas en general nos interesa la siguiente funcion:
X
F(x) = / (t)olt

llamada funcién de distribucion o también funcién de
distribucion de probabilidades e la variable aleatoria X



Obtenemos

cuando x < a
cuandoa<x<b
cuando b < x

)



v

v

v

v

También podemos obtener la densidad f a partir de la
distribucion F.

Sabemos que se verifica

F(x) = / " Koyt

La densidad f y la distribucion F tienen la misma
informacién: se puede obtener una a partir de la otra



Variable aleatoria exponencial

» El segundo modelo continuo que consideramos es una
variable aleatoria’ T con distribucién exponencial

» Es una variable que toma valores positivos: / = [0, co)

» Se puede definir a partir de su distribucion:

Fi)=P(T<t)=1-—e (t>0)

'usamos la T porque podria tratarse de un tiempo aleatorio



Derivando tenemos la densidad exponencial:

f(t)y=F'(t) = xe (t>0)

G\ o
-g(t'\: ’Xe

)

~ >t




El modelo exponencial se utiliza para medir duraciones de
componentes que no envejecen

Por ejemplo, que se rompen por motivos externos a su
desgaste

Se puede usar para modelar el tiempo que dura una
lampara, que se quema por un pico de corriente externo

Eso es porque cumple la propiedad de pérdida de
memoria.

Para eso usamos la sobrevida de T, que es

P(T>1t)=e



Pérdida de memoria

» La pérdida de memoria es una propiedad matematica:

(P(T>t+h|T>t)=P(T > h)|

» Primero verificamos la propiedad:

PH{T >t+ h}n{T > t})

P(T>t+h|T>1t)= P(T>1)

_ P({T >t+hy})
T P(T>0)
e Mt+h)

T e M T e

=e M=P(T > h)

—A(t+h)+At



Ahora la interpretamos:

P(T>t+h|T>t)=P(T > h)

» Si T no ocurrio en tiempo t, esperar h mas (hasta t + h) es
equivalente a esperar h a partir de 0

» Por eso no importa cuanto tiempo ocurrié, si la lampara no
se rompid, es como que fuese nueva



Simulacién de una variable exponencial

En R los cuatro comandos de una variable exponencial son:

>

>

dexp me da la densidad exponencial
pexp me da la distribucion de probabilidades exponencial
gqexp me da la funcion inversa F~' de la distribucion F

rexp me numeros aleatorios (random) con distribucién
exponencial

Por ejemplo:

> rexp(3,1)
[1] 1.1611435 2.1357145 0.3589149

simula 3 variables exponenciales con parametro A = 1.



Aplicacion: isétopos radiactivos

» El tiempo de desintegracion de un isétopo radiactivo se
modela mediante una v.a. exponencial de parametro A

» La vida media 7 se define como 7 = 1/\

» La vida media del Uranio 232 es de 70 anos.

Problema: Cual es la probabilidad de que n atomos de Uranio
(independientes) se desintegren todos antes de 100 afos.



Solucién.

» Sean T el tiempo de desintegracion del atomo
k=1,...,n

» Cada Ty es una variable exponencial independiente de
parametro A = 1/70.

» El tiempo se mide en anos.

P(T; <100) =1 - e %0 =1 _ ¢7100/70 — 0 76



» Como queremos que todos se desintegren antes de 100,
queremos calcular

P(T; <100,---, T, <100)
=P(T; <100)---P(T, < 100) = 0,76".
» En = usamos la independencia.

» Sifuesen n = 10 atomos, tenemos

0,76 = 0,06.



Ejemplo: las aguavivas inmortales

» Las aguavivas Turritopsis nutricula tiene un ciclo de vida
en el que se revierte a pdlipo después de llegar a su
maduracion sexual, presentandose como biolégicamente
inmortal: Turritopsis nutricula

» A pesar de esta remarcable habilidad, la mayoria de
medusas Turritopsis suelen caer victimas de las amenazas
habituales de la vida del plancton, incluyendo ser comido
por otros animales, o sucumbir a una enfermedad.

» ¢ Se podria utilizar un modelo exponencial para modelar el
tiempo de vida de estas aguavivas?


https://es.wikipedia.org/wiki/Turritopsis_nutricula

Variable aleatoria normal

Todo el mundo utiliza la variable aleatoria normal, para modelar
errores de medicion:

» los matematicos porque piensan que es un hecho
experimental,

» y los experimentadores porque suponen que es un
teorema matematico.



Definicion: Una variable aleatoria X es normal estandar o
gaussiana si tiene densidad dada por

fx) = —1_e¥*/2.
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Normal con parametros 1,1

Nos interesa que el valor central sea un numero arbitrario .
Obtenemos la formula
LIPS
f(x) = —e YW /=

ver

sl

Tenemos f(u) =

5
3



Normal con parametros 0,0

Nos interesa que la variable tenga dispersién arbitraria. Sea
paraesoo >0,y

f(x) = ——e X/

1

Tenemos f(0) = e




Normal con parametros u,o

Si la posicion y la dispersion son arbitrarias, tenemos la

densidad

F(x) = — 1 g-l-n?/(2?)

oVer
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Areas y probabilidades

Pla—c<X <a+0)=0068
P(a — 1,960 < X < a+ 1,960) = 0,95

Pla — 30 < X <a+ 30) =0997

En el grafico 3.7, el drea de la figura delimitada por el gréfico de la funcién

a— 1,960

a—¢ a a+o  a+ 1960

Figura 3.7: Gréfico de la densidad normal p(z) con pardmetros (a, o). El
drea sombreada es el 95 % del drea total

DA



Simulacion de una variable normal

En R los cuatro comandos de una variable normal son:
» dnorm me da la densidad normal

» pnorm me da la distribuciéon de probabilidades normal

v

gqnorm me da la funcién inversa F~' de la distribucion F

» rnorm me numeros aleatorios (random) con distribucién
exponencial

v

Por ejempilo:

> dnorm(@,mean=0,sd=1)
[1] @.3989423
1

~ 55 =04

B~
3



Distribucion normal
La distribucion normal es la integral de la densidad normal:

X
P(x) = / \/%e’z/zdt.

v
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