Andrei Nicolaievich Kolmogorov (1903-1987, Rusia)

Figura: Fundador de la probabilidad moderna: propuso un sistema
axiomatico en 1933
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Esperanza (repaso)

Definicion: Llamamos esperanza matematica de una variable
aleatoria X al numero E(X) definido como

E(X) =) xcP(X = x)
k

si X es una variable discreta y

donde f es la densidad de X

La esperanza (o valor esperado) es un numero representativo
o central de todos los resultados posibles de una variable
aleatoria X



Ejemplos (repaso)

» Si X es el resultado de tirar un dado, E(X) = 3,5

» Si X es una variable uniforme discretaen 1,2,..., N

entonces E(X) = M

» Si X es una variable de Bernoulli, con parametro p,
entonces E(X) =p

» Si X es una variable binomial, con parametros n, p
entonces E(X) = np



» Si X es una variable geométrica de parametro p
entonces’:

» Si p es pequefio (tengo poca suerte) E(X) es grande, y
tengo que esperar bastante

» Sip ~ 1 entonces E(X) ~ 0 (ya el primer experimento es
éxito)

» Para una variable de Poisson de parametro ), entonces
E(X)=\

» Por Gltimo creemos que si X ~ N (u, 0?) entonces
E(X) = u

'Ojo: la clase pasada me equivoqué, esta es la férmula correcta.



Variables aleatorias independientes

Definicion: Dos variables X e Y son independientes
cuando generan sucesos independientes. Es decir,
cuando todos los sucesos de la forma

a< X<b, c<Y<d
son independientes.

» Por ejemplo si N es el resultado del dado negro, e R el
del dado rojo, son variables aleatorias independientes.



» Si tiramos un tercer dado azul y llamamos Z al resultado,
tenemos (es sencillo de probar) que todos los sucesos de
la forma

a; < X < by, a <Y <bo, a3 < Z < bs

son independientes, es decir

Plai < X<bj,aa <Y <byaz3<Z<bs)
:P(a1<X§b1)XP(82<YSbg)XP(83<ZSb3)



» Analogamente podemos definir que las v.a. Xi, ..., X, son
independientes

» Y si tenemos una sucesion infinita Xi, X2, ... decimos que
son independientes cuando cualquier conjunto finito de
ellas es independiente.

» Por ejemplo, si tiramos un dado (hasta aburrirnos)
tenemos una sucesion de variables aleatorias
independientes, al ir anotando los resultados.



Variables aleatorias idénticamente distribuidas

Definicion: Decimos que un conjunto de variables
aleatorias Xi, Xo, ... son idénticamente distribuidas
cuando todas son resultados de experimentos diferentes
que tienen los mismos resultados posibles con las mismas
probabilidades.

» Por ejemplo Ny R (los dados negro y rojo) son tienen la
misma distribucion.

» Las variables con la misma distribucion:
» No dan los mismos resultados

» Tienen la misma esperanza



Un objeto central (abstracto) en estadistica es una
sucesion
X1, Xo,...,Xp, ...

de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas

Representa los resultados de una serie arbitrariamente
larga de experimentos que somos capaces de realizar

» en forma independiente

» bajo las mismas condiciones experimentales (idéntica
distribucion)

Usamos la notacién (Xj) v.a.i.i.d.

Se lee “variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas”

¢ Ejemplos?



Ley fuerte de los grandes nimeros?®

Teorema
» Consideremos una sucesion de v.a.i.i.d:

Xy, Xo, . ..

» Supongamos que la esperanza de E(X;) es finita®.

» Entonces X 1 X X
1+ 2—,:"'+ n_>E(X1).
cuando n es arbitrariamente grande, tiende a infinito,
(n — o0)

2Recordar que las esperanzas son todas iguales por tener la misma
distribucion
31930, Kolmogorov



Comentarios

» Se puede abreviar los promedios observados:

PREER, S

» Si bien los promedios observados son diferentes el limite
siempre es el mismo
» Ademas, ese limite es la esperanza E(Xj):

Xn — E(Xy), (n — o)

» Esto tiene una aplicacién estadistica: para conocer E(X1)
(desconocido) podemos aproximarlo por el promedio de
experimentos (que podemos realizar)

» Por ultimo, no todas las variables aleatorias tienen
esperanza finita.



Veamos una ilustracion:

Average dice roll by number of rolls

6
= Theoretical mean
——— Observed averages
5
4
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