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Esperanza (repaso)

Definición: Llamamos esperanza matemática de una variable
aleatoria X al número E(X ) definido como

E(X ) =
∑

k

xkP(X = xk )

si X es una variable discreta y

E(X ) =

∫ ∞
−∞

xf (x)dx

donde f es la densidad de X

Para calcular la esperanza matemática de una variable
continua tenemos que conocer la la densidad de la variable
aleatoria X .



Ejemplo: variable unforme en [a,b]

I Si U es una variable uniforme en [a,b] su densidad vale

f (x) =
1

b − a
, a ≤ x ≤ b.

I ¿dónde deberı́a estar ubicada la esperanza?

I ¿cuánto deberı́a valer?



Hagamos las cuentas:

Partimos de la definición:

E(U) =

∫ ∞
−∞

x f (x)dx =

∫ b

a
x f (x)dx

=

∫ b

a
x

1
b − a

dx =
1

b − a

∫ b

a
x dx

=
1

b − a

[
x2

2

]x=b

x=a
=

1
b − a

[
b2 − a2

2

]

=
1

���b − a

[
����(b − a)(b + a)

2

]
=

a + b
2



Aplicación: Ley fuerte de los grandes números (LFGN)

I Sea U1,U2, . . . una sucesión de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuı́das, uniformes en
el intervalo [1,3]

I Nos intersa aproximar el promedio

Un =
U1 + · · ·+ Un

n

I Aplicamos la LFGN: sabemos que E(U1) = 2.

I Obtenemos
Un ∼ 2

I La calidad de la aproximación dependerá de n (y del azar)



Simulamos en R



Esperanza de una variable aleatoria normal

I Comenzamos con una variable normal estándar Z , es
decir Z ∼ N (0,1) y su densidad vale1

ϕ(x) =
1√
2π

e−x2/2, x ∈ R.

I ¿dónde deberı́a estar ubicada la esperanza?

I ¿cuánto deberı́a valer?
1Se utiliza ϕ para la densidad de Z ∼ N (0, 1)



Vamos a calcular:

E(Z ) =

∫ ∞
−∞

x ϕ(x)dx =

∫ ∞
−∞

x
1√
2π

e−x2/2dx

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

x e−x2/2dx = 0,

por simetrı́a (el integrando es una función impar):
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Las áreas son iguales y de signo contrario
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El código que me produce el gráfico



Esperanza de una normal (µ, σ2)

Para pasar al caso general, recordamos el resultado de
estandarización

X ∼ N (µ, σ2) si y solo si Z =
X − µ
σ
∼ N (0,1)

¿Como se traduce este resultado en términos de densidades?



I Sea ϕ(x) la densidad de Z y f (x) la densidad de X .
Tenemos

ϕ(z) =
1√
2π

e−z2/2, f (x) =
1

σ
√

2π
exp

[
−1

2

(
x − µ
σ

)]2

I Es decir

f (x) =
1
σ
ϕ

(
x − µ
σ

)

I Donde decı́a z pusimos x−µ
σ . Es un cambio de variable.

I Ahora podemos calcular E(X ) para X ∼ N (µ, σ2)



I Según la definición

E(X ) =

∫ ∞
−∞

x f (x)dx =

∫ ∞
−∞

x
1
σ
ϕ

(
x − µ
σ

)
dx

I Ahora cambiamos la variable en la integral de acuerdo a

z =
x − µ
σ

, dz =
1
σ

dx , x = σz + µ.

I Los lı́mites de integración no cambian. Entonces

E(X ) =

∫ ∞
−∞

(σz + µ) ϕ(z)dz

= σ

∫ ∞
−∞

z ϕ(z)dz + µ

∫ ∞
−∞

ϕ(z)dz = µ.



Comentario: pesos de las bebés

Se observa que la distribución de alturas no es exactamente
normal, dado que los intervalos desde la el punto medio al 97 y
el 3 no miden lo mismo.



Esperanza de una variable exponencial

I En este caso T tiene densidad

f (t) = λe−λt

I Entonces

E(T ) =

∫ ∞
−∞

t f (t)dt = λ

∫ ∞
0

t e−λtdt

I Cambiamos de variable

t =
v
λ
, dt =

dv
λ
, v = λt ,

I Obtenemos

E(T ) = λ

∫ ∞
0

v
λ

e−v dv
λ

=
1
λ

∫ ∞
0

v e−v dv



La integral en la caja se calcula por partes:∫ b

a
f (v)g′(v)dv = f (b)g(b)− f (a)g(a)−

∫ b

a
f ′(v)g(v)dv

Tomamos entonces

f (v) = v , g′(v) = e−v

f ′(v) = 1, g(v) = −e−v

Obtenemos∫ ∞
0

v e−v dv = lı́m
v→∞

(−ve−v )− 0e−0 −
∫ ∞

0
(−e−v )dv

=

∫ ∞
0

e−v dv =
[
−e−v]v=∞

v=0 = 1.

Conclusión

E(T ) =
1
λ
.



Aplicación: la medusa inmortal

I La medusa inmortal (Turritopsis Nutricula) se considera
bioógicamente inmortal.

I Dado que se reproducen, de ser inmortales su cantidad
aumentarı́a exponencialmente.

I Consideramos que mueren entonces por predación o por
enfermedades.

I Debido a que no envejecen, podemos suponer que tienen
un tiempo de vida exponencial

I Suponiendo que en promedio viven un siglo, ¿cuál es la
probabilidad de que un ejemplar viva mas de 500 años?



Solución2

I Si T representa el tiempo de vida de un ejemplar,
tenemos, medido en años:

E(T ) =
1
λ
= 100.

I Tenemos que calcular

P(T > 500) = e−λ×500 = e−500/100 = e−5 = 0,007

2Ojo: el ejemplo es una especulación:
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