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Esperanza (repaso)

Definicion: Llamamos esperanza matematica de una variable
aleatoria X al numero E(X) definido como

E(X) =) xcP(X = x)
k

si X es una variable discreta y

donde f es la densidad de X

Para calcular la esperanza matematica de una variable
continua tenemos que conocer la la densidad de la variable
aleatoria X.



Ejemplo: variable unforme en [a, b]

» Si U es una variable uniforme en [a, b] su densidad vale

f(x) = a<x<b.

» ;donde deberia estar ubicada la esperanza?

» ;cuanto deberia valer?



Hagamos las cuentas:

Partimos de la definicion:

o0

E(U) = / x f(x)dx = /abx f(x)dx
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Aplicacién: Ley fuerte de los grandes numeros (LFGN)

» Sea Ui, Us, ... una sucesion de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas, uniformes en
el intervalo [1, 3]

» Nos intersa aproximar el promedio
Un: Uy +---+ Uy
n
» Aplicamos la LFGN: sabemos que E(U;) = 2.

» Obtenemos

UnN2

» La calidad de la aproximacion dependera de n (y del azar)



Simulamos en R

=

= mean(runif(16,min=1,max=3))
[1] 1.89084

= mean(runif(188,min=1,max=3))
[1] 2.00482

= mean(runif (1880,min=1,max=3))
[1] 1.993221

= mean(runif(10806,min=1,max=3))
[1] 2.802744

= mean(runif (1080600,min=1,max=3))
[1] 2.882927

= mean(runif(leé,min=1,max=3))
[1] 1.999875

= mean(runif(le7,min=1,max=3))
[1] 2.808861

> |



Esperanza de una variable aleatoria normal

» Comenzamos con una variable normal estandar Z, es
decir Z ~ N(0,1) y su densidad vale'

o(x) = Le—x2/27 x € R.

—
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» ;donde deberia estar ubicada la esperanza?

» ¢;cuanto deberia valer?
'Se utiliza ¢ para la densidad de Z ~ A(0, 1)




Vamos a calcular:

E(Z2)= /oo X p(x)dx = /Oo X }e‘xz/zdx

oo — o0 T

x e X/2dx =0,

1 [e’e]
n V 27T /oo
por simetria (el integrando es una funcién impar):

Funcion impar




El codigo que me produce el grafico

# grafico una funcioén

# lo primero es definirla

i<-function(x) {x*dnorm(x)}

# le indico donde quiero guardar el pdf que produzco

setwd (" /home/mordecki/Dropbox/1021 Bioestadistica
/clases_teoricas/figuras")

# este comando abre un PDF de tamafio 11 x 6

pdf("impar.pdf",width = 11, height = 6)

18 # el comando "curve" grafica una funcion

11 curve(i,-3,3,1wd=3,col="red",main="Funcidn impar",

12 bub=”Las areas son iguales y de signo contrario")

13 # asi dibujo los ejes:

14 abline(h=0,lwd=2)

15 abline(v=0,lwd=2)

16 # ahora agrego texto en el dibujo

17 text(1,0.1,"+",cex=2)

18 text(-1,-0.1,"-",cex=3)

19 # por Gltimo cierro el PDF y queda guardado en el lugar indicado

20 dev.off()
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Esperanza de una normal (u, o?)

Para pasar al caso general, recordamos el resultado de
estandarizacion

X ~ N(u,0?) siy solo si ZZMNN(OJ)
g

¢ Como se traduce este resultado en términos de densidades?



v

v

v

v

Sea ¢(x) la densidad de Z y f(x) la densidad de X.
Tenemos

Es decir

1 X — U
0= o (*4)
Donde decia z pusimos *>£. Es un cambio de variable.

Ahora podemos calcular E(X) para X ~ N (u,0?)



» Segun la definicion

E(X) = /Zx f(x)dx = /O;x %g& <X0M> dx

» Ahora cambiamos la variable en la integral de acuerdo a

X — 1
zZ= M, dz=-dx, Xx=o0z+p.
(o (o

» Los limites de integracién no cambian. Entonces

EX) = [ (oz+ ) p(2)dz

—0o0

:a/oozw(z)dz +u/oo o(2)dz | = p.

—00 —0o0




Comentario: pesos de las bebés

Peso para la Edad de NINAS

Percentilos (0 a 24 meses)

¢ 1 2 3 4 5 8 T B 8 10 41 42 43 4 15 18 47 48 8 XN H 2 23 M

Edad (en meses cumplidos)

Cinganizacion Mundial de la Salud. Patron de creciniento, 2006



Esperanza de una variable exponencial
» En este caso T tiene densidad

f(t) = e M

» Entonces

E(T) :/Oo tf(t)dt:A/ooote“dt

—00

» Cambiamos de variable




La integral en la caja se calcula por partes:

b b
/a f(v)g'(v)av = f(b)g(b) — (a)g(a) — / #(v)g(v)av

Tomamos entonces
fvy=v, gv)=e"

Obtenemos
o0 o0
/ veVdv= lim(—ve")—0e° / (—e ")dv
0 V—00 0
—/ eVdv=[-e"]_ =1
0
Conclusion




Aplicacion: la medusa inmortal

» La medusa inmortal (Turritopsis Nutricula) se considera
biodgicamente inmortal.

» Dado que se reproducen, de ser inmortales su cantidad
aumentaria exponencialmente.

» Consideramos que mueren entonces por predacion o por
enfermedades.

» Debido a que no envejecen, podemos suponer que tienen
un tiempo de vida exponencial

» Suponiendo que en promedio viven un siglo, ¢cual es la
probabilidad de que un ejemplar viva mas de 500 anos?



Solucién?

» Si T representa el tiempo de vida de un ejemplar,
tenemos, medido en anos:

1
E(T) = = 100.

» Tenemos que calcular

P(T > 500) = e~ 500 = 7500/100 — =5 — 0,007

20jo: el ejemplo es una especulacién:
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