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Probabilidad y Estadistica

» La probabilidad y la estadistica son disciplinas hermanas
» Comparten un mismo marco teérico matematico:
» un espacio de sucesos €2

» un modelo de probabilidad P

» Se diferencian en las pregunas que formula cada una:
» La probabilidad conoce Py calcula a partir de ella

» La estadistica conoce valores Xi, ..., X, y se ocupa de
estimar! P.

» La estimacién de la probabilidad se designa P.

'Se trata de dar una buena aproximacion del modelo



Ejemplo 1: Modelo normal

Consideramos un ejemplo clasico

» Suponemos el modelo gaussiano o normal donde
desconocemos la media p y la varianza o?

» Observamos (conocemos) n valores numéricos de
variables aleatorias Xi, ..., X, que corresponden al
modelo incéngnita

» ;Como estimamos los parametros 1 y o2 a partir de los
datos Xi,..., Xp?



Ejemplo 2: Estimacidon de una probabilidad

Consideramos otro ejemplo clasico

» Suponemos el modelo Bernuolli donde desconocemos la
probabilidad p

» Observamos (conocemos) n valores numéricos de
variables aleatorias Xi, ..., X, que corresponden al
modelo incéngnita, que corresponden a una tira de ceros
(fracasos) y unos (éxitos)

» ;Como estimamos el parametro p a partir de esa tira de
ceros y unos?



Terminologia estadisitica

» El conunto Q se llama espacio muestral. En probablidad se
llama espacio de sucesos

> Los valores Xj, ..., X, se llaman muestra aleatoria simple,
se resume m.a.s?

» Si el parametro desconocido se designa 6, la aproximacion
que hacemos se designa 6.

2Es lo que en probabilidad se llama v.a.i.i.d.



Estimacion de la esperanza

» La base de la estimacion es la ley fuerte de los grandes
nuameros (LFGN):

» Sean Xi,..., X, unam.a.s. de v.a. con esperanza
desconocida p = E(X7).

» La LFGN establece que:

X, = Xt X px)



» Sitenemos un modelo con una probabilidad P con
w = E(Xy) desconocido, podemos estimar p a traves del
promedio de los datos

p=Xn

» La LFGN nos dice entonces que
B

que se denomina consistencia del estimador.



Estimacion de una probabilidad

» Supongamos un modelo de Bernoulli con probabilidad p
desconocida.

» Tenemos una m.a.s. Xi,..., X,. Se verifica
E(Xi)=p

» Entonces se reduce al caso anterior: jla probabilidad es la
esperanzal



» Entonces, el estimador de la probabilidad es

Xi+---+ X, cantidad de éxitos

p= n o n

» El estimador también se denomina frecuencia observada
de la cantidad de éxitos

» Ademas, la LFGN nos dice que el estimador es
consistente, es decir

~

p— p.



Estimacion de la varianza con media conocida

» Tenemos ahora una m.a.s. Xi, ..., X,, suponemos que
p = E(X1) es conocida, pero o2 = var(X;) es desconocida

» Queremos entonces estimar 2.

» Recordamos para eso que o2 es en realidad una
esperanza, de la variable aleatoria

Y = (X = E(X)2 = (X - p)?

» Producimos entonces una m.a.s. de Y, mediante

Y; = (X; — n)?



» Estimamos entonces la varianza mediante

S P+ o= )P
n

» Aplicando la LFGN sabemos que

S (KP4 (X — p)?
n

— E(X — p)? = 02,

es decir, tenemos consistencia.



Estimacion de la varianza con media desconocida

» La situacion mas frecuente es cuando no conocemos ni la
media p ni la varianza o2 de la variable que queremos
estimar.

» Por lo tanto no conocemos y para ponerlo en la formula
anterior.

» Laidea es entonces primero estimar u, y luego utilizarlo
para estimar la varianza.

» El resultado de este procedimiento es

o K=+ (X — )
n




» En este caso las variables
Y, = (X; — n)?

no conforman una muestra aleatoria simple, porque no son
independientes.

» Se puede probar sin embargo que

.y Xy — 102 + -4+ (X, — 102
0_2:(1 ﬂ)+n+(n 1) —>0'2,

también tenemos consistencia.



Estimacion del desvio estandar

» Una vez estimada la varianza, para estimar el desvio
estandar se toma la raiz:

—~ —_ 172 —_ 172
a:,/agz\/% i) +n+(Xn 1)
n

1 -
= J EZ(XK —[)?

k=1




Correlacién y su estimacion

» En el caso en que dos variables no son independientes,
decimos que son dependientes

» Una medida de su dependencia es la covarianza, que
segun vimos se define como

cov(X,Y) = E[(X - E(X))(Y - E(Y))]

» Con el objetivo de obtener una cantidad adimensionada,
definimos la correlaciéon

E[(X - E(X))(Y — E(Y))]
oxXOy

p(X,Y) =

donde ox y oy son los desvios estandarde X e Y
respectivamente.



Propiedades

» Se puede demostrar que la correlacion es una cantidad
que se encuentra entre -1 y 1, es decir

-1 <p(X,Y)<1.

» La correlacion positiva indica que a valores mayores de
una se obtienen valores mayores de la otra,

» La correlacién negativa indica lo contrario: valores
mayores que la esperanza de una corresponden a valores
menores que la esperanza de la otra

» Cuanto mas cerca de uno (o de -1) sea el valor de la
correlacion, mas pronunciado sera este fenémeno.



Estimacion

» Para estimar la covarianza suponemos conocer una
muestra aleatoria simpe del vector aleatorio (X, Y), es
decir, v.a.s

(X1, Y1)y (Xn, Yn)

» Aqui se supone que las parejas son independientes entre
si, pero no tiene que serlo cada X de su companera Y



Estimacion con medias y desvios conocidos

> Supongamos primero que conocemos uy = E(Xj),
py = E(Y1) asi como las varianzas 0% = var(Xi)y
oy =var(Yi)

» En ese caso la correacion es la esperanza de las variables

7 X =w)(Y —py)
oxoy

» Entonces conseguimos un estimaror consistente aplicando
la LFGN:

pX,Y) = ,172”: (X = 1x) (Y — py)

axo
k=1 X7y



Estimacién: caso general

» En la situacion se desconocen las esperanzas y las
varianzas.

» La estimacion entonces comienza estimando las
esperanzas ux py y los desvios oy , oy.

» Primero estimamos las esperanzas:

ﬁ)\(zyn; /ﬂ:Vn



» y luego los desvios estandar

1 n
— v e 2
- > (X — ix)
k=1

=

1 __
oy = EZ(YK—MY)Z
k=1

\

» Finalmente construimos el estimador de la correlacion:

N 1= (Xk — 1ix) (Vi — fiv)
Y)= — E
X Y) n OxOy

» El estimador de la correlacion sirve para saber si dos
variables son dependientes (¢,como?)
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