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Clase 15 de Bioestadistica

Estadistica: distribucién empirica y cuantiles

Ernesto Mordecki

CMAT, Facultad de Ciencias, Universidad de la Republica.

Uruguay



Contenidos de la clase

Probabilidad y Estadistica (repaso)

Estimacion de una probabilidad (repaso)

Estimacion de la funcion de distribucion



Probabilidad y Estadistica (repaso)

» La probabilidad y la estadistica son disciplinas hermanas
» Comparten un mismo marco teérico matematico:
» un espacio de sucesos €2

» un modelo de probabilidad P

» Se diferencian en las preguntas que formula cada una:
» La probabilidad conoce Py calcula a partir de ella

» La estadistica conoce valores Xi, ..., X, y se ocupa de
estimar! P.

» La estimacién de la probabilidad se designa P.

'Se trata de dar una buena aproximacion del modelo



Terminologia estadisitica

» El conunto Q se llama espacio muestral. En probablidad se
llama espacio de sucesos

> Los valores Xj, ..., X, se llaman muestra aleatoria simple,
se resume m.a.s?

» Si el parametro desconocido se designa 6, la aproximacion
que hacemos se designa 6.

2Es lo que en probabilidad se llama v.a.i.i.d.



Estimacion de la esperanza

» La base de la estimacion es la ley fuerte de los grandes
nuameros (LFGN):

» Sean Xi,..., X, unam.a.s. de v.a. con esperanza
desconocida p = E(X7).

» La LFGN establece que:

X, = Xt X px)



» Sitenemos un modelo con una probabilidad P con
w = E(Xy) desconocido, podemos estimar p a traves del
promedio de los datos

p=Xn

» La LFGN nos dice entonces que
B

que se denomina consistencia del estimador.



Estimacién de una probabilidad (repaso)

» Supongamos un modelo de Bernoulli con probabilidad p
desconocida.

» Tenemos una m.a.s. Xi,..., X,. Se verifica
E(Xi)=p

» Entonces se reduce al caso anterior: jla probabilidad es la
esperanzal



» Entonces, el estimador de la probabilidad es

Xi+---+ X, cantidad de éxitos

p= n o n

» El estimador también se denomina frecuencia observada
de la cantidad de éxitos

» Ademas, la LFGN nos dice que el estimador es
consistente, es decir

~

p— p.



Estimacion de la funcidn de distribucidon

» Dada una variable aleatoria X, definimos su distribucién F
como la funcién tal que

F(x)=P(X < x)

» Distribucion exponencial:




» Distribucion Normal:

v

» Distribucion uniforme:

L)

v

)




Propiedades de la funcion de distribucion
» La distribucion F(x) es la probabilidad del suceso
{X <x},
por lo tanto

0<F(x)<H1, para todo x € R

» Monotonia: Si a < b tenemos la inclusion de sucesos
{X <a} <{X<b},

(si X (el resultado del experimento) es menor o igual que a
y a es menor que b entonces el resultado X es menor o
igual que b). Eso nos da

F(a) < F(b)



» Si x = —oo entonces F(x) = 0: nunca ocurre X < —oo,
entonces

{X<-00}=0, luego F(—o0)=P(0)=0
» Si x = +oo entonces F(x) = 1: siempre ocurre X < +oo,
entonces

{X <400} =9Q, luego F(+o00)=P(Q)=1.



Estimacion de la funcidn de distribucidon

Nos planteamos el siguiente problema:
» Tenemos una muestra aleatoria simple
Xiy. .o, Xn
que corresponde a una v.a. con distribucion F
» Desconocemos F y queremos estimarla

» F es una funcién, empecemos por un valor F(a).



» F(a) = p es la probabilidad del suceso
{X < a)
» El estimador de una probabilidad p es su frecuencia, es
decir, la proporcion de casos favorables

» Ejemplo: Supongamos que a = 0 y nuestra muestra son
los valores

0,55, 0,91, -0,16, —-0,30, —0,83, —0,59, 0,45, —0,29



» ;Cuales son nuestros éxitos? Como a = 0 el suceso es
X <0
es decir, son los valores negativos:

0,55, 0,91, -0,16, —0,30, —-0,83, —0,59, 0,45, —0.29

» Entonces nuestra estimacion es

5_5
P—8‘

» Para el estimador de F(a) se usa la notacion Fj(a), que se
llama distribucion empirica de F. Tenemos entonces



Hacemos el mismo razonmiento ahora para cualquier a:

Para estimar F(a) contamos la cantidad de variables de la
muestra que son menores o iguales que ay dividimos por
el tamano de la muestra, es decir

Fo(a) = T X =2

Miramos ahora la funcién F,(a) cuando varia a, si por
ejemplo n = 3 y tenemos los valores

0,07, 0,92, -0,73

si a < —0,73 tenemos Fz(a) = 0.
Si —0,73 < a< 0,07 tenemos Fz(a) =1/3
Si 0,07 < a< 0,92 tenemos F3(a) =2/3

Si 0,98 < atenemos F3(a) = 1



Distrubiciéon empirica
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Para plotear la distribucion empirica en R se usa el comando
ecdf. Concretamente el codigo es
muestra<-rnorm(3,0,1)

p<-—ecdf (muestra)

plot (p,main="Distribucidén empirica")



Consistencia

Ahora, ¢se parece la F, (estimada) la F (teorica)?

» Para eso tenemos la indicatriz de un conjunto:

1, sixcA
14= .
0, six¢A

» Es decir, sumamos

n
#{k: X <ay=> 1x<a
p



» Entonces tenemos un promedio, y aplicamos la LFGN:

1<
Fo(@) =P =" Tix<a = E(Tix<a)
k=1

» Como
E (11x,<a)) = OxP(X1 > a)+1xP(X; < a) = P(X; < a) = F(a)
obtenemos la consistencia de la estimacion:

Fn(a) — F(a)



Distribucién empirica
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Figura: La distribucion empirica (azul) se aproxima a la distribucién
tedrica (roja)
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