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Experimentos aleatorios

» Nos interesa un experimento producido bajo una
determinada cantidad de condiciones

» El resultado de este experimento podria tener un Unico
resultado (ejemplo: enfriar agua a cero grados a presion
atmosférica normal tiene como resultado el congelamiento
del agua)

» En algunos casos, los resultados posibles forman una
lista, y a priori no hay forma de saber cuél sera el
resultado del experimento (ejemplo: tirar un dado)

» En el segundo caso estamos en presencia de un
experimento aleatorio



Probabilidad

» Listamos el conjunto de resultados posibles en un
conjunto Q', que llamamos espacio muestral. Ejemplo:

Q=1{1,2,3,4,5,6}

» El numero de resultados posibles en este caso en N = 6

» Cuando todos los resultados de un experimento aleatorio
son equivalentes, simétricos, le asignamos a cada uno una
probalidad de 1/N, en el ejemplo cada resultado simple
tiene probabilidad 1/6.

» Tenemos ademas sucesos compuestos por varios
resultados.

'Legra griega mayuscula: Omega



Por ejemplo el suceso A consiste en ejemplo en obtener
un resultado par. Entonces

A={24,6}

En ese caso para calcular la probabilidad tenemos que
contar los elementos del suceso Ay los del espacio Q, y
definimos la probabilidad del suceso A mediante

_ cantidad de elementos de A
~ cantidad de elementos de

P(A)

Esta definicion se parafrasea como casos favorables sobre
casos posibles y fue dada por P. S. de Laplace en 1812.

En nuestro ejemplo A tiene 3 elementos, y Q tiene 6,
entonces



Ejemplo: los dos dados

» Suponemos ahora que tiramos un dado negro y un dado
rojo:

» ; Cuantos resultados posibles tenemos?

» ;Cual es el espacio muestral Q7?



Espacio muestral del experimento de tirar dos dados:

| 1 [ 2 ]38 ] 4]5]6 |

19 (1,11 1,2 | (1,3 | (1,4) (1,5 | (1,6)
21 @1 @2 23] (24 (25) ] (26)
31 (3,1) (32 ](33) | (34) | (3,5 | (3,6)
41 (4,1) | 42) | (43) | (4,4) | (4,5 | (4,6)
51 (6,1) [ (5,2) | (5,3) | (5,4) | (5,5) | (5,6)
61| (6,1) | (6,2) | (6,3) | (6,4) | (6,5) | (6,6)

Cuadro: Todos los posibles resultados de tirar 2 dados donde uno
tiene los nimeros en rojo y otro en negro.

» Para calcular? la cantidad de resultados de Q
multiplicamos
6 x6=236

2Se aplica aqui la regla del producto



En este espacio nos interesa calcular probabilidades de
algunos sucesos:

» Probabilidad de que haya algun resultado 1:
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Cuadro: En azul se indican los casos favorable: 4 cuantos son?

P(algin 1) = %

¢ Apostarias a que sale algun uno?



» Probabilidad de la suma sea 6:
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Cuadro: En azul se indican los casos de suma 6: ;cuantos son?

P(suma 6) = %

¢ Cual es la suma mas probable?



Conteo: regla del producto

» Como vimos, para calcular probabilidades tenemos que
contar los resultados de los sucesos que nos interesan.

» Para eso se desarrollan algunas técnicas que nos ayudan
en situaciones complejas

» La regla del producto se aplica cuando tenemos que los
resultados dependen de dos caracteristicas, por ejemplo
contar los resultados de tirar dos dados: 6 x 6

» Si queremos contar los numeros pares de dos cifras, con
nameros del 0 al 6: un numeros de esos es

Ci G

donde C; =1,2,3,4,5,6y C> =0,2,4,6. Tenemos
entonces 6 x 4 = 24 casos.



Problema: Calcular la probabilidad del suceso A consistente en
obtener un numero par de dos cifras con niumeros del 0 al 6 al
elegirlo al azar entre todos los numeros de dos cifras®.

» Calculamos el numerador (casos favorables) que era 24
» Cuantos numeros hay en Q7?

» Tenemos ahora
Ci G

donde C; =1,...,9y C, =0,...,9. Tenemos entonces
9 x 10 = 90 casos posibles.

24 4

» ;Cuantas veces aplicamos la regla del producto?

3Corregido del original



Problema de ADN:

¢ Cuantas tiras de letras distintas obtenemos poniendo las
letras A, T, C, G en N lugares?

>

| 2

La primer letra puede ser cualquiera de cuatro
La segunda también: 4 x 4 = 16
La tercera daria 4 x 4 x 4 = 4% = 64
Si fuesen N lugares tenemos
4x4x---x4=4N
N
¢ Cuanto vale N en un problema de biologia humana?

Los cromosomas humanos tienen entre N=50 000 000 a
N=300 000 000 pares de bases



Conteo: permutaciones
Este es nuestro problema:

» . De cuantas formas distintas pueden sentarse 20
estudiantes en 20 sillas?

» Como parece un poco dificil, empezamos con dos
estudiantes, digamos A (Alicia) y B (Beto):

» Son dos formas:
A B, B A.



Llega Carlos. Tenemos para cada una de las dos formas
anteriores, las siguientes tres posibilidades:

CAB, ACB, ABC.

CBA, BCA, BAC.

Entonces, tenemos tres formas (izquierda, centro y derecha)
para cada una de las dos primeras posibilidades:

3x2=06.

» ;Qué regla estamos aplicando?

» ;Qué ocurre cuando llega Daniela?



» Tenemos seis formas de sentarse tres estudiantes,
supongamos que una de ella es X X X (no importa cual)

» . En cuantos lugares distintos se puede sentar Daniela?

DXXX XDXX XXDX XXXD

» Aplicando la regla del producto, tenemos
4x6=24
formas distintas de que se sienten cuatro estudiantes.
» Ademas, la cuenta total que hicimos es

4 x3x2=24.



» Al llegar Emilio, tenemos
5x24=120
formas de sentarse.
» Y para nuestros veinte estudiantes tenemos

20 x 19 x 18 x --- x 3 x 2 = 479001600 = 4,8 x 10’

» Unos quinientos millones: 500 000 000.



Definicion. Llamamos permutaciones de n elementos a la
cantidad de formas de ordenar n elementos en una lista.

» Las permutaciones de n se designan mediante el simbolo
n! (se lee n factorial)

» Segun calculamos

20—=2  31=6, 4l =24

» Mas en general

n=nx(n-1)x---x3x2.

» Ademas se cumple

nt=nx(n-1)



Si uno pregunta la solucion de un problema,
el conocimiento NO permanece.

Es como si uno lo hubiera pedido prestado.
En cambio, si lo piensa uno,

es como haberlo adquirido para siempre.
ADRIAN PAENZA

La clase de hoy la dedicamos a:

Adrian Paenza y Emanuel (Manu) Gindbili.
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Permutaciones (repaso)
Definicion. Llamamos permutaciones de n elementos a la
cantidad de formas de ordenar n elementos en una lista.

» Las permutaciones de n se designan mediante el simbolo
n! (se lee n factorial)

» Definimos 0! = 1 (para darle coherencia a las notaciones)
» Calculamos la clase pasada que:

n=nx(n-1)x---x3x2.

» Ademas se cumple

nt=nx(n-1)



Aplicacion

» ;De cuantas formas distintas pueden sentarse 2
estudiantes en 2 sillas, digamos A (Alicia) y B (Beto)?:

» Son dos formas:
A B, B A.



Si son por ejemplo Alicia, Beto, Carlos, Daniela y Emilio (5
estudiantes) tenemos

Bl=5%x4x3x2=120

formas distintas de sentarse en 5 sillas.



Combinaciones

> El 23 de agosto de 2004, Ruben Magnano, entrenador de
la seleccion argentina de Basketball no podia dormir.

» Al dia siguiente, debia enfrentar en la final por la medalla
de oro en Atenas, al equipo de Estados Unidos.

» No se decidia por la formacion inicial: tenia que elegir 5
jugadores entre 12.

» ;Tendria que integrar al inicio a Manu Gindbili, o hacerlo
jugar de 6 como en San Antonio Spurs?

» ; Cuantos equipos distintos podria formar?



» Como sabia permutaciones, imagind ordenados sus 12
jugadores en fila. Sabia que eso podia hacerse de 12!
formas distintas.

» Luego imaginé que los 5 primeros jugadores de la fila
serian el equipo titular, y los ultimos 7 los suplentes

Situlares_, ' .47 suplentes




» Entonces pens6 que habian 12! equipos diferentes.

» Como no conciliaba el sueno, se di6 cuenta que muchas
de esas permutaciones producian el mismo equipo, los
equipos posibles diferentes eran menos. ¢ pero cuantos
menos?

> Y se di6 cuenta que el mismo equipo inicial aparecia 5!
veces ... tenia que dividir 12! entre 5!

5itulares. ’ %.v¢7 suplentes




» Pero lo mismo pasaba con los suplentes, que eran 7.
Tenia que dividir también por 7!
» Lleg6 a la conclusion de que tenia

12!

equipos posibles.



» De otra forma:
» Sea E la cantidad de equipos posibles

» Si multiplicamos E por 5! obtenemos todos los ordenes
posibles de los titulares.

» Si multiplicamos el resultado por 7! obtenemos ademas
todos los posibles ordenes de los suplentes.

» El resultado es E x 5! x 7! produce todas las 12!
ordenaciones posibles de todos los jugadores (digamos
que todas las fotos posibles)

Despejando
E x5 x7!=12!

obtenemos la formula.



Combinaciones

Definicion. Llamamos combinaciones de n elementos tomados
de a k a la cantidad de subconjuntos posibles de k elementos
de un conjunto de n elementos. Ese nimero lo escribimos

como ().
Observaciones

» Un argumento general como al anterior nos permite

afirmar que
ny n
k) ki(n—k)!

<Z> - (nﬁ k>

(es lo mismo elegir los titulares que elegir los suplentes)

» Se verifica ademas



Paseo al azar y triangulo de Pascal

» Consideremos una particula que se desplaza, una unidad
para arriba o para abajo en cada instante de tiempo:

» Llamamos paseo al azar a cada posible trayectoria.

2

-1

Figura: Una trayectoria del paseo al azar



Contemos la cantidad de paseos posibles en n pasos

» Sitenemos n = 1 paso son 2 caminos posibilidades.

A



» Sitenemos n = 2 (dos pasos)...

/01

» Tenemos 3 destinos finales, al primero llega un camino, al
segundo 2, al tercero 1, en total 4 caminos.



» Sitenemos cuatro pasos:

S

2 et




» En sintesos, en en n pasos la particula puede recorrer 2"
caminos diferentes

» Laidea es que en cada paso la particula sube o baja, y se
aplica la regla del producto.

» Supongamos que queremos numerar cada uno de estos
caminos:

» Cada camino tienen un nimero de n digitos

» Sien el paso sube ponemos 1, si en el paso baja, ponemos
un 0.



» Por ejemplosin=4

» el nimero 1111 corresponde al camino que sube las 4
veces

» el nimero 0000 corresponde al camino que baja las 4
veces

» el nimero 0101 corresponde al que baja-sube-baja-sube

» Es claro que la cantidad de tiras posibles de 0 y 1
corresponde a la cantidad de caminos posibles.

» Tenemos entonces 2" tiras de ceros y unos.



Nos interesa calcular la cantidad de caminos diferentes que
conducen a una altura dada en una cantidad de pasos n

» Si un camino tiene la misma cantidad de ceros y unos,
llegara a la misma altura.

» Nuestro problema es contar de cuantas formas distintas se
pueden disponer k unos en n lugares:

0 0 4 0 a0}t

T Qo2
C}: _?_‘,.:35

3 3al



Si representamos estas cantidades en una tabla obtenemos el
triangulo de Pascal:

1 3 1
N\
1 4 6 1
» N\
1 5 10 10 + 5 1



La regla de formacién de este triangulo es que cada linea
se obtiene de la superior sumando los dos nimeros que
se encuentran arriba a la derecha y a la izquierda

Por ejemplo 15 =5+ 10.

Estos nimeros cuentan la cantidad de caminos posibles
por los que la particula llega a las diferentes alturas en n
pasos, que son ()

Como la cantidad total de caminos que puede seguir la
particula es 2", y la cantidad de subidas posibles es
0,1,2,...,n, obtenemos

() ()



» Por ejemplo

14+6+15+20+15+6+1 =25 =64,

» Ademas vemos nuevamente que

<Z> N <nf k>

porque los caminos que suben k veces son la misma
cantidad que los que bajan k veces

» Obtenemos ademas la regla de formacién:

-+

llamada formula de Stieffel
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Experimentos aleatorios

» Nos interesa un experimento producido bajo una
determinada cantidad de condiciones

» Cuando los resultados posibles forman una lista, y a priori
no hay forma de saber cual sera el resultado del
experimento (ejemplo: tirar un dado) estamos en
presencia de un experimento aleatorio.

» Ejemplo: tirar un dado.



Probabilidad

> Listamos el conjunto de resultados posibles en un
conjunto €2, que llamamos espacio muestral. Ejemplo:

Q=1{1,2,3,4,56)

» El nimero de resultados posibles en este caso en N = 6

» Cuando todos los resultados de un experimento aleatorio
son equivalentes, simétricos, le asignamos a cada uno una
probalidad de 1/N, en el ejemplo cada resultado simple
tiene probabilidad 1/6.

» Tenemos ademas sucesos compuestos por varios
resultados.



Por ejemplo el suceso A consiste en ejemplo en obtener
un resultado par. Entonces

A={24,6}

En ese caso para calcular la probabilidad tenemos que
contar los elementos del suceso Ay los del espacio Q, y
definimos la probabilidad del suceso A mediante

_ cantidad de elementosde A |A|
- cantidad de elementos de Q  |Q|

P(A)

Esta definicion se parafrasea como casos favorables sobre
casos posibles y fue dada por P. S. de Laplace en 1812.

En nuestro ejemplo A tiene 3 elementos, y Q tiene 6,
entonces



Observaciones

> La probabilidad es no negativa y menor o igual que 1. Para
cualquier suceso A tenemos

0< P(A)<1.

» Como el conjunto vacio () es un subconjunto de Q sin
elementos, tenemos que su probabilidad es nula, es decir
P(0) = 0. Es por ésto que lo llamamos suceso imposible.

» Por otra parte obtenemos que P(Q2) = 1, por lo que
llamamos suceso seguro al espacio de sucesos
elementales Q.



Propiedades de la probabilidad

» La unién de los sucesos Ay B son los puntos que
componen Ao B.

» La interseccion de los sucesos Ay B son los puntos que
componen Ay B.

» Dados Ay B, designamos mediante AU B su union, y
AN B a su interseccion.

» Cuando los conjuntos no contienen puntos comunes,
decimos que son sucesos disjuntos. Escribimos en este
caso

ANB=1.



Ejemplo. Tiremos un dado, y designemos
> A el suceso de obtener una cantidad par de puntos;
» B una cantidad multipo de tres.
» Elsuceso A= {2,4,6}, mientras que B = {3,6}. Por eso
AUB={2,3,4,6}.
» El resultado 6 aparece en ambos sucesos, no son
disjuntos:
» Lainterseccion de Ay B es el suceso 6, es decir

AN B = {6}.



Monotonia

» Si un suceso B tiene todos los puntos de otro Ay
eventualmente mas, decimos que B contienea Ay
escribimos

ACB.

» Como tiene mas puntos (o la misma cantidad), tenemos
Al < [B].

» De aqui tenemos



Probabilidad de la unién de suscesos

Propiedad. Si la unién de dos sucesos Ay B es disjunta, su
probabilidad es la suma de las respectivas probabilidades. Es
decir, si AN B = (), tenemos

|P(AUB) = P(A) + P(B).|

Demostracion. Si Ay B no tienen puntos en comuin, se tiene
|AUB| = |A| + |B|.

Por eso

P(AU B) = ’A"$’|B| - “QA" ;g: — P(A) + P(B)




¢, Qué pasa con tres conjuntos?

» Supongamos que A, By C no tienen puntos en comun.

» Consideramos D = BU C que no tiene puntos en comun
con A. Eso nos da

P(AUBU C) = P(AUD) = P(A) + P(D)

> Ademas
P(D) = P(B) + P(C)

» Si sustituimos la ultima igualdad, tenemos

|P(AUBU C) = P(A) + P(B) + P(C). |




Particién de un conjunto

» Supongamos que 2 se compone de n conjuntos que no
tienen puntos en comun, llamados A4, ... Ap.

» Estamos diciendo que
Q=AUAU---UA,.

> yque
AiNA =0 siemprequei#j

» Como P(Q2) = 1, un razonamiento analogo nos da

P(A1) + P(Az) + - - + P(Ag) = 1.



Probabilidad del complemento de un suceso

» El complemento de un suceso A contiene todos los puntos
que no estan en A,

» Lo designamos A°.

» Tenemos
Q=AU AC°.

» Ademas, son disjuntos, no tienen puntos en comun.
Entonces, por la propiedad anterior

1= P(Q) = P(A) + P(A°)

» Despejando

P(A°) =1 — P(A)

» Ay A° son una particion de Q.



Probabilidad condicional

Definicion. Dados dos sucesos Ay B, con P(B) > 0 definimos
la probabilidad condicional de A dado B, mediante

P(AN B)

PAIB)= “pg)

Nota: Precisamos que P(B) > 0 porque aparece en el
denominador
Es util escribir la férmula anterior como:

|P(AnB) = P(A| B) x P(B).|

que llamamos la férmula dos.



Comentarios

» La probabilidad condicional se interpreta como la
probabilidad de que ocurra A cuando sabemos que ocurre
B.

» Es como pensar que el espacio de probabilidad es B
(porque no ocurren puntos fuera de B)

» Por eso contamos los puntos de A que estan en B, y
dividimos por los de B.



Ejemplo

Supongamos que tiramos el dado negro y el rojo, y
consideramos los sucesos:

» A = {el producto es 10}.
» B = {la suma de los dados es 7}.

Pregunta: Calcular e interpretar P(A | B).

(1,1 ] (1,2) | (1,3) | (1,4) | (1,5) | (1.6)
2,1) ] (22) | (2,3) | (2,4) | (2,5) | (2,6)
(3,1) | 3,2) | (38,3) | (3,4) | (3,5) | (3,6)
(4,1) | 4,2) | (4,3) | (4,4) | (4,5) | (4,6)
(5,1) | (5,2) | (5,3) | (5,4) | (55) | (5,6)
(6,1) | (6,2) | (6,3) | (6,4) | (6,5) | (6,6)

Cuadro: En verde las sumas 7, en violeta los productos 10



Solucion Tenemos

> P(A)

&l

1
18

o=

> P(B) =

&

> P(ANB) = P(A) = &

1/18 6 1
P<A'B):1//e 183

» Ocurre que sabemos que ocurre B (la suma es 7),
entonces tenemos 2 casos favorables en 6 posibles.



Formula de la probabilidad total

Ejemplo: Supongamos que se hacen test de covid. El espacio
de resultados posibles Q2 se divide en cuatro categorias:

> Los verdaderos positivos: el test da positivo y el paciente
esta enfermo.

> Los falsos positivos: el test da positivo pero el paciente no
esta enfermo.

» Los verdaderos negativos: el test da negativo y el paciente
esta sano.

> Los falsos negativos: el test da negativo pero el paciente
esta enfermo



Alternativamente Q2 se divide en S (estar sano) y S¢ = E (estar
enfermo), y también test positivo T y test negativo 7.

P E

. =
NP I
P \¢

1 T

|

Figura: El espacio se divide en cuatro



Dos situaciones ¢ posibles?

Type |l error 7

(false negative)




Tenemos que los positivos se dividen en 2:
TH=VPUFP=(ENnTHU(SNTT)
Como estas dos clases son disjuntas, tenemos
P(THY=P(ENT")+P(SNTH)

Aplicando ahora la “férmula dos™, tenemos

P(TT)=P(TT | E)P(E)+ P(T" | S)P(S)

Esta expresion se llama formula de la probabilidad total.
Veamos su formulacion general.

‘P(AnB) = P(A| B) x P(B)



Formula de la probabilidad total

» Supongamos que el espacio 2 se particiona en los
conjuntos Ay, ..., An.

» Supongamos que tenemos un suceso de interés B.

» La férmula de la probabilidad total nos permite calcular B
mediante

|P(B) = P(B| A)P(A1) + - - + P(B| A)P(An) |

que se llama férmula de la probabilidad total.



Ejemplo

» El préximo jueves 2 Uruguay enfrenta a Peru por las
eliminatorias sudamericanas.

» Supongamos que Uruguay tirara un penal, nos interesa
saber cual es la probabilidad de que se convierta en gol,
sea

B = {se convierte el gol}

» Habitualmente los penales los tira Suarez (que tiene una
probabilidad de convertir de 0.95), Cavani (que tiene una
probabilidad de convertir de 0.90) o un tercer jugador, que
tiene una probabilidad de convertir de 0.60.






» Como no sabemos quien va a tirar, les asignamos una
probabilidad de 1/3 a cada evento (tira S, tira C, tira T). Es
decir

Q=SUCUT.

» Podemos calcular la probabilidad de B mediante
P(B)=P(B| S)P(S)+ P(B| C)P(C)+ P(B| T)P(T)

1 1 1
—0,95><§—|—0,90><§+0,60>< 520.82



El homenaje de hoy:

» Thomas Bayes 1702-1761, matematico y presbitero

britanico que descubri6 la una formula para la probabilidad
inversa.

» Este descubrimiento, que fundamenta una amplia rama de
la estadistica, fue publicado luego de su muerte por
Richard Price
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Probabilidad condicional

Definicion. Dados dos sucesos Ay B, con P(A) > 0 definimos
la probabilidad condicional de B dado A, mediante

P(BN A)

PBIA) = ~p

Nota: Precisamos que P(A) > 0 porque aparece en el
denominador

Es util escribir la formula anterior como:

|P(BNA)=P(B| A) x P(A).]

que llamamos la férmula dos.



Formula de la probabilidad total

» Supongamos que el espacio Q2 se particiona en los
conjuntos Ay,...,Any tenemos un suceso de interés B:

e
N\

» La formula de la probabilidad total nos permite calcular B
mediante

|P(B) = P(B| A1)P(A1) + -+ P(B | A))P(Ay)]

que se llama formula de la probabilidad total.



Demostracion

» Como los Ay, ..., A parten el espacio, también parten el
conjunto B, es decir

B=(BNA)U---U(BNAp)
» Como estos conjuntos son disjuntos (por serlo los A))
aplicamos la suma de probabilidades:

P(B)=P(BNAy)+---+P(BNA))

» Finalmente a cada sumando le aplicamos la regla dos®
P(B) = P(B | A1)P(A1) + -+ P(B | An)P(An).

que es la férmula buscada.

SP(BNA) = P(B| A)P(A)

O



Revisitamos el problema del penal®.

» Penal para Uruguay. Tiran Suarez, Cavani, o un Tercer
jugador. Sea

G = {se convierte el gol}
» Vamos a https://www.transfermarkt.es/
(2008-2021):
» Suarez convirtié 48 penales y erré 9 de los 57 pateados

» Cavani convirtié 57 y erré 13 de los 70 pateados en el
mismo periodo.

» Otros jugadores convirtieron 20 y erraron 12 de los 32
pateados.

5Recalculando


https://www.transfermarkt.es/

» Estimamos probabilidades a partir de estas frecuencias:

» Para Suarez:

P(G|S) = g =0,84,
» Para Cavani: -

P(G|C) = 70 = 0,81,
» Para T (un tercer jugador)

P(G|T)= 20 _ 0,63.

32



» Patearon penales por Uruguay entre 2009 y 2021: Suarez
18 veces, Cavani 10 veces, un Tercer jugador 32 veces
(total 60):

Q=SUCUT.

» Estimamos probabilidades para el tirador:

18 10 32

P(S) =gy PO =g5 P(N=15.

» Tenemos todos los ingredientes:

P(G)=P(G| S)P(S)+ P(G| C)P(C)+ P(G| T)P(T)

48xﬁ+gx1—o+§x%—072
57760 70 60 32 60



Formula de Bayes

» Suponemos conocer P(B | A) y queremos calcular
P(A| B).

» En el ejemplo anterior, seria: quien pated el penal, dado
que fue gol.

» Bayes hizo esta cuenta:

B P(AN B) B P(BNA) B P(B|A)P(A)
PAIB="pBy = PB) ~  P®

» Obtuvo su famosa formula

P(B| A)P(A)

P(A1B) = 2




¢, Lo conocen?

PCe,IR)- P(B,)P(piB, )

(' ij U
PLULE )£ ST P(g,
_ fi%:r ~J

El fisico Sheldon Cooper aplica la formula de Bayes, en el
California Institute of Technology (Caltech)



v

Esta formula da origen a la estadistica bayesiana
P(A) se llama probabilidad a priori

P(B | A) es la verosimilitud

P(A | B) se llama probabilidad a posteriori

El cociente P,gf,‘;)‘) es el impacto de B en la probabilidad de

A:

P(B | A)

PAI B) = 55

P(A)



Ejemplo

» Supongamos que se tird un penal y fue gol. ¢ Cual es la
probabilidad de que haya pateado Suarez?

» Es decir, queremos calcular P(S | G).

» Aplicando la férmula de Bayes:

P(G| S)P(S) 0,84
P(G) 0,72

P(S| G) = x 0,30 = 0,35



Formula general de Bayes

» La formula obtenida es

P(B| A)P(A)

P(A|B) = 224

» Cuando no conocemos P(B), si tenemos una particion de
Qcon A= A,...Ap, utilizamos en el denominador la
formula de la probabilidad total. Obtenemos

P(B | A1)P(A1)
(B A)P(A) + -+ P(B| An)P(An)

P(A1B) = 5




Ejemplo’

Tenemos una fabrica que tiene una alarma que suena en caso
de accidente ... Pero:

>

| 2

La probabilidad de que haya un accidente es 0, 1.

La probabilidad de que suene la alarma si hay un
accidente es 0,97

La probabilidad de que suene si no hay accidente es 0,02
(falsa alarma)

Escuchamos sonar la alarma

¢;cual es la probabilidad de que no haya habido un
accidente?

"Tomado de las notas del Curso de A. Cholaquidis



|dentifiquemos los sucesos:
» /: hubo un acciente
» /°: no hubo accidente

> A:sonb laalarma
Sabemos

» P(/) =0,1 (hubo accidente)
» P(A|I)=0,97 (sono la alarma dado que hubo accidente)

> P(A| I°) =0,02 (son6 la alarma dado que no hubo
accidente)

» Queremos calcular

(A]F°)

P(I°| A) = PP(A) P(I°).



» Primero calculamos el denominador P(A) por probabilidad
total:

P(A) = P(A | NP(I) + P(A| I°)P(I°)
=0,97 x 0,1 + 0,02 x 0,9 = 0,115.

» Ahora

0,02
0,115

P(A %)

PIEA) = —5

P(I°) =

x 0,9 =0,157.



Sucesos independientes

» Decimos que dos sucesos Ay B son independientes
cuando se verifica

| P(An B) = P(A) x P(B). |

» La independencia es un concepto matematico.

» Si las probabilidades fuesen areas, estos sucesos serian
independientes:



Ejemplo

Supongamos que tiramos dos dados (el negro y el rojo)

» Veamos que el resultado del dado negro es independiente
del dado rojo:

» Sea A el dado negro es par

» Sea B el dado rojo es menor que 3.
1,1 (1,2 (1,3 (1,4 (1,5 (1,6)
(2,1) (2,2) | (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
3,1) 3,2 (33 (34) (3,5 (3,6)
(4,1) 4,2) | (43) (44) (45) (4,6)
(5,1) (5,2) | (5,3) (5,4) (5,5 (5,6)
(6,1) (6,2) | (6,3) (6,4) (6,5 (6,6)

Cuadro: En negrita si el dado negro (el primero) es par. A la
izquierda si el segundo dadoes 1 02




> Tenemos P(A) = 18 =1
> Ademas P(B) = £ =]
> Por dltimo P(ANB) = & =]

» Como o1
tenemos independencia de los sucesos Ay B.

P(AN B) =



Mas en general, si N, R son los resultados respectivos de
los dados del primer dado,

El primer suceso es N = k (el dado negro toma el valor k)
El segundo suceso es R = j (el dado rojo toma el valor j)

Tenemos

P(N=kR=j)= + -

1 .
5 =5 %5 = PIN=KPR=))

CD\—L

Decimos que los resultados N y R son independientes.



Independencia y probabilidad condicional

» Supongamos que Ay B son independientes, y que
P(A) > 0. En ese caso tenemos

P(BNA) P(B)P(A)

PBIA) =g = pra = F(B)

» La ocurrencia de A no modifica la probabilidad de B
cuando son independientes.



Observaciones

> El suceso Q2 es independiente de cualquier suceso A:
P(ANQ) = P(A) = P(A) x1=P(A) x P(Q)
» El suceso () también es independiente de cualquier suceso
A
P(AND)=P(0)=0=0 x P(A) = P(0) x P(A)
> Si dos sucesos son disjuntos, y tienen probabilidad
positiva, no pueden ser independientes:

0= P(AN B) # P(A)P(B) > 0.



Mas observaciones

Si A, B son independientes, también lo son A, B, A° By
A° BC. Por ejemplo

A=(ANnB)U(ANB°)
es una union disjunta, y resulta
P(A) = P(AN B) + P(An B°) = P(A)P(B) + P(An B°)
Despejando
P(AN B°) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)[1 — P(B)] = P(A)P(B°)

nos da la independencia. Los otros resultados son analogos.



B dltimo escalon de la mala suerte es el primero
de la buena,

(Carlo Dossi)

Hoy demostrarmos que: La mala suerte no es verdad
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Sucesos independientes

» Decimos que dos sucesos Ay B son independientes
cuando se verifica

| P(An B) = P(A) x P(B). |

» La independencia es un concepto matematico.



Ejemplo

Supongamos que tiramos dos dados (el negro y el rojo)

» Veamos que el resultado del dado negro es independiente
del dado rojo si N, R son los resultados respectivos.

» El primer suceso es N = k (el dado negro toma el valor k)
» El segundo suceso es R = j (el dado rojo toma el valor j)

» Tenemos

P(N=kR=j)— - —

1 )
55— 5%~ PIN=KPEAR=))

O)\—*

» Decimos que los resultados N y R son independientes.



Ejemplo de sucesos dependientes

Consideremos los sucesos:
» A= {la suma es mayor estrictaque 7} = {N+ R > 7}
» B = {el dado negro es mayor o igual a 4} = {N > 4}

> Veamos si estos sucesos Ay B son independientes



1,1 (1,20 (1,3)| (1,4 (1,5 (1,6)
2,1 (2,2 23) | (24) (2,5 (2,6)
(3,1 (3,2) (3,3)|(3,4) (35 (3,6)
4,1) 420 423) | (44) (45 (4,6)
(5,1) (52) (5,3) | (54) (55) (5,6)
(6,1) (6,2) (6,3) | (6,4) (6,5 (6,6)

Cuadro: En azul la suma mayor que 7, a la derecha de la linea el
dado negro mayor o igual a 4

15 18 1 12 1
15 1 24
P(AP(B) = =5 # P(ANB) = g = 2.

Los sucesos Ay B no son idependientes.



Variables aleatorias discretas

» El ejemplo anterior nos sirvié para introducir las variables
aleatorias Ry N

» Una variable aleatoria es una funcion que nos lleva del
espacioaR

» Como estamos en R nos permite utilizar herramientas de
calculo

» La variable aleatoria es discreta cuanto toma un conjunto
finito {0,1,2,..., N} o numerable {0,1,2,... } de valores.

» Nos da flexibilidad para considerar modelos de
probabilidad no equiprobables.



Variable aleatoria uniforme
» El primer ejemplo que consideramos es una variable
aleatoria X que toma valores 1,...N.
» Asumimos que todos los valores son equiprobables.
» Tenemos

P(X:k):%, parak=1,....N

> Este modelo:

» Si N = 2 corresponde a tirar una moneda equilibrada, y
asignar 1y 2 a cara y numero.

» Si N = 6 corresponde a tirar un dado equilibrado.



Variable aleatoria de Bernoulli

» Nuestra variable toma dos valores:

~ )0, que corresponde al fracaso
1, que corresponde al éxito

de un experimento aleatorio con dos resultados posibles

» Los valores no son equiprobables. Para un p € (0,1):

PX=0)=1-p, PX=1)=p.

» Este modelo se puede aplicar en muchas situaciones:
» Si un producto es defectuoso o no,
» Si salvo un examen o lo pierdo,

» Si en un texto en un lugar tengo una vocal o una
consonante ... etc.



Variable aleatoria Binomial

» Es de mucho interés la repeticion de experimentos
independientes de Bernoulli, por ejemplo n veces.

> En ese caso, el resultado seria una tira de ceros y unos,
correspondientes a cada éxito o fracaso:

» Una tal tira seria
0010100010

En este caso n = 10 y tenemos 3 éxitos y 7 fracasos.

» La variable aleatoria Binomial Y cuenta la cantidad de
éxitos en los n experimentos.

» ;Qué valores puede tomar Y?



Si no hay ningun éxito tenemos Y = 0, si todos son éxitos
tenemos Y = n.

Entonces Y toma alguno de los valores 0,1...,n.

&Y con qué probabilidades toma Y cada uno de estos
valores?

Supongamos n = 2. ; Cuantas tiras con 2 ceros 0 unos
tenemos?



» Tenemos 4:
00, 01, 10, 11.

» Como los resultados son independientes, las
probabilidades para estas tiras son:



» Obtenemos

P(Y =0) = (1-p)?, P(Y = 1) =2p(1-p), P(Y =2) = p*.

» Ademas

P(Y = 0)+ P(Y = 1)+ P(Y = 2)
=(1-p?+2p(1 —p)+p*=(1-p+p)*=1.



Veamos elcason=3

» Cuéntas tiras tenemos:

» Enestecason=3y2%=8.
» Contamos la mala suerte pura (todos fracasos)

P(Y =0)=(1-p)®

» Contamos la buena suerte pura (todos éxitos)

P(Y =3) = pf



» ;Como son los casos intermedios?
» Por ejemplo, para la tira 100 tenemos

P(100) = P(1)P(0)* = p(1 - p)*.

» ;Cuantas tiras tienen un solo éxito?

1

» Son 3 = (3). Entonces

P(Y = 1) = 8p(1 — p)? = (?)pm PP



» Analogamente, dos éxitos es un fracaso, entonces

P(Y =2) =3p*(1—p) = (?)pzﬁ - p).

» Y se verifica

P(Y =0)+P(Y=1)+ P(Y =2)+ P(Y =3) =
= (1-p)°+3(1-p)?p+3(1—p)p°+p°> = (1—p+p)° = 1.

» Escrito con sumatoria:

3 3

ZP(Y:k):Z(i)U —p)>kpf =1.

k=0 k=0



¢, Nos animamos al caso general?

» Tenemos 2" tiras de ceros y unos

» Sitenemos k éxitos (0 < k < n) los podemos ubicar en n
lugares que elegimos de (i) formas diferentes.

» Cada una de esas formas me da un caso de Y = k.
> La probabilidad de cada forma es p(1 — p)"*

» Entonces

P(Y = k) = (Z)pk“ —p) k. k=0,1,....n

» La variable aleatoria Y se llama binomial, con parametros
n, p.



Veamos que el modelo esta correctamente definido, es
decir, la suma de todos los resultados posibles tiene
probabilidad uno.

Para eso tenemos que sumar:

ZPY k) = Z<k>( p)" kK =(p+1—p)"=1.

k=0



Ejemplo
En la generala se tiran 5 dados.
(a) Calcular la probabilidad de obtener dos dados con 6.

(b) Calcular la probabilidad de sacar al menos un 6.
Solucién:

» El éxito es sacar un 6 al tirar el dado.
» La probabilidad de éxito es p = 1/6.

» Y es una binomial con parametrosn=5y p=1/6
Tenemos

P(Y =2)= <g>p2(1 - p)P =10 (;)2 (2)3 =0,16.



» Para la parte (b) tenemos que calcular

P(Y >21)

» Tenemos
PlY>1)=P(Y=1)+P(Y=2)+P(Y =3)
+P(Y=4)+P(Y=5)

» Es mas sencillo:

5
P(Y > 1):1P(Y:0)=1(1P)5:1<2> = 0,60.



Paseo al azar, triangulo de Pascal y variable aleatoria
Binomial

» Consideremos una particula que se desplaza, eligiendo
con probabilidad p una unidad para arriba (éxito) o para
abajo en cada instante de tiempo (fracaso):

» Llamamos paseo al azar a cada posible trayectoria.

2

,\/ 3 4 5
-1

Figura: Qué probabilidad tiene esta trayectoria?

P(01110) = p3(1 — p).



» ;Cual es la probabilidad de que llegue (por cualquier
camino)a 1?

P(Y=3) = (3) %1 - o



Nos interesa calcular la probabilidad de llegar a una altura
dada en una cantidad de pasos n

» Si un camino tiene la misma cantidad de ceros y unos,
llegara a la misma altura.

» Nuestro problema es contar de cuantas formas distintas se
pueden disponer k unos en n lugares:

0 0 A 040t

T Qe
SRS I
S5 ey

» Y calcular la probabilidad indvidual de esos caminos, que
es p’(1 - p)*



Si representamos estas cantidades en una tabla obtenemos el
triangulo de Pascal, al que le agregamos probabilidades:

1
1-p p
1 / \1
V4
1 2

La probabilidad de llegar a ese lugar consiste en tener 4 éxitos
y 2 fracasos:

P(Y =4)= <i>p“(1 — p)? = 15p*(1 — p)*.



Variable geométrica (la mala suerte no es verdad)

> Se trata de realizar experimentos de Bernoulli hasta el
primer éxito.

» El nimero Y de fracasos necesarios hasta el primer éxito
es (por definicion) una variable aleatoria geométrica

» Si soy muy afortunado, mi primer experimento es un éxito,
meda Y =0

» Sitengo un fracaso y un éxito, tengo Y = 1.

» Puede ocurrir que tenga una cantidad de fracasos
arbitrariamente grande.

> Entonces Y toma todos los valores naturales:

0,1,...,n,...



¢, Y cuales son las probabilidades?
» Tenemos: P(Y =0) = P(1) = p.

» Sifracaso una sélavez: P(Y =1) = P(01)

(1-p)p.
> Sifracaso dos veces: P(Y = 2) = P(001) = (1 — p)?p.

» Sifracaso k veces: P(Y =k)=P(0...01)
k

(1—p)p.

» Son las trayectorias de la siguiente forma:




» Veamos que en algun momento tenemos un éxito (aunque
p sea muy pequena):

P(Y=0)+P(Y=1)++P(Y=n)+
=p+(1-pp+---+(1-p)p+--
=px[1+(1=p)+-+(1-p)"+ ]

> Y la expresion en azul es una serie geométrica de razén
r=1— p. Tenemos

14 r+rPe..4rgp... =



» Entonces

P(Y=0)+P(Y=1)+-+P(Y=n)+--
=px[1+(1=p)+-+(1-p)"+ ]

’
P

» En algin momento tenemos suerte.



Siméon Denis Poisson. Matematico francés, 1781-1840
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Variables aleatorias discretas (repaso)

» Una variable aleatoria es una funcion que nos lleva del
espacio Q2 aR

» Como estamos en R nos permite utilizar herramientas de
calculo

» La variable aleatoria es discreta cuanto toma un conjunto
finito {0,1,2,..., N} o numerable {0,1,2,... } de valores.

» Nos da flexibilidad para considerar modelos de
probabilidad no equiprobables.



Variable aleatoria uniforme

» Es una variable aleatoria X que toma los valores 1, ... N.
> Asumimos que todos los valores son equiprobables.

» Tenemos

1

P(X:k):N, parak=1,...,N



Variable aleatoria de Bernoulli

» Nuestra variable toma dos valores:

0, que corresponde al fracaso
1, que corresponde al éxito

de un experimento aleatorio con dos resultados posibles
» Los valores no son equiprobables. Para un p € (0,1):

P(X=0)=1-p, PX=1)=p.



Variable aleatoria Binomial

» La variable aleatoria binomial cuenta la cantidad de éxitos
en una serie de n experimentos de Bernoulli
independientes.

» Cada experimento tiene una probabilidad de éxito
p € (0, 1), la variable binomial tiene parametros ny p.

» Una variable binomial Y toma alguno de los valores
0,1....m

P(Y = k) = (Z)pkﬁ )"k k=0,1,....n




Variable geométrica

» Una variable aleatoria geométrica Y que cuenta el nimero
de fracasos necesarios hasta el primer éxito es (por
definicion) de una serie arbitrariamente larga de
experimentos de Bernoulli.

» La variable Y toma todos los valores naturales:
0,1,...,n,...

> Sifracaso k veces: P(Y = k) = P(0...01) = (1 — p)kp.
P



Distribuciéon Multinomial

» Modela la repeticion de n experimentos independientes
con mas de dos 0 mas resultados posibles.

» En el caso de ser 2, tenemos la distribuciéon Binomial.

» Supongamos que tenemos un experimento con tres
resultados posibles, que etiquetamos A,By C.

» Cada uno de los resultados tiene una probabilidad p, g, r
que cumplenp+q+r=1

» Nos preguntamos entonces por la probabilidad de tener x4
resultados 0, x> resultados 1, x5 resultados 2.

» Como son n experimentos tenemos X1 + Xo + X3 = n



» Porejemplon=26,x1 =2,x =1, x3 =3.
> Los resultados posibles entonces son tiras de la forma

AABCCC

» Como son independientes, la probabilidad de esta tira es

P(AABC CC)=p?qri.

» ;Cuantas tiras disitintas tienen dos A, una B, y tres C?



Para contarlas, primero ubico las A en los 6 lugares:

Tenemos (3) formas de hacerlo

Luego ubicamos la B en los 4 lugares restantes:

Tenemos (?) formas de hacerlo por cada una de las
anteriores.

Los restantes lugares se ocupan con las tres C:

CABACC



» Si aplicamos la regla del producto, tenemos (5) ($) formas
diferentes de ubicar los resultados,

6\ /4\ 6! " 4" 6!
2)\1) 2141~ 1131 21113

» Calculando




» El numero que obtuvimos es el coeficiente de la
probabilidad (es decir, la cantidad de tiras con dos A, una
By tres C), y se llama coeficiente multinomial,

escribiéndose
6 \ 6l
2,1,3)  21113!

» Nuestra conclusién es que

P(dos A, una B,tres C) = P(xy =2,x = 1,x3 = 3)
6!

2|1|3|p q'r



Férmula general

» Tenemos k resultados posibles de un experimento que se
repite n veces

» Las probabilidades de los resultados de un experimento
son py, ..., Pk, que verifican

prttpe=T1.



» Nos interesa que de los n experimentos, el primer
resultado salga x; veces, el segundo x» veces ... el
k-ésimo xj veces, y se verifica

X{+ -+ X =N

> La probabilidad es

n
P((X1>"'7Xk)): <X1 Xk)p;ﬁ p;((k

» Escrita de otra forma

n!
P((x1,...,xk)) = mpiﬁ P



Ejemplo

» Tiramos 5 dados al jugar a la generala.

» ;Cual es la probabilidad de sacar un uno, un dos , y tres
seis?

Solucién

» Tenemos n = 5 experimentos con 6 resultados posibles
cada uno.

» Cada uno de los 6 resultados tiene probabilidad 1/3.
» Queremos tiras de la forma

12666



» Para eso precisamos que no salgan ni tres, ni cuatros, ni
cincos.

» Es decir, tenemos

x1=1, %=1, x3=0, x4=0, x5 =0, x5 = 3.

» Aplicando la probabilidad multinomial
P(X1:1,X2:1,X3:0,X4:0,X5:0,X6:3)
(5 IANGANAANAANAANAAL
- \1,1,0,0,0,3/ \ 6 6 6 6 6 6

51



Distribucion de Poisson

Supongamos que estamos observando bacterias en una placa
de Petri:




O elefantes en una foto aérea:




Digamos que tenemos una distribucion de puntos en el plano:

Y nos interesa saber si los puntos entre si

> Se atraen
> Se repelen

» Son indiferentes



Estos puntos se repelen:

Podrian ser animales que compiten por recursos (comida,
agua, etc.)



Estos puntos se atraen:

Para decidir que situacion tenemos, cuadriculamos el plano:



i

LH—
=

| et aloplieloll
li,/j/ FTol T el




De cantidades podemos pasar a frecuencias.
De frecuencias a probabilidades

La situacion en que los puntos son indiferentes, dan las
probabilidades de Poisson

Una variable de Poisson X con intensidad X toma los
valores en los naturales {0,1,...,n,...} con
probabilidades

A
k!

P(X=k)=e

El X representa la cantidad media de puntos por cuadro.



La distribucion de Poisson se aplica en muchas situaciones:

» La cantidad de llamadas telefénicas a una central en un
intervalo de tiempo

» La cantidad de estrellas de una cierta magnitud en el cielo

» La cantidad de clientes en un supermercado durante un
lapso de tiempo

» La cantidad de tareas que recibe un procesador de
computadora



Ejercicio

La cantidad de errores tipograficos en un texto sigue una
distribucién de Poisson, y son aproximadamente una por
millon.

» El Quijote tiene 377 032 palabras y 1 687 570 caracteres
» Calcular la probabilidad de que en todo haya alguna errata.
Solucion. El promedio de errores es
A =1,687570 ~ 1,7
Entonces
P(cero error) = P(X =0) = e = e~ "7 = 0,18.

P(alguna errata) =1 — P(X = 0) = 0,82.



Distribucion Hipergeométrica

» Extraemos n bolas de una urna que tiene A bolas azules y
R bolas rojas.

» ;Cual es la probabilidad de extraer exactamente x bolas
azules, y bolas rojas?




Extraemos x + y bolas de un totalde A+ R

<A+R)
x+y

extracciones distintas, cada una es un caso posible.

Tenemos

Los favorables son cuando hay exactamente x azules, y
rojas.

Como hay un total de A azules, podriamos seleccionar

(%)

bolas azules, cada una conformaria un caso favorable



» A su vez, para cada configuracién azul, preciso extraer y
rojas entre las R posibles. Eso me da

()

» Como cada posibilidad de las azules y las rojas se
combina, aplicando la regla del producto, tengo

()6)

posibilidades.

casos favorables.



» La probabilidad buscada es la distribucion
hipergeométrica:

)

()

P((x,y)) =

Ejemplo Un mazo de 52 cartas tiene la mitad rojas y la mitad
negras. ¢ Cual es la probabilidad, al extraer 10 cartas, de
obtener exactamente 5 rojas y 5 negras?

Solucién
=0,27.

/3((57 5)) — (256) (256)



Clase 7 de Bioestadistica

Variables aleatorias continuas

Ernesto Mordecki

CMAT, Facultad de Ciencias, Universidad de la Republica.

Uruguay



Introduccidn

Nos interesa modelar un experimento cuyo resultado es un
namero real:

>

La medicién de una longitud, con un dispositivo sujeto a
error,

El tiempo hasta que se rompe una lamparita,

La medicién de la altura de una persona elegida al azar en
una poblacion,

El peso de un bebé al nacer,

El tiempo de desintegracion radiactiva de un nacleo
atomico inestable

¢, mas ejemplos?



Identificamos el conjunto de valores / que puede tomar la
variable, que pude ser

» Todo /=R ={x: —0co < X < o0}
» Los reales no-negativos / = R™ = [0,00) = {x: x > 0}

» Unintervalo I = [a,b] = {a < x < b}



Estudiamos entonces variables aleatorias continuas
X: Q=

Suponemos que hay un universo 2 en donde mediante un
experimento se elige al azar un w € Q y que nosotros
observamos

» X(w) antes del experimento

» X(w) = x € | después del experimento

Lo que estudiamos a continuacion es como se distribuyen las
probabilidades en /



Variable aleatoria Uniforme

» Supongamos que / = [0, 1] y elegimos un punto al azar X
en .

» Supongamos que queremos indiferencia para la ubicacion
del resultado en [0, 1]

» Para eso suponemos que los sucesos
1 1
Xe{o,z], Xe[2,1]
tienen la misma probabilidad.

» ;Qué probabilidad tendria que tener cada intervalo?



» Si queremos que ademas los sucesos

1 11 13 3
Xe[0,4], Xe[4,2}, Xe{2,4], Xe[4,1].

tienen la misma probabilidad, deberian tener probabilidad

ENEN

» La distribucién uniforme es la que asigna para
0<x<y<Ht:

PX ey =y—x|

» Es decir, a cada intervalo le asignamos como probabilidad
su longitud.



Ejercicio

» Se elige un numero X al azar en [0, 1] con distribucion
uniforme.

» ;Cual es la probabilidad de que la primera cifra decimal
sea un 3?

» ;Cual es la probabilidad de que la segunda cifra decimal
sea un 5?



Solucion

» Sean los sucesos
A = {la primer cifra es un 3}

B = {la segunda cifra es un 5}

C = An B = {primer cifra 3 y segunda cifra 5}



To"l"-

oot 002 003494 005

PRely=5° P(B)



Observacion

» Tenemos ’

P(C) =100

» Entonces
P(An C) = P(A)P(B)

Los sucesos Ay B son independientes



Pero ... ;cémo? ;independientes?
iSi! Cumplen la definicion

La primer y segunda cifra de un mismo numero aleatorio
en [0, 1] son independientes.

Ocurre que el conocimiento de uno no tiene informacion
sobe el resultado del otro



Variable uniforme en [a, b]

» ;Como tenemos que modificar el resultado anterior si
qgueremos un resultado en un intervalo cualquiera [a, b]?

» Tomamos la longitud relativa al intervalo total

» Si X es tiene distribucion uniforme en [a, b], se verifica

y—Xx

< <b.
- as<x<y<b

P(X € [x,y]) =




Densidad de la variable aleatoria uniforme en [a, b]
» La densidad de la variable aleatoria X uniforme en [a, b es
la funcién

1
f(x) = { B cuandoa< x <b
0, en otro caso

se llama densidad de la variable aleatoria X, uniforme en
[a, b]




» Las probabilidades se calculan como areas:

» Para calcular areas usamos integrales:

P(Xe[x,y])z/xyf(t)dt:/xybladt:}t’)::




Distribucién de una variable aleatoria uniforme

» Mas en general nos interesa la siguiente funcion:

X

F(x) = / £(1)alt

—00

llamada funcién de distribucién o también funcién de
distribucion de probabilidades e la variable aleatoria X



Calculamos

» Primero observamos que el célculo es entre ay x (porque
la f(t) vale cero fuera de [a, b]:

/f(t )dt = /dt

1 X X—a
= — 1dt =
b—a/a b—a
> Eso si x < b. En el caso en que x > b, tenemos

/fdt/dt




Obtenemos

0, cuando x < a

F(x)=<{ %2 cuandoa<x<b

1, cuando b < x




» También podemos obtener la densidad f a partir de la
distribucion F.

» Sabemos que se verifica

» Ladensidad f y la distribucion F tienen la misma
informacion: se puede obtener una a partir de la otra



» Con la funcion de distribucion podemos calcular
probabilidades.

» Si A es el suceso de obtener un 3 como primer digito de X

0,4
Pmy:memspAD:/ (t)alt
0,3

— F(0,4) — F(0,3) = 0,1.



Simulacion de una variable uniforme

Cada variable aleatoria tiene en R cuatro comandos asociados,
que en el caso de la uniforme son

» dunif me da la densidad uniforme f(x)
» punif me da la distribucién de probabilidades F(x)
» qunif me da la funcion inversa F~' de la distribucion F

» runif me numeros aleatorios (random) con distribucién
uniforme



Por ejemplo runif (10,1, 2) me da 10 numeros aleatorios
con distribucién uniforme en [1, 2]:

> runif(10,1,2)
[1] 1.306220 1.863714 1.076289 1.583812
[5] 1.015811 1.149963 1.841357 1.572209
[9] 1.837909 1.232794

Ahora ... ;cémo genera el R los numeros aleatorios?



En primer lugar genera una variable aleatoria discreta con
un N muy grande y divide por N.

De esa forma obtiene un nimero en [0, 1] que es casi
continuo (tiene muchas cifras pero no infinitas)

En segundo lugar, se genera una cantidad n (para ver
como se distribuyen)

Eso lo hace mediante un algoritmo

Los nimeros no son realmente aleatorios: si sabemos el
algoritmo podemos “adivinarlos”.

Se llaman pseudo-aleatorios



» El numero n+ 1 se obtiene a partir del X,:
Xn+1 = (aXp + ¢) médm
donde
> m > 0 es el modulo
> (x)médm es el resto de dividir x por m:
> (100)méd7 = 2: siempre es un niUmero entre 0y m =6
» atal que 0 < a < m es el multiplicador
» ctal que 0 < ¢ < mes el incremento

> X; es la semilla



Variable aleatoria exponencial

» El segundo modelo continuo que consideramos es una
variable aleatoria® T con distribucion exponencial

» Es una variable que toma valores positivos: / = [0, co)
» Se puede definir a partir de su distribucion:

F)=P(T<t)=1-e? (t>0)

» Derivando tenemos la densidad exponencial:

f(t)=F'(t) = xe M (t>0)

8usamos la T porque podria tratarse de un tiempo aleatorio



El modelo exponencial se utiliza para medir duraciones de
componentes que no envejecen

Por ejemplo, que se rompen por motivos externos a su
desgaste

Se puede usar para modelar el tiempo que dura una
lampara, que se quema por un pico de corriente externo

Eso es porque cumple la propiedad de pérdida de
memoria.

Para eso usamos la sobrevida de T, que es

P(T>1t)=e



Pérdida de memoria

» La pérdida de memoria es una propiedad matematica:

P(T>t+h|T>1t)=P(T>h)

» Primero verificamos la propiedad:

PHT >t+ h}n{T > t})

P(T>t+h|T>t)= P(T>1)

B PH{T > t+ h})
- P(T>1)
o Mt+h)

PSR e

=eM=P(T > h)

—A(t+h)+At



Ahora la interpretamos:

P(T>t+h|T>t)=P(T > h)

» Si T no ocurrié en tiempo t, esperar h mas (hasta t + h) es
equivalente a esperar h a partir de 0

» Por eso no importa cuanto tiempo ocurrid, si la lampara no
se rompid, es como que fuese nueva



Simulacién de una variable exponencial

En R los cuatro comandos de una variable exponencial son:

>

| 2

>

dexp me da la densidad exponencial
pexp me da la distribucion de probabilidades expnencial
gqexp me da la funcion inversa F~' de la distribucion F

rexp me numeros aleatorios (random) con distribucién
exponencial

Por ejemplo:
> rexp(3,1)
[1] 1.1611435 2.1357145 0.3589149

simula 3 variables exponenciales con parametro A = 1.



Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855, Alemania)

14+2+---+50+51+---+99+ 100 = 101 x 50 = 5050.




Clase 8 de Bioestadistica

Variables aleatorias exponenciales y
normales

Ernesto Mordecki

CMAT, Facultad de Ciencias, Universidad de la Republica.

Uruguay



Introduccidn

» Nos interesa modelar un experimento cuyo resultado es un
namero real.

> |dentificamos el conjunto de valores I que puede tomar la
variable, que pude ser

» Todo /=R ={x: —oc0 < X < o0}
> Los reales no-negativos / = R* = [0,00) = {x: x > 0}

»> Unintervalo | = [a,b] = {a < x < b}



Estudiamos entonces variables aleatorias continuas
X: Q=

Suponemos que hay un universo 2 en donde mediante un
experimento se elige al azar un w € Q y que nosotros
observamos

» X(w) antes del experimento

» X(w) = x € | después del experimento

Lo que estudiamos a continuacion es como se distribuyen las
probabilidades en /



Variable uniforme en [a, b]

» Si X es tiene distribucion uniforme en [a, b], se verifica

y — X
b—a

P(X € [x,y]) = as<x<y<h.

» La densidad de la variable aleatoria X uniforme en [a, b] es
la funcion
)
—, cuandoa<x<b
f(x) = { b2 =Xs
0, en otro caso

se llama densidad de la variable aleatoria X, uniforme en
[a, b]




» Las probabilidades se calculan como areas:

» Para calcular areas usamos integrales:

P(Xe[x,y])z/xyf(t)dt:/xybladt:}t’)::




Distribucién de una variable aleatoria uniforme

» Mas en general nos interesa la siguiente funcion:

X

F(x) = / £(1)alt

—00

llamada funcién de distribucién o también funcién de
distribucion de probabilidades e la variable aleatoria X



Obtenemos

0, cuando x < a

F(x)=<{ %2 cuandoa<x<b

1, cuando b < x




» También podemos obtener la densidad f a partir de la
distribucion F.

» Sabemos que se verifica

» Ladensidad f y la distribucion F tienen la misma
informacion: se puede obtener una a partir de la otra



Variable aleatoria exponencial

» El segundo modelo continuo que consideramos es una
variable aleatoria® T con distribucién exponencial

» Es una variable que toma valores positivos: / = [0, co)

» Se puede definir a partir de su distribucion:

F)=P(T<t)=1-—e? (t>0)

Susamos la T porque podria tratarse de un tiempo aleatorio



Derivando tenemos la densidad exponencial:

f(t)y=F'(t) = xe™ (t>0)

N o
£(r\: e

)

t
s ->




El modelo exponencial se utiliza para medir duraciones de
componentes que no envejecen

Por ejemplo, que se rompen por motivos externos a su
desgaste

Se puede usar para modelar el tiempo que dura una
lampara, que se quema por un pico de corriente externo

Eso es porque cumple la propiedad de pérdida de
memoria.

Para eso usamos la sobrevida de T, que es

P(T>1t)=e



Pérdida de memoria

» La pérdida de memoria es una propiedad matematica:

(P(T>t+h|T>t)=P(T > h)|

» Primero verificamos la propiedad:

PHT >t+ h}n{T > t})

P(T>t+h|T>t)= AT =1

_ P{T >t+h})
T P(T>0)
e~ A(t+h)

PO e

=eM=P(T > h)

—A(t+h)+At



Ahora la interpretamos:

P(T>t+h|T>t)=P(T > h)

» Si T no ocurrié en tiempo t, esperar h mas (hasta t + h) es
equivalente a esperar h a partir de 0

» Por eso no importa cuanto tiempo ocurrid, si la lampara no
se rompid, es como que fuese nueva



Simulacién de una variable exponencial

En R los cuatro comandos de una variable exponencial son:

>

| 2

>

dexp me da la densidad exponencial
pexp me da la distribucién de probabilidades exponencial
gqexp me da la funcion inversa F~' de la distribucion F

rexp me numeros aleatorios (random) con distribucién
exponencial

Por ejemplo:
> rexp(3,1)
[1] 1.1611435 2.1357145 0.3589149

simula 3 variables exponenciales con parametro A = 1.



Aplicacion: isétopos radiactivos

» El tiempo de desintegracion de un is6topo radiactivo se
modela mediante una v.a. exponencial de parametro A

» La vida media T se define como 7 = 1/\
» La vida media del Uranio 232 es de 70 anos.

Problema: Cual es la probabilidad de que n atomos de Uranio
(independientes) se desintegren todos antes de 100 afos.



Solucién.

» Sean Ty el tiempo de desintegracion del atomo
k=1,...,n

» Cada Ty es una variable exponencial independiente de
parametro A = 1/70.

» El tiempo se mide en anos.

P(T; <100) =1 - e %0 =1 _ ¢7100/70 — 0 76



» Como queremos que todos se desintegren antes de 100,
queremos calcular

P(T; <100,---, T, <100)
=P(T; <100)---P(T, < 100) = 0,76".
» En = usamos la independencia.

» Sifuesen n = 10 atomos, tenemos

0,76 = 0,06.



Ejemplo: las aguavivas inmortales

» Las aguavivas Turritopsis nutricula tiene un ciclo de vida
en el que se revierte a pdlipo después de llegar a su
maduracion sexual, presentandose como biolégicamente
inmortal: Turritopsis nutricula

» A pesar de esta remarcable habilidad, la mayoria de
medusas Turritopsis suelen caer victimas de las amenazas
habituales de la vida del plancton, incluyendo ser comido
por otros animales, o sucumbir a una enfermedad.

» ;Se podria utilizar un modelo exponencial para modelar el
tiempo de vida de estas aguavivas?


https://es.wikipedia.org/wiki/Turritopsis_nutricula

Variable aleatoria normal

Todo el mundo utiliza la variable aleatoria normal, para modelar
errores de medicion:

» los matematicos porque piensan que es un hecho
experimental,

> y los experimentadores porque suponen que es un
teorema matematico.



Definicion: Una variable aleatoria X es normal estandar o
gaussiana si tiene densidad dada por

1
f(X) — \/?e_xz/2.

)

NV

1 4
CAMPANA de GAVYSS



Normal con parametros 1,1

Nos interesa que el valor central sea un numero arbitrario .
Obtenemos la formula
1 2
f(x) = g (/2.
() = 5=

1

sl

Tenemos f(u) =

5
3



Normal con parametros 0,0

Nos interesa que la variable tenga dispersién arbitraria. Sea
paraesoo >0,y
1

f(x) = e X*/(20%)
oVer

1
oVen

Tenemos f(0) =



Normal con parametros u,o

Si la posicion y la dispersién son arbitrarias, tenemos la

densidad

F(x) = — 1 g~(x—n?/(2e?)

oVer

6U567297252

ZEHN DEUTSCHE MARK

Figura: Zehn Deutsche Marks banknote



Ny T

5 = = E DAl



Areas y probabilidades

Pla—0 <X <a+o)=008
P(a— 1,960 < X < a+ 1,960) = 0,05

Plo— 30 < X <a+30) =0997

En el grafico 3.7, el drea de la figura delimitada por el gréifico de la funcién
Y

a— 1960 a—0o a

a+o

a+ 1,960
Figura 3.7: Gréfico de la densidad normal p(x) con pardmetros (a, o). El
drea sombreada es el 95 % del drea total

DA



Simulacion de una variable normal

En R los cuatro comandos de una variable normal son:

>

>

>

dnorm me da la densidad normal
pnorm me da la distribucién de probabilidades normal
qnorm me da la funcién inversa F~' de la distribucion F

rnorm me numeros aleatorios (random) con distribucion
exponencial

Por ejempilo:

> dnorm(@,mean=0,sd=1)
[1] @.3989423
1

~ 55 =04

B~
)



Distribucion normal
La distribucion normal es la integral de la densidad normal:

X
P(x) = / \/%e’z/zdt.

L7




Clase 9 de Bioestadistica

Esperanza de una variable aleatoria

Ernesto Mordecki

CMAT, Facultad de Ciencias, Universidad de la Republica.

Uruguay



Variable aleatoria normal (repaso)

Definicidn: Una variable aleatoria X es normal o gaussiana con
parametros . y o2 si tiene densidad dada por

—(x—p)?/(20%)
oV2r




Los parametros

» El parametro de posicion p indica el punto de mayor
densidad

» El parametro de escala o indica la concentracion de la
probabilidad alrededor de p:

» Si o es pequeno, hay gran concentracion,

> Si o es grande, hay gran dispersion

» Cuando u =0y o = 1tenemos una variable normal
estandar



» La notacion es
X ~ N(u,0?)

se lee
> X tiene distribucion normal con parametros i, o2,
> X es normal i, o°.
» Para las normales estandar usamos la letra Z, es decir

Z ~ N(0,1)



Estandarizacion
Es el pasaje de una normal estandar (0, 1) a una (u, o2):

\

s SLf
CM®D }f&o
2 \
€t ST
G LX’“VU\ )ﬂa

Entonces

Z~N(0,1) implica X=0Z+ pu~N(uo?)



Ahora pasamos de X ~ N (u,02)a Z ~ N(0,1)

Entonces

X —
X~ N(u,02)  implica Z= TM ~N(0,1)



Esperanza

» Queremos definir un nimero que represente el resultado
de un experimento aleatorio

» Buscamos entonces un valor central, o0 medio, que pueda
representar el experimento antes que este se realice.

» Si tenemos una variable normal, ese niumero podria ser u

» ;Como hacemos con una variable aleatoria genérica X?



Definicion Llamamos esperanza de una variable aleatoria X al
numero E(X) definido como

E(X) =) xP(X = x)
k

si X es una variable discreta y

donde f es la densidad de X

También se llama esperanza matematica, o valor esperado.



Esperanza de una variable aleatoria discreta

Supongamos que X es el resultado de tirar un dado. Tenemos

E(X) =) xkP(X = xx)
k

:1><%+2><%+-~+6><%
1 1/6x7
6(1+---+6)—6< 5 >_3,5




Esperanza de una variable uniforme

En el caso de una variable X uniforme discreta, que toma los
valores
1,2,...,N

con probabilidad 1/N cada uno, tenemos

E(X):ZkP(X:k):%Zk
k=1 k=1
1 AN (N+1)  N+1
It N =575 2



Esperanza de una variable de Bernoulli

Si X tiene distribucién de Bernoulli, toma los valores 0 y 1 con
probabilidades 1 — p y p. Entonces

EX)=0x(1-p)+1xp=p.

\ F:3A
=y
o & 4




Esperanza de una variable aleatoria Binomial

» X cuenta los éxitos en una serie de n experimentos de
Bernoulli independientes.

» Entonces toma los valores 0,1, ..., n, con probabilidades

P(X = k) = <:>pk(1 —p)"k k=0,1,....n

» Nuestra férmula nos da

k=n
E(X)=> kP(X=k)
k=0
k=n

= Zzigk <Z)pk(1 -p)"K=> "k <Z>pk(1 -p)" "

k=1



Calculemos

» Primero vemos que

n n! n!
K (k) =K Ki(n—k)! k k(k —1)I(n— k)!
n! n(n—1)!

(k—NDi(n—k)! (k= 1)I(n—k)!
n(n—1)!
~(k=)((n—1)— (k- 1))!

(1)




Entonces




Calculo alternativo
» Supongamos que Yi,..., Y, toman valores 0,1 segun el
experimento sea fracaso o éxito.

> Tenemos
X=Yi+---+Yy

para contar los éxitos.
» Sifuese cierto que

?

EX)=E(Yi+ -+ Yn) Z E(Yy)+ -+ E(Yn)

» Como tenemos E(Yx) = p siendo n sumandos, obtenemos

E(X) = np.



Esperanza de una variable geométrica

» Una variable geométrica cuenta los fracasos antes de un
éxito.

» Verifica

P(X=k)=(1-p)p, k=0,1,...

» Sumando una serie'?

E(X) = i KP(X = k) = i k(- pypt 1P,
k=0 k=0 P

9La suma de esta serie requiere estudio de series de potencias



Esperanza de una variable de Poisson

» La variable de Poisson tiene probabilidades

NG

P(X = k) =e 7

» Asumamos la suma de la serie

8

k=oo  k 2 3
\ A

B A
e’ = OH— + +E+§+"‘

x

» Mutliplicando por e~ obtenemos



» Calculemos la esperanza

MK A
_ - _ Y
E(X)= ) kep=D ke
k=0 k=1
k=00 {=00
ANy pX
_k:1e (k—1)! )\Zézoe /! A

» Como conclusion el parametro \ es la esperanza de una
variable exponencial.



Andrei Nicolaievich Kolmogorov (1903-1987, Rusia)

Figura: Fundador de la probabilidad moderna: propuso un sistema
axiomatico en 1933
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Esperanza (repaso)

Definicion: Llamamos esperanza matematica de una variable
aleatoria X al numero E(X) definido como

E(X) =) xcP(X = x)
k

si X es una variable discreta y

donde f es la densidad de X

La esperanza (o valor esperado) es un numero representativo
o central de todos los resultados posibles de una variable
aleatoria X



Ejemplos (repaso)

» Si X es el resultado de tirar un dado, E(X) = 3,5

» Si X es una variable uniforme discretaen 1,2,..., N

entonces E(X) = M

» Si X es una variable de Bernoulli, con parametro p,
entonces E(X) =p

» Si X es una variable binomial, con parametros n, p
entonces E(X) = np



» Si X es una variable geométrica de parametro p
entonces’":

> Si p es pequefio (tengo poca suerte) E(X) es grande, y
tengo que esperar bastante

> Sip~ 1entonces E(X) ~ 0 (ya el primer experimento es
éxito)

» Para una variable de Poisson de parametro ), entonces
E(X)=\

» Por ultimo creemos que si X ~ N (u, o) entonces
E(X) = u

"Ojo: la clase pasada me equivoqué, esta es la férmula correcta.



Variables aleatorias independientes

Definicion: Dos variables X e Y son independientes
cuando generan sucesos independientes. Es decir,
cuando todos los sucesos de la forma

a< X<b, c<Y<d
son independientes.

» Por ejemplo si N es el resultado del dado negro, e R el
del dado rojo, son variables aleatorias independientes.



» Sitiramos un tercer dado azul y llamamos Z al resultado,
tenemos (es sencillo de probar) que todos los sucesos de
la forma

a; < X < by, a <Y <bo, a3 < Z < bs

son independientes, es decir

Plai < X<bj,aa <Y <byaz3<Z<bs)
:P(a1<X§b1)XP(82<YSbg)XP(33<ZSb3)



» Analogamente podemos definir que las v.a. X, ..., X, son
independientes

» Y si tenemos una sucesion infinita Xi, X2, ... decimos que
son independientes cuando cualquier conjunto finito de
ellas es independiente.

» Por ejemplo, si tiramos un dado (hasta aburrirnos)
tenemos una sucesion de variables aleatorias
independientes, al ir anotando los resultados.



Variables aleatorias idénticamente distribuidas

Definicion: Decimos que un conjunto de variables
aleatorias Xi, Xo, ... son idénticamente distribuidas
cuando todas son resultados de experimentos diferentes
que tienen los mismos resultados posibles con las mismas
probabilidades.

» Por ejemplo Ny R (los dados negro y rojo) son tienen la
misma distribucion.

» Las variables con la misma distribucion:
» No dan los mismos resultados

» Tienen la misma esperanza



Un objeto central (abstracto) en estadistica es una
sucesion
X1, Xo,...,Xp, ...

de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas

Representa los resultados de una serie arbitrariamente
larga de experimentos que somos capaces de realizar

» en forma independiente

» bajo las mismas condiciones experimentales (idéntica
distribucion)

Usamos la notacién (Xj) v.a.i.i.d.

Se lee “variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas”

¢ Ejemplos?



Ley fuerte de los grandes nimeros’s

Teorema
» Consideremos una sucesion de v.a.i.i.d:

Xy, Xo, . ..

> Supongamos que la esperanza de E(X;) es finita'?.

» Entonces X 1 X X
1+ 2—,:"'+ n_>E(X1).
cuando n es arbitrariamente grande, tiende a infinito,
(n — o0)

2Recordar que las esperanzas son todas iguales por tener la misma
distribucion
31930, Kolmogorov



Comentarios

» Se puede abreviar los promedios observados:

- _X1+X2+"'+Xn
n=
n

» Si bien los promedios observados son diferentes el limite
siempre es el mismo

» Ademas, ese limite es la esperanza E(Xj):

» Esto tiene una aplicacion estadistica: para conocer E(Xy)
(desconocido) podemos aproximarlo por el promedio de
experimentos (que podemos realizar)

» Por ultimo, no todas las variables aleatorias tienen
esperanza finita.



Veamos una ilustracion:

Average dice roll by number of rolls

—— Theoretical mean
~—— Observed averages

Average

0 200 400 600 800 1000
Number of trials
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Esperanza (repaso)

Definicion: Llamamos esperanza matematica de una variable
aleatoria X al numero E(X) definido como

E(X) =) xcP(X = x)
k

si X es una variable discreta y

donde f es la densidad de X

Para calcular la esperanza matematica de una variable
continua tenemos que conocer la la densidad de la variable
aleatoria X.



Ejemplo: variable unforme en [a, b]

» Si U es una variable uniforme en [a, b] su densidad vale

f(x) = a<x<b.

A o
b-o H
\
i [ N
v M — >
r ~ b xX

» ;donde deberia estar ubicada la esperanza?

> ;cuanto deberia valer?



Hagamos las cuentas:

Partimos de la definicion:

E(U):/oo xf(x)dx:/b

—0o0

x f(x)dx
a
b
L dx:1/xdx
a b—a)/,
[X2 x=b 1 b — &
2]x:a b_a[ 2
_a+b
2




Aplicacién: Ley fuerte de los grandes numeros (LFGN)

» Sea Ui, Us, ... una sucesion de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas, uniformes en
el intervalo [1, 3]

» Nos intersa aproximar el promedio
Un: Uy +---+ Uy
n
» Aplicamos la LFGN: sabemos que E(U;) = 2.

» Obtenemos

UnN2

» La calidad de la aproximacion dependera de n (y del azar)



Simulamos en R

=

= mean(runif(18,min=1,max=3))
[1] 1.8984

= mean(runif(108,min=1,max=3))
[1] 2.68482

= mean(runif(1006,min=1,max=3))
[1] 1.993221

> mean(runif (18866,min=1,max=3))
[1] 2.002744

= mean(runif(1000600,min=1,max=3))
[1] 2.882927

= mean(runif(led,min=1,max=3))
[1] 1.999075

= mean(runif(le?,min=1,max=3))
[1] 2.808861

> |



Esperanza de una variable aleatoria normal

» Comenzamos con una variable normal estandar Z, es
decir Z ~ N(0,1) y su densidad vale'

o) = e P,

X € R.
Ve

3

—

L'}

1 1
CAMPANA du GAYVSS

» ;ddénde deberia estar ubicada la esperanza?

> ,cuanto deberia valer?
*Se utiliza ¢ para la densidad de Z ~ N(0, 1)




Vamos a calcular:

o0 I N
E(Z) = % xdx:/ X ——e X /2dx
2) /_OO coode = [ x

1 o 2
=—— [ xe*/Pdx=0,
V 27T /oo

por simetria (el integrando es una funcién impar):

Funcion impar




El codigo que me produce el grafico

# grafico una funciodn

# lo primero es definirla

i<-function(x) {x*dnorm(x)}

# le indico donde quiero guardar el pdf que produzco

setwd ("/home/mordecki/Dropbox/1021 Bioestadistica
/clases teoricas/figuras")

# este comando abre un PDF de tamafio 11 x 6

pdf("impar.pdf",width = 11, height = 6)

18 # el comando "curve" grafica una funciodn

11 curve(i,-3,3,1wd=3,col="red",main="Funcidn impar",

12 Fub:”Las areas son iguales y de signo contrario")

13 # asi dibujo los ejes:

14 abline(h=0,lwd=2)

15 abline(v=0,1lwd=2)

16 # ahora agrego texto en el dibujo

17 text(1,0.1,"+",cex=2)

18 text(-1,-0.1,"-",cex=3)

19 # por Gltimo cierro el PDF y queda guardado en el lugar indicado

20 dev.off()

[l=l=- L = B, R N PY RN R



Esperanza de una normal (u, o?)

Para pasar al caso general, recordamos el resultado de
estandarizacion

X ~ N(u,0?) siy solo si ZZMNN(OJ)
g

¢ Como se traduce este resultado en términos de densidades?



> Sea ¢(x) la densidad de Z y f(x) la densidad de X.
Tenemos

o= e 0= Jew| (Xouﬂz

» Es decir 1
_ b X—p
)= o (*4)

» Donde decia z pusimos . Es un cambio de variable.

> Ahora podemos calcular E(X) para X ~ N (u, 0?)



» Segun la definicion

E(X) = /Zx f(x)dx = /O;x %g& <X0M> dx

» Ahora cambiamos la variable en la integral de acuerdo a

X — 1
zZ= M, dz=-dx, Xx=o0z+p.
(o (o

» Los limites de integracion no cambian. Entonces

EX) = [ (o2 + 1) o(2)dz

—0o0

:o/oozw(z)dz +u/oo w(2)dz | = p.

— 00 —00




Comentario: pesos de las bebés

Peso para la Edad de NINAS

Percentilos (0 a 24 meses)

]
8
7
L]
L3
P |
g
23
£ 2
¢ 1 2 3 4 5 6 T B 8 10 11 12 13 W 15 18 17 18 1B X 2 2 23 M

Edad (en meses cumplidos)

Oirganizacken Mundial de o Salud, Palran de crecimisnio, 2008



Esperanza de una variable exponencial

» En este caso T tiene densidad
f(t) = xe M

» Entonces




La integral en la caja se calcula por partes:

b b
/a f(v)g'(v)av = f(b)g(b) — (a)g(a) — / #(v)g(v)av

Tomamos entonces

Obtenemos
o0 o0
/ veVdv= lim(—ve ") —0e° / (—e ")adv
0 V—00 0
—/ e Vdv=[-e""] Z:go =1
0
Conclusion




Aplicacion: la medusa inmortal

» La medusa inmortal (Turritopsis Nutricula) se considera
biodgicamente inmortal.

» Dado que se reproducen, de ser inmortales su cantidad
aumentaria exponencialmente.

» Consideramos que mueren entonces por predacion o por
enfermedades.

» Debido a que no envejecen, podemos suponer que tienen
un tiempo de vida exponencial

» Suponiendo que en promedio viven un siglo, ;cual es la
probabilidad de que un ejemplar viva mas de 500 anos?



Solucion'®

» Si T representa el tiempo de vida de un ejemplar,
tenemos, medido en anos:

1
E(T) = = 100.

» Tenemos que calcular

P(T > 500) = e~ **5%0 = 7500/100 — =5 — 0,007

50jo: el ejemplo es una especulacién:
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Esperanza (repaso)

Definicion: Llamamos esperanza matematica de una variable
aleatoria X al numero E(X) definido como

E(X) =) xcP(X = x)
k

si X es una variable discreta y

donde f es la densidad de X

Para calcular la esperanza matematica de una variable
continua tenemos que conocer la la densidad de la variable
aleatoria X.



Varianza de una variable aleatoria

» La esperanza matematica E(X) de una variable aleatoria
resume su posicion

» Nos interesa ahora describir cuan lejos estan los valores
posibles que toma X de E(X).

» Es decir, nos interesa resumir todos los desvios X — E(X)
en un unico numero

» Para eso vamos a tomamos un promedio de los desvios:
para que no se eliminen los positivos con los negativos'®,
tomamos las cantidades (X — E(X))?

'8E| cuadrado “se come” los signos.



» Definimos entonces la varianza de una variable aleatoria
X mediante

Var(X) = E [(X — E(X))2]

» Como la varianza tiene unidades al cuadrado, definimos
también el desvio estandar de X mediante

ox = v/Var(X) = \/E[(X — E(X))?]

» Observacion: tanto la varianza como el desvio estandar
son siempre cantidades positivas.



Céalculo de la varianza

» Como definimos la varianza de X como la esperanza de
Y = (X — E(X))?, podemos usar la formula de esperanza.

» En el caso discreto tenemos entonces
Var(X) = (xk — E(X))?P(X = xx)
k

si X es una variable discreta y

Var(X) = / " (x — E(X))2f(x)dx

—0o0

donde f es la densidad de X



Ejemplo: variable de Bernoulli

» Consideremos una variable X de Bernoulli, que toma los
valores 0 y 1, con probabilidades

P(X=0)=1-p, P(X=0)=p.

» Habiamos calculado E(X) = p
» Entonces
Var(X) = (0 - p)*(1 — p) + (1 — p)*p
=p*—p°+(1-20+p°)p

=P +p—20%+p* = p—p? =[p(1 — p)|



Ejemplo: el dado

» El caso del dado es similar pero con 6 resultados.
Sabemos que E(X) = 3,5, y todas las probabilidades son
iguales:

Var(X) = % [(1 —35)24+(2-352+---+(6— 3,5)2}

=292



Ejemplo: variable Binomial

» En el caso de una variable Binomial B con parametros ny
p, obtenemos
Var(B) = np(1 — p)

» Vale la pena observar que una variable Binomial cuenta
los éxitos en n ensayos de Bernoulli:

B=Xi+ -+ Xy

donde Xj es el resultado de cada ensayo, por lo que
Var(Xx) = p(1 — p).

» El resultado es

Var(B) = Var(Xy) +--- + Var(X,) = np(1 — p)



Otras variables discretas

» El calculo de la varianza de variables discretas se hace
mediante suma de series

» En el caso de una variable geométrica G con parametro
p € (0,1) se obtiene
p

Var(G) = 1;2

» En el caso de una variable P de Poisson de parametro
A > 0, se obtiene
Var(P) = \.

Vale la pena observar que E(G) = Var(G).



Varianza de variables continuas

» En este caso tenemos que utilizar la férmula con la integral
y la densidad.
o

Var(X) = / (x — E(X))?f(x)dx

—00

» Comencemos con una variable U uniforme en [0, 1].
Sabemos que E(X) = 3.



» Tenemos entonces




Propiedades de la varianza

Propiedad Sea X una variable aleatoria y dados a, b numeros
reales consideremos la variable aleatoria
Y=aX+b

Entonces

E(Y)=aE(X) + b, Var(Y) = & Var(X)

> Observemos que la esperanza de Y se traslada by se
multiplica por a.

» Mientras que la varianza se multiplica por b® pero no
depende de a.



Demostracion

» Vamos a demostrarlo en el caso discreto. El caso continuo
es similar. Comenzamos con la esperanza:

E(aX+b) =) (axc + b)P(X = xx)
k

=a| ) xkP(X =x) |+ b| > P(X = x)
k k

= a|E(X)|+ b[1] = aE(X) + b.




Ahora la varianza:
Var(aX + b) = E [{aX + b~ E(aX + b)}?]
= E[{aX + B aE(X) - 5)*]
= :{aX . aE(X)}Z]

— E [{a(X - ()]

= PE [{X - E(X)}ﬂ = & Var(X).

OJ



Varianza de una variable uniforme

Para una variable uniforme se puede demostrar que:
V=a+(b-aU~Ulabl< U~ U[0,1]

Entonces

Var(V) = (b — a)2Var(U) = 1_23)2.



Varianza de una variable normal
» Sea Z ~ N(0,1), es decir, una normal estandar.

» Comenzamos enunciando que

o0

Var(Z) = / (x — 0)%p(x)dx = 1

—0o0

» Entonces si X ~ N (u, 02), por estandarizacion se puede
escribir
X=0cZ+pu

» Calculamos
Var(X) = Var(cZ + ) = o®Var(Z) = o°.

» Concluimos que si X ~ N (u, o?) entonces
E(X) = pu, Var(X) = o2.



Desigualdad de Chebishev

Teorema. Sea X una variable aleatoria que toma valores no
negativos, es decir, X > 0. Entonces, para cualquier e > 0
tenemos

P(X >¢) < E(:()

Demostraciéon. Hacemos la demostracién en el caso continuo.
E(X) = / xf(x)dx > / xf(x)dx
0 £
2/ sf(x)dx:e/ f(x)dx
1> €
=eP(X >¢)

Por dltimo, si pasamos ¢ dividiendo tenemos la desigualdad
buscada.



Desigualdad de Markov

Corolario: Sea Y una variable aleatoria y Var(Y) su varianza.
Entonces

P(lY — E(Y)| =€) <

Demostracion:

» Observemos que

[P(IY = E(Y)| > ¢)|= P(|Y = E(Y)]? > €?)

> Lavariable X = (Y — E(Y))? es no negativa, entonces

P((Y — E(Y))2 > E2)’5[(” - f( V)2 var(Y)

9




Paul Pierre Lévy (1886-1971, Francia)

Figura: Demostré el teorema que veremos hoy
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Esperanza y varianza (repaso)

Llamamos esperanza matematica de una variable aleatoria X
al numero E(X) definido como

E(X) = 3" xP(X = x0), / ~ xf(x)dx
k —0o0

si X es una variable discreta o continua, y llamamos varianza

al numero
Var(X) = E [(x - E(X))ﬂ



Sucesion de v.a.i.i.d.

» El objeto central de la clase de hoy es una sucesion de
variables aleatorias

X17X2,...7Xn,...
gue suponemos

> Independientes: las probabilidades de sucesos de n
variables son el producto de las probabilidades
individuales. Por ejemplo

P(Xi <a,Xo <b,X;<c)
= P(X1 < a) X P(X2 < b) X P(X3 < C)

» |dénticamente distribuidas: si bien los resultados son
distintos, tienen las mismas probabilidades de ocurrir:

P(Xx <a)=P(X; <a)= F(a) paratodo k=1,2,...



> Las sucesiones de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas

v.a.i.i.d.

son una idealizacion tedrica de un experimento que se
repite una gran cantidad de veces bajo las mismas
condiciones.

» El ejemplo que consideramos es tirar un una
gran cantidad de veces

» Podriamos modelar la vacunacion masiva de una
poblacion y medir la respuesta en anticuerpos al ano de
aplicar la vacuna

» ;Ejemplos?



Propiedades

» Como tenemos la misma distribucion, tienen la misma
esperanza y la misma varianza. Les llamamos

w=E(X)), o2=var(X;).

» Ahora vamos a quedarnos con las n primeras variables
i.i.d:
X17X27"'7Xn

» Nos interesa en realidad el promedio

o X+ X+ X
Xn: 1 2n n

» Queremos calcular la esperanza y la varianza del
promedio en términos de p y o2



Propiedades’’

Teorema

(a) Sean Yi,..., Y, variables aleatorias cualesquiera.
Tenemos

E(Yy+--+Ya)=EY1)+ -+ E(Yn)

(b) Sean X e Y variables independientes. Entonces

E(X x Y) = E(X) x E(Y)

7Suponemos que las esperanzas y varianzas que aparecen son finitas



Demostraciones
» La propiedad (a) vamos a asumirla verdadera.

» Veamos (b) en el caso que ambas variables sean discretas

y finitas.
» X toma valores xi, ... X, con probabilidades p1, ..., pn,
Y toma valores y1,. .., yx con probabilidades gy, . . ., gk

» Entonces XY toma los valores x;y, con probabilidades®
Piqe

» Tenemos

E(XY) =" xiye x pige = Y_(xipi)(veq)
i0 il

= ZX,-p,-ZyeCIz = E(X)E(Y)
i l

8Suponemos que todos los productos dan distinto resultado



Covarianza

» Definimos la covarianza de dos v.a. X e Y mediante

cov(X,Y) = E[(X = E(X))(Y - E(Y))]

» Notemos que si X = Y entonces
cov(X,X)=E[(X— E(X))(X — E(X))]
—E [(x — E(X))?| = var(x)



» Operemos:

cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))]
= E[XY — YE(X) — XE(Y) + E(X)E(Y)]
— E[XY] - E[YE(X)] — E[XE(Y)] + E[E(X)E(Y)]
= E[XY] - E[Y]E(X) — E[X]E(Y) + E(X)E(Y)
= E(XY) — E(X)E(Y)

» Conclusion: si X, Y son independientes, entonces

’cov(X, Y):O‘




Prop. Sean X e Y variables independientes. Entonces

var(X +Y) = var(X) + var(Y)

Dem. Es una cuenta:

var(X + Y) = [(X+ Y - E(X + Y))Z}

E

:E[(x E(X)+ Y - E(Y )2}
E (X~ EQOP + (Y = E(Y))?
+2/(X — E(X))(Y — E(Y))]

=var(X)+var(Y)+2cov(X,Y)
= var(X) + var(Y).



Generalizacion

Prop. Sean Xj, ..., X, variables independientes. Entonces
var(Xy + - -+ Xp) = var(Xy) + - - - + var(Xy)
Dem. Sea X = Xi, Y =Xo + --- + X,. Las variables X e Y son
independientes, entonces
var( Xy +Xo+---+ Xp) = var(Xy) + var(Xa + - - - + Xp)
N N——
=X =Y
» Un paso mas igual nos da

var(Xi+Xo+- -+ Xp) = var(Xy)+var(Xz)+var(Xz+- - -+Xp)

» Lo hacemos tantas veces como sea necesario. O



Estamos en condiciones de calcular la esperanzay la

varianza de
X1+ Xo+ -+ X

Xn -

para Xi,..., Xy, i.i.d.
Recordemos que

E(aX +b) = aE(X)+b,  var(aX + b) = &var(X).

Entonces

Xi+ -+ Xo

E(X,,):E< . >::,E(X1+-~-+Xn)

= LIEQG) + -+ EOG) = e = 1

La esperanza del promedio es igual a la esperanza de los
sumandos.



La varianza de un promedio

» Tenemos

var(X,) = var <X1++X”> levar(X1+---+X,,)

n n
1 X X 1 X o2
= 5 var(Xq) + -+ + var(Xn)] = —[nvar(Xy)] = —.

» La varianza del promedio es la n-ésima parte de la
varianza de cada sumando

» Cuantos mas sumandos menos varianza



El problema de la velocidad

> Segun la ley fuerte de los grandes numeros sabemos que
el promedio se aproxima a la esperanza

» Es decir o
Xn—u si n tiende a infinito

» Pero ..., cuanto hay que esperar?
» ;Cuantos experimentos hay que hacer?
» Cuan pequeno es el error

Xn—1



En primer lugar sabemos que

E(Yn—,u>:E<Yn>—E(u):u—,u:O.

En cuanto a la varianza

var (7,, — M) = var (7,7) = %02.

Multiplico por o2 y divido por n, y aplico la propiedad,
2

%var(7n>:1, var (\f [Xn—/,LD =1

Consideremos la variable

Tiene esperanza cero y varianza uno.



Teorema Central del Limite

» Paul Lévy demostr6 que

Zy, —~Z~N(0,1)  cuando ntiende a infinito

» Eso quiere decir que

b
P(aangb)—>P(a§Z§b):/ H(x)dx

a

» Podemos escribir entonces, si n es grande

z,,:f[x,,u} ~Z



» Podemos escribir entonces, si n es grande

zn:i[y,,_u} ~Z

» Despejando - .
{Xn - ,u} ~ 7n

» Despejando
Xn =+ inz

vn

» Es decir, si sustituimos 1 (desconocido) por X,
cometemos un error de la forma
g
—Z
Vvn



» Cuanto mas grande es n menor es el error

» El error decrece como la raiz de n.



Aplicacion
» Queremos simular Z

» Sabemos simular uniformes

» Resulta que 12 uniformes aproximan bien a Z

ol

S
Zip=—— X12—}%Z
g

2

» Como la varianza es 02 = 1/12, tenemos ¢ = Vv1/12 se
multiplica con /n

» En conclusién



Escribo el siguiente codigo:

12*mean(runif(12)-0.5)

# preparo un vector para una muestra
muestra<-c()

# tamafio de la muestra
tamano<-10000

# y guardo el resultado en muestra

for(i in 1:tamano){
valor<-12*mean(runif(12)-0.5)
muestra<-c(muestra,valor)

}

# calculo el histograma de mi muestra

hist(muestra,freq = F)

curve(dnorm,-3,3,add=T,1wd=3,col="red")
|

Simulo 10000 muestras con 12 uniformes



El grafico compara el histograma de la muestra con la densidad
normal estandar:

Histogram of muestra

Density
0.0 0.2 04

muestra

La aproximacion indica que los valores simulados son
aproximadamente normales estandar.
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Probabilidad y Estadistica

» La probabilidad y la estadistica son disciplinas hermanas
» Comparten un mismo marco teérico matematico:
» un espacio de sucesos €2

» un modelo de probabilidad P

» Se diferencian en las pregunas que formula cada una:
» La probabilidad conoce Py calcula a partir de ella

» La estadistica conoce valores Xi, ..., X, y se ocupa de
estimar'® P.

» La estimacién de la probabilidad se designa P.

9Se trata de dar una buena aproximacién del modelo



Ejemplo 1: Modelo normal

Consideramos un ejemplo clasico

» Suponemos el modelo gaussiano o normal donde
desconocemos la media p y la varianza o?

» Observamos (conocemos) n valores numéricos de
variables aleatorias Xi, ..., X, que corresponden al
modelo incéngnita

» ;Como estimamos los parametros 1 y o2 a partir de los
datos Xi,..., Xp?



Ejemplo 2: Estimacidon de una probabilidad

Consideramos otro ejemplo clasico

» Suponemos el modelo Bernuolli donde desconocemos la
probabilidad p

» Observamos (conocemos) n valores numéricos de
variables aleatorias Xi, ..., X, que corresponden al
modelo incéngnita, que corresponden a una tira de ceros
(fracasos) y unos (éxitos)

» ;Como estimamos el parametro p a partir de esa tira de
ceros y unos?



Terminologia estadisitica

» El conunto Q se llama espacio muestral. En probablidad se
llama espacio de sucesos

> Los valores Xj, ..., X, se llaman muestra aleatoria simple,
se resume m.a.s20

» Si el parametro desconocido se designa 6, la aproximacion
que hacemos se designa 6.

20Es lo que en probabilidad se llama v.a.i.i.d.



Estimacion de la esperanza

» La base de la estimacion es la ley fuerte de los grandes
nuameros (LFGN):

» Sean Xi,..., X, unam.a.s. de v.a. con esperanza
desconocida p = E(X7).

» La LFGN establece que:

X, = Xt X px)



» Sitenemos un modelo con una probabilidad P con
w = E(Xy) desconocido, podemos estimar p a traves del
promedio de los datos

p=Xn

» La LFGN nos dice entonces que
B

que se denomina consistencia del estimador.



Estimacion de una probabilidad

» Supongamos un modelo de Bernoulli con probabilidad p
desconocida.

» Tenemos una m.a.s. Xi,..., X,. Se verifica
E(Xi)=p

» Entonces se reduce al caso anterior: jla probabilidad es la
esperanzal



» Entonces, el estimador de la probabilidad es

Xi+---+ X, cantidad de éxitos

p= n o n

» El estimador también se denomina frecuencia observada
de la cantidad de éxitos

» Ademas, la LFGN nos dice que el estimador es
consistente, es decir

~

p— p.



Estimacion de la varianza con media conocida

» Tenemos ahora una m.a.s. Xi, ..., X,, suponemos que
p = E(X1) es conocida, pero o2 = var(X;) es desconocida

» Queremos entonces estimar 2.

» Recordamos para eso que o2 es en realidad una
esperanza, de la variable aleatoria

Y = (X = E(X)2 = (X - p)?

» Producimos entonces una m.a.s. de Y, mediante

Y; = (X; — n)?



» Estimamos entonces la varianza mediante

S P+ o= )P
n

» Aplicando la LFGN sabemos que

S (KP4 (X — p)?
n

— E(X — p)? = 02,

es decir, tenemos consistencia.



Estimacion de la varianza con media desconocida

» La situacion mas frecuente es cuando no conocemos ni la
media p ni la varianza o2 de la variable que queremos
estimar.

» Por lo tanto no conocemos y para ponerlo en la formula
anterior.

» Laidea es entonces primero estimar u, y luego utilizarlo
para estimar la varianza.

» El resultado de este procedimiento es

o K=+ (X — )
n




» En este caso las variables
Y, = (X; — n)?

no conforman una muestra aleatoria simple, porque no son
independientes.

» Se puede probar sin embargo que

.y Xy — 102 + -4+ (X, — 102
0_2:(1 ﬂ)+n+(n 1) —>0'2,

también tenemos consistencia.



Estimacion del desvio estandar

» Una vez estimada la varianza, para estimar el desvio
estandar se toma la raiz:

—~ —_ 172 —_ 172
a:,/agz\/% i) +n+(Xn 1)
n

1 -
= J EZ(XK —[)?

k=1




Correlacién y su estimacion

» En el caso en que dos variables no son independientes,
decimos que son dependientes

» Una medida de su dependencia es la covarianza, que
segun vimos se define como

cov(X,Y) = E[(X - E(X))(Y - E(Y))]

» Con el objetivo de obtener una cantidad adimensionada,
definimos la correlaciéon

E[(X - E(X))(Y — E(Y))]
oxXOy

p(X,Y) =

donde ox y oy son los desvios estandarde X e Y
respectivamente.



Propiedades

» Se puede demostrar que la correlacion es una cantidad
que se encuentra entre -1 y 1, es decir

-1 <p(X,Y)<1.

» La correlacion positiva indica que a valores mayores de
una se obtienen valores mayores de la otra,

» La correlacién negativa indica lo contrario: valores
mayores que la esperanza de una corresponden a valores
menores que la esperanza de la otra

» Cuanto mas cerca de uno (o de -1) sea el valor de la
correlacion, mas pronunciado sera este fenémeno.



Estimacion

» Para estimar la covarianza suponemos conocer una
muestra aleatoria simpe del vector aleatorio (X, Y), es
decir, v.a.s

(X1, Y1)y (Xn, Yn)

» Aqui se supone que las parejas son independientes entre
si, pero no tiene que serlo cada X de su companera Y



Estimacion con medias y desvios conocidos

> Supongamos primero que conocemos uy = E(Xj),
py = E(Y1) asi como las varianzas 0% = var(Xi)y
oy =var(Yi)

» En ese caso la correacion es la esperanza de las variables

7 X =w)(Y —py)
oxoy

» Entonces conseguimos un estimaror consistente aplicando
la LFGN:

pX,Y) = ,172”: (X = 1x) (Y — py)

axo
k=1 X7y



Estimacién: caso general

» En la situacion se desconocen las esperanzas y las
varianzas.

» La estimacion entonces comienza estimando las
esperanzas ux py y los desvios oy , oy.

» Primero estimamos las esperanzas:

ﬁ)\(zyn; /ﬂ:Vn



» y luego los desvios estandar

1 n
— v e 2
- > (X — ix)
k=1

=

1 __
oy = EZ(YK—MY)Z
k=1

\

» Finalmente construimos el estimador de la correlacion:

N 1= (Xk — 1ix) (Vi — fiv)
Y)= — E
X Y) n OxOy

» El estimador de la correlacion sirve para saber si dos
variables son dependientes (¢,como?)
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Clase 15 de Bioestadistica

Estadistica: distribucién empirica y cuantiles

Ernesto Mordecki

CMAT, Facultad de Ciencias, Universidad de la Republica.
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Probabilidad y Estadistica (repaso)

» La probabilidad y la estadistica son disciplinas hermanas
» Comparten un mismo marco teérico matematico:
» un espacio de sucesos €2

» un modelo de probabilidad P

» Se diferencian en las preguntas que formula cada una:
» La probabilidad conoce Py calcula a partir de ella

» La estadistica conoce valores Xi, ..., X, y se ocupa de
estimar?! P.

» La estimacién de la probabilidad se designa P.

21Se trata de dar una buena aproximacion del modelo



Terminologia estadisitica

» El conunto Q se llama espacio muestral. En probablidad se
llama espacio de sucesos

> Los valores Xj, ..., X, se llaman muestra aleatoria simple,
se resume m.a.s%2

» Si el parametro desconocido se designa 6, la aproximacion
que hacemos se designa 6.

22Es lo que en probabilidad se llama v.a.i.i.d.



Estimacion de la esperanza

» La base de la estimacion es la ley fuerte de los grandes
nuameros (LFGN):

» Sean Xi,..., X, unam.a.s. de v.a. con esperanza
desconocida p = E(X7).

» La LFGN establece que:

X, = Xt X px)



» Sitenemos un modelo con una probabilidad P con
w = E(Xy) desconocido, podemos estimar p a traves del
promedio de los datos

p=Xn

» La LFGN nos dice entonces que
B

que se denomina consistencia del estimador.



Estimacién de una probabilidad (repaso)

» Supongamos un modelo de Bernoulli con probabilidad p
desconocida.

» Tenemos una m.a.s. Xi,..., X,. Se verifica
E(Xi)=p

» Entonces se reduce al caso anterior: jla probabilidad es la
esperanzal



» Entonces, el estimador de la probabilidad es

Xi+---+ X, cantidad de éxitos

p= n o n

» El estimador también se denomina frecuencia observada
de la cantidad de éxitos

» Ademas, la LFGN nos dice que el estimador es
consistente, es decir

~

p— p.



Estimacion de la funcidn de distribucidon

» Dada una variable aleatoria X, definimos su distribucién F
como la funcién tal que

F(x)=P(X < x)

» Distribucion exponencial:




» Distribucion Normal:

v

» Distribucion uniforme:

L)

v

)




Propiedades de la funcion de distribucion
» La distribucion F(x) es la probabilidad del suceso
{X <x},
por lo tanto

0<F(x)<H1, para todo x € R

» Monotonia: Si a < b tenemos la inclusion de sucesos
{X <a} <{X<b},

(si X (el resultado del experimento) es menor o igual que a
y a es menor que b entonces el resultado X es menor o
igual que b). Eso nos da

F(a) < F(b)



» Si x = —oo entonces F(x) = 0: nunca ocurre X < —oo,
entonces

{X<-00}=0, luego F(—o0)=P(0)=0
» Si x = +oo entonces F(x) = 1: siempre ocurre X < +oo,
entonces

{X <400} =9Q, luego F(+o00)=P(Q)=1.



Estimacion de la funcidn de distribucidon

Nos planteamos el siguiente problema:
» Tenemos una muestra aleatoria simple
Xiy. .o, Xn
que corresponde a una v.a. con distribucion F
» Desconocemos F y queremos estimarla

» F es una funcién, empecemos por un valor F(a).



» F(a) = p es la probabilidad del suceso
{X < a)
» El estimador de una probabilidad p es su frecuencia, es
decir, la proporcion de casos favorables

» Ejemplo: Supongamos que a = 0 y nuestra muestra son
los valores

0,55, 0,91, -0,16, —-0,30, —0,83, —0,59, 0,45, —0,29



» ;Cuales son nuestros éxitos? Como a = 0 el suceso es
X <0
es decir, son los valores negativos:

0,55, 0,91, -0,16, —0,30, —-0,83, —0,59, 0,45, —0.29

» Entonces nuestra estimacion es

5_5
P—8‘

» Para el estimador de F(a) se usa la notacion Fj(a), que se
llama distribucion empirica de F. Tenemos entonces



Hacemos el mismo razonmiento ahora para cualquier a:

Para estimar F(a) contamos la cantidad de variables de la
muestra que son menores o iguales que ay dividimos por
el tamano de la muestra, es decir

Fo(a) = T X =2

Miramos ahora la funcién F,(a) cuando varia a, si por
ejemplo n = 3 y tenemos los valores

0,07, 0,92, -0,73

si a < —0,73 tenemos Fz(a) = 0.
Si —0,73 < a< 0,07 tenemos Fz(a) =1/3
Si 0,07 < a< 0,92 tenemos F3(a) =2/3

Si 0,98 < atenemos F3(a) = 1



Distrubiciéon empirica
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Para plotear la distribucion empirica en R se usa el comando
ecdf. Concretamente el codigo es
muestra<-rnorm(3,0,1)

p<-—ecdf (muestra)

plot (p,main="Distribucidén empirica")



Consistencia

Ahora, ¢se parece la F, (estimada) la F (teorica)?

» Para eso tenemos la indicatriz de un conjunto:

1, sixcA
14= .
0, six¢A

» Es decir, sumamos

n
#{k: X <ay=> 1x<a
p



» Entonces tenemos un promedio, y aplicamos la LFGN:

1<
Fo(@) =P =" Tix<a = E(Tix<a)
k=1

» Como
E (11x,<a)) = OxP(X1 > a)+1xP(X; < a) = P(X; < a) = F(a)
obtenemos la consistencia de la estimacion:

Fn(a) — F(a)



Distribucién empirica

0.8 1.0
1

Fn(x)
0.6

0.4

Figura: La distribucion empirica (azul) se aproxima a la distribucién
tedrica (roja)
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