Universidad de la Reptblica
Facultad de Ciencias
Centro de Matematica

Grupos y Teoria de Galois
Primer semestre de 2020

Practico 5

1. a) Probar que si un grupo G esta generado por un conjunto S entonces g € Z(G) (el centro de G)
si y solo si gs = sg, para todo s € S.

b) Determinar el centro del grupo diedral D,,. Pista: depende de la paridad de n.
2. El centralizador de un subgrupo H de G es Cg(H) := {9 € G: hg = gh, Vh € H}. Probar.

a) Vale Z(G) C Cq(H) C Ng(H). ;Cuéando vale H C Cq(H)?
b) Cq(H) es un subgrupo normal del normalizador Ng(H) y Ng(H)/Cq(H) es isomorfo a un
subgrupo de Aut(H). Sugerencia: probar Inty(H) = H, para todo g € Ng(H).

3. Sea G = (a,b: a®> =b" =1, ba = ab" 1) el grupo diedral. Consideramos H = {a). Determinar C¢ (H)
y Ng(H), paran = 3 y n = 4. Hacer lo mismo para H = {1,a,b? ab’} y n = 4.

4. Sea G un grupo que contiene un subgrupo H tal que H # G y [G : H] < co. Probar que G contiene
un subgrupo normal N tal que N # G y [G : N] < oo.

5. Sea G un grupo que contiene subgrupos normales finitos K1, ..., K, que tienen 6rdenes primos dos
a dos. Probar que Ky--- K, = {k1---k, : k;j € K;, Vi = 1,...,7} es un subgrupo normal de G y
que Ky--- K, ~ Kj x --- X K, como grupos. Sugerencia: probarlo primero para r = 2 y luego usar

induccidn; recordar el ejercicio 5b) del Practico 2.
6. Sean N y K dos grupos. Sea o : K — Aut(N) un morfismo y K x N — N la accién asociada a a.
a) Probar que valen k- (ning) = (k-n1)(k-n2) y k-1 =1, para todo k € K, ny,ng € N.
b) Se define un producto * en N x K mediante (n1, k) * (ng, ko) = (n1 (k1 - n2), ki k2).
1) Probar que N x K con este producto es un grupo que escribimos N x, K.
2) Probar que si No ={(n,1): ne€ N}y Ko ={(1,k) : k€ K}, entonces
No<Nx, K, Ky< Nx,K, N~Ny, K=~K) NxK=NyKy, NoNKy=1{(1,1)}.
7. Sean M el grupo de los movimientos del plano R? y M el subgrupo de los movimientos directos.

a) Probar [M : M ] = 2. Deducir M a4 M.

b) La traslacién de vector u € R? es la funcién 7, : R? — R? definida por 7,(v) = u + v, para
todo v € R2. Notar que el conjunto de las traslaciones del plano 7 es un subgrupo de M. Sea
O(R?) el subgrupo de M formado por los operadores ortogonales’ de R?. Probar M = T O(R?).

Sugerencia: recordar el ejercicio 11 del practico 1.
¢) Sea ¢o € O(R?) y u € T. Probar ¢g o7, = T, o g, siendo v/ = pg(u). Deducir 7 <1 M.
d) Probar M ~ T x, O(R?) para cierto morfismo a : O(R?) — Aut(7) que se determinar4.

Notar que todo esto vale en general para R".

8. Determinar (a menos de isomorfismo) todos los grupos de orden 2p, con p primo impar.

Los operadores ortogonales son las isometrias de R? en sf mismo, respecto al producto escalar de RZ.



