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Introduccion

Estas son notas para el curso de Algebra Lineal IT de la Licenciatura en Matematica de la Facultad de
Ciencias. Tratan sobre operadores (es decir, transformaciones lineales de un espacio vectorial en s{ mismo),
productos internos y formas bilineales simétricas, con énfasis en los espacios de dimensién finita. Como
prerrequisito se asume que el lector tiene conocimientos bésicos de espacios vectoriales, transformaciones
lineales y matrices asociadas a transformaciones lineales. Si bien la mayoria de los resultados estan escritos
para k-espacios en los cuales k es un cuerpo arbitrario, dado el caracter introductorio de las notas, todos los
ejemplos son para k = R (los nimeros reales) o k = C (los niimeros complejos). A continuacién damos una
breve descripcién de cada capitulo.

En el Capitulo 1 se estudian los operadores diagonalizables y sus propiedades bésicas.

En el Capitulo 2 se estudian los espacios vectoriales con producto interno. En particular se prueba la
existencia de bases ortonormales, de complementos ortogonales y el teorema de Riesz.

En el Capitulo 3 se estudian los operadores en espacios con producto interno. Las demostraciones estan
escritas para espacios complejos, mientras que las correspondientes a los espacios reales se obtienen como un
caso particular de las anteriores. Si el lector estd interesado solo en los espacios reales, entonces puede olvi-
darse de las referencias a los complejos, y las definiciones y demostraciones funcionan esencialmente igual. El
Unico punto donde tendria problemas es en la prueba de que un operador real autoadjunto es diagonalizable
sobre una base ortonormal, dado que la prueba en el caso complejo utiliza el teorema fundamental del dlgebra
que no es valido en los reales. Para solucionarlo se dan dos pruebas de ese teorema, una de las cuales no
requiere nimeros complejos.

En el Capitulo 4 se estudian las formas bilineales simétricas reales y sus formas cuadraticas asociadas.
En el Capitulo 5 se ve el teorema de Cayley-Hamilton y se introducen los subespacios propios generalizados.

En el Capitulo 6 se estudia la forma de Jordan. En la primera seccién se estudian las propiedades de las
bases de Jordan y se prueba su existencia. En la segunda se ven técnicas de cdlculo que permiten obtener
la forma de Jordan en dimensiones bajas.

En el Capitulo 7 se introduce el polinomio minimal. El mismo es ttil para obtener informaciéon sobre un
operador, a apartir de las relaciones polinomiales que el operador verifique.

El Capitulo 8 es un apéndice en el cual se ven algunos temas que son necesarios para seguir estas notas.
No se necesita saber todo lo que aparece aqui para seguir todos los capitulos, pero la suma directa de
subespacios se utiliza con frecuencia, asi que conviene darle una mirada antes de empezar con el resto. Las
matrices en bloques aparecen al estudiar matrices asociadas a operadores, en particular en diagonalizacién
y principalmente en la forma de Jordan. Las matrices elementales aparecen en la diagonalizaciéon de formas
bilineales simétricas.

Parte de este material estd inspirado en el libro Linear Algebra, de S. M. Friedberg, A. J. Insel y L. E.
Spence, de la editorial Prentice Hall.
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Capitulo 1

Diagonalizacion

En este capitulo k es un cuerpo y V es un k-espacio vectorial no nulo de dimensién finita n. Si B es una
base de V', supondremos siempre que B es una base ordenada es decir una base en la cual hemos elegido un
orden para sus elementos.

A las transformaciones lineales de V en V les llamaremos también operadores. Al espacio de los operadores
en V lo denotaremos £(V) y a la transformacién lineal identidad Idy o simplemente Id. Al espacio de las
matrices cuadradas de orden n con coeficientes en k lo denotaremos M, (k) y a la matriz identidad I,, o 1.

Si T e L(V)y By C son bases de V, escribiremos ¢[T]|p a la matriz asociada a T de la base B en la
base C y [T|p para p|[T|p. Si A € M, (k), escribiremos L4 a la transformacién lineal de k™ en k™ definida
por La(v) = Av, para todo v € k™ (el vector v en Av estd escrito en forma vertical). Observar que si
C = {e1,...,en} es la base candnica de k™ y A € M, (k), entonces es [La], = A. Si vy,...,v, € k", el
simbolo [v1]---|v,] denotard a la matriz cuadrada de orden n cuyas columnas son los vectores vy, ..., v,

escritos en forma vertical. Por ejemplo, si v1 = (1,2) y va = (0,3), entonces [v1|va] =(39).

1.1. Operadores diagonalizables

Recordar que una matriz cuadrada A = (a;;) se dice diagonal si a;; = 0, para todo i # j. Las matrices
diagonales son simples para operar, por ejemplo valen las férmulas siguientes.

a - 0 by --- 0 aiby .- 0 a -+ 0 k a’f e 0
: oy e = e ] o =y e ], VREN
0 - ap 0 - by 0 - apby 0 - ay 0 --- df
al 0 al 0 -1 al_l 0
=aj---ap; siar---a,#0 = Do =

0 an 0 an O a;l

Definicién 1.1.1. Un operador T € L(V) es diagonalizable si existe una base B de V' en la cual [T)g es
diagonal.

Ejemplo 1.1.2. Sea r una recta del plano R? que pasa por el origen y T la simetria axial respecto a 7.
Sean 0 # u € r y 0 # v € R? tales que u y v son ortogonales. El conjunto B = {u,v} es una base de R? y la

matriz asociada a T" en la base B es ((1) 0 ) Luego la simetria axial de eje r es diagonalizable.

Definicién 1.1.3. Dado T' € L(V), un escalar A € k se dice un valor propio de T si existe 0 # v € V tal
que T'(v) = Av, el vector v se dice que es un vector propio de T' asociado al valor propio A.



Ejemplo 1.1.4. En el caso en que T : R?2 — R? es la simetria axial del ejemplo 1.1.2, vimos que existian
vectores no nulos u y v tales que T'(u) = u y T(v) = —v; luego u y v son vectores propios de T' con valores
propios 1 y —1, respectivamente.

Proposicién 1.1.5. Un operador T € L(V) es diagonalizable si y solo si existe una base B de V' formada
por vectores propios de T. En ese caso, las entradas diagonales de [T']|p son valores propios de T'.

Dem. El operador T € L(V') es diagonalizable si y solo si existe una base B tal que [T]3 es de la forma

N - 0
Tle=| + . |- (1.1)

0 - A\
Si B ={vi,...,vn}, entonces vale (1.1) si y solo si T'(v;) = A; v;, para todo i = 1,...,n, es decir, si y solo si
los elementos de B son vectores propios de T' con valores propios Aq, ..., An. O

Ejemplo 1.1.6. Sea T' € L(R,[z]), n > 1, definida por T'(p(x)) = p'(x). Un polinomio p(x) es un vector
propio de T' si y solo si p(z) es no nulo y existe A € R tal que p'(z) = Ap(z). Esta dltima igualdad solo
puede ocurrir cuando el grado de p(x) es cero, es decir, cuando p(x) es un polinomio constante; pero en ese
caso es p/(x) = 0 y por lo tanto tiene que ser A = 0. En conclusién el tinico valor propio de T es A = 0 y los
vectores propios correspondientes son los polinomios constantes no nulos. Pero el conjunto formado por dos
polinomios constantes es LD, luego no puede existir una base de R, [z] formada por vectores propios de T
y por lo tanto T no es diagonalizable.

1.2. Polinomio caracteristico

Por la proposicion anterior, para saber si un operador T es diagonalizable hay que ver si podemos encontrar
una base del espacio formada por vectores propios de T'. Para eso debemos saber como encontrar los vectores
propios. A continuacién veremos primero cémo hallar los valores propios y luego usando estos hallaremos
los vectores propios.

Definicién 1.2.1. Decimos que dos matrices A, B € M, (k) son semejantes y escribimos A ~ B, si existe
una matriz invertible Q € M, (k) tal que A = QBQ'.

Proposicién 1.2.2. La relacion de semejanza es una relacion de equivalencia en M, (k), es decir que valen
A~A VAe My(k); siA~B = B~A; siA~ByB~C = A~C.
Dem. Ejercicio. O
Proposicién 1.2.3. Si A, B € M, (k) son semejantes, entonces det(A) = det(B).
Dem. Sea Q € M, (k) invertible tal que A = QBQ~'. Entonces
det(A) = det (QBQ™") = det(Q) det(B) det (Q ') = det(Q) det(B) det(Q) ™' = det(B). O
El siguiente resultado muestra que las matrices asociadas a una misma trasformacion lineal son semejantes.
Proposicién 1.2.4. Sean T € L(V) y B, C bases de V. Entonces [T)c = P [T)g P~!, siendo P = ¢[Id]3.
Dem. Si P = ¢[Id]g, entonces
P[T)e P! = ¢[1d]g [T5 (c[d]g) " = ¢[Id]s [T [ld]ec = [[do T oId]e = [T]e. O

De las dos proposiciones anteriores se deduce el siguiente resultado.



Corolario 1.2.5. Si T € L(V) y B,C son dos bases de V', entonces det([T']g) = det([T]c) - O
Visto el corolario anterior, tiene sentido la siguiente definicion.

Definicién 1.2.6. Si T' € L(V), definimos su determinante por detT := det([T]|g) siendo B una base
cualquiera de V.

Proposicién 1.2.7. Si T € L(V), entonces vale lo siguiente.

1. El operador T es invertible si y solo si detT # 0.

2. Para todo X\ en k y toda base B de V', vale det(T — A1d) = det(A — A1), siendo A = [T]3.
Dem. Sea B una base de V. La primera afirmacién se deduce de lo siguiente

T es invertible <« [T]g es invertible < det([T]p) #0 < detT #0.
Para la segunda, si A € k, es
det(T — A1Id) = det([T — A\1d|g) = det([T]|p — A[Id]p) = det(A — A1I). O
Definicién 1.2.8. Si T' € £(V), definimos su polinomio caracteristico por
Xp(t) :=det(T — t1d).

Para hallar Xr(t), elegimos una base cualquiera B de V' y encontramos la matriz asociada

a1 - Qln a;p—t --- ain
[T)5 = Do , entonces Xp(t) =

Anl 0 Gpp T P —
Es un ejercicio el probar que vale

Xp(t) = (=1)™" + (=1)" Ttr (A) "+ ... 4 det(A),
siendo! A = [T]g. Luego Xr(t) es un polinomio de grado n en la variable ¢, siendo n = dim V.

Ejemplo 1.2.9. Sea V = Ry[z] y T € L(V) definida por T(p(z)) = p'(x) + p(x). Si consideramos la base
B={l,z,2%},esT(1)=1,T(z) =1+ 2y T(2?) = 2z + 2?. Luego

110
Tls=| 0 1 2
00 1

Entonces

Xrt)=| 0 1-t 2 |=(10—-tP=—-4+3>-3t+1.
0 0 1-—t

El siguiente resultado explica nuestro interés en el polinomio caracteristico.

Proposicién 1.2.10. Si T € L(V) y X € k, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

'En la férmula de X7 (t), tr (A) es la traza de la matriz A.



1. El escalar A es un valor propio de T'.
2. Ker(T — N1d) # {0}.

3. El operador T — A\1d no es invertible.
4. El escalar X es raiz de Xp(t).

Dem.

Aesvalor propiode T Jv#0: T(v) =Av << Fv#0: ve Ker(T — Md)
< Ker(T' — M\d) # {0} <« T — Ald no es inyectiva
< T — MId no es biyectiva < T — Ald no es invertible
sdet(T'—ANd)=0 < Xp(A\)=0. O

Observacion 1.2.11. De la prueba anterior se deduce que si A es un valor propio de T' € L(V'), entonces
v € V es un vector propio de T correspondiente a A si y solo si v # 0y v € Ker(T — A1d).

Corolario 1.2.12. SiT € L(V) y dimV = n, entonces T tiene a lo mds n valores propios.

Dem. Los valores propios de T son las raices de Xp(t), y como este polinomio tiene grado n, entonces tiene

a lo mas n raices. O
Recordar que si B = {v1,...,v,} es una base de V, entonces el mapa coordenadas coordp : V- — k™ definido
por

coordp(v) = (x1,...,x,) si v =xz1v1 + -+ TyUp,

es un isomorfismo lineal.

Proposicién 1.2.13. Sea T' € L(V), B una base de V., A = [T|g y A un valor propio de T. Entonces
v € V es un vector propio de T correspondiente a X si y solo si coordg(v) € k™ es un vector propio de Ly
correspondiente a .

Dem. Utilizando que coordg : V' — k™ es un isomorfismo, tenemos que dado v € V, es v # 0 si y solo si
coordg(v) # 0y
T'(v) = Av « coordg(T'(v)) = coordg(Av) < [Tz coordg(v) = Acoords(v)
& Acoordg(v) = Acoordp(v). O

Ejemplo 1.2.14. Sea T € L(Rg[z]) definida por T'(p(z)) = p(x) + zp'(x) + p'(z). Considerando la base
C = {1,z,2%} de Ra[z], es

11
A=[Tle=| 0 2 = Xr(t) = Xa(t) = =(t = 1)(t = 2)(t = 3),
0 0

w N O

luego los valores propios de T son 1, 2 y 3. Operando con la matriz A obtenemos?:

Ker(Lg —1d) =[(1,0,0)], Ker(Las —2Id)=[(1,1,0)], Ker(La —3Id)=1[(1,2,1)].
Luego aplicando la proposicion anterior deducimos

Ker(T —1d) = [1], Ker(T —2Id) = [1 + 2], Ker(T —3Id) = [1 + 2z + 27 .

?Estamos usando [v1, ..., v,] para denotar el subespacio generado por vy, ..., vy.



El conjunto B = {1, 1 +z, 1 + 2z + 22} es LI y por lo tanto B es una base de Rg[x] formada por vectores
propios de T'; luego T es diagonalizable y la matriz asociada a 1" en la base B es

1 0 0
Tls=| 0 2 0
0 0 3

Ejemplo 1.2.15. Rotacidn. La rotacién de dangulo 6 (0 < 6 < 27) es la transformacion lineal Ry : R? — R?
definida por Ry(x,y) = (x cosf —y senf, x senf +y cosf). Es

ro( 0 ) =( g e ) (0) = @oostre

Y senf  cos6 Y
El discriminante de la ecuacién t2 — (2cos0)t +1 = 0 es
A=4dcos’h—4= 4((:0520— 1) <0.

Observar que A = 0 si y solo si § = 0,7. Si § = 0, es Ry = Id y todos los vectores no nulos de R? son
vectores propios de Ry con valor propio 1. Si § = 7, es Ry = —Id (simetria central de centro en el origen) y
todos los vectores no nulos de R? son vectores propios de Rg con valor propio —1. Si @ # 0,m, es A <0y
Ry no tiene valores propios, por lo cual no es diagonalizable.

Teorema 1.2.16. Sea T € L(V), Ai,..., \x valores propios distintos de T y v1,...,v; vectores propios
correspondientes. Entonces {v1,...,vx} es LI

Dem. Lo probaremos por induccién en k.

Si k =1, entonces {v;} es LI porque como v; es un vector propio, es v; # 0.

Supongamos que el resultado es cierto para k —1 > 1 y sean A1,..., A\, valores propios distintos de 1"y
v1, ...,V vectores propios correspondientes. Sean a1, ..., ar € k tales que
aiv1 + -+ ag_1vp_1 + apvg = 0. (1.2)
Aplicando T en ambos lados de la ecuacién (1.2) y teniendo en cuenta que vy, ..., v, son vectores propios
obtenemos
a1 + -+ A1 A\p—1Vk—1 + ap AU = 0. (1.3)

Multiplicando la ecuacién (1.2) por —\; obtenemos
—UARV] — = Q1 ARVE—1 — QR ARVE = 0. (1.4)
Sumando la ecuacién (1.3) y la (1.4) obtenemos
ar(AM — Ap)vr + -+ ap—1(A—1 — Ag)vg—1 = 0.
Por la hipétesis de induccién el conjunto {vy,...,vk—1} es LI, luego
ar(A1— Xg) = =ap—1(Ak—1 — A\x) = 0.

Como \; # A\ paratodoi=1,...,k—1, es

alz---:ak_lzo.
Substituyendo a1, ...,ar_1 por 0 en la ecuacién (1.2) obtenemos axvy = 0 y como v # 0, es ap = 0; esto
completa la prueba de que {v1,..., v} es LI O]



Corolario 1.2.17. Si la dimension de V esn yT € L(V) tiene n valores propios distintos, entonces T es
diagonalizable.

Dem. SiAq,..., A\, son los valores propios de Ty vy, ..., v, son vectores propios correspondientes, entonces
la proposicién anterior implica que B = {v1,...,v,} es LI y por lo tanto B es una base de V formada por
vectores propios de T'. Luego la proposicién 1.1.5 implica que 1" es diagonalizable. Ul

Observacion 1.2.18. El corolario anterior da una condicién suficiente pero no necesaria. Si consideramos
Id € L(V), siendo V' un espacio arbitrario, entonces vale [Id|g = I, para toda base B de V. Luego Id es
diagonalizable, pero tiene un tinico valor propio que es A = 1.

Definicién 1.2.19. Decimos que un polinomio no constante p(z) € klz] se escinde en k[X] si existen
escalares a, aq, ..., a, tales que p(z) = a(z—ay) - - - (r—a,) (pueden haber elementos repetidos en aq, . . ., ay,).

Para abreviar diremos “p(z) se escinde en k” en vez de “p(z) se escinde en k[z]”. También a veces diremos
simplemente “p(x) se escinde”, cuando no sea necesario especificar el cuerpo k.
Observacion 1.2.20. Si el polinomio p(z) se escinde en k, entonces agrupando los factores repetidos obtenemos
p(z) =a(x —by)™ -+ (x — b,)", con n; > 1 para todo i, siendo by, ...,b, las distintas raices de p(x).
Ejemplo 1.2.21. 1. 22 — 1= (x + 1)(z — 1) se escinde en Q.

2. 22 — 2 no se escinde en Q, pero se escinde en R: 22 — 2 = (x + \/i) (.CE - \/5)

3. 224+ 1y (2% + 1) (z — 2) no se escinden en R, pero se escinden en C: 22 + 1 = (z + i)(x — i).

Observaciones 1.2.22. 1. En C[z] todo polinomio no constante se escinde. Este es el llamado teorema
fundamental del dlgebra. Nosotros usaremos este resultado, aunque no veremos su prueba dado que
requiere mas conocimientos.

2. En estas notas todos los polinomios van a tener coeficientes reales o complejos. Si p(x) € R[x], entonces
p(z) siempre se escinde en C, y se escinde en R si y solo si no tiene raices complejas que no sean reales.
Por ejemplo, las raices de 22 4+ 1 son +i que no estan en R, luego x2 + 1 no se escinde en R.

Proposicién 1.2.23. Sea T' € L(V). Si T es diagonalizable, entonces Xr(t) se escinde.

Dem. Sea B una base de V en la cual [T]5 es diagonal.

Ts = = Xr{t)=(a;—1t)--(an—t)=(-1D)"{t—a1) - (t—ap). O

Qn
Corolario 1.2.24. Sea T € L(V). Si X7(t) no se escinde en k, entonces T' no es diagonalizable. O

Observacion 1.2.25. Que el polinomio caracteristico se escinda en k es una condicién necesaria pero no
suficiente para que un operador sea diagonalizable. Por ejemplo, si consideramos T € L(R,,[z]) definida por
T(p(z)) = p'(x), entonces es X7 (t) = (—1)"t". Luego Xr(t) se escinde, pero ya vimos en el ejemplo 1.1.6
que T no es diagonalizable. El problema en este caso es la existencia de raices multiples en Xp(t), que es lo
que estudiaremos en la proxima seccién.



1.3. Multiplicidad geométrica y algebraica

Definicién 1.3.1. Sea T' € L(V) y A un valor propio de T

1. El subespacio propio asociado al valor propio A es Ey := Ker(7 — AId).

2. La multiplicidad geométrica de A es MG(\) := dim E.

3. La multiplicidad algebraica de X es MA(X) := méx {h: (t — \)" divide a X7 (t)}.
Observaciones 1.3.2. Sea T' € L(V).

1. El escalar 0 es un valor propio de T si y solo si Ker(7T') # {0}; en ese caso es Ey = Ker(T).

2. El subespacio propio asociado a un valor propio A consiste en el vector nulo y los vectores propios
correspondientes a .

3. Si A es un valor propio de 7', entonces®

MG(A) = dim V' — rango(T — AId).
Eso se deduce directamente de la férmula dim Ker(7'— A\d) + dim Im(7" — AId) = dim V.
4. Si A es un valor propio de T', es MA(A) = m si y solo si Xp(t) = (t — X\)™p(t) con p(\) # 0.

5. Si X7(t) se escinde y se escribe de la forma Xp(t) = (—=1)"(t — A1)™ -+ - (£ — Ap)™ con \; # \j sii # j,
entonces MA(\;) = n;, para todoi =1,...,h.

Ejemplo 1.3.3. Sea T € L(R*) definida por T'(z,y, z,t) = (3z, 3y, 5z, z + 5t). Es Xp(t) = (t — 3)*(t — 5)?,
luego los valores propios de T son 3 y 5. En este caso es

MG(3) =4 —rango(T' — 3Id) =4 -2 =2; MG(5) =4 —rango(T —5Id) =4 -3 =1.
Luego MG(3) = MA(3) =2, MG(5) =1y MA(5) = 2.
Teorema 1.3.4. Sea T € L(V) y A un valor propio de T', entonces
1 <MG(A) < MA(N).

Dem. Como A es un valor propio de T', es E) # {0} y luego MG()) > 1.

Sea B; una base de E) y consideremos By un subconjunto LI de V', disjunto con By, tal que B = By U B3 es
una base de V. Observar que T'(v) = Av para todo v € B1, luego la matriz asociada a T en la base B es una

matriz en bloques de la forma
A,, B

siendo m = #B; = dim E)\, = MG(\). Notar que [T]g es una matriz en bloques, luego aplicando la proposi-
cion 8.2.1 obtenemos

A=t B |_ oy am
xat)= |27 B0 01l-10 - 1] = (- ™)
Como puede ser X¢(A) = 0, deducimos MA(X) > m = MG(\). O

3Recordar que el rango de una transformacién lineal T es la dimensién de la imagen de 7. El rango de T coincide con el
rango de la matriz asociada a T en cualquier par de bases.
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Corolario 1.3.5. Sea T € L(V) y A un valor propio de T, entonces MA(X) = 1 implica MG(\) =1. O

En lo que sigue usaremos la suma directa de subespacios (§8.1).

Proposicién 1.3.6. Sea T' € L(V) y Ai,..., A\, valores propios distintos de T. Entonces Ey,, ..., Ey, son
subespacios independientes.
Dem. Sean vi € Ey,,...,v; € E), tales que v; + --- 4+ v = 0. Si existiese algin ¢ € {1,...,k} tal que

v; # 0, eventualmente reordenando los subindices, existiria algun I, 1 < | < k, tal que v; # 0, para todo
t=1,...,0yvy = =v, =0. Luego es

vi+---+v =0, (1.5)
con v; # 0, para todo i = 1,...,l. Para cada i € {1,...,l} es 0 # v; € E),, luego v; es un vector propio
de T correspondiente al valor propio \; y por lo tanto el teorema 1.2.16 implica que {v1,...,v;} es LI. Esto
contradice (1.5). Luego es v1 = --- = vy = 0y por lo tanto Ey,, ..., E), son subespacios independientes. [

Terminamos esta seccién con el siguiente resultado, que establece condiciones necesarias y suficientes para
que un operador sea diagonalizable.

Teorema 1.3.7. Sean T € L(V) y A1,..., A, sus valores propios. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes.

1. El operador T es diagonalizable.

2. El polinomio Xp(t) se escinde y MG(\;) = MA(\;) para todoi=1,...,h.
3. Vale V=" FE),.

4. Vale V = @?:1 E,,.

Dem. Observemos primero que la proposicién 1.3.6 nos dice que E),, ..., E), son subespacios independientes
y por lo tanto su suma es directa. Luego las afirmaciones 3 y 4 son equivalentes.

(1 = 2). Como T es diagonalizable, sabemos que Xp(t) se escinde y que V admite una base B formada
por vectores propios de T'. Agrupando los vectores propios correspondientes a cada valor propio, podemos

suponer que esta base es de la forma B = {v%, e ,U}Ll, . ,U{I, . ,v,’}bh}, siendo A1, ..., Ay los valores propios
de T', con \; # \j si i # j. Luego
A1
A
[T =
An
A

Notar que cada valor propio \; aparece exactamente n; veces en [T]z. Luego
Xp(t) = (Ar = 8)" - (A = 8)"™ = (=1)"(E = A)™ -+ (E = Ap)"™.

Observar que por la forma de la matriz [T]p es {vi,... ,Ufli} C E),, luego MG(\;) > n; = MA();). Pero
siempre vale MG(\;) < MA(\;), luego MG()\;) = MA()\;), para todo i = 1,...,h.
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(2=4). Sea Xp(t) = (=1)"(t — A1)™ --- (t — Ap)™ con \; # A; si i # j. Entonces

h

h
dim<@E,\i> ZdlmE)\ —ZMG ZMA an—gr Xp(t) =dimV = @E,\ =V
i=1

=1

(4 = 1). Si B; es una base de E), para todo ¢ = 1,...,h, entonces B = B; U--- U Bj, es una base de V
formada por vectores propios de T'. Luego la proposicion 1.1.5 implica que T es diagonalizable. O

1.4. DMatrices diagonalizables

A cada matriz A € M, (k) le podemos asociar la transformacion lineal L4 € L£(k™). Reciprocamente, dada
una transformacién lineal 7" € L(V'), con V de dimensién n, a cada base B de V' le podemos asociar la
matriz [Tz € My, (k). Los dos resultados siguientes muestran que estas correspondencias se relacionan bien,
lo cual nos permitira trasladar lo que vimos de transformaciones lineales a matrices.

Lema 1.4.1. Sea B = {v1,...,v,} una base de un espacio V y A = (ai;) € My,(k) una matriz invertible.
Definimos wj := > | a;j v;, para todo j = 1...,n. Entonces C = {w1,...,w,} es base de V y g[ld]¢c = A.

Dem. Sean x1...,x, € k tales que Z;”:l zjw; = 0. Entonces

n n n n o n n n
0= E :ijj = E ZL'j E aij V; = E E :Ujaij V; = E E aij:cj V;.
j=1 7=1 =1

Jj=11i=1 i=1 \ j=1
Como B = {vy,...,v,} es LI, esto implica 2?21 a;jz; = 0, para todo j = 1...,n. Esto puede escribirse

a1w1 + - +apry, = 0 ail -+ Qin 1 0

ap1T1 + -+ appry = 0 an1 - Qnn In 0

Como A es invertible, esta ultima igualdad implica 1 = --- = x, = 0. Esto prueba que C es LI y por lo
tanto es base de V. Ademés vale coordg(w;) = (a1, ..., an;), para todo j =1...,n. Luego g[ldjc = A. O

Proposicién 1.4.2. Sean T € L(V) y B una base de V.
1. Si B’ es otra base de V, entonces [T)g ~ [T)g. Explicitamente, [Tz = P[T|g P, siendo P = 5/[1d]5.
2. Si A e M, (k) es tal que A ~ [T)p, entonces existe una base B” de V tal que A = [T|gr.

Dem. La primera afirmacién es la proposicion 1.2.4. Veamos la segunda. Supongamos A = Q [T]pQ !,

siendo Q7! =(r;;) y B = {v1,...,v,}. Definimos w; := > ; r;; v;, para todo j = 1...,n. Como la matriz
Q! es invertible, entonces el conjunto B” = {wy,...,w,} es una base de V' y g[ld]z» = Q~'. Luego
A=Q[TsQ " = p/ld]s - [T)5 - s[ld]pr = [T]pr. O

Corolario 1.4.3. Dos matrices son semejantes si y solo si representan a una misma transformacion lineal.

Dem. Sean Ay B en My(k) tales que A ~ B. Si consideramos 7' = L4 € L(k"), es A = [T, siendo C la
base candnica de k™. Luego B ~ [T'], y la parte 2 de la Proposicién 1.4.2 implica que existe B base de k"
tal que B = [Tg. El reciproco es la parte 1 de la Proposicién 1.4.2. O

Definicién 1.4.4. Una matriz A € M, (k) es diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal.
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El siguiente resultado relaciona la diagonalizacién en matrices con la diagonalizacién en operadores.
Proposicién 1.4.5. Sea T € L(V).

1. Si T es diagonalizable y B es una base cualquiera de V', entonces [T|g es diagonalizable.

2. Si existe una base B de V tal que [T|g es diagonalizable, entonces T es diagonalizable.

Dem. Si T es diagonalizable, entonces existe una base C de V en la cual [T]¢ es diagonal. Luego la parte 1
de la Proposicién 1.4.2 implica que para toda base B se cumple que [T]g es semejante a la matriz [T]c.

Si existe una base B de V' tal que [T es diagonalizable, entonces [T es semejante a una matriz diagonal
D. Luego la parte 2 de la Proposicién 1.4.2 implica que existe una base B de V tal que [Tz = D. O

Como, dada una matriz A € M, (k), la matriz asociada al operador L4 € L(k™) en la base canénica es la
matriz A, se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 1.4.6. Una matriz A € M, (k) es diagonalizable si y solo su operador asociado Ly € L(K™) es
diagonalizable. 0

Lo que sigue es la version matricial de la proposicion 1.1.5.

Proposicién 1.4.7. Una matriz A € M, (k) es diagonalizable si y solo si existe una base B de k™ for-
mada por vectores propios de L. En este caso, si B = {vi,...,vn} ¥ A1,..., Ay son los valores propios
correspondientes, es
N - 0
A=QDQ™', siendo D=| : . y Q=[v]| - |va].
0 - A\
Dem. La primera afirmacién se deduce de la proposiciéon 1.1.5 aplicada al operador L4 : k™ — k". Para la

segunda, si C es la base canénica de k™, es A = [Lale = ¢[Id] - [La]s - 5[Id]c = QDQ ™. O]

El corolario anterior nos dice que para estudiar la diagonalizabilidad de A € M, (k) podemos aplicar todo
lo que vimos anteriormente al operador L4 € L£(k"), en particular el teorema 1.3.7. Para no estar pasando
todo el tiempo traduciendo de operadores a matrices, daremos las siguientes definiciones. Dada A € M, (k),
sus valores propios, vectores propios, polinomio caracteristico, etc., son los correspondientes al operador
L4 € L(k™). En particular destacamos los siguientes.

1. Un escalar A € k es un walor propio de A si existe 0 # v € k™ tal que Av = A\v; en ese caso v es un
vector propio de A asociado a .

2. El polinomio caracteristico de A es X4(t) := det(A —¢I). Es un polinomio de grado n en la variable ¢.
3. El subespacio propio correspondiente a un valor propio A de A es
Ey=Ker(A—X):={vek": (A-M)v=0}={vek": Av= v}
La multiplicidad geométrica de X es MG(A) = dim Ker(A — AI) = n —rango(A — AI).

Ejemplos 1.4.8. 1. Sea A = (}3) € My(R). Es Xa(t) = |'3",%,| = (t +2)(t — 5). Luego A tiene
dos valores propios distintos y por lo tanto es diagonalizable. Los subespacios propios son E_3 =
Ker(A —2I)=(1,-1)] y Es = Ker(A +5I) = [(3,4)]. Luego

-GG Y e (Y- )
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2. Si A= (20) € Ma(R), es Xa(t) = t* + 1 que no se escinde en R, luego A no es diagonalizable en
M3(R). Observar que si consideramos A € Mo(C), es Xa(t) = t? +1 = (t —i)(t + 1) que se escinde
en C con raices simples. Luego A es diagonalizable en M(C) y es semejante a (3 _OZ) Hallando los
subespacios propios obtenemos F; = [(1,7)] y E—; = [(1, —7)]. Luego

(0)=G 206 26 2) e (1) =2 )

3. Sea A =()}) € My(C), siendo A € C arbitrario. Es X4(t) = (¢t — A)? y por lo tanto A es el tnico valor
propio de A. Notar que es MA(\) = 2 y MG(\) = 2—rango(A—AI) = 1. Luego A no es diagonalizable
en My(C), para ningun valor de .

Finalizamos esta seccién con el siguiente resultado, que no es obvio a partir de las definiciones.

Proposicién 1.4.9. Sean A, D € M,(R) tales que D es una matriz diagonal. Si A ~ D en M, (C), entonces
A~ D en M,(R).

Dem. Consideremos las transformaciones lineales T : C"* — C" y S : R" — R” definidas por T'(v) = Auv,
para todo v € C" y S(v) = Awv, para todo v € R™. Si B es la base candnica de C™ y C es la base candnica de
R™, entonces es [T]g = [S]¢c = A. Ademas sabemos A ~ D en M, (C), luego X7(t) = Xg(t) = Xa(t) = Xp(t).
Como D € M,(R) es una matriz diagonal, es Xp(t) = (—=1)"(t — A1)™ --- (t — A\p)"™, siendo A\q,..., A\, € R
las distintas entradas diagonales de D. Luego

Xa(t) = Xs(t) = (=) (E = A)™ -+ (t = M)

Como [T|p = A~ D en M,(C), entonces T : C* — C" es diagonalizable. Esto implica que para cada valor
propio A;, la multiplicidad algebraica coincide con la multiplicidad geométrica, es decir,

n; = n —rango(T — A\Id) = n —rango(A — \;I), Vi=1,...,h.

Pero A — \;I € M,(R), y el rango de una matriz real es el mismo? pensada en M, (R) o M, (C), entonces
el teorema 1.3.7 aplicado a S : R™ — R" implica que S es diagonalizable con valores propios Ai,...,Ap ¥
multiplicidades respectivas ni,...,n,. Al ser [S]¢c = A, concluimos A ~ D en M,(R). O

“El rango de una matriz real es el mismo pensada en M, (R) o M,(C). Esto se prueba usando la definicién del rango por
determinantes. También, con un poco més de trabajo, se lo puede probar usando la definicién del rango por columnas o por
filas.
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Capitulo

Espacios con producto interno

En este tema el cuerpo de base k serd R o C. Diremos que un k-espacio vectorial es real si k = R y que es
complejo si k = C. Recordar que si z = a + bi € C, entonces su conjugado es Z = a — bi € C. Como es usual
pensamos R C C; en particular, si z € C, entonces z € R si y solo si z = z.

2.1. Definiciones y propiedades basicas

La definicién que sigue es la generalizacién del producto escalar de R? a un espacio vectorial, real o complejo,
arbitrario.

Definicién 2.1.1. Sea V un espacio vectorial. Un producto interno en V' es una funcién (, ) : V xV — k
que verifica:

1. (u+v,w) = (u,w) + (v,w), Yu,v,w € V.
2. (au,v) = alu,v), Ya €k, u,v € V.

3. (u,v) = (v,u), Yu,v € V.

4. (v,v) >0, Yv # 0.

Notar que si k = R, entonces la condicién (3) queda en (u,v) = (v,u), para todo u,v € V.

Un espacio con producto interno es un par (V,(, )) en el cual V es un espacio vectorial y (, ) : V xV =k
es un producto interno en V.

Proposicién 2.1.2. Si (, ) es un producto interno en V', entonces valen las siguientes propiedades.
1. (u,v 4+ w) = (u,v) + (u,w), para todo u,v,w € V.
2. (u,av) = a(u,v), para todo u,v € V y a € k.

Dem.

L (u,v4+w) = (v+w,u) = (v,u) + (w,u) = (v,u) + (w,u) = (u,v) + (u,w).

2. (u,av) = (av,u) = a(v,u) = a(v,u) = alu,v). O

Observacion 2.1.3. Todo producto interno es lineal en la primera variable. Respecto a la segunda variable,
en el caso real también es lineal, pero en el caso complejo es conjugado-lineal.
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Ejemplo 2.1.4. El producto escalar de R? definido por
(JZ, Y, Z) : (‘/L‘/a y/7 Z/) = za’ + yyl + 27

es un producto interno. Este producto se generaliza a R (n > 1), definiendo

n
<(x17 .- '7$n)7 (yl) .- 7?/71)) = Z«szz =x1y1 + x2y2 + - + TpYn.
=1

Este es un producto interno llamado el producto escalar de R™. Con una pequenia modificacién, obtenemos
un producto interno en C" definiendo

n
(1, oy zn), (Y1, e ey Yn)) = Z:CZE =21Y1 + x2U2 + - + Tnn- (2.1)
i=1

Este es el producto interno usual de C™. Notar que si pensamos R C C, entonces el producto interno usual
de C" restringido a R™ nos da el producto escalar, asi que podemos usar la formula (2.1) como definicién
del producto interno usual en k™, tanto para el caso k = R o k = C. Cuando consideremos a k™ como
espacio vectorial con producto interno, nos estaremos refiriendo siempre al producto interno (2.1), a menos
que explicitemos lo contrario.

Ejemplo 2.1.5. Si A = (aij), B = (bij) € Mpyxn(k), entonces definimos (A, B) = Y7, a;;b;;. Es fécil

i,j=1
de probar que la férmula anterior define un producto interno en M,,x, (k). Observar que si identificamos
M sn (k) con k™" mediante el isomorfismo 1" : M, xn (k) — k™" definido por

T((al_j)) = (alla ceesAlpy oo 5 Amly - amn)a
entonces este producto interno en M,,x, (k) coincide con el producto interno usual de k™".

Ejemplo 2.1.6. Sea C([0,1]) :== {f:[0,1] = R: f es continua}, entonces

1
(f.9) = /0 F(0) () dt

define un producto interno en C ([O, 1}) Probaremos solo la propiedad 4, que es la tinica que requiere cierta
elaboracién. Sea f € C([0,1]) tal que f # 0. Esto tltimo implica que existe o € [0,1] tal que f(zo) # 0.
Supongamos xg € (0,1). Como f? es continua y f?(xg) > 0, entonces existen € > 0 y § > 0 tales que
(o — 6,20 + ) C [0,1] ¥ f?(x) > ¢, para todo x € (x¢ — &, 70 + ). Luego

1 To—0 zo+0 1 zo+9
(f. f) :/ f2(t) dt:/ 2 dt+/ A(t) dt + fA(t) at 2/ f2(t) dt > 26e > 0.
0 0 zo—0 z0+9 To—0
Los casos g = 0 y 9 = 1 se prueban en forma similar y quedan como ejercicio.

Notar que si en vez de funciones continuas consideramos funciones integrables, entonces la propiedad 4 deja
de valer y el anterior no es un producto interno.

De ahora en adelante (V,(, )) es un espacio con producto interno.
Proposicion 2.1.7. Valen las siguientes propiedades.

1. (v,v) =0 si y solo siv=0.
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2. Si (v,u) =0 para todo v € V, entonces u = 0.
3. Si (v,u) = (v,w) para todo v € V, entonces u = w.
Dem.

1. Para que sea menos confuso, en esta parte escribiremos o al vector nulo. Por un lado, es (0,0) =
(00, 0) = 0(0,0) = 0. Por el otro lado, si v # o, entonces (v,v) > 0y por lo tanto (v,v) # 0. Luego el
unico caso en que vale (v,v) =0 es cuando v = o.

2. Si (v,u) = 0 para todo v € V, entonces tomando v = u es (u,u) = 0, luego u = 0.

3. Si (v,u) = (v, w) para todo v € V, entonces es 0 = (v,u) — (v, w) = (v,u — w) para todo v € V; luego
esu—w =0y resulta u = w. O

Observacion 2.1.8. De la proposicién anterior, se deduce que la condicién 4 de la definicién de producto
interno equivale a las dos siguientes.

(v,v) >0, YoeV y (v,v)=0 = v=0.

Definicién 2.1.9. La norma de un vector v € V' es el nimero real definido por ||v|| := /(v,v). La norma
define una funcién || || : V — R.

Ejemplo 2.1.10. Si V =k" es

@1, wn) | =\ lor? + a2 4 -+ fan =

n
2
>l
i=1
Notar que en la férmula anterior, |z| denota el médulo en el caso complejo y el valor absoluto en el caso real

(que coinciden cuando pensamos R C C).

Observacion 2.1.11. Si z = a+ bi € C con a,b € R, entonces Re(z) := a e Im(z) := b son su parte real e
1maginaria, respectivamente. Para todo z € C vale

|Re(2)| < |z|, |Im(2)| < |z|, z4+Z=2Re(z), z—2z=2iIm(z) y 2zZ=]|z|%
Proposicion 2.1.12. Vale la siguiente igualdad
llu+ v||* = ||u]|* + 2Re((u,v)) + ||[v]|*, Yu,v € V. (2.2)
Dem.

w4+ ||? = (u+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v) = ||u]|*> + (u,v) + (u,v) + ||Jv|?
= [Jull? + 2Re({u, v)) + [Jo[|%. O

Observar que si k = R, la relacién (2.2) queda en
lJu+v|[? = [|ul|* + 2 (u,v) + ||v]|>, Yu,v e V. (2.3)
Proposicion 2.1.13. Valen las siguientes propiedades.
1. |lav|| = |a| ||v||, para todo v € V y a € k.

2. |Jv|] > 0 para todo v € V, y ||v|| =0 si y solo siv=0.
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3. Desigualdad de Cauchy-Schwarz.
[(w, )| < lul[|[o]l, Vu,veV.
Ademds vale la igualdad si y solo si {u,v} es LD.

4. Desigualdad triangular.
w0l < f[ull +[v]l,  Vu,veV.

Dem. La primera afirmacion se deduce de lo siguiente

lavl| = V/{av, av) = v/aa(v,v) = V]a]*(v,v) = |al [[v]]:

La segunda afirmacién es consecuencia directa de la definicion de norma y de la proposicién 2.1.7. Para
probar la desigualdad de Cauchy-Schwarz, notar primero que si v = 0, entonces {u,v} = {u,0} es LD y

[{u, 0)| = [{u, 0)] = 0 = [[u[[[0]] = [[ul[ ||v]]-

Supongamos ahora v # 0. Aplicando la férmula (2.2) obtenemos

) P o (] ) o) [P s e (), ) o)l
o] =i = 2me( Qo o))+ ]| =t 2R<||v||2<’>>+ o]l
e Gl )P
= el =25 e e = el = P
Luego )
U, v u, v)|?
OSH ‘<||v||2‘>”H = I~ (24)

De (2.4) se obtiene inmediatamente la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Si {u,v} es LD, como v # 0 entonces existe a € k tal que u = av, luego

[{u, v)| = |{av, v)| = |a{v,v)| = |al |[v||* = |a| [Jv]|[[v]| = [lav]|[[v]| = [[ul] |o]l-
2
Reciprocamente, si |[(u,v)| = ||ul|||v|| y v # 0, entonces (2.4) implica Hu fﬁjﬁgvH = 0. Luego u = mfgv y

por lo tanto {u,v} es LD.
La desigualdad triangular se deduce de la desigualdad Cauchy-Schwarz:

[lu+|* = [[ull* + 2Re({u, v) + [[oI]* < [ul|* + 2|(w, v)] + [Jol* < [Jull* + 2[Jull [[o]] + ||v]]*
= (lull +[lol)* = fu+oll < [lull +[]o]l. O

Aplicaciéon 2.1.1. En el caso V = k", la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad triangular nos
dan las siguientes relaciones.

n n n
Z Ek Z il Z i + yil”
i=1 i=1 i=1

Stk =R, entonces las formulas quedan mds simples

n
Z TiYi| <
i=1

IN

n n
Z i + Z il
\ i=1 i=1

n n n

n n
i=1 i=1

i=1 i=1 i=1

IA
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2.2. Ortogonalidad

En esta seccién V' es un espacio con producto interno.

Definicién 2.2.1. Un versor es un vector de norma 1. Si dos vectores u,v € V verifican (u,v) = 0, entonces
decimos que son ortogonales y escribimos u 1L v.

Observaciones 2.2.2. Si v es un vector no nulo, entonces ”z—” = mv es un versor colineal con v. El vector

nulo es el tnico vector que es ortogonal a todos los vectores del espacio (proposicién 2.1.7).

Definicion 2.2.3. Un subconjunto S de V se dice ortogonal si para todo u,v en S, con v # v, es u L v; si
ademas los elementos de S son versores, entonces decimos que S es un conjunto ortonormal. Observar que
si $ = {v1,...,v,}, entonces S es ortonormal si y solo si' (v;,v;) = §;; para todo 4, 5. Una base ortonormal
de V es un conjunto que es ortonormal y es base del espacio V.

Ejemplos 2.2.4. 1. La base canénica de k™ es una base ortonormal.

2. El conjunto S = {(1,1,0), (1,-1,1), (—1,1,2)} C R? es ortogonal pero no es ortonormal. Calculando
las normas de los elementos de S obtenemos ||(1,1,0)|| = v2, ||(1,-1,1)| = V3, ||(=1,1,2)| = V6.

Luego S' = {%(1, 1,0), %(1, -1,1), %(—1, 1,2)} C R3 es un conjunto ortonormal.

A continuacién veremos algunas propiedades de los conjuntos ortonormales.

Proposicién 2.2.5 (Teorema de Pitdgoras). Siu y v son ortogonales, entonces ||u + v||?> = ||u||* + ||v||%.
Dem. Aplicar la féormula (2.2). O
Corolario 2.2.6. Si {vy,...,v,} es un conjunto ortogonal, es || vi||* = S0, [|vil|*.-

Dem. Lo demostramos por induccion en n. Si n = 2 es el teorema de Pitdgoras. Supongamos que vale para
n y consideremos un conjunto ortogonal {vi,..., v, vp+1}. Como vy,41 es ortogonal a vy, ..., v, entonces
resulta ortogonal a > ; v;. Luego aplicando Pitdgoras y la hipétesis de induccién obtenemos

n+1 2 n 2 n 2 n n+1
> v :' (Zw) o || = {D_vil| F lvagal? =D il P+ [Jonsal P =D flill?. O
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Proposicién 2.2.7. Sea S = {vi,...,v,} un conjunto ortogonal de vectores no nulos y u € [v1,...,v,].
- (u, vi)
Siu:Zawi, entonces a; = T ’HZQ, Vi=1,...,n
v;

=1

Dem.

u=2 v > <uvvi>—<Zajvj,vz->—Zaﬂvj,v»—aiuvm? > a=g O
=1 j=1 j=1 !

Corolario 2.2.8. Si S es un subconjunto ortogonal (finito o infinito) de V' formado por vectores no nulos,
entonces S es LI

Dem. Siwi,...,v, € Sy ai,...,a, € k son tales que Y, a;v; = 0, entonces a; = ﬁ?}ﬁ‘lg = 0 para todo

t=1,...,n. O

'El sfmbolo 6;; se llama la delta de Kronecker y estd definido por d;; = 1y 8;; = 0, si i # j.
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Observacion 2.2.9. La proposicién anterior implica que si V' tiene dimensién finita y B = {v1,...,v,} es
una base ortonormal de V', entonces vale

n

u= Z (w,v;)v;, YueW. (2.5)
i=1

Definicién 2.2.10. Sea B un conjunto (posiblemente infinito) ortonormal en V. Si w € V, entonces los
escalares (w,v), con v € B, se llaman los coeficientes de Fourier de w respecto a B.

Teorema 2.2.11 (Método de Gram-Schmidt). Sea {v1,...,v,} un conjunto LI. Definimos {w1,...,w,}
mediante

w1 = U1
(v2, w1)
wa = U2 1
w1 ?
(v3,w1) (v3, wa)
w3 = U3 - 2
w1 ? [lwa 2
<Un7 wl) <vna wn71>
Wy = Vp — ~———bW] — ++ — W, . 2.6
S N T 20
Entonces {w1,...,wy} es un conjunto ortogonal LI que verifica [wy,...,wy] = [v1,...,0p].
Dem. Probaremos por induccién en n, que si {v1,...,v,} es un conjunto LI y definimos wy, ..., w, como
arriba, entonces {w1,...,wy,} es un conjunto ortogonal LI que verifica [wy,...,w,] = [v1,...,vy].
Para n =1, es w; = v y por lo tanto {w1} = {v1} y [w1] = [v1]; luego la tesis se cumple trivialmente.
Sea ahora {v1,...,v,_1,v,} un conjunto LI. El conjunto {v1,...,v,—1} es LI, luego la hipétesis de induccién
nos dice que {wy,...,w,—1} es un conjunto ortogonal LI que verifica [wy, ..., wy—1] = [v1,...,Up—1].
Afirmacion 1: el conjunto {wi,...,w,—1,wy} es ortogonal. Ya sabemos que {wi,...,w,—_1} es ortogonal,
asi que solo resta probar que w,, es ortogonal a wi,...,wy—1. Sea i € {1,...,n — 1}. Entonces usando (2.6)
y que {wi,...,w,—1} es ortogonal, obtenemos
<UTL7 w1> <Un7 wn71> >
Wy, Wi) = ( Uy — ———=twy — -0 — ~———Lw, 1, w;
)= (o = P 0
<Una ’LU1> <Un7 wz> <Una wn—1>
= (vp, w;) — w1, w wi, W — " (wp_1, W;
7 A 7 A A e
Up, Wy
= () = ) G ) = (v ) = (o) = 0.
[|wi|
Luego {wi,...,wy—1,w,} es ortogonal.
Afirmacion 2: los vectores wy, ..., Wn—1,wy, son no nulos. Como {w;,...,w,_1} es LI, entonces sabemos
que wi, ..., wy,—1 son no nulos. Si fuese w, = 0, entonces usando (2.6) obtendriamos
Un, W1 Un, Wn—1
Up = <n’72>w1 + -+ Mwnfl € [wy,...,wp1] = [v1,...,Vp-1]
||| |[wn—1]|
Pero esto implica que {v1,...,v,} es un conjunto LD contradiciendo nuestra hipdtesis. Luego es w,, # 0.
Juntando las dos afirmaciones anteriores, obtenemos que {wj, ..., w,—1,w,} es un conjunto ortogonal for-

mado por vectores no nulos, luego es LI (corolario 2.2.8).
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Para la ultima parte, observar primero que (2.6) implica w,, € [wi,..., w,—1,v,]. Ademés, de la igualdad

[w1,...,wp—1] = [v1,...,05-1], deducimos w1, ..., wy_1 € [v1,...,v,—1]. Luego

Wy, € Wi, ..o, Wn—1,0p] C [U1,..., V1, Vp).
Usando esta relacién y que wy, ..., wy—1 € [v1,...,0,-1], concluimos que vale [wy,...,w,] C [v1,...,0p].
Ademas sabemos que {v1,...,v,} y {wi,...,wy} son LI, luego dim[wy,...,w,] = dim[v,...,v,] = n.
Entonces vale [wy,...,wy,] C [v1,...,v,] y tienen la misma dimensién, luego [wy,...,w,] = [v1,...,v,]. O
Observacion 2.2.12. Si S = {vy,...,v,v41,...,0,} €s un conjunto LI tal que {v1,...,v;} es un conjunto
ortonormal, entonces aplicandole a S el método de Gram-Schmidt obtenemos w; = v;, paratodoi =1,...,1.

Corolario 2.2.13. Si la dimension de V' es finita, entonces V' admite una base ortonormal.

Dem. Sea C = {v1,...,v,} una base cualquiera de V. Aplicando el método de Gram-Schmidt obtenemos
una base ortogonal ¢’ = {uq,...,u,}. Si definimos w; = w;/||u;||, i =1...,n, entonces B = {w1,...,w,} es
una base ortonormal de V. O

Observacion 2.2.14. Si W es un subespacio de V, entonces W es un espacio vectorial y la restricion del
producto interno de V' a W le da a W una estructura de espacio vectorial con producto interno.

Ejemplo 2.2.15. Consideremos el plano W = {(z,y, z) € R3 : 2243y —2z = 0}, veremos de hallar una base
ortonormal de W. Empezamos por encontrar una base cualquiera de W, por ejemplo B; = {(1,0,2), (0,1,3)}.
A esta base le aplicamos el proceso de Gram-Schmidt.

wy = (1,0,2),
((0,1,3),(1,0,2))

=(0.1,3) —
w2 = (0-13) = == g o))

6 6 3
1,0,2) =(0,1,3) — =(1,0,2) = —=,1, - ).
102 = 0.1, - 0.2 = (-21.2)

Luego By = {(17 0,2), (—g, 1, %)} es una base ortogonal de W. Notar que es (—g, 1, %) = %(—6, 5,3). Luego
Bs = {(1,0,2), (—6,5,3)} también es una base ortogonal de W. Finalmente normalizando los vectores de

B3 obtenemos que By = {%(1,0, 2), \/%*0(76’ 5, 3)} es una base ortonormal de W.

Observacion 2.2.16. Supongamos que la dimensién de V es finita y que B = {v1,...,v,} es una base
ortonormal de V. Sean v =)' | x;jv; y w =y ;| y;v;, entonces

n n n n n
(v, w) = <Z$iviazyﬂ)]’> =) gy (i) = Y w2 =Y xil.
i—1 =1 ig=1 ij=1 i=1

Luego
n n
ww) =3 ag ol =3 |l
i=1 i=1

Notar la analogia con el caso de k™ con el producto interno usual.

De la observacién anterior y la férmula (2.5) se obtiene lo siguiente.

Proposicién 2.2.17 (Identidad de Parseval). Sea V' un espacio de dimension finita y B = {vi,...,v,} una
base ortonormal de V. Entonces
n
<fU, U)> = Z <U7 Ui> <w7 Ui>7 \V/’U, we V.
i=1
En particular, |[v]|> = 1, [(v, )|, O
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El complemento ortogonal.
Definicion 2.2.18. Si S es un subconjunto cualquiera de V', el conjunto
St={veV:vlw YweS}
se llama el complemento ortogonal de S.
Ejemplo 2.2.19. Valen {0}* =V y V+ = {0}.
Observaciones 2.2.20. Los siguientes resultados son faciles de probar.
1. El conjunto S+ siempre es un subespacio de V (aunque S no lo sea).
2. Si S1 C Sy, entonces Sy C Si-.
Proposicién 2.2.21. Si S es un subconjunto cualquiera de V, entonces S*+ = [S]*.

Dem. Observar que que S C [S], implica [S]* C S*; asi que solo necesitamos probar la otra inclusién.

Sea v € S*. Si w € [9], entonces existen wy,...,w, € Sy ai,...,a, € k tales que w = > | a;w;, luego
(w,v) = Qo aiwi,v) = >0 a; (wi,v) = Y i a;0 = 0. Como esto vale para todo w € [S], concluimos
v € [S]*. Luego S+ c [S]+. O
Observacion 2.2.22. Este ultimo resultado implica que si W es un subespacio de V' y {wy,...,w,} es un
generador de W, entonces v € W+ si y solo si v L w; para todo i = 1,...,n.

Teorema 2.2.23. Si W es un subespacio de dimension finita de V, entonces V.=W & W+,

Dem. Sea B = {w1,...,w,} una base ortonormal de W, si v € V es
n n
v= Z (v, w;) w; +v — Z (v, w;) w;.
i=1 i=1
Observar que (v — Y 1" (v, w;) wi, wj) = (V,w;) — >y (v,w;) (w;, wj) = 0 para todo j = 1,...,n, luego
por la observacién anterior es v — Y ;' (v, w;) w; € W+ y claramente Yo (v,wi) w; € W, de donde
V =W + W+, Por otro lado si w € W N W= es w L w y luego w = 0; esto prueba W N W+ = {0}. O

Corolario 2.2.24. Si la dimension de V es finita y W C V es un subespacio, entonces
dim W + dim W+ = dimV. O

Definicién 2.2.25. Sea W un subespacio de dimensién finita de V. Sean Py € L(V) y P, € L(V)
las proyecciones asociadas a la descomposicién V. = W @ W+, siendo Im Py, = W y Im P, = W+. La
proyeccién Py, se llama la proyeccion ortogonal sobre el espacio W.

De la prueba del teorema anterior se deduce que si B = {wy,...,w,} es una base ortonormal de W, entonces

n

Py (v) = Z (v,wi)wi, Py i(v)=v— Z (v,w;) w;, YveV.
i=1 =1

Ejemplo 2.2.26. Sea W = {(z,y,2,t) €R*: 2 —y+2=0y 2y — 2+t =0}y consideramos R* con el
producto escalar. Veamos de hallar W+. Lo primero es encontrar una base cualquiera de W, por ejemplo
B=1{(-1,0,1,1),(1,1,0,—2)}. Sabemos que es W+ = B*. Luego

<x7y727t) € WJ_ A <(m7y7z7t)7 (LLO’ _2)> = <($7y727t)7 (_1707 171)> =0ert+y—2t=0y —z+z+t =0,
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luego W+ = {(z,y,2,t) € R*: 2 +y—2t =0y —x+ 2+t =0} Vamos a hallar la proyecciéon Py .
Aplicando Gram-Schmidt a la base B y normalizando obtenemos By = {%(—1,0, 1,1), %(0, 1,1, —1)}
base ortonormal de W. Luego aplicando la férmula de arriba obtenemos

1 1
PW(J%?J,Z,t) = g(_‘r +z +t)(_1707 17 1) + g(y—i_ z = t)(oa 17 17 _1)

1
:g(x—z—t,y—i-z—t, —x4y+2z, —x—y+2t), Yy zt)eRh

Corolario 2.2.27. Sea W un subespacio de dimension finita de V, Py, € L(V) la proyeccion ortogonal
sobre W y v € V. Entonces:

1. Para todo w € W es
lv —wl[ > [[v = Pw(v)]]. (2.7)
2. St wg € W wverifica
[[v = wl[ = [|lv —woll, (2.8)

para todo w € W, entonces wo = Py (v).

Dem. Observar que siw € W, es v — Py (v) = P,1(v) € Wty Py (v) —w € W, luego aplicando el teorema
de Pitagoras resulta

2 2 2 2
lv = wl]* = [lv = Pu(v) + P (v) = wl* = [[v = P (@)||* + [|Pw (v) = w|]* > |lv = Pw(v)[[*.  (2.9)
Esto implica la primera afirmacién. Para la segunda afirmacién, tomando w = Py (v) en (2.8) resulta
l|[v — Pw(v)|| > ||v — wpl|. Por otro lado tomando w = wq en (2.7) resulta ||v — wp|| > ||v — Py (v)||. Luego
l|[v — wo|| = ||Jv — Pw(v)||.- Teniendo en cuenta esta tultima relacién, tomando w = wp en (2.9) deducimos
1P (0) — wl| = 0 ¥ Tuogo P (v) = o, .
Definicién 2.2.28. 1. S v,w € V, entonces definimos la distancia entre v y w por d(v,w) := ||jv — w||.

2. Sea S C V un conjunto no vacio y v € V. Definimos la distancia de v a S por
d(v, S) :== inf{d(v,w) : we S}.
Observacion 2.2.29. El corolario 2.2.27 se puede interpretar en términos de distancias. La relacién (2.7) es
d(v,w) > d(v, Py(v)), YweW.
Esto implica que d(v, Py (v)) es una cota inferior para {d(v,w) : w € W}, pero como Py, (v) € W, resulta
d(v, Py (v)) = min{d(v,w) : we W} =d(v,W).
La parte 2 del corolario muestra que Py (v) es el tnico elemento de W que realiza la distancia de v a W.

Corolario 2.2.30 (Desigualdad de Bessel). Sea {v1,...,v,} un subconjunto ortonormal de V', entonces
n
o] |* > Z [(v,0)[>, VveV.
i=1

Dem. Sea W = [v,...,v,]. El teorema 2.2.23 implica V.= W@ W, Si v € V, entonces aplicando Pitdgoras
obtenemos

[10]* = [P (v) + 0 = Po (0)I* = |[Pw (0)II* + [Jo = Pur (0)[|* 2 [| P (0)[[* = D (v, 0)]*. O
i=1

23



El teorema de Riesz. Recordar que el espacio dual de V es V* = L(V k). Si w € V, entonces el mapa
a 'V — k definido por a(v) = (v, w), para todo v € V, es una transformacién lineal, luego o € V'*.

Ejemplo 2.2.31. Si « € (R™)*, entonces existen ay,...,a, € R tales que a(z1,...,z,) = a121 4+ -+ anZn,
para todo (z1,...,z,) € R™. Luego considerando el producto interno usual (el escalar) en R™, vemos que
podemos escribir « de la forma,

a1, ... xn) = (X1, .., xn), (a1, ..., an)), Y(z1,...,2,) € R™.
Si ahora en vez de R™ consideramos C", entonces manteniendo las notaciones anteriores obtenemos
a1, ...,xp) =121 + - + apxy = (21, ..., x0), (@1,...,0n)), V(z1,...,2,) € C".
Luego todo a € (k™)* (siendo k =R o C) es de la forma «a(v) = (v, w), para cierto w € k™.

El siguiente resultado muestra que si estamos en un espacio con producto interno de dimension finita,
entonces siempre sucede lo anterior.

Teorema 2.2.32 (Riesz). Si V tiene dimension finita y o € V*, entonces existe un unico w € V tal que
a(v) = (v,w), YveV. (2.10)

Dem. Notar que la unicidad de w se deduce de la parte 3 de la proposicién 2.1.7, asi que solo tenemos que
probar su existencia. Si es a = 0, entonces es claro que w = 0 verifica (2.10). Supongamos ahora que es o # 0.
Comoes a : V — k, entonces dim Ker(a) = n—1, siendo n = dim V. Esto implica dim Ker(a)L = 1. Elegimos
0 # woy € Ker(a)*, luego Ker(a)* = [wg]. Buscamos encontrar w € Ker(a)* tal que a(wp) = (wp,w). Sea
w = awp a € k. Entonces

a(wo)
[Jwol|?

a(wo) = (wo,w) & a(wo) = (wo,awg) & alw) =alwol® & a=
H; ﬁQ) wp, entonces vale a(wgy) = (wp, w). Probaremos que w verifica (2.10).

Sea v € V. Como es V = Ker(a) @ Ker(a)*, con Ker(a)t = [wp], entonces existe v; € Ker(a) y b € k tales
que v = v1 + bwy. Luego

Luego si consideramos w =

a(v) = a(vy + bwg) = a(v1) + ba(wg) = ba(wy);  (v,w) = (v1 + bwg, w) = (v1,w) + blwy, w) = b{wg, w).

En la tltima igualdad usamos que es v; € Ker(a) y w € Ker(a)*t. Luego a(v) = (v,w), para todov € V. O

Ejemplo 2.2.33. Sea V = Ry[z] = {a + bz : a,b € R}. Es un ejercicio el probar que (p,q fo pq define
un producto interno en V. Consideremos o € V* definido por a(a + bx) = a + b, para todo a+breV.
Buscamos encontrar w € V' que verifique (2.10). Para eso, primero observar que vale Ker(a) = [1 — z].

Operando obtenemos

1
3a+0b
<a+b$,1—x):/(a+bx)(1—az)dx: a;— Ker(a)t = {1 —z}* =[1 - 32].
0
Finalmente usando la féormula w = H( ﬁg wp, obtenemos w = 133(1 — 3z). Luego w = —2(1 — 3z).
Observacion 2.2.34. Si B = {v1,...,v,} es una base ortonormal de V', entonces vale (v;,v;) = d;;, para todo

i,j. Luego si definimos «; € V* mediante o;(v) = (v,v;), para todo v € V, entonces es «o;(v;) = 0;5, para
todo 14, 7. Luego la base dual de B es {a1,...,an}.
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Capitulo 3

Operadores en espacios con producto
interno

En este capitulo, V serd siempre un espacio vectorial (real o complejo) con producto interno y de dimensién
finita. Nuestro objetivo es estudiar las propiedades de los operadores en V. Como sabemos, los operadores
diagonalizables tienen buenas propiedades y también las tienen las bases ortonormales. Por eso primero nos
concentraremos en los operadores que son diagonalizables en bases ortonormales. Luego estudiaremos los
operadores que preservan el producto interno. El siguiente resultado sera usado con frecuencia.

Proposicién 3.0.1. Sean T' € L(V), B = {v1,...,v,} una base ortonormal de V y [T'|p = (ai;j). Entonces
a;j = (T'(vj),vi), para todo i,j =1,...,n.

Dem. Si [Tlg = (ai;) es T(vi) = > ajvj, para todo i = 1,...,n. Como B es ortonormal, entonces
aplicando la férmula (2.5) sabemos que también vale T'(v;) = 37 (T'(vs), v;)v;. Luego aj; = (T'(vi), v;). O

3.1. Operadores autoadjuntos

Empezamos definiendo un concepto que veremos que estd directamente relacionado con la diagonalizacion
de operadores en bases ortonormales.

Definicién 3.1.1. Un operador T' € L(V) es autoadjunto® si verifica
(T'(u),v) = (u, T(v)), Yu,veV.

Proposicién 3.1.2. Sea T € L(V) y B={v1,...,vn} una base de V. Entonces T es autoadjunto si y solo
s verifica

(T'(vi),vj) = (v, T(v5)), Vi,j=1,...,n. (3.1)
Dem. Es claro que vale el directo, luego lo iinico que hay que probar es el reciproco. Si u,v € V son vectores
arbitrarios, y escribimos u = Y 1| z0; y v =37, yjv;, entonces

(T(u),v) = <Z l‘z‘T(vz‘)aZyﬂj> = ) wy(T(v:),v5),
=1 7=1 i=j=1

(u, T(v)) = <Z L3, Zij(vj)> = 775 (vi, T(v))).
i=1 j=1 '

1=j=1

LA los operadores autoadjuntos también se les llama operadores simétricos en el caso real y hermitianos en el caso complejo,
pero nosotros solo usaremos autoadjunto para ambos. El porqué llamarles “autoadjuntos” va a quedar claro en la préoxima
seccion.
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Luego (3.1) implica que T es autoadjunto. O

Definicién 3.1.3. Una matriz A = (a;j) € M, (C) se dice que es hermitiana si verifica a;; = @;;, para todo
1, 7. Notar que las entradas diagonales de una matriz hermitiana siempre son niimeros reales.

Observacion 3.1.4. Si A = (a;5) € M,(R) C M,(C), entonces la condicién de ser hermitiana queda en

a;; = aj;, para todo i, j. Luego una matriz real es hermitiana si y solo si es simétrica.

Notar que las matrices hermitianas coinciden con las simétricas solo en el caso real. Por ejemplo, si consi-
A 3 142 _( 3 1+42i . o . .

deramos A = ( 129 4 ) y B= ( 142 4 ), entonces A es hermitiana pero no es simétrica, mientras que B

es simétrica pero no es hermitiana.

La proposicién siguiente permite determinar los operadores autoadjuntos de k™.

Proposicién 3.1.5. Sea T € L(V), B base ortonormal de V y A = [T'|p. Entonces T es autoadjunto si y
solo si A es simélrica en el caso real o hermitiana en el caso complejo.

Dem. Sea B = {vi,...,v,}. Si A = (a;5), entonces la proposicién 3.0.1 implica que es aj; = (T'(v;),v;).
Luego vale a;; = aj;, para todo i, j, si y solo si vale (T'(v;),v;) = (T'(v;),v;), para todo i, j, lo cual equivale
a la férmula (3.1). O

Corolario 3.1.6. Sean A € M, (k) y el operador asociado Ly € L(k™). Si en k™ consideramos el producto
interno usual, entonces L4 : K™ — k" es autoadjunto, es decir vale

(Az,y) = (z,Ay), Vaz,y €k”,
sty solo si A es simétrica en el caso real o hermitiana en el caso complejo.
Dem. La base candnica B de k™ es ortonormal y A = [L 4]g. O

Proposicién 3.1.7. Sea T € L(V). Sik =R y T es diagonalizable en una base ortonormal ok =C y T es
diagonalizable en una base ortonormal con valores propios reales, entonces T es autoadjunto.

Dem. En el caso real, si existe una base ortonormal B de V tal que [T]|g es una matriz diagonal, entonces
[T]5 es simétrica (real) y por lo tanto T" es autoadjunto.

En el caso complejo pasa lo mismo, porque como [T|3 es una matriz diagonal y sus entradas diagonales son
los valores propios de T' (que son reales), entonces [T]3 es una matriz simétrica real y por lo tanto es una
matriz hermitiana compleja, lo cual implica que T es autoadjunto. O

Observacion 3.1.8. En el caso real, el ser autoadjunto es una condicién necesaria para que el operador sea
diagonalizable en una base ortonormal. En el caso complejo no lo es, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.9. Sea A = (}9) € M(C). Considerando C? con el producto interno usual, el operador
L : C?* — C? es diagonalizable en una base ortonormal (la canénica), pero como A no es hermitiana,
deducimos que L4 no es autoadjunto.

Observacion 3.1.10. El siguiente resultado muestra que los operadores autoadjuntos solo pueden tener valores
propios reales.

Proposicién 3.1.11. Si T € L(V) es autoadjunto y A € C es un valor propio de T, entonces A € R.
Dem. Sea v € V un vector propio correspondiente a A. Entonces
Avl)? = (A, v) = (T(v),0) = (0, T(v)) = (v, \v) = Aljo|>.
Como es ||v|| # 0, deducimos X = \; luego ) € R. O

A continuacién probaremos el reciproco de la proposicién 3.1.7. Para eso necesitamos el siguiente teorema.
Veremos dos pruebas del mismo. La primera usa diferenciacién en varias variables; en particular requiere lo
siguiente.
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Lema 3.1.12. Sean «,: R — R™ funciones diferenciables y A € M,(R). Definimos v : R — R"™ mediante
v(t) = Aa(t), para todo t € R. Sea ( , ) el producto escalar de R™. Entonces

V(1) = Ad (1), (), B(1) = (a/(t), B(1)) + (a(t), B'(1)), VtER.

Dem. La prueba consiste simplemente en hacer el célculo correspondiente. Sean a(t) = (a1 (t), ..., an(t))
y B(t) = (51 (t),... ,Bn(t)). Que o y [ sean diferenciables quiere decir que las funciones s, 3; : R — R son
derivables, para todo i, j. Si escribimos A = (a;;) y v(t) = (71(£), ..., (t)), entonces v(t) = Aa(t) equivale
avi(t) = anai(t) + -+ + ainan(t), para todo i. Luego 7. (t) = aj10](t) + - - - + ainal,(t), para todo i. Esto
equivale a +/(t) = Ad/(t).

Para la segunda afirmacion, es (a(t), 8(t)) = ((a1(t),...,on(?)), (B1(t), ..., Bu(t))) = S @i(t)Bi(t). Lue-
go

(@(®), 81 = 3 (@()B(1) = 3 ahA() + > a®Bi(1) = (@/(8), 50) + (a(t), #'(1)). O

i=1
Teorema 3.1.13. Si A € M, (R) es simétrica, entonces A tiene algin valor propio real.

Dem. Veremos dos pruebas.

Prueba 1 (sin usar ndmeros complejos). Sea ( , ) el producto interno usual (escalar) de R™. Definimos
f:R™ — R mediante f(z) = (z, Az), para todo z € R"™. Observar que si A = (a;;), entonces

n
f(.’El,...,CEn) = Z QijTiTj, V(.Tl,...,SCn) E]Rn,
i=j=1

luego f es una funcién polinomial y por lo tanto es continua.

Sea S ={x € R": ||z|| =1}. Como S es compacto y f es continua, entonces el teorema de Weierstrass nos
dice que f tiene un minimo en S, es decir, existe vg en S tal que f(vg) < f(x), para todo = en S. Notar que
al ser |[vo|| = 1 se tiene vy # 0.

Sea w un vector arbitrario de R"™ tal que w L vy y ||w|| = 1. Definimos « : R — R™ mediante

a(t) = cos(t) vo + sen(t) w, vt € R.

Observar que al ser ||vg| = ||w|| = 1y vg L w, el teorema de Pitdgoras implica ||a(t)||?> = cos®t +sen®t = 1,
luego a(t) € Sy por lo tanto f(vo) < f(c(t)), para todo ¢ en R.

Sea B = foa : R — R. Por lo anterior es (0) < 3(t), para todo t en R; esto nos dice que 3 tiene un minimo
absoluto en 0, y como 3 es derivable, deducimos 3'(0) = 0. Para calcular 3'(0), empezamos observando que
vale o (t) = — sen(t) vo+cos(t) w y por lo tanto a(0) = vy y &/(0) = w. Por otro lado es () = (a(t), Aa(t)),
luego B'(t) = (d/(t), Aa(t)) + (a(t), Ad/(t)). Sustituyendo ¢ por 0 y usando que A es simétrica obtenemos

0= 5(0) = (w, Avg) + (vg, Aw) = {(w, Avg) + (Avg, w) = 2(w, Avy).

Luego Avg es ortogonal con w, para todo w en R™ tal que w L vy y ||w|| = 1. Pero es ficil de probar que esto
implica que Avg es ortogonal con w, para todo w en R™ tal que w L vg. Esto implica Avy € {vo}*++ = [ug]
y por lo tanto existe A en R tal que Avg = Avg.

Prueba 2 (usando nimeros complejos). Consideremos L4 : C" — C". Como A es simétrica real, entonces
A pensada en M, (C) es hermitiana y por lo tanto Ly : C* — C" es autoadjunto. Como estamos en C
sabemos que L4 tiene algin valor propio A y al ser L4 autoadjunto deducimos que es A € R. Como los
valores propios de L4 coinciden con los de A, concluimos que A tiene algin valor propio en R. O
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Corolario 3.1.14. Si T € L(V) es autoadjunto, entonces T tiene algin valor propio.

Dem. Sik = C el resultado es inmediato, dado que el polinomio caracteristico de 1" siempre tiene alguna
raiz, la cual es un valor propio de T' (esto no requiere que T sea autoadjunto). Supongamos ahora que es
k = R. Sea B una base ortonormal de V. Como T € L(V) es autoadjunto, entonces [T]z es una matriz
simétrica real; luego el teorema anterior implica que [Tz tiene algin valor propio (real) y por lo tanto T
tiene algun valor propio. O

Observacion 3.1.15. Si T € L(V), un subespacio W C V se dice T-invariante si verifica T'(w) € W, para
todo w € W. En ese caso T'|y : W — W definida por (T'|w)(w) = T'(w), para todo w € W es un operador
en W. Notar que si T € L(V) es autoadjunto y W C V es un subespacio T-invariante, entonces 7’|y € L(W)
también es autoadjunto.

Proposicién 3.1.16. Si T € L(V) es autoadjunto, entonces T es diagonalizable en una base ortonormal.

Dem. La prueba es por induccién en n = dim V. Para n = 1 la prueba es trivial, porque en ese caso todo
vector no nulo es un vector propio? de T. Luego tomando v € V con ||v|| = 1, obtenemos que {v} es una
base ortonormal de V formada por vectores propios de T

Sea ahora n > 1 y supongamos razonando inductivamente que si tenemos un operador autoadjunto en un
espacio de dimensiéon n — 1, entonces existe una base ortonormal del espacio formada por vectores propios
del operador.

Como T es autoadjunto, entonces el corolario anterior implica que existe A valor propio de T. Sea v un
vector propio de T correspondiente a A y consideremos W := [v]* = {w € V | (w,v) = 0}. Sabemos que W
es un subespacio de V' de dimensiéon n — 1. Sea w € W,

(T'(w),v) = (w, T(v)) = (w, W) = XNw,v) =X0=0 = T(w)eW.

Luego W es T-invariante y como T es autoadjunto se deduce que Ty € L(W) es autoadjunto. Aplicando la

hipétesis inductiva a T'|y, deducimos que existe {v1,...,v,—1} base ortonormal de W formada por vectores
propios de T. Sea v, = ﬁ, como v1,...,vp_1 € W =[]t y v, € [v] esv; L v, Vi =1,...,n— 1. Luego
B ={vi,...,vp—1,vn} es una base ortonormal de V formada por vectores propios de T'. O

Corolario 3.1.17. Si A € M,(R) es simétrica, entonces A es diagonalizable en M, (R).

Dem. Como A € M,(R) es simétrica, entonces Ly : R" — R" es autoadjunto (con el producto escalar),
luego el operador L 4 es diagonalizable y sabemos que eso equivale a que la matriz A sea diagonalizable. [J

Juntando las proposiciones 3.1.7, 3.1.11 y 3.1.16, obtenemos el siguiente resultado.
Teorema 3.1.18. Sea T € L(V).
1. Sik =R, entonces T es autoadjunto si y solo si T es diagonalizable en una base ortonormal.

2. Sik = C, entonces T es autoadjunto si y solo si T es diagonalizable en una base ortonormal y sus
valores propios son reales. O

Observacion 3.1.19. En el caso real, el teorema anterior nos dice que ser autoadjunto es una condicién
necesaria y suficiente para que un operador sea diagonalizable en una base ortonormal. En el caso complejo
es una condicién suficiente, pero vimos en el ejemplo 3.1.9 que no es necesaria. Para obtener una condicién
necesaria y suficiente en el caso complejo se necesita la normalidad, que veremos mas adelante.

2Si dim V = 1, entonces toda transformacién lineal de V en V es de la forma T(v) = A\v para algin X € k.

28



Terminamos esta seccién dando una caracterizacién de las proyecciones ortogonales sobre subespacios. Re-
cordar que una proyeccion en un espacio V es un operador P € L(V) que verifica P? = P.

Proposicién 3.1.20. Sea P € L(V). Entonces P es la proyeccion ortogonal (sobre algin subespacio) si y
solo si P es una proyeccion y es un operador autoadjunto.

Dem. Sea W C V un subespacio y Py la proyeccion ortogonal sobre W. Probaremos que Py, es autoadjunto.
Sean vy, vy € V arbitrarios. Escribimos v1 = wy + w) y va = wa + w’z, donde wi,wy € W, w’l,wé € Wl,
¢t = 1,2. Entonces

(Pw(v1),v2) = (w1, w2 +wy) = (wy,w2) + (w1, ws) = (w1, wa),

<U1,PW(’U2)> = (w1 +w’1,w2) = <w1,’LU2> + <w’1,w2> = <’w1,QU2>.

Luego (Py (v1),v2) = (v1, Py (v2)), para todo v1,ve € V.

Sea ahora P una proyeccién que ademds es un operador autoadjunto. La relacién P2 = P implica V =
Im P & Ker P y P es la proyeccién sobre Im P en la direccién de Ker P. Para ver que P es la proyeccién
ortogonal sobre Im P, lo tinico que nos falta probar es Ker P = (Im P)*. Sean u € Im P (luego P(u) = u) y
v € Ker P, es

(u,v) = (P(u),v) = (u, P(v)) = (u,0) =0 = KerP C (ImP)*.
DeV=ImP@&KerPyV =ImP @ (ImP)* se deduce que dimKer P = dim(Im P)*, luego la relacién
Ker P C (Im P)* implica Ker P = (Im P)*. Luego P = Py, siendo W = Im P. O

Definicién 3.1.21. Un operador P € L(V) es una proyeccion ortogonal si es una proyeccién y ademads es
un operador autoadjunto. La proposicién anterior prueba que toda proyeccién ortogonal es la proyecciéon
ortogonal sobre algin subespacio (este subespacio es la imagen de la proyeccion).

3.2. El adjunto de un operador

En la seccién anterior definimos que un operador 7' es autoadjunto si verifica (T'(v),w) = (v, T(w)), para
todo v, w € V. En general, vale el siguiente resultado.

Teorema 3.2.1. Si T € L(V), entonces existe un unico T* € L(V') tal que
(T(v),w) = (v, T"(w)), Vo,weV. (3-2)

Dem. Sea B = {v1,...,v,} una base ortonormal de V.
Supongamos que existe 7% € L(V) que verifica (3.2) y sea w € V arbitrario. Entonces usando la férmula
(2.5) obtenemos

n n n n

T*(w) = (T*(w),vi)v; = Y _ (v, T*(w))v; = Y _(T(v;), wyv; = Y _{(w, T(v;))v;.

i=1 i=1 i=1 i=1
Luego si existe T € L(V') que verifica (3.2), entonces 7™ (w) estd determinado por la férmula anterior. Esto
prueba la unicidad. Para ver la existencia, definamos 7% : V' — V mediante

T*(w) =Y (w,T(v;))vi, VYw € V. (3.3)
=1
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La prueba de que T™ asi definida es lineal, es simple y queda como ejercicio. Sean v, w € V arbitrarios.
Aplicando las férmulas (2.5) y (3.3) obtenemos

(0, T (w)) = <Z<v,vi>vuz<waT(vj)>vj> = > (o (w, T(0))(vi,vg) = (v, vi)(T(vs), w);

i=1 j=1 i=j=1 i=1
(T(v), w) = <T (Z@,mvi) ,w> = <Z<v,vi)T(vi),w> = (v, v)(T(v;),w).
=1 i=1 =1
Luego (v, T*(w)) = (T'(v),w), para todo v,w € V. O

Definicion 3.2.2. El operador T* se llama el adjunto del operador T

Observacion 3.2.3. La propiedad que caracteriza al adjunto vale también intercambiando los lugares de T' y
T*. Es decir, si T' € L(V') entonces vale (v, T'(w)) = (T*(v),w), para todo v, w € V. Esto se obtiene tomando
conjugados en la férmula (3.2).

Observacidon 3.2.4. Un operador T es autoadjunto si y solo si T* = T (de ahi viene el término “autoadjunto”).

A continuacion veremos algunas propiedades de los adjuntos.
Proposicién 3.2.5. Sean T, S € L(V) y a € k. Entonces

(aT + S)* =aT™* + S*, (ToS)"=58%"oT", (T =T, Id* = 1d.
Dem. Consideremos la primera igualdad.

((aT + S)(v),w) = (aT(v) + S(v),w) = a(T(v),w) + (S(v),w) = a{v, T*(w)) + (v, S*(w))
= (v,aT™(w) + S*(w)) = (v, (@l + S*)(w)), Yo,w eV,

luego la unicidad del adjunto implica (a1 4+ S)* = aT™* + S*. La prueba de la segunda afirmacién es la
siguiente

(T 0 8)(v), w) = (T(S(v)), w) = (S(0), T*(w)) = (v, §*(T*(w))) = (v, (S* o T)(w)), Vo, we V,
Luego (T 0 S)* = S* o T™*. Para la tercera, usando la observacién 3.2.3 obtenemos
(T*(v),w) = (v, T(w)), Yv,weV,
luego el adjunto de T es T', es decir, (T%)* = T'. La cuarta igualdad es inmediata. O]

Definicién 3.2.6. Si A = (a;j) € M,(C), definimos A := (a;;) € M,(C) y A* := 4’ e M, (C), es decir,
A* =(byj), siendo b;; = aj;. La matriz A* se llama la adjunta de A. Notar que si A € M,,(C), entonces vale
A* = Al siy solo si A € M,(R).

Proposicién 3.2.7. Si T € L(V) y B es una base ortonormal de V' entonces [T%|p = ([T]|5)*.
Dem. Sea [T|g =(asj) y [T%]5 =(cij). Entonces a;; = (T'(v;),vi) = (v;, T*(vs)) = (T*(vs), v5) = Gi- O

Observacion 3.2.8. La proposicién anterior nos da una forma de hallar el adjunto. Dado T' € L(V'), elegimos
B una base ortonormal de V' y calculamos [T*]5 = ([T]5)*. Luego a partir de [T*]5 obtenemos T™*.

Corolario 3.2.9. Si A € M, (k), entonces (La)* = La~ en L(k"™), es decir vale
(Az,y) = (z,A%y), Vz,y k",

considerando en k™ el producto interno usual.
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Dem. La base candnica B es ortonormal respecto al producto interno usual y [La]g = A, luego [(La)*]z =
A*, lo cual implica (L4)* = La-.

O

Ejemplo 3.2.10. Consideremos C? con el producto interno usual y T : C?> — C?2 definido por T(z,y) =
(2iz + 3y, 2 — y), (z,y) € C2 Si B es la base canénica de C?, entonces

me= (% 2) = ww-me= (T 4 ) = (F L),

luego T*(z,y) = (—2ix + y, 3z — y).
De las proposiciones 3.2.5 y 3.2.7 se deduce directamente el siguiente resultado.

Corolario 3.2.11. Sean A, B € M, (k) y a € k. Entonces

(@A + B) =aA* + B*,  (AB)* =B*A*, (A=A, I'=I1 O

Proposicién 3.2.12. 1. SiT € L(V), entonces det(T*) = det(T).

2. Si A € M,(k), entonces det(A*) = det(A).

Dem. Por la proposicién 3.2.7 alcanza con probar la segunda afirmacion.

det(A*) = det (Zt) = det(A) = det(A).

En lo anterior usamos det (Z) = det(A), lo cual es ficil de probar. O

El siguiente resultado relaciona los valores propios de un operador con los de su adjunto.
Proposicién 3.2.13. Sea T € L(V). Si X es un valor propio de T, entonces X es un valor propio de T*.

Dem.

X« (X) = det(T™ — AId) = det[(T — ALd)*] = det(T — Ald) = X7 (A).

Entonces si A es valor propio de T, es X7+(A) = X7(A) = 0 = 0. Luego X es un valor propio de T*. O

Observacion 3.2.14. La proposicién anterior dice que los valores propios de 7™ son los conjugados de los
valores propios de T', pero no dice nada sobre los vectores propios correspondientes, los cuales no suelen
estar relacionados.

3.3. Operadores normales

Definicién 3.3.1. Un operador T' € L(V') es normal si verifica T o T* = T* o T. Anélogamente, decimos
que una matriz A € M, (k) es normal si verifica AA* = A*A

La prueba del siguiente resultado es inmediata a partir de la proposicién 3.2.7.

Proposicién 3.3.2. SiT € L(V) y B es una base ortonormal de V', entonces T' es normal si y solo si [T]g
es normal. O

Observacion 3.3.3. Es claro que si T' € L(V) es autoadjunto, entonces 7' es normal. El siguiente ejemplo
muestra que el reciproco es falso.

31



Ejemplo 3.3.4. Sea0 < <my A= (COS@ _Sen‘)) € My(R). Es AA' = A'A = 1d, luego A es normal. Por

senf cos@
otro lado es claro que A no es simétrica, luego la rotacién L4 : R — R? es normal pero no es autoadjunta.

El siguiente resultado muestra que la normalidad es una condicién necesaria para que un operador sea
diagonalizable en una base ortonormal.

Proposicién 3.3.5. Si T € L(V) es diagonalizable en una base ortonormal de V', entonces T' es normal.

Dem. Sea B base ortonormal de V' tal que [T]p = diag(A1,...,An), en que esta tltima es una forma
abreviada de escribir la matriz diagonal cuya diagonal principal es (A, -..,An). La proposicién 3.2.7 implica
[T*]p = diag ()\1, A /\n). Multiplicando estas matrices obtenemos

[T)5[T*) = [T*]8([T)5 = diag(|\1]?, .. -, |)\n|2) .

En particular esto implica ToT* =T*oT. O

Observacion 3.3.6. En el caso real la proposicién anterior no nos dice nada nuevo, ya que en ese caso
sabemos que el operador es autoadjunto (teorema 3.1.18), y eso es mds fuerte que ser normal. Lo interesante
de la misma es que nos muestra que en el caso complejo, la normalidad es una condicién necesaria para
que un operador sea diagonalizable en una base ortonormal. A continuacién veremos que vale también el
reciproco. Para probarlo necesitamos algunas propiedades de los operadores normales, que son interesantes
en si mismas y valen tanto para espacios reales como complejos.

Proposicién 3.3.7. Sea T € L(V) un operador normal. Entonces
1. |T(w)|| = [|T*(v)||, para todo v € V.

2. Siv es un vector propio de T’ correspondiente al valor propio A, entonces v es un vector propio de T*
correspondiente al valor propio \.

3. St A1 # Ao son wvalores propios de T’ con vectores propios correspondientes vy y vo, entonces v1 L va.
Dem.

L IT)|P = (T(v),T(v)) = (v, T*(T(v))) = (v, T(T*(v))) = (T*(v), T*(v)) = [|T*(v)[|*

2. Veamos primero que T — AlId es normal, para todo A € k.

(T — AId) o (T — AId)* = (T — Md) o (T* — XId) = T o T* — XT* — XT + |\’Id
=T*oT — A\T* = AT + |A]*1d = (T — A\Id)* o (T — A1d).
Luego aplicando la parte 1) a T'— A\Id, obtenemos que si T'(v) = Av, es
0 = |[T(v) = Aoll = [|(T = XId) (o) = (T — ATdY*(u) | = || T*(v) = Xe]] .
Luego T*(v) = Av.
3. La afirmacién se deduce del calculo siguiente
A1 {v1,v2) = (o1, v2) = (T(v1),v2) = (v1, T*(v2)) = (v1, Aav2) = Aa(v1, va).

Como A1 # Mg, resulta (vy,vs) = 0. O

Lema 3.3.8. Sea T € L(V) y W C V un subespacio que es T-invariante y T*-invariante. Si consideramos
la restriccion Ty € L(W), entonces (T'|w)* = T*|w. Si ademds T es normal, entonces también lo es T|w .

32



Dem. Siwi,wy € W, es
(Tlw (w1), wa) = (T(wn), wa) = (wr, T"(w2)) = (w1, T"|w (w2)), Yws,ws € W.
Luego (T'|w)* = T*|w. Por lo tanto si T' es normal, es

Two(Tlw) =TwoT*lw=ToT")|lw=T"oT)lw=TwoTlw=(T|w) oT|w. O

El siguiente resultado muestra que en el caso complejo vale el reciproco de la proposicién 3.3.5. La prueba
es muy similar a la de la proposicién 3.1.16.

Proposicién 3.3.9. Sik =C yT € L(V) es normal, entonces T es diagonalizable en una base ortonormal

Dem. La prueba es por induccién en n = dim V.

Si n = 1, entonces tomando v € V' con ||[v|| = 1, obtenemos que {v} es una base ortonormal de V' formada
por vectores propios de 7.

Sea ahora n > 1y supongamos razonando inductivamente que si tenemos un operador normal en un espacio
de dimensién n — 1, entonces existe una base ortonormal del espacio formada por vectores propios del
operador.

Como k = C existe A valor propio de T'. Sea v un vector propio de 1" correspondiente a A y consideremos
W = [v]t = {w € V| (w,v) = 0}. Sabemos que W es un subespacio de V y que dimW = n — 1. Sea
we W,

(T(w),v) = (0, T*(v)) = (w, W) = Mw,v) =X0=0 = T(w)eW,
(T*(w),v) = (w, T(v)) = (w, W) = Mw,v) =X0=0 = T*(w)ecW.

Luego W es T'y T*-invariante, como 7' es normal, el lema anterior implica que T'|yy € L(WW) es normal.

Tenemos que Tl € L(W) normal y que dimW = n — 1 entonces por la hipdtesis inductiva existe

{v1,...,vp—1} base ortonormal de W formada por vectores propios de T'|y (y por lo tanto vectores propios

de T). Sea v, = ﬁ, como vy, ..., v0p_1 € W = [v]* y v, € [v] es v; L vy, para todoi=1,...,n — 1. Luego

B ={vi,...,vp_1,0,} es una base ortonormal de V formada por vectores propios de T O

En resumen, podemos juntar el teorema 3.1.18 y las proposiciones 3.3.5 y 3.3.9 en el siguiente resultado.

Teorema 3.3.10 (Teorema espectral). Un operador T € L(V) es diagonalizable en una base ortonormal si
y solo si T es normal en el caso complejo o autoadjunto en el caso real. O

Lo que sigue profundiza en la relacién entre normal y autoadjunto.

Proposicién 3.3.11. SiT € L(V) yk = C, entonces T es autoadjunto si y solo si T es normal y todos sus
valores propios son reales.

Dem. El directo es inmediato. Para el reciproco, como T es normal, entonces T es diagonalizable en una
base ortonormal. Ademaés los valores propios de T' son reales, luego el teorema 3.1.18 implica que T es
autoadjunto. O

Proposicién 3.3.12. SiT € L(V), k=R y T es normal, entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes.

1. T es autoadjunto.

2. T es diagonalizable.
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8. El polinomio caracteristico de T se escinde en R.

Dem. (1= 2= 3). Esto es inmediato

(3 = 2). Sea B una base ortonormal de V' 'y A = [T|p. Como T es normal, entonces A € M, (R) C M, (C) es
normal. Luego L4 € L£(C") es un operador normal. Entonces Ly € £(C") es diagonalizable y por lo tanto
A es semejante en M, (C) a una matriz diagonal D, siendo las entradas diagonales de D los valores propios
de A. Como los valores propios de A son las raices del polinomio caracteristico de T y estas son reales,
concluimos que los valores propios de A son reales; luego D € M, (R). Entonces aplicando la proposicién
1.4.9 concluimos que A es semejante en M, (R) a la matriz diagonal D. Luego T es diagonalizable.

(2 =1). Como T es diagonalizable, es V = E), & --- @& E) , siendo Ay, ..., A\, los valores propios de T". Al
ser T normal, sabemos que estos subespacios propios son ortogonales entre si (proposicién 3.3.7). Luego si
para cada ¢ = 1,...,r elegimos B; una base ortonormal de Ej,, entonces B := By U --- U B, es una base
ortonormal de V' formada por vectores propios de T'. Luego T es autoadjunto (por el teorema anterior). [

3.4. Isometrias

Definiciéon 3.4.1. Sean V y W dos espacios con producto interno. Una isometria de V en W es una
transformacion lineal T : V' — W, que verifica

(T(u), T(v)) = (u,v), Yu,veV.

Si V = W, entonces a las isometrias también se les llama operadores ortogonales en el caso real o unitarios
en el caso complejo. Nosotros estudiaremos solo este tipo de isometrias.

En lo que sigue V' es un espacio con producto interno de dimensién finita.

Proposicién 3.4.2. Si T € L(V), entonces T es una isometria si y solo si T preserva la norma:

[T = llvll, VveV.
Dem. Si T es una isometria y v € V', entonces || T(v)| = /(T =/ (v,v) = ||v]].
Reciprocamente, si T preserva la norma entonces de la hneahdad de T y de las férmulas de polarizacion

k=3
1 2
(Jlu+v]* = fu—2]?), k=R; (u,v)= ZZik Hu—l—zka , k=C; VuveV,
k=0

| =

<u7 ’U> -
se deduce que T preserva el producto interno. Por ejemplo, en el caso real es

(T(w), T)) = (17 ) + T ~ |T(w) ~ TE)?) = { (1T + ) = [T - o))
= 3ol = Jlu = v]?) = (u,0).

El caso complejo es analogo. O

Ejemplo 3.4.3. Sea 6 € R y consideremos el operador T = L4 : R? - R? con A = (COSG *56“9). Entonces

sen cosf
1T (2, y)1I* = || ( cos(8) — ysen(8), z sen(6) +y cos(9)) ||
= (ZC cos(f) — ysen( 9))2 + (xsen(d +ycos(9))2
( s2(9) + sen (9)) +y (cos (0) + sen2(0)) =22+ y2 = H(:I:,y)H2

Luego ||T(z,y)|| = ||(z,y)|, para todo (z,y) € R? y por lo tanto T es una isometria. Notar que T es la
rotacién en el plano R? de centro en el origen y dngulo 6.
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Proposicién 3.4.4. Sea T € L(V). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. T es una isometria.
2. Para toda base ortonormal B de V', el conjunto T'(B) es una base ortonormal de V.
3. Existe una base ortonormal B de V' tal que T'(B) es una base ortonormal de V.

Dem. (1 = 2). Sea B = {v1,...,v,} una base ortonormal de V, es (T'(v;),T(v;)) = (vi,vj) = 0y, luego
T(B) = {T'(v1),...,T(vn)} es un conjunto ortonormal (y por lo tanto es LI) con la misma cantidad de
elementos que B, luego T'(B) es una base ortonormal de V.

(2 = 3). Esto es obvio, dado que V siempre admite una base ortonormal.

(3 = 1). Supongamos que existe una base ortonormal B = {w, ..., wy} tal que T(B) = {T(w1),...,T(w,)}

es también una base ortonormal. Sea v € V. Como B es una base de V', entonces existen tinicos a1, ..., a, € k

tales que v = > a;w;, luego T'(v) = Y., a;T(w;). Como B es una base ortonormal es [[v]|? = Y1 |a;|?

y como T'(B) es una base ortonormal es || T'(v)||? = Y, |ai|>. Luego ||T'(v)|| = ||v||, para todo v € V' y se
aplica la proposicion anterior. O

Proposicién 3.4.5. Sea T € L(V). Las siguientes afirmaciones son equivalentes
T es una isometria; T oT =1d; ToT*=1d; T es un isomorfismo y T = T*.

Dem. La equivalencia entre las tres tultimas condiciones es una propiedad bien conocida de los operadores
en espacios de dimensién finita. Probaremos la equivalencia entre la primera y la segunda. Observar que es

(T'(uw), T(v)) = (u, T*(T(v))) = (u, (T" 0 T)(v))), Vu,v V.
Luego T es una isometria si y solo si
(u, (T* o TY(v)) = (u,v), Yu,veV <& (T"oT)(v)=v, YweV & TroT=Id 0O

Observacion 3.4.6. Es claro que la funcion identidad Idy es una isometria y es facil de probar que la
composicién de isometrias es una isometria, y que la inversa de una isometria es también una isometria.
Luego las isometrias de V' en V forman un grupo, con la operacién de composicion.

Observaciones 3.4.7. Sea T una isometria.
1. Vimos que vale T oT* =T o T = 1Id; luego T' es normal.
2. Si A € k es un valor propio de T, entonces |A\| =1 (A = =£1, si k = R):
sca0ZveV:Tw) =M = |ul=[T@I=All = [A=1
3. Vale |det(T)| =1 (detT = £1, si k = R):
1 = det(Id) = det(T o T*) = det(T) det(T*) = det(T) det(T) = |det(T)[* = |det(T)| = 1.
4. Sik = C, como T es normal, entonces T' es diagonalizable en una base ortonormal. Si k = R esto no es

necesariamente cierto. Por ejemplo, la rotacién de centro en el origen y dngulo 6 (con 6 # kr, k € Z)
es una isometria y no es diagonalizable.

Proposicién 3.4.8. Sea T € L(V).
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1. Sik = C, entonces T es una isometria si y solo si T es normal y vale |A\| = 1 para todo valor propio
AdeT.

2. Sik =R, entonces T es una isometria y es diagonalizable si y solo si'l' es autoadjunta y vale A\ = +1
para todo valor propio A de T'.

Dem. Consideremos primero el caso k = C. El directo es inmediato, asi que probaremos solo el reciproco.
Como T es normal, entonces existe una base ortonormal B = {vy,...,v,} de V tal que T'(v;) = A;v;, para
todo i, siendo A1, ..., A, los valores propios correspondientes. Por hipétesis sabemos que es |\;| = 1, para
todot=1,...,n. Luego

(T(vi), T(vg)) = (Awi, Ajuz) = Aij{vi,vz) = AiXj0 =0, Vi # j,
[T ()|l = [[Awvill = [Ail fJuill =1, Vi

Entonces T'(B) es una base ortonormal y por lo tanto T es una isometria (proposicién 3.4.4).

Consideremos ahora el caso k = R. Para el directo, como T' es una isometria, entonces sabemos que 1" es
normal y A = 41 para todo valor propio A de T. Ademas, T" es normal y diagonalizable, lo cual implica que
T es autoadjunto (proposicién 3.3.12). El reciproco es andlogo al caso complejo. Como T' es autoadjunto,
entonces existe una base ortonormal B formada por vectores propios de T'; ademas sabemos que si A es un
valor propio de T', entonces A = £1, lo cual equivale a |A\| = 1. Luego de la misma forma que en el caso
complejo se deduce que T'(B) es una base ortonormal, lo cual implica que T es una isometria. O

Observacion 3.4.9. En el caso complejo, la proposicién anterior muestra que un operador es una isometria
si y solo si es diagonalizable en una base ortonormal y sus valores propios tienen médulo uno. En el caso
real, obtuvimos una caracterizacién similar para el caso de operadores diagonalizables. En el final de este
capitulo se verd la clasificacién de las isometrias en R? y R3 (diagonalizables o no).

Matrices ortogonales y unitarias.

Definicién 3.4.10. Sea k un cuerpo arbitrario, una matriz A € M, (k) se dice ortogonal si A'A = AA* = 1.
Si k = C, una matriz A € M,,(C) se dice unitaria si A*A = AA* = I.

Observaciones 3.4.11. 1. Como una matriz cuadrada es invertible si y solo si es invertible por la derecha
o por la izquierda, se deduce que, dada A € M, (k), las condiciones

A es ortogonal; A'A=1; AA'=1; A esinvertibley A== At

son equivalentes (esto vale en todo cuerpo k). Andlogamente, si A € M, (C), entonces las condiciones
A es unitaria; A*A=1; AA*=1; Aesinvertibley A7! = A*

son equivalentes.

2. La ortogonalidad se puede definir para matrices con coeficientes en un cuerpo cualquiera, mientras que
el ser unitaria se define solo para matrices complejas. Si a una matriz real A la consideramos como
matriz compleja, entonces es unitaria si y solo si es ortogonal, ya que en ese caso es A* = A’. Esto
es falso para matrices complejas que no son reales. Esta situacién es analoga a la que se da entre las
matrices hermitianas y la matrices complejas simétricas, que solo coinciden cuando son reales.

Proposicién 3.4.12. Sea T' € L(V), B una base ortonormal de V- y A = [T|p. Entonces T es una isometria
si y solo si A es ortogonal en el caso real o unitaria en el caso complejo.
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Dem. Sea A = [T']|p. Como B es una base ortonormal, es [T%|p = A*. Luego
ToT " =1d & [TOT*]B = [Id]B ~ [T]B [T*]B =1 & AA*=]1. [
Usando la proposicion 3.4.5 y las observaciones anteriores, se obtiene directamente el siguiente resultado.

Corolario 3.4.13. Sea A € M, (k) y consideramos el operador La € L(k™). Entonces Ly es una isometria
si y solo si A es ortogonal en el caso real o unitaria en el caso complejo. O

Proposicién 3.4.14. Sea A € M, (k). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La matriz A es unitaria si k = C o es ortogonal k = R.

2. Las filas de A forman una base ortonormal de k™.

3. Las columnas de A forman una base ortonormal de k™.
Dem. Observar primero que si A = (a;;) € My(k), entonces vale

n n n
AA* =1 & Zaik@ =0y, A'A=1 & Z@akj =0 & Zaki@ = ;55 Vi, J.
k=1 k=1 k=1

Luego AA* = I siy solo si las filas de A foman una base ortonormal de k™, y A*A = I si y solo si las
columnas de A forman una base ortonormal de k™. O

El siguiente resultado relaciona bases ortonormales con matrices ortogonales o unitarias.
Proposicién 3.4.15. Sean B y C bases de k™ y A = g[ld]¢c. Entonces:
1. Si B y C son bases ortonormales, entonces A es unitaria si k = C, u ortogonal si k = R.

2. Si A es unitaria si k = C u ortogonal sik =R y B o C es una base ortonormal, entonces la otra base
también es ortonormal.

Dem. Veremos solo el caso complejo, el caso real es andlogo. Probaremos primero que vale lo siguiente.
1. Si B es una base ortonormal, entonces C es una base ortonormal si y solo si A*A = I.
2. Si C es una base ortonormal, entonces B es una base ortonormal si y solo si AA* = 1.

Sean B = {vi,...,v,}, C = {wi,...,w,} y A = p[ldlc = (a;;). Luego w; = > }_, arivg, para todo i =
1,...,n. Supongamos que B es una base ortonormal. Si tomamos dos elementos de C, w; = Y ;_| apiVk ¥y Wj =
> k1 QkjUk, entonces como B es ortonormal (recordar la observacién 2.2.16) vale (w;, w;) = > )_; Gk
Luego C es una base ortonormal si y solo si > ,_; ag;ax; = d;j, para todo i, j, lo cual equivale a A*A = I.
Por otro lado, si C es una base ortonormal, como es A~ = ¢[Id]s, deducimos aplicando lo anterior que
B es una base ortonormal si y solo si (A7!)*A~! = I. Pero tomando inversos, obtenemos que esta tltima
igualdad equivale a AA* = I. Asi B es una base ortonormal si y solo si AA* = I.

Como las condiciones AA* = I o A*A = I equivalen con que A sea unitaria, entonces tenemos lo siguiente.
1. Si B es una base ortonormal, entonces C es una base ortonormal si y solo si A es unitaria.
2. Si C es una base ortonormal, entonces B es una base ortonormal si y solo si A es unitaria.

Es claro que esto equivale al enunciado de la proposicién. O
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Definicién 3.4.16. 1. Dos matrices A, B € M, (C) son unitariamente equivalentes si existe una matriz
unitaria @ € M, (C) tal que A = QBQ*.

2. Dos matrices A, B € M, (k) (k cuerpo arbitrario) son ortogonalmente equivalentes si existe una matriz
ortogonal Q € M, (k) tal que A = QBQ".

Proposicién 3.4.17. La relacion de ser unitariamente equivalentes es de equivalencia en M,(C) y la de
ser ortogonalmente equivalentes es de equivalencia en My (k) (k cuerpo arbitrario).

Dem. Lo probaremos solo para el caso ortogonal, dejando el unitario (que es andlogo) como ejercicio.
Notar que el ser ortogonalmente equivalentes es un caso particular de ser semejantes, ya que en ese caso vale
A =QBQ! = QBQ~'. Recordando cémo es que se prueba que la semejanza es una relacién de equivalencia,
vemos lo inico que nos falta probar es que la matriz identidad I es ortogonal (lo cual es obvio), que si @ es
ortogonal, entonces @' también lo es y que si Q1, Q2 son ortogonales, entonces Q1Q2 también lo es.

Es un ejercicio el probar que si A € M, (k) es invertible, entonces A’ es invertible y vale (A!)~! = (A71)L.
Luego si @ es ortogonal, vale

QU =I= Q) "'=1= @)'Q'=I= @ '=1I
Esto muestra que Q! es una matriz ortogonal. Ademas, si Q1, Q2 son ortogonales, vale
(Q1Q2)'Q1Q2 = Q5Q1Q1Q2 = Q51Q2 = Q5Q2 = I,
luego Q1Q)2 es ortogonal. O

Teorema 3.4.18. 1. Sik = C, entonces una matriz es normal si y solo si es unitariamente equivalente
a una matriz diagonal.

2. Stk = R, entonces una matriz es simétrica si y solo si es ortogonalmente equivalente a una matriz
diagonal.

Dem.

1. (=):Sea A € M, (C) y consideremos L4 : C"* — C". Como A es normal, entonces L4 es normal, luego
existe una base ortonormal B de C" tal que [La|g = D, siendo D una matriz diagonal. Sea C la base
canénica de C" y Q = ¢[Id]s. Entonces

A= [Lalc = ¢[ld] [Lals s[ldlc = QDQ™".
Como C'y B son bases ortonormales de C" y @ = ¢[Id]g, entonces @ es unitaria y A = QDQ*.

(«<): Sean Q y D en M, (C), con @ unitaria y D diagonal. Consideremos A = QDQ*. Observar que
vale A* = (QDQ*)* = Q*D*Q* = QDQ*, luego

AA* =(QDQ")(QDQ*) = QDDQ* y A*A=(QDQ*)(QDQ*) =QDDQ".
Como D es diagonal, vale DD = DD, luego la férmula de arriba implica AA* = A*A.

2. (=): Es la misma idea que en 1. Si A € M, (R) es simétrica, entonces L4 € L(R") es autoadjunta y
por lo tanto es diagonalizable en una base ortonormal. El resto sigue igual.

(<): Sea A = QDQ?, con Q ortogonal y D diagonal. Es A! = (QDQt)t = QUD'Q! = QDQ! = A,
luego A! = A. O
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Observacion 3.4.19. Respecto al enunciado del teorema anterior, notar que si A € M, (R) es ortogonalmente
equivalente a una matriz diagonal D, entonces A y D son semejantes. Luego las entradas diagonales de D
son los valores propios de A. Lo mismo ocurre en el caso complejo.

4 2 2
Ejemplo 3.4.20. Sea A=| 2 4 2 |.Como A es una matriz simétrica real, sabemos que es ortogonal-
2 2 4

mente equivalente a una matriz diagonal. Vamos a hallar una matriz ortogonal () y una matriz diagonal D
tales que A = QDQ".
Es un ejercicio el verificar que vale X 4(t) = —(t — 2)%(t — 8) y que los subespacios propios de A son

Ey, =[(-1,1,0),(-1,0,1)], Es=1[(1,1,1)].
Aplicando Gram-Schmidt a la base {(—1,1,0),(—1,0,1)} de E2 obtenemos
Ey=1[(-1/2,1,-1/2),(-1,0,1)] = [(-1,2,—1),(-1,0,1)].
Luego {(—1,2,—1),(=1,0,1),(1,1,1)} es una base ortogonal de R?. Normalizando obtenemos
{<_1 2 _1> <_1 0 1) (1 1 1)}
V6 V6T V6 T\ V2T V2 \VBTVBTYB

que es una base ortonormal de R? formada por vectores propios de A.
1 1

2 00 —27, V) ?
EntoncessiD=1 0 2 0 | yQ= 76 0 7 ,es A= QDQ"; es decir, vale

1 1 1
0o GV

1 1 1 1 2 1

4.2 2 CREVCRVE] 200 V6 V6 VG

2 1 1 1

24 2 | = = 0 & 020 -5 0 5

2 2 4 T 00 8 S W

V6 V2 V3 V3 V3 B

Una aplicacion del teorema anterior es el siguiente resultado.

Proposicién 3.4.21. Sean A, B € M,(R) matrices simétricas. Si A y B son semejantes, entonces son
ortogonalmente equivalentes.

Dem. Si Ay B son semejantes, entonces tienen los mismos valores propios Aj ..., \, (pueden haber re-
petidos). Como A y B son simétricas, entonces como vimos en el teorema anterior vale que A y B son
ortogonalmente equivalentes a la matriz diagonal D = diag(A; ..., \,). Luego A y B son ortogonalmente
equivalentes entre si. O

Observacion 3.4.22. El resultado anterior es falso si se quita la condicién de que las matrices sean simétricas.
Por ejemplo, los valores propios de A =(31) son 2 y 3, luego A es semejante a B = (29). Sin embargo,
como B es diagonal, entonces es ficil de probar que para toda matriz Q € My(R) vale que QBQ" es una
matriz simétrica. Como A no es simétrica, entonces A no puede ser ortogonalmente equivalente con B.

Isometrias en R? y R3. Finalizamos esta seccién clasificando las isometrias de R? y R3 (como siempre, el
producto interno es el producto escalar). Recordar que si T € L(R"™) es una isometria, entonces det 7' = +1
y los valores propios de T, en caso de existir, valen =41.

Proposicién 3.4.23. Sea W C R? un subespacio de dimension 2 (es decir, un plano que pasa por el origen,).
Si T € L(W) es una isometria, entonces T es una rotacion si det T =1 o una simetria axial si detT = —1.
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Dem. Sea C = {u1,us} una base ortonormal de W. Entonces [T]¢c = (%) es una matriz ortogonal.

Supongamos det T = 1. Sabemos que las columnas de [T]¢ forman una base ortonormal de R?, luego (b, d)
es ortogonal con (a,c). Como (—c,a) es no nulo y también es ortogonal con (a,c), deducimos que existe
k € R tal que (b,d) = k(—c,a). La condicién det T = 1 junto con 1 = ||(a,c)||* = a® + ¢? implican k = 1,
luego (b,d) = (—¢,a). Como a® + ¢ = 1, entonces existe un tinico § € [0, 27) tal que a = cos y ¢ = sen 6.

Luego
T)e = a —c\ (cosf —senf N T(uy) = (cosf)uy + (sen)ug,
€= \¢ a) \send cosé T(uz) = —(sen 0)uy + (cos O)usy

Esto nos dice que T es una rotaciéon en W de centro en el origen y dngulo 6.
Si detT = —1, es Xp(t) = t?> — (a + d)t — 1. El discriminante de la ecuacién t?> — (a + d)t — 1 = 0 es
A = (a+d)?+4 > 4. Como A es positivo, entonces Xr(t) tiene dos raices reales cuyo producto es —1. Como
los valores propios de A solo pueden ser +1, deducimos que existe B = {wy,wa} base ortonormal de W que
verifica

T(wl) = wq, T(wg) = —w3q.

Luego T es la simetria axial en W de eje la recta [w;]. O

Identificando R? con el plano W = {(z,y,2) € R3: z = 0}, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.4.24. Si T es una isometria de R?, entonces T' es una rotacion si detT = 1 o una simetria
azial si detT = —1. O

A continuacién clasificaremos las isometrias en R3. Para eso necesitamos introducir las siguientes isometrias.

1. Una rotacién es un operador T' € L(R?) tal que existe una base ortonormal B = {wy, ws, w3} de R? y
un numero real 6, tal que

T(wy) = (cos@)wy + (senB)wse, T(wz) = —(senB)wy + (cosP)we, T(ws) = ws.

Notar que T deja fija a la recta [ := [w3] y restringida a W := [wy,ws] = [w3]* es una rotacién del

plano W. En este caso diremos que 7" es una rotacién de eje la recta [ y dangulo 6.

2. Una simetria especular es un operador T' € £(R?) tal que existe una base ortonormal B = {w1, ws, w3}
de R? tal que
T(wl) = wq, T(wg) = w2, T(wg) = —ws.

Notar que T restringida al plano W := [wy, ws] es la identidad y restringida W+ = [ws3] es menos la
identidad. En este caso diremos que T' es una simetria especular respecto al plano W.

3. Una simetria rotacional es la composiciéon de una simetria especular respecto a un plano W con una
rotacién de eje una recta [ y angulo 6, de forma tal que [ sea perpendicular con W. Notar que en este
caso existe una base ortonormal B = {w1,ws, w3} de R? tal que

T(wi) = (cos @)wy + (senB)we, T(we) = —(senb)w; + (cosP)we, T(ws) = —ws.

Observacion 3.4.25. Las matrices asociadas a una rotacién, simetria especular y simetria rotacional en las
bases ortonormales anteriores son, repectivamente,

cosf@ —senf 0 1 0 0 cos@ —senf 0
senff cosf 0], o1 0], senf cos6 0
0 0 1 0 0 -1 0 0 -1

Notar que estas matrices son ortogonales, lo cual prueba que los operadores son isometrias.
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Proposicién 3.4.26. Si T es una isometria de R3, entonces T es una rotacion si det T =1, o una simetria
especular o rotacional si detT = —1.

Dem. Como el polinomio caracteristico de T es de grado 3, entonces el teorema de Bolzano implica que
tiene alguna raiz real A. Adema&s, como A es un valor propio de T, es A = £1. Sea vy un vector propio de T
correspondiente a A y W = [vo]l. Veamos que W es T invariante.

StweW = 0= (w,v) = (T(w), T(vg)) = (T (w), Avg) = (T'(w), vg) = £(T'(w), vo)
= (T'(w),v9) =0 = T(w) € W.

Notar que es R? = [vg] @ W, y que [vg] y W son T-invariantes. Si C = {w1, w2} es una base de W, entonces
B = {vg, w1, ws} es una base de R? y3

A0 O o b
Tis=[0 a b, [T|W]c=<c d>.
0 ¢ d

esto implica detT" = Adet(T'|w). Como T es una isometria sabemos que valen A = £1 y detT = +£1.
Discutiremos segiin estas cuatro posibilidades, teniendo en cuenta la proposicién 3.4.23.

1. SidetT =1y A =1, entonces det(T|w) = 1. Luego T'|w es una rotacién en el plano W, y como
ademéds T deja fija a la recta [vp], deducimos que T' es una rotacién en el espacio de eje [vg].

2. SidetT =1y XA = —1, entonces det(T|yy) = —1. Luego Tl es una simetria axial en W. Esto
implica que existe una base ortonormal {u;,us} de W tal que T'(u;) = w1 y T'(u2) = —uz. Como vale
T(vg) = —vg, obtenemos que T deja fija a la recta [u1] y en el plano [vg, uz] es una rotacién de angulo

7. Luego T es una rotacién en R? de eje [u1] y dngulo 7.

3. SidetT = —1y A =1, entonces det(T|w) = —1. Luego T'|w es una simetria axial en W y T deja
fija a la recta [vg]. Tomando una base ortonormal {u;,us} de W como en el caso anterior, obtenemos
T(vo) = vo, T'(u1) = u1 y T'(u2) = —ug. Luego T es una simetria especular respecto al plano [vg, u1].

4. SidetT = —1 y A = —1, entonces det(T|y) = 1. Luego T'|i es una rotacién en el plano W y por lo
tanto 7' es una rotacién en el espacio de eje [vg] compuesta con una simetria especular respecto a W,
lo cual es (por definicién) una simetria rotacional. O

3Notar que si cambiamos el orden escribiendo B = {w1, w2, v0}, entonces [T]5 queda con el bloque 2 x 2 al principio, de la
misma forma que las matrices de la observacién 3.4.25.
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Capitulo 4

Formas bilineales simétricas

En este capitulo trabajaremos siempre en espacios vectoriales reales de dimensién finita'. Ademés asumire-
mos que las bases estan ordenadas.

4.1. Formas bilineales

Sea V un espacio vectorial. Una forma bilineal en V es una funciéon ¢ : V x V — R que es lineal en cada
una de sus variables, es decir, que verifica

plar +v,w) = ap(u,w) + p(v,w),  P(w,au+v) = ap(w,u) + (w,v),

para todo a € R, u,v,w € V. Al conjunto de las formas bilineales en V' lo escribiremos Bil(V').

Es un ejercicio el verificar que el conjunto de las formas bilineales es un subespacio del espacio de las
funciones con dominio V' x V' y codominio R, en el cual las operaciones se definen punto a punto:

(f +9)(w,v) = f(u,v) +g(u,v), (af)(u,v) =af(u,v), VaeR, u,veV.
Luego Bil(V') con las operaciones anteriores es un R-espacio vectorial.

Ejemplo 4.1.1. Un producto interno en un espacio vectorial real ( , ) : V x V' — R es una forma bilineal.
Notar que un producto interno en un espacio vectorial complejo no es una forma bilineal.

Definicién 4.1.2. Sea A € M, (R). Definimos 84 : R" x R” — R por Ba(z,y) = ' Ay, siendo z,y € R"
vectores columna (es decir estamos pensando R™ = M,,»1(R)).

Las propiedades del producto de matrices implican directamente que 54 es una forma bilineal. En coorde-
nadas, si escribimos

X1 1 aiyp -+ QAin
x - M y - 7 A - M
Tn UYn anpl - Qpp
entonces "
BA((xL'" axn)v(y17"' 7yn)) = Z Qi TilYj, V(.’El,"- ,.’L’n),(yl,"' ,yn) €R™ (41)
ij=1

!Para la teorfa general no es necesario que el cuerpo sean los reales, aunque en ese caso hay que poner restricciones sobre el
mismo (que tenga caracteristica distinta de 2). Pero como ciertos resultados son especificos para los reales, y son los que més
nos interesan, para simplificar asumiremos desde el principio que el cuerpo es R.

42



Ejemplo 4.1.3. Si consideramos la matriz A = (Z _31) entonces (4 : R? x R? — R estd definida por

Ba((x1,22), (y1,92)) =

2 3 2y1 +3
= ($1,$2)< 4 1 ) ( . > = ($1,$2)< 4yy11 _yy; > = 22191 + 321y + 4x2y1 — T2Y2.

Luego Ba((z1,22), (y1,42)) = 2z1y1 + 3w1y2 + 4zoys — 22y2, para todo (z1,22), (y1,y2) € R%

El siguiente resultado permite construir nuevas formas bilineales a partir de una forma dada. La prueba es
directa y queda como ejercicio.

Proposicion 4.1.4. Sea V un espacio vectorial y ¢ : V x V — R una forma bilineal. Sea W otro espacio
yT,S: W —V dos transformaciones lineales. Si definimos v : W x W — R mediante

¢(w17 w2) = QO(T(wl)a S(wQ))v Vwy, wa € W,
Entonces ¢ es una forma bilineal en W. O

De ahora en adelante V' es un espacio de dimensién n.

Observacion 4.1.5. Sea B una base de V 'y A € M,(R). El mapa coordenadas coordz : V. — R™ es un

isomorfismo lineal, luego aplicando la proposicién anterior a ¢ = B4 € Bil(R™) obtenemos que el mapa
¥ :V xV — R definido por

Y(u,v) = coordg(u)’Acoords(v), Vu,veV,

es una forma bilineal en V. A continuacién probaremos que toda forma bilineal en V' se puede escribir de
esa manera. Para eso necesitamos la siguiente definicion.

Definicién 4.1.6. Sea ¢ € Bil(V) y B = {v1,...,v,} una base de V. La matriz asociada a la forma bilineal
v en la base B es la matriz Mp(¢) € M, (R) definida por

o(v,v1) - (v, vn)
Mpg(p) = : :
©(vn,v1) o ©(Un,vn)

Llamaremos representacion matricial de ¢ toda matriz asociada a ¢ en alguna base de V.

Observacion 4.1.7. Si A € M,(R) y ¢ = 4 € Bil(R"), entonces A = M¢(y), siendo C la base candnica de
R"™. Luego toda matriz cuadrada se puede pensar como la representacion matricial de alguna forma bilineal.

Proposicién 4.1.8. Sea ¢ € Bil(V) y B una base de V. Entonces
¢(u,v) = coordp(u)  Mp(p) coordg(v), Vu,v € V.
Ademds, si una matriz A € M, (R) verifica
©(u,v) = coordp(u)' Acoordg(v), Vu,v eV, (4.2)

entonces A = Mp(p).
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Dem. Sean u =  xv; y v = Z?Zl y;v;. Entonces por la bilinealidad de ¢ es

n n n
p(u,v) = Z%‘W,Zyj vj | = Z z;y;¢(vi, v;) = coordp(u) Mp(p) coordp(v), Vu,v € V.
i=1 j=1

,j=1

Esto prueba la primera afirmacién. Para la segunda, si A = (ai;) € Mp(R) verifica la formula (4.2) y
B ={vi,...,v,}, entonces

o(v;,v5) = coordg(v;) A coordg(vj) = eﬁAej =a;j, Vi, ],
siendo {ey,...,e,} la base candnica de R™. Luego A = Mp(y). O
Corolario 4.1.9. Si ¢ € Bil(R") entonces existe una tnica matriz A € M, (R) tal que ¢ = [4.
Dem. Sea C la base canénica de R" y A = M¢(y). Entonces
@(u,v) = coorde(u)! M () coorde (v) = ul Av = Bs(u,v), Yu,v € V.
La unicidad de A se deduce de la unicidad en la proposicién 4.1.8. Ul

Proposicién 4.1.10. Sea B una base de V. Definimos © : Bil(V) — M, (R), mediante ©(p) = Mg(p),
para toda ¢ € Bil(V). Entonces © : Bil(V) — M,(R) es un isomorfismo. Luego dim Bil(V') = n?.

Dem. Veamos que © es una transformacion lineal. Sean ¢, € Bil(V) y a € R. Entonces

(0 + a)(u,v) = (u,v) + ah(u,v) = coords(u)' Mz(yp) coords(v) 4 a - coords(u) Mg (1)) coords(v)
= coordg(u)' (Mp(p) + aMp(y))coordp(v), Vu,v € V.

Esto implica Mg(¢ + ay)) = Mg(p) + aMp(1)), luego O es lineal. Ademds, por lo que vimos anteriormente,
dada A € M, (R), si definimos ¢ : V x V — R mediante (4.2), entonces ¢ € Bil(V) y Mg(p) = A. Esto
implica que © es sobreyectiva. La inyectividad de O se deduce de la primera parte de la proposicion 4.1.8. [

El siguiente resultado relaciona las matrices asociadas a una misma forma bilineal en bases distintas.

Proposicién 4.1.11. Sean B y C dos bases de V y ¢ € Bil(V). Entonces

Me(p) = (slldlc) Ms(p) slld]e.
Dem. Sean u,v € V, entonces usando la formula de cambio de coordenadas de C a B obtenemos
p(u,v) = coordp(u)' Mp(g) coordg(v) = (s[Id]ecoorde (u))’ Mp(y) (s(Id]ccoorde(v))
= coorde(u)! (5[1d]e) Mg () 5[1d]c coorde (v).
Como esto vale para todo u,v € V, entonces la tesis se deduce aplicando la proposicién 4.1.8. O

Definicién 4.1.12. Dos matrices A y B en M,(R) se dicen congruentes si existe una matriz invertible @
en M,(R) tal que A = Q'BQ.

Proposicién 4.1.13. La congruencia es una relacion de equivalencia en M, (R).
Dem. La afirmacion se deduce de los cédlculos siguientes:
A=T'AI; siA=Q'BQ = B=(Q") 'AQ7' =(Q71)" 4Q7};
siA=Q'BQy B=P'CP = A=Q'(P'CP)Q=Q'P'CPQ = (PQ)'CPQ. O
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Proposicién 4.1.14. Sea ¢ € Bil(V) y B una base de V. Si A € M, (R) es congruente con Mp(p), entonces
existe C base de V' tal que Mc(p) = A.

Dem. Sea Q = (q;j) € My(R) invertible tal que A = Q'Mp(p)Q. Si B = {v1,...,v,}, definimos C =
{wy, ..., w,} mediante

n
wj:Zqijvi, j:1,...,n.
i=1
Como @ es invertible, resulta que C es una base de V' y g[Id]¢ = Q. Luego

A= Q'Mp(p) Q =(s[ldle)" Mp(p) slldle = Mc(p). O

Corolario 4.1.15. Dos matrices son congruentes si y solo si representan a una misma forma bilineal.

Dem. Sean A, A" € M,(R) dos matrices congruentes. Consideramos la forma bilineal 54 € Bil(R"). Si B
es la base candnica de R™, entonces es A’ = Mp(4/). Luego A es congruente con Mg(54:) y la proposicién
anterior implica que es A = M¢(54/) para alguna base C de R™. El reciproco es la Proposicién 4.1.11. [

Observaciones 4.1.16. 1. Si A,B € M,(R) y Q € M,(R) es una matriz invertible tal que A = Q'BQ,
entonces A = PBP?, siendo P = Q! una matriz invertible, y es claro que estas dos condiciones son
equivalentes. Luego tenemos dos formas equivalentes de definir la congruencia (lo mismo sucede con
la semejanza). Nosotros usaremos la primera porque se adapta mejor al trabajo con formas bilineales.

2. Hay dos relaciones de equivalencia en M, (R) que son similares y pueden dar lugar a confusién. Sean
A, B € M,(R). Por un lado, usando la observacién anterior podemos decir que A y B son congruentes si
existe una matriz invertible Q € M, (R) tal que A = QBQ". Pero por otro lado decimos que A y B son
ortogonalmente equivalentes si existe una matriz ortogonal P € M, (R) tal que A = PBP! (recordar
que P es ortogonal si es invertible y P~! = P!). Luego dos matrices ortogonalmente equivalentes son
también congruentes. El reciproco no es necesariamente cierto, dado que dos matrices congruentes
no tienen porqué tener los mismos valores propios. Si las matrices tienen distintos valores propios,
entonces no pueden ser semejantes y por lo tanto no van a ser ortogonalmente equivalentes.

4.2. Formas bilineales simétricas
Sea V un espacio de dimensién n.
Definicion 4.2.1. Una forma bilineal ¢ : V x V — R se dice simétrica si verifica
o(u,v) = p(v,u), Yu,veV.
Ejemplo 4.2.2. Todo producto interno real {, ) : V' x V — R es una forma bilineal simétrica.

Proposicién 4.2.3. Sea ¢ € Bil(V) y B una base de V. Entonces la forma bilineal ¢ es simétrica si y solo
si la matriz Mp(p) es simétrica.

Dem. Sea B = {v1,...,v,} y Mp(p) =(ai;). Si ¢ es simétrica, entonces
aij :w(vi,vj) ZQO(’U]',UZ‘) :aj,;, Vi,j: 1,...,n

luego Mp(p) =(ai;) es simétrica.
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Reciprocamente, supongamos ahora que Mp(y) es simétrica. Luego vale p(v;,v;) = ¢(v;,v;), para todo
i,j. Sean u,v € V arbitrarios, entonces existen escalares a;,b; € R, i = 1,...,n tales que u = > " a;v; y
v =731, bv;. Luego

3
3
3
3
3

i=1 J=1 =1 j=1 3,j=1
n n n n n n
p(v,u) = E bjvj, g a;v; | = b a;p(vj,v;) = E bja;ip(vj,v;) = E a;bjp(vy,v;).
j=1 i=1 j=1 =1 Gi=1 ji=1

Como es p(v;,v5) = ¢(vj,v;), para todo %, j, entonces en las sumas anteriores los sumandos coinciden y por
lo tanto es ¢(u,v) = ¢(v,u), para todo u,v € V. O

Al conjunto de las formas bilineales simétricas en V' lo escribiremos Bilg(V').

Observacion 4.2.4. Si consideramos una base B de V y el isomorfismo © : Bil(V) — M,(R) dado por
© — Mpg(p), entonces la proposicién anterior muestra que la imagen por © de Bilg(V') es el subespacio de

M, (R) formado por las matrices simétricas. Esto implica que Bilg(V') es un subespacio de Bil(V') y que la

dimensién de Bilg(V) es @

Ejemplo 4.2.5. Como la matriz identidad I € M, (R) es simétrica, entonces f; € Bil(R") es una forma
bilineal simétrica. Explicitamente obtenemos

Br((@r,- - an), (Y1, Yn)) = 21y1 + -+ + Tnn.
Luego S5 es el producto escalar en R".

Definicion 4.2.6. Si p : V xV — R es una forma bilineal simétrica, entonces la funcién ® : V' — R definida
por ®(v) = p(v,v) para todo v € V, se llama la forma cuadrdtica asociada a ¢.

Ejemplo 4.2.7. Si V es un espacio real y ¢ = (, ) es un producto interno en V, entonces la forma
cuadrética asociada es el cuadrado de la norma: ®(v) = ||v||?, para todo v € V.

Ejemplo 4.2.8. Consideremos ¢ € Bil(R?) definida por
¢((z,y), (@,y) = 222" + 3zy’ + 3ya’ — Syy'.

Observar que podemos escribir

e((z,9), (@', y) = (= y) @ 35) (i:) :

Luego es ¢ = B4, con A = (% 3 ) Como A es simétrica, deducimos que ¢ es una forma bilineal simétrica.
La forma cuadrética asociada a ¢ es la funcién ® : R> — R definida por

®(z,y) = 222 + 6zy — 5y, V(z,y) € R%

Observacion 4.2.9. Como las formas bilineales simétricas en V' forman un subespacio del espacio de las
funciones de V' xV en R, entonces se prueba facilmente que las formas cuadraticas en V forman un subespacio
del espacio de las funciones de V en R.
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Proposicién 4.2.10. Sea ¢ € Bilg(V) y @ : V — R la forma cuadrdtica asociada a p. Entonces
1. ®(av) = a*®(v), para todo a € R, v € V. Luego ®(0) = 0.
2. ®(u+v) =P(u)+2p(u,v) + ®(v), para todo u,v € V.

Dem. La prueba de la primera afirmacion es simple y queda como ejercicio. La segunda se deduce del célculo
siguiente

Q(u+v) =pu+v,ut+v) =g u)+ o, v)+ e, u) + o) =2(u) +2¢0(u,v) + ®(v). O
Observacion 4.2.11. Despejando ¢(u,v) en la segunda férmula de la proposicién anterior, obtenemos la

formula de polarizacion

o(u,v) = %((I)(u +v) = ®(u) — ®(v)), VYu,veV.

Luego toda forma bilineal simétrica queda determinada por su forma cuadratica asociada. En este sentido,
dada una forma cuadratica ®, diremos que la correspondiente forma bilineal simétrica ¢ es la forma bilineal
asociada a P.

Nuestro préximo objetivo es caracterizar las formas cuadraticas en R"™.

Proposiciéon 4.2.12. Las formas cuadrdticas en R™ son las funciones ® : R™ — R del tipo

<I>(x1, .. .,l’n) = Z bijxixj, V(l‘l, R ,xn) S Rn,

1<i<j<n
stendo los b;j escalares arbitrarios.

Dem. Si @ : R™ — R es una forma cuadratica, entonces existe ¢ € Bilg(R") tal que ®(v) = ¢(v,v), para
todo v € R™. Como ¢ € Bilg(R"), entonces existe una matriz simétrica A =(a;;) € M, (R) tal que ¢ = B4.

Luego ® estd definida por ®(xq,...,2,) = EZj:l a;jr;xj. Como vale a;; = aj;, para todo 1,7, entonces
podemos escribir

aij; Ssit=

D(z1,...,7n) = bijxixi, b= v L

(17 ) n) Zzgzga 7] {2aij sii<j.

(]

Es claro que este proceso podemos revertirlo, definiendo los a;; a partir de los b;; mediante a;; := bj;, para
todo i y a;; = aj; := %bij, si ¢ < j. Luego toda funcién ® : R™ — R definida por una férmula del tipo
O(x1,...,2p) = ZK]- bijziz; es una forma cuadratica en R™. a

Observacion 4.2.13. Los polinomios en n variables de la forma p = Zlgig j<n @i TiTj, siendo los a;; escalares
arbitrarios, se llaman polinomios homogéneos de grado 2. La proposicién anterior muestra que las formas
cuadraticas en R™ son las funciones que estan dadas por polinomios homogéneos de grado 2.

Observacion 4.2.14. Las formas cuadraticas en R? y en R? son las funciones del tipo

®(z,y) = azx® + bry + ¢y, a,b,c €R,
®(z,y,2) = az® + by? + c2® + dzy + exz + fyz, a,b,...,f €R.

Ejemplo 4.2.15. Consideremos la forma cuadratica ® en R3 definida por ®(x,y, 2) = 5z% + 322 — 2wy + 2.
Recordando la prueba de la proposicién anterior, obtenemos que la forma bilineal asociada esta definida por

1 1
@((x, v, 2), (@, z’)) =bxx’ + 327 —xy — 2’y + §mz' + 530’2.
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4.3. Diagonalizacién

De ahora en adelante ¢ es una forma bilineal simétrica en V' y @ es su forma cuadratica asociada. Para
evitar discutir casos triviales, en general asumiremos V' # {0}.

Definicién 4.3.1. 1. Dos vectores u,v € V son @-ortogonales si ¢(u,v) = 0.
2. Una base B = {v1,...,v,} de V se dice p-ortogonal si ¢(v;,v;) = 0 para todo i # j.

Notar que si B es una base de V, entonces B es g-ortogonal si y solo si la matriz Mp(y) es diagonal.

Explicitamente, si B = {v1,...,v,} es una base p-ortogonal de V', entonces
D(vy) 0o - 0
Mp(p) = 0 (p(:vg) 0
00 - Do)

Luego las expresiones de ¢ y & con coordenadas en esta base son
n
pu,v) =Y d(vi)zigs, Du) =Y d(vi)af,
i=1 j

. n n
siendo u = ) i wivi y v = )i yivi.

Ejemplo 4.3.2. Consideremos la forma cuadritica ® : R® — R definida por ®(z,y,2) = 22 — y? y sea

¢ € Bilg(R?) la forma bilineal correspondiente. Si B es la base canénica de R3, es

1 0 0
Mp(p)=(0 -1 0
0 0 O

Luego B es una base @-ortogonal.

Definicién 4.3.3. Si W es un subespacio de V', la restriccion de ¢ a W es la funcién p|wxw : W x W — R,
definida por ¢|w xw (w1, we2) := p(w,ws), para todo wy, wy € W. Claramente ¢|w xw € Bilg(W).

Teorema 4.3.4. Si ¢ € Bilg(V), entonces existe una base B de V' tal que Mp(p) es una matriz diagonal.

Dem. Lo que tenemos que probar es que existe una base yp-ortogonal. La demostracion es por induccién en
n = dim V. Notar que si n = 1, entonces toda base de V' es (trivialmente) yp-ortogonal.

Supongamos ahora que vale la tesis cuando la dimensién del espacio es n — 1 y sea ¢ € Bilg(V) con
dimV = n. Si ¢ = 0, entonces toda base de V es g-ortogonal. Supongamos ahora que es ¢ # 0. Si fuese
® = 0, entonces usando la férmula de polarizacién obtendriamos ¢ = 0, contra lo supuesto. Luego existe
u € V tal que ®(u) # 0. Definimos o € V* mediante a(v) = ¢(v,u), para todo v € V. Observar que
a(u) = e(u,u) = ®(u) # 0, luego o # 0 y por lo tanto dimKer(a) = n — 1. Aplicando la hipétesis de

induccién a ¢ restringida a Ker(a) tenemos que existe {v1,...,v,—1} base de Ker(a) tal que ¢(v;,vj) =0
si i # j. Como u ¢ Ker(a) = [v1,...,v,—1], entonces el conjunto B = {v1,...,vnp_1,u} es LI, y al tener n
elementos es base de V. Como {v1,...,v,-1} C Ker(a), resulta que vy,...,v,_1 son g-ortogonales con wu.
Luego B es una base w-ortogonal de V. O
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Algoritmo de diagonalizacién Dada ¢ € Bilg(V), el teorema 4.3.4 nos asegura que siempre existe una
base de V en la cual la matriz asociada a ¢ es diagonal. En lo que sigue vamos a ver como hallarla.

Sea ¢ € Bilg(V). Empezamos tomando una base cualquiera C de V' y considerando A = M¢(p) € M, (R).
Si Q € M,(R) es una matriz invertible cualquiera y definimos D = Q'AQ, entonces la proposicién 4.1.14
nos dice que existe una base B de V' tal que D = Mp(y). Luego para obtener una base g-ortogonal de V,
alcanza con encontrar una matriz invertible Q) de forma tal que D = Q*AQ sea una matriz diagonal. La idea
para esto es ir transformando A con matrices elementales @1, ..., Q; hasta llegar a una matriz diagonal D,

A~ QIAQ ~ QLQTAQ1Q2 = (Q1Q2)"A(Q1Q2) ~ -+ ~ (Q1- - Q)" A(Q1-+- Q) = D.

Notar que si @ es una matriz elemental de tipo I, IT o III, entonces AQ (Q'A) es la matriz que se obtiene
realizando la operacién elemental correspondiente en las columnas (filas) de A. Luego Q'AQ es la matriz
que se obtiene realizando la operacién elemental correspondiente en las filas y columnas de A.

Resumiendo, lo que necesitamos es realizar operaciones elementales en las filas y columnas de A hasta llegar
a una matriz diagonal D. En ese caso va a ser D = Q'AQ, Q = Q1---Qy, siendo Q1,...,Q; las matrices
elementales correspondientes a las operaciones elementales anteriores. Notar que ) = ()1 --- Q); se obtiene
realizando en las columnas de la matriz identidad I, las mismas operaciones elementales que hicimos en las
columnas de A.

Mostraremos el método mediante un ejemplo. Consideremos en R3 la forma cuadratica ® definida por
O(z,y,2) = =722 — 2% + 72° 4+ 8xy + 2z2 — 4yz, Y(z,y,2) € R3.

Sea ¢ € Bilg(R3) la forma bilineal simétrica asociada a ®. Si C es la base canénica de R?, es

-7 4 1
A=Me(p)=| 4 -2 —2
1 -2 7

Queremos encontrar una matriz diagonal D y una matriz invertible @ tales que D = Q*AQ. El método para
obtener la matriz () es el siguiente: escribimos a la izquierda la matriz A y a la derecha la matriz identidad
1, luego realizamos operaciones elementales en A y cada vez que hacemos una operacion elemental en las
colummnas de A, también la hacemos en las columnas de I, pero cuando hacemos operaciones elementales
en las filas de A no hacemos nada en la matriz I. Seguimos realizando este proceso hasta obtener del lado
izquierdo una matriz diagonal D, en cuyo caso lo que aparece a la derecha es la matriz de congruencia Q).
Lo mostraremos en el ejemplo anterior. En lo que sigue, la notacién C3 — Cy quere decir que a la columna
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3 le restamos la columna 2, F} + 2F5 que a la fila 1 le sumamos la fila 2 multiplicada por 2, etc.

-7 4 1 /1 0 O
4 -2 =2]/0 1 0
1 -2 70 0 1
-7 4 =31 0 O
4 =2 0|0 1 —-1| C3—0C
1 -2 9]0 0 1
-7 4 =3
4 -2 0 Fs — Fy
-3 0 9
1 4 =31 0
-2 0 1 —1|C1+20C
-3 0 9 10 1
1 0 -3
0 -2 0 F1 4+ 2F;
-3 0 9
1 0 0|1 3
0 -2 0|2 1 5 |C34+3C
-3 0 010 1
1 0 0
0 -2 0 F5+ 3K
0 0 0
1 0 0 1 0 3
Luego D = Q'AQ, siendo D= | 0 -2 0 yQQ=12 15
0 0 O 0 01

Finalmente, si definimos B = {(1,2,0), (0,1,0), (3,5,1)}, entonces B es una base de R3 tal que ¢[Id]s = Q.
Luego B es una base p-ortogonal de R? y Mg(p) = D.

Bases ¢p-ortonormales.

Definicién 4.3.5. Una base B = {v1,...,v,} de V se dice ¢-ortonormal si es una base yp-ortogonal y
ademds ®(v;) € {—1,0,1}, paratodoi=1,...,n.

Observacion 4.3.6. Si B = {v1,...,v,} es una base g-ortonormal de V', entonces la matriz Mg(p) es diagonal
D (v7) 0 e 0
0 ®w) - 0
Mp(p) = : : . :
0 0 - B(vy)
y sus entradas diagonales ®(v1), ..., ®(v,) son 0, 1 o —1. Notar que, reordenando v, . .. , v,, podemos asumir

genéricamente que existen 1 < p < r < n tales que
O(v)=1,Vi=1,...,p; P(v;)=-1,Vi=p+1,....,r; P(v;)=0,Vi=r+1,...,n.

Luego las expresiones de ¢ y ® con coordenadas en esta base son

P(u,v) = x1Y1 + -+ TpYp — Tpt1Yp+1 — 0 — Tyl q)(u)=1U%+"'+93123—$127+1—"'—$T-

[\

. n n
siendo u = 3 i wivi y v = )i Yivi.
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Ejemplo 4.3.7. Si consideramos la forma bilineal ¢ € Bilg(R3?) asociada a la forma cuadrética ® : R — R
definida por ®(x,y,2) = 22 — 42, entonces la base canénica es una base p-ortonormal de R3 (ejemplo 4.3.2).

Proposicién 4.3.8. Si ¢ € Bilg(V), entonces existe una base p-ortonormal de V.

Dem. Sea B = {vy,...,v,} una base ¢-ortogonal de V' que suponemos ordenada de forma tal que existen
1 <p<r<ntales que

O(v;) >0, Vi=1,...,p; P(v;) <0, Vi=p+1,....,m7; P(v;)=0,Vi=r+1,...,n

Luego si definimos wy, ..., w, por
1 . 1 . .
Wy = ——=v;, Vi=1,...,p; w;=——=—v;, Vi=p+1,....7 wy=1v, Vi=r+1,...,n,
D (vi) —®(v;)

entonces es claro que w; es y-ortogonal con wj si ¢ # j, y vale
O(w;)=1,Vi=1,....,p; Pw;)=-1,Vi=p+1,...,r; P(w;))=0,Vi=r+1,...,n
Luego C = {ws, ..., w,} es una base p-ortonormal de V. O
Ejemplo 4.3.9. En la seccién anterior vimos que si consideramos ® : R? — R definida por
O(z,y,2) = =722 — 2% + 72% 4+ Szy + 2x2 — dyz, VY(z,y,2) € R,

entonces B = {(1,2,0), (0,1,0), (3,5,1)} es una base p-ortogonal y ®(1,2,0) = 1, (0,1,0) = -2y
®(3,5,1) = 0. Luego “normalizando” el segundo vector obtenemos que B’ = { (1,2,0), % ) (3,5, 1)}

es una base p-ortonormal de R3 tal que

1 0 0
MB’(SD) == 0 —1 0
0 0 O

Observacion 4.3.10. Las bases ¢-ortonormales son 1tiles para fines tedricos, pero a nivel practico no tie-
nen grandes ventajas sobre las bases y-ortogonales. Por ejemplo, no hay un andlogo de la férmula v =
Sy (u, v;) v;, para todo u € V, que vale en productos internos cuando {v1,...,v,} es una base ortonormal.

4.4. Rango, degeneramiento y signatura

En esta seccion ¢ es una forma bilineal simétrica en un espacio V' y ® es la forma cuadratica asociada.

En un producto interno en un espacio V, si u € V verifica (u,v) = 0 para todo v € V, entonces u = 0.
Pero para una forma bilineal simétrica arbitraria esto puede no ocurrir. Por ejemplo si ¢ € Bil(RQ) esta

definida por (p((l‘l,$2), (yl,yg)) = T1y1 + T1Yy2 + Toy1 + Toyo, entonces go((l, —-1), (yl,yg)) = 0, para todo
(y1,y2) € R?. Esto da lugar a la siguiente definicién

Definicién 4.4.1. Decimos que ¢ es no degenerada si p(u,v) = 0 para todo v € V, implica u = 0. En ese
caso también decimos que ® es no degenerada.

Proposicién 4.4.2. Si B = {v1,...,v,} es una base -ortogonal de V', entonces ® es no degenerada si y
solo st ®(v;) # 0, para todoi=1,...,n
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Dem. Como B = {v1,...,v,} es una base g-ortogonal, vale

O(vy) 0 - 0
Mate) = | o T !
0 0 B(v,)
Lo cual implica
n n

p(u,v) =Y B(v)ays, B(u) =Y b(vi)af, (4.3)

i=1 =1

siendo u = Y xiv; y v = » i, yiv;. Si existe algin ¢ tal que ®(v;) = 0, entonces @(Ui,Z?:1 ijj) =
®(v;)y; = 0, para todo yi,...,y, € R. Luego v; # 0 verifica ¢(v;,v) = 0, para todo v € V.

Supongamos ahora que es ®(v;) # 0, para todo i. Sea u =Y | x;v; tal que p(u,v) = 0, para todo v € V.
Entonces para cada i, es 0 = p(u,v;) = ®(v;)z;. Como es ®(v;) # 0, deducimos z; = 0; como esto vale para
todo %, concluimos u = 0. O

Observacion 4.4.3. Si A, B, P,Q € M, (R) verifican que Py @ son invertibles y A = PB(Q), entonces el rango
de A coincide con el de B. Esto se prueba considerando las transformaciones lineales L 4, Lg, Lp, Lg € L(R").
Como Lp y Lg son isomorfismos, entonces no es dificil de probar que de Ly = Lp o Lg o Lg, se deduce
dimIm(L4) = dimIm(Lp), lo cual equivale a rango(A) = rango(B). Esto implica que matrices congruentes
tienen el mismo rango y por lo tanto tiene sentido la siguiente definicién.

Definicién 4.4.4. Definimos el rango de ¢ como el rango de Mp(yp), siendo B una base arbitraria de V.

Observacion 4.4.5. Es claro que si B es una base ¢-ortogonal de V', entonces el rango de ¢ coincide con la
cantidad de entradas diagonales no nulas de Mp(y). Luego la proposicién anterior implica lo siguiente.

Corolario 4.4.6. Una forma ¢ € Bilg(V) es no degenerada si y solo si rango(p) = dim V. Esto equivale a
det Mp(p) # 0, siendo B una base arbitraria de V. O

La siguientes definiciones tiene que ver con el signo de una forma cuadrética.

Definicion 4.4.7. Consideremos una forma cuadratica ® en V.
1. @ es definida positiva si vale ®(v) > 0, para todo v # 0.
2. ® es definida negativa si vale ®(v) < 0, para todo v # 0.
3. ® es definida, si es definida positiva o es definida negativa.
4. ® es semidefinida positiva si vale ®(v) > 0, para todo v € V' y existe 0 # vy € V tal que ®(vg) = 0.
5. ® es semidefinida negativa si vale ®(v) < 0, para todo v € V' y existe 0 # vg € V tal que ®(vy) = 0.
6. ® es semidefinida, si es semidefinida positiva o es semidefinida negativa.

7. ® es no definida si existen v1 y v en V tales que ®(v1) > 0y ®(v2) < 0.

Estas definiciones se extienden naturalmente a las formas bilineales simétricas, diciendo que una forma
bilineal simétrica es definida positiva si lo es su forma cuadratica asociada, etc.

Observacion 4.4.8. Una forma bilineal simétrica definida positiva es lo mismo que un producto interno (real).
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Proposicién 4.4.9. Si B = {v1,...,v,} es una base p-ortogonal de V', entonces vale lo siguiente.

1. ® es definida positiva si y solo si ®(v;) > 0, para todo i =1,...,n.

2. ® es definida negativa si y solo si ®(v;) < 0, para todoi=1,...,n.

3. @ es semidefinida positiva si y solo si ®(v;) > 0, para todo i =1,...,n y existe ig tal que ®(v;,) = 0.
4. ® es semidefinida negativa si y solo si ®(v;) <0, para todo i =1,...,n y existe ig tal que ®(v;,) = 0.
.

® es no definida si y solo si existen i y j tales que ®(v;) >0 y ®(v;) < 0.

Dem. Todas las afirmaciones son faciles de probar. Como muestra, probaremos la tercera dejando la demos-
tracién de las otras como ejercicio. Si ® es semidefinida positiva, entonces es claro que vale ®(v;) > 0, para

todo ¢ = 1,...,n. Ademas, si fuese ®(v;) > 0, para todo i = 1,...,n, entonces usando la segunda férmula
en (4.3) obtenemos que ®(v) = 0 implica v = 0. Luego si existe 0 # w € V tal que ®(w) = 0, entonces existe
io € {1,...,n} tal que ®(v;,) = 0. El reciproco es inmediato usando la segunda férmula en (4.3). O

Combinando la proposicién anterior con la proposicién 4.4.2, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.4.10. Si una forma cuadrdtica ® es definida, entonces es no degenerada, y si ® es semidefinida,
entonces es degenerada. O

Ejemplo 4.4.11. Consideremos las siguientes formas cuadraticas en R3. Aplicando la proposicién anterior
obtenemos lo siguiente.

1. ®(z,y, 2) = 2% + y? + 22, es definida positiva (la forma bilineal asociada es el producto escalar).

2. ®(x,y,2) = —22 — y? — 22, es definida negativa.
3. ®(x,y,2) = 22 + 9%, es semidefinida positiva.

4. ®(z,y,2) = —2% — 9%, es semidefinida negativa.
5. ®(x,y,2) = 22 — 9%, es no definida y degenerada.

6. ®(x,y,2) = x> —y? — 22, es no definida y no degenerada.

Ejemplo 4.4.12. Sea ® : R? — R definida por ®(z,y, 2) = 4x2—%?2, para todo (x, ¥, z) € R>. Si consideramos
las bases B = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} y C = {(1,1,0), (1,4,0), (0,0,1)}, entonces

4 0 0 3 0 0
Ms(e)= [0 =1 0] v Me(p)= [0 —12 0
0O 0 O 0 0 0

Notar que si bien las matrices Mp(p) v Mc () son distintas, en sus diagonales principales ambas tienen la
misma cantidad de ceros, de entradas positivas y de entradas negativas. Vamos a probar que esto siempre
ocurre.

Lema 4.4.13. Sea ® una forma cuadrdtica en V' y ¢ su forma bilineal asociada. Sea B = {v1,...,v,} una
base w-ortogonal de V, que podemos considerar ordenada de forma tal que

O(v;)) >0, Vi=1,...,p; Pv;) <0, Vi=p+1,....r; P(v;) =0, Vi=r+1,...,n,

para ciertos? 1 < p <r <n. Entonces

2Podria no existir ningin i tal que ®(v;) > 0. En ese caso el lema prueba que si ® es definida positiva en W, entonces
W = {0}. Tampoco se afecta la prueba si ningin ®(v;) es negativo o nulo.
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1. La forma cuadrdtica ® es definida positiva en Vi = [vq,...,vp].
2. Si W es un subespacio de V tal que ® es definida positiva en W, entonces dim W < dim V. = p.

Dem. La primera afirmacién se deduce directamente de la proposicién anterior.

Para la segunda, observar primero que si definimos V<o := [vp41, ..., Uy, entonces es V =V, & V(. Ademss,
usando (4.3) obtenemos que siv = Y1 | x;v; € V<o, entonces ®(v) =371, ®(v;)z? < 0; luego ®(v) < 0,
para todo v € V<y. Consideremos ahora W como en la hipétesis. Sea w € W N V<. Como ® es definida
positiva en W, entonces ®(w) > 0. Por otro lado, w € V<o implica ®(w) < 0. Luego es ®(w) = 0 y al ser
® definida positiva en W, concluimos que es w = 0. Esto implica W N V<g = {0}. Luego W y V<¢ son
subespacios independientes y por lo tanto

dimW +dimVep =dim(Wy & V<) <dimV =dimVy +dimV<y = dimW <dimV;. O

Teorema 4.4.14 (Ley de inercia de Sylvester). La cantidad de entradas diagonales positivas, negativas y
nulas de una matriz diagonal asociada a una forma cuadrdtica, no depende de la representacion diagonal.

Dem. Sea ® una forma cuadratica en V' y ¢ su forma bilineal asociada. Sean B = {vi,...,v,} y C =
{w1,...,w,} dos bases p-ortogonales de V. Lo primero es observar que la cantidad de entradas diagonales
no nulas de Mp(¢) concide con las de M¢(¢) v es el rango r de ¢. Esto implica que la cantidad de entradas
diagonales nulas de Mg(p) concide con las de M¢(p). Siempre podemos suponer que las bases By C estan
ordenadas de forma tal que

O(v;) >0, Vi=1,...,p; P(v;) <0, Vi=p+1,....,m; P(v;) =0, Vi=r+1,...,n,
O(w;)) >0, Vi=1,...,q¢; P(w;)<0,Vi=gqg+1,....r; @(w;)=0,Vi=r+1,...,n,

para ciertos p, ¢. Sean
Vi=lvr,...,v0] vy Wi=[wi,...,wgl.

La primera parte del lema anterior aplicada a la base C, nos dice que ® es definida positiva en W,. Luego
la segunda parte del lema aplicada a la base B implica dim W < dim V... Intercambiando los roles de las
bases B y C, obtenemos dim V; < dim W, ; luego dim W = dim V.. Entones probamos que la cantidad de
entradas diagonales positivas de Mp(y) concide con las de M¢(g). Pero como en ambos casos la suma de la
cantidad de entradas diagonales positivas y negativas da el rango de ¢, entonces concluimos que también la
cantidad de entradas diagonales negativas de Mp(p) concide con las de Me(p). O

Definicion 4.4.15. Sea ® una forma cuadratica en V' y ¢ su forma bilineal simétrica asociada. Sea B
una base ¢-ortogonal de V. Llamaremos signatura de ® a la terna (ny,n_,ng), siendo ny la cantidad de
entradas diagonales positivas de Mp(¢), n— la cantidad de entradas diagonales negativas y ng la cantidad
de entradas diagonales nulas.

Observacion 4.4.16. Notar que con las notaciones de la definicién anterior, es rango(®) = ny + n_ y
ny +n_ +ng = dim V; luego ng = dim V' — rango(®).

Observacion 4.4.17. Los nombres anteriores no estan muy estandarizados. Por ejemplo algunos autores
llaman signatura a la terna (ng,ny,n_) y otros llaman signatura a la resta ny — n_. Nosotros convenire-
mos que la signatura es (n4,n_,ng), dado que ese orden coincide con el que hemos estado usando en las
representaciones matriciales diagonales.

Ejemplo 4.4.18. Si consideramos la forma ® : R3 — R definida por ®(x,v, z) = 422 — 32, que vimos en el
ejemplo 4.4.12, entonces su signatura es (1,1,1).
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Terminamos este capitulo con algunos resultados que se obtienen a partir de que sabemos que toda matriz
simétrica real es ortogonalmente equivalente a una matriz diagonal (teorema 3.4.18).

Teorema 4.4.19. Sea ¢ € Bilg(V). Entonces las cantidades de entradas diagonales positivas, negativas y
nulas de una representacion matricial diagonal arbitraria de ¢ coinciden respectivamente con las cantidades
de valores propios positivos, negativos y nulos de una representacion matricial arbitraria de ¢.

Dem. Sea B una base arbitraria de V'y A = Mpg(y). La matriz A es simétrica real, luego existen matrices
reales D, Q tales que D es diagonal, @ es ortogonal y D = Q™ 1AQ = Q' AQ.

Como D es congruente con A = Mp(p), entonces existe C base de V tal que D = Mc¢(p). Por otro lado
como A y D son semejantes, entonces tienen los mismos valores propios, los cuales coinciden con las entradas
diagonales de D. Luego encontramos una base C tal que D = M¢(yp) es diagonal y las entradas diagonales
de D son los valores propios de A. Finalmente la tesis se obtiene aplicando la ley de inercia de Sylvester. [

Corolario 4.4.20. Sea A € M, (R) una matriz simétrica. Entonces las cantidades de entradas diagonales
positivas, negativas y nulas de cualquier matriz diagonal congruente con A, coinciden respectivamente con
las cantidades de valores propios positivos, negativos y nulos de A.

Dem. La matriz A es una representacién matricial de 54 € Bilg(R™) (en la base canénica), luego cualquier
matriz diagonal que sea congruente con A es también una representacién matricial de 84 y por lo tanto se
aplica el teorema anterior. O

Observacion 4.4.21. Combinando este corolario con el algoritmo de la seccién 4.3, se obtiene una forma

simple de conocer la cantidad de valores propios positivos, negativos y nulos de una matriz simétrica real.

Teorema 4.4.22. Sea ¢ € Bilg(V), siendo V' un espacio vectorial real con producto interno. Entonces existe
una base ortonormal B de V tal que Mp(p) es diagonal.

Dem. Sea C una base ortonormal cualquiera de V' 'y A = M¢(p). La matriz A es simétrica real, luego existen
matrices D, Q € M, (R) tales que D es diagonal, Q es ortogonal y D = Q~1AQ = Q'AQ.
Como @ es invertible, entonces existe B base de V' tal que @ = ¢[Id]g. Luego

D = Q'AQ =(c[ld]s)" Mc(p)c[ld]s = Mp(p).
Ademas, como ¢[Id]p es ortogonal y la base C es ortonormal, entonces B es una base ortonormal. En resumen,
encontramos una base ortonormal B tal que Mg(y¢) = D es una matriz diagonal. O

Observacion 4.4.23. El teorema anterior es un resultado de diagonalizacién simultanea. En esencia lo que
nos dice es que si en un espacio vectorial real de dimensién finita tenemos dos formas bilineales simétricas
y una de ellas es definida positiva, entonces existe una base en la cual ambas se diagonalizan.
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Capitulo 5

Operadores en espacios de dimension
finita

En el capitulo 1 estudiamos la diagonalizacién de operadores en espacios de dimension finita. En este capitulo
y los siguientes profundizamos en el tema y nos adentramos en el caso no diagonalizable.

En ete capitulo V' es un k-espacio vectorial no nulo de dimension finita.

5.1. Subespacios invariantes

Sea T' € L(V). Recordemos que un subespacio W de V' se dice T-invariante si verifica T'(W) C W. En este
caso escribimos T'|yy : W — W a la restriccién de T a W, es decir a la funcién definida por 7|y (w) = T'(w)
para todo w € W. Notar que si W es T-invariante, entonces 1’|y € L(W).

Definicién 5.1.1. Dado T'€ L(V) y n=0,1,..., definimos T" € L(V) por recurrencia mediante
TO=1d, T"=ToT" ' n>1.

Notar que vale T" =T o---0oT, paratodon =1,2,....
—_—

n

Observacién 5.1.2. Es facil de probar que vale T o T™ = T™ ™ para todo n,m € N.

Proposicién 5.1.3. Los subespacios {0}, V', Ker(T) e Im(T') son T-invariantes. Si A € k es un valor propio
de T, entonces el subespacio propio E\ = Ker(T — A\Id) es T-invariante.

Dem. FEjercicio. O

Proposicién 5.1.4. Supongamos que tenemos una descomposicion V.=W1 @ --- P W} en que cada W; es
T-invariante. Si B; es una base de Wy, i = 1,...,h, y definimos B = By U---U By, entonces [T)p es una
matriz en bloques de la forma
Aq
[T]B: s AZ:[T‘WZ]BZ, VZ:L,h ]
Ap

Dem. FEjercicio. O
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Ejemplo 5.1.5. Consideremos T € L(R?) definida por T'(z,y, z) = (x—z, 2y, z+2), para todo (z,y, z) € R3.
Notar que valen T'(x,0,2) = (z — 2,0,z + 2) y T(0,5,0) = (0,2y,0), luego W1 = {(z,y,2) € R?: y =0}
y Wy = {(x,y,2) € R®: 2 = z = 0} son subespacios T-invariantes. Si {ej,es,e3} es la base canénica
de R3, entonces es claro que By = {e1,e3} es base de Wi y Ba = {ea} es base de Wa. Si consideramos
B =B;UB; ={e1,e3,ea} , entonces obtenemos

1 -1 0
1 -1
[T] =11 I of, [T| 1] 1= ’ [T| 2] 2 — 2
s={1 10 wls = (3 7). s = @)

Notar que es Xp(t) = —(t — 2) (t2 — 2t + 2) y este polinomio no se escinde; luego T' no es diagonalizable.

5.2. Polinomios evaluados en operadores

Sea T € L(V). Sip(t) =Y. jait’ € k[t], definimos p(T') € L(V) mediante

n
p(T):=> aT =anT" +an 1 T" "+ + a1 T + agld.
=0

Ejemplo 5.2.1. Si consideramos los polinomios p(t) = 1y ¢q(t) = t, entonces p(T) =Id y ¢(T) =T.
Proposicién 5.2.2. Sean A € k y p(t), q(t) € k[t]. Sir(t) = Ap(t) + q(t) y s(t) = p(t)q(t), entonces
r(T) =Ap(T) +4(T),  s(T) =p(T) o q(T).

Dem. Probaremos solo la segunda igualdad, la prueba de la primera es andloga y mas facil, asi que queda
como ejercicio. Ademads, para simplificar la notacién, vamos a suponer que p(t) y ¢(t) tienen grado uno,
aunque la prueba vale en general. Sean entonces p(t) = ag + a1t y q(t) = by + b1t. Entonces

s(t) = (ag + art)(bo + bit) = aobo + (aoby + arbo)t + arbit> = s(T) = aobold + (aob1 + arbo)T + arby T°.
Por otro lado es p(T') = agld + a1T y q(T') = bold + b1 T, luego
p(T) 0 q(T) =(apld + a1 T') o(bold + b1 T') = (apld) o(bold + b1T) +(a1T') o(bold + b:T")
= (aold) o (bold) + (agld) o (b:T) + (a1T') o (bold) + (a1 T') o (01T
= apbold + aghy T + arboT + a1y T? = agbold + (agby + a1b)T + ayby T2
Comparando con la férmula de s(t) de arriba, deducimos s(7") = p(T") o ¢(T). O
Como el producto de polinomios es conmutativo, la proposiciéon anterior implica el siguiente resultado.
Corolario 5.2.3. Sip(t),q(t) € k[t], entonces p(T) o q(T) = q(T) o p(T). O
Proposicién 5.2.4. Si p(t) € k[t], entonces Kerp(T') e Imp(T') son subespacios T-invariantes.
Dem. Sea v € Kerp(T), entonces
p(T)T(v)) = (p(T) o T)(v) = (T o p(T))(v) = T(p(T)(v)) =T(0) =0 = T(v) € Kerp(T).
Sea u = p(T)(w) € Imp(T"), entonces
T(u) = T(p(T)(w)) = (T o p(T)) (w) = (p(T) o T) (w) = p(T)(T(w)) = T(u) € Imp(T). T

Observacion 5.2.5. SiT € L(V), A € k y k € N, entonces aplicando la proposicién anterior al polinomio
p(t) = (t — \)¥, obtenemos que los subespacios Ker(T — M\d)* y Im(T — Ad)* son T-invariantes.. Esto lo
aplicaremos con frecuencia mas adelante.
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Polinomios evaluados en matrices. Como es de esperar, todo lo que vimos anteriormente para opera-
dores se aplica también a matrices. A continuacién desarrollamos brevemente la version matricial.

Si Ae My(k)yp=> i oa;t" €Kklt], entonces definimos p(A) € M, (k) mediante
p(A) = ZaiAi =an A"+ ap 1 A" 4t ag A+ agl.
=0
Proposicién 5.2.6. Sea T' € L(V') y B una base de V. Entonces [p(T)|s = p([T]g), Vp € kt].
Dem. Sip =3 ga;it', es [p(T)]s = [Z?:o @i Ti]g =D io ([T]B)i =p([T)p) - O
Corolario 5.2.7. Si A € My(k), es p(La) = Lyay € L(K™) para todo p € kt].

Dem. Si B es la base canénica de k™, es A = [L 4]z. Aplicando la proposicién anterior obtenemos [p(L4)]z =
p(A), luego p(La) = Ly(a)- O

Ejemplo 5.2.8. Sea T' € £(R?) definida por T'(z,y) = (z,2z +y) y consideremos p = t* +¢* —t + 2 € R[t].
Es T = L, siendo A = (} 7). Luego

3 0

p(A) = A3+ A2 — A4 2] = (8 3

) & p(T)(@y) = (32, 82 +3y), V(z,y) € B2

Observacion 5.2.9. La proposiciéon 5.2.6 y el corolario 5.2.7 nos permiten deducir propiedades de polino-
mios aplicados a operadores, a partir de propiedades de polinomios aplicados a matrices, y viceversa. La
proposicién siguiente se obtiene aplicando lo anterior.

Proposicién 5.2.10. Sea A € M, (k).

1. Dados N € k y p(t),q(t) € K[t], si definimos r(t) = Ap(t) + q(t) y s(t) = p(t)q(t), entonces valen
r(A) = Ap(A) + q(4) y s(A) = p(A) q(A).

2. Vale p(A) q(A) = q(A) p(A), para todo p(t),q(t) € Kk[t]. O

5.3. El teorema de Cayley-Hamilton

Sea T € L(V). En esta seccién probaremos que el polinomio caracteristico de T' se anula en T'.

Proposicion 5.3.1. Sea W un subespacio T-invariante de V. Si By es una base de W y la completamos
a una base B de V, entonces [T|g =(4 B), siendo A = Twlg,, -

Dem. Ejercicio. O
Proposicién 5.3.2. Si W C V' es un subespacio T-invariante, entonces Xp|,, (t) divide a Xr(t).

Dem. Sea B una base de V como en la proposicién anterior. Entonces es [T]g = (4 8), siendo A = [T'|w/] B -
Luego aplicando la proposiciéon 8.2.1 obtenemos

A—-tI B
Xty = | © 0 D | = A=t X D =t = Xy, (1) p().

Luego Xr(t) = Xpy,,, (t) p(t), siendo p(t) = |[D —tI|. O
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Ejemplo 5.3.3. Sea T € ﬁ(R4) definida por
T(z,y,z,t) =(x+y+2z—t, y+t, 2z2—1t, z+1t).

Consideremos el subespacio W = {(z,,0,0) : z,y € R}. Observar que T'(z,v,0,0) = (z+ vy, y, 0,0) € W,
luego W es T-invariante. Si B = {e1, e2,e3,e4} es la base canénica de R*, entonces By = {e1,ea} es base

de W y obtenemos
11
Tl = (o 1 ) s

Luego Xy, (t) = (1 =) y Xp(t) = (1 — t)*(t* — 3t + 3).

Definicion 5.3.4. Sea v € V. Llamamos subespacio T-ciclico generado por v a

Sy = [v, T(v), T?(v {Z:azTZ ca; €k, i=0,...,n, n€ N} ={p(T)(v) : p(t) € k[t]}.

Proposicién 5.3.5. El subespacio S, 1 es el menor subespacio T-invariante de V' que contiene a v.
Dem. Es claro que v € S, 7. Por otro lado T'(3°7;a; T"(v)) = Y1 a; T (v), luego S, 1 es T-invariante.

Sea W un subespacio T-invariante que contiene a v. Como W es T-invariante y v € W, entonces T'(v) € W.
Luego T%(v) = (T o T)(v) = T(T(v)) € W y por induccién se prueba que T"(v) € W, para todo n € N.
Como W es un subespacio, esto implica S, 7 = [v, T(v), T?(v), ...] C W. O

Proposicién 5.3.6. Sea 0 #v eV, W =S, 7 y h=dimW. Entonces:
1. El conjunto {v,T(v),...,T" " 1(v)} es base de W.

2. Si escribimos T"(v) = agv + a1 T(v) + - -- + ap,_1T" 1 (v), entonces
Xy (t) = (—1)h(th ap tht— o —agt— ao) .

Dem. Sea j el menor entero positivo tal que {v, T(v),... ,Tj(v)} es LD; como v # 0, es j > 1. Observar que
{v,T(v),....T"" Y(v)} es L1 y {v,T(v),...,T9"(v), T/ (v)} es LD, luego T9(v) € [v,T(v),..., T (v)].
Afirmacidn: Para todo p € N se cumple que T777(v) € [v,T(v),..., TV (v)].

Lo probaremos por induccién en p. Sabemos que es cierto para p = 0. Supongamos que vale T71P(v) €
[v,T(v),...,T9"!(v)]. Entonces podemos escribir

j—1
T(v) = Z a;T'(v), T7"P(v Z b T (v
i=0

para ciertos escalares a;, b;. Luego

7j—1
TP+ (p) = T(T94P(v Zb T (v Z bioa T (v) = bj T (v) + Y b T (v)
j—1
~1 (Z aiTZ(U)> + Z bz‘_lTZ('U) = 0j—1a0V + Z(bj_lai + bz’—l) Tl<’l)).
=0 =1 =1
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Esto termina la induccién. Luego vale T"(v) € [v,T(v),T?(v),...,T?"*(v)], para todo n € N y por lo
tanto W = [v,T(v),..., 797 (v)], j = h = dimW y el conjunto B = {v,T(v),T%(v),...,T" (v)} e
una base de W. Esto prueba la primer afirmacion. Para la segunda, observar que si escribimos Th(v) =

agv + a1 T(v) + -+ ap_1 T (v), entonces

0 0 0 a —t 0 0 aq

1 0 0 a 1 —t 0 al

0 1 0 as 1 0 a9
Tlwlg={. . . > Xpp =, .

0 0 0 ap—2 0 0 —t ap—2

0 0 1 ap_1 0 0 1 ah_lft

Usando esta ultima férmula se obtiene la férmula para XT|W(t) de la tesis (la misma se puede probar por
induccién en h, desarrollando el determinante por la primera fila o columna). O

Teorema 5.3.7 (Cayley-Hamilton). El polinomio caracteristico de T se anula en T, i. e. Xp(T') = 0.

Dem. Lo que tenemos que probar es que Xp(T') : V. — V verifica X7(T') (v) = 0 para todo v en V.

Sea v € V arbitrario fijo. Si v = 0 el resultado es obvio. Supongamos ahora v # 0 y sea W = S, r.
Como W es T-invariante, entonces Xy, divide a X7. Sea p(t) € kl[t] tal que Xr(t) = p(t) X7y, (t). Sean
h=dimW y Thv) = agv + a1 T(v) + - + ap_1 T" "1 (v). Sabemos por la proposicién anterior que vale
X7y (t) = (—1)h(th —ap tht—agt—- — ag). Luego

Xppy (T) (v) = (—1)h<Th(v) a1 TN w) — a1 T(v) — ag v) —0.

Entonces
X7 (T) (v) = (p(T) © Xqy,,, (T)) (v) = p(T) (X7, (T) (v)) = p(T) (0) = 0. O

Corolario 5.3.8. Si A € M, (k), entonces X4(A) = 0.

Dem. Sea C la base canonica de k™. Si consideramos T'= L4 € L(k"), es [T]c = Ay Xp(t) = Xa(t). Luego

Xa(A) = Xa([Tle) = Xa(D)]e = Xr(T)]e = [0lc =0. O

5.4. Subespacios propios generalizados.

Sea T € L(V). Para cada escalar A definimos el subespacio propio generalizado W) mediante

Wy = {v €V : (T - Nd)*(v) =0, para algin k > 1} = U Ker(T — Ad)*. (5.1)
k=1

Observacion 5.4.1. Si A es un valor propio de T', entonces el subespacio propio correspondiente es E) =
Ker(T — AMd). Luego E) estd contenido en W.

Observacion 5.4.2. Si T € L(V), entonces
Ker(T) C Ker(T?) C Ker(T?) C - -
Esto se debe a que si v € Ker(T"), entonces T+ (v) = T(T*(v)) = T(0) = 0, luego v € Ker(T*+1).

Proposicién 5.4.3. Sean T € L(V) y A € k. Entonces
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1. Ker(T — AId) C Ker(T — Md)? C Ker(T — M\ld)? C --- C W),
2. El subespacio propio generalizado Wy, es un subespacio T-invariante.
3. El escalar X es un valor propio de T' si y solo si Wy # {0}.

Dem. La primera afirmacién se deduce de la observacién anterior aplicada a T'— Ald € £(V'). Probaremos
ahora que W) es un subespacio. Es claro que el vector nulo esta en W). Sean u,v € W) y a € k. Sabemos
que existen k,h > 1 tales que u € Ker(T — Ad)* y v € Ker(T — AId)". Podemos suponer k > h, luego u, v
estan en el subespacio Ker(T — AId)* y por lo tanto au 4 v € Ker(T — Md)*  Wy. Esto prueba que Wy es
un subespacio. Para ver que W) es T-invariante, alcanza con observar que es Wy = [Jyo, Ker(T' — )\Id)k y
recordar que cada Ker(T — Md)* es T-invariante (observacion 5.2.5).

Si A es un valor propio de T', entonces {0} # Ker(T — \Id) C W), luego W) # {0}. Veamos el reciproco. Sea
A tal que Wy # {0}. Entonces existe 0 # v € V' y m > 1 tales que (T'— \Id)™(v) = 0. Sea p el menor entero
positivo tal que (7' — Ad)P(v) = 0. Consideramos w := (T — AId)?~!(v). Entonces w # 0 y

(T — M\d)(w) = (T — )\Id)((T — )\Id)p_l(v)) = (T — Md)?(v) = 0.
Esto implica que w es un vector propio de T' con valor propio A. O
Proposicién 5.4.4. Si T(v) = \v para ciertos A €k y v € V, entonces T*(v) = N\v, para todo k.

Dem. La prueba es por induccion en k. Por hipétesis la férmula vale cuando k£ = 1. Si asumimos que es
T*(v) = Av, entonces TF+1(v) = T(T*(v)) = T(AFv) = AT (v) = AP Av = ALy, O

Proposicién 5.4.5. Sean A\, € k con X\ # p. Entonces (T — pld)|w, € L(W)) es un isomorfismo.

Dem. Primero observar que Wy es T-invariante y por lo tanto es (T' — uld)-invariante; luego tiene sentido
considerar (T — pld)|w, € L(W)). Sea v € W) tal que (T — pld)(v) = 0. Entonces

Tw)=p = (T'=ANd)(v)=Tw)—Iv=pv—Av=(u—A)v.

Luego (T'— A\Id)(v) = (i — A)v. Entonces aplicando la proposicién anterior a 7'— AId € L(V') obtenemos que
vale (T — A\Id)™(v) = (1 — \)™, para todo n. Como v € W), entonces existe k > 1 tal que (T'— Md)*(v) = 0.
Luego (1 — A)*v = 0. Como es A\ # p, concluimos v = 0. Hemos probado Ker(7T — uld)|w, = {0}. Luego
(T'—pld)|w, € L(W)) es inyectiva y por lo tanto es un isomorfismo (dado que W) tiene dimension finita). [

Proposicién 5.4.6. Supongamos que el polinomio caracteristico Xp(t) se escinde. Sea \ un valor propio de
T con multiplicidad algebraica m. Entonces

1. dim Wy < m.
2. Wy = Ker(T — \Id)™.

Dem. Sea g un valor propio de T, con p # A. Notar Ker(T'|w, — pldw, ) = Ker(T — pld)|w, = {0} (por la
proposicién anterior). Luego p no es un valor propio de T'|y,. Como Xr(t) se escinde, entonces es Xr(t) =
H(t — A\)™ - (t — Ap)™n, siendo A; # \j sii # j. Podemos suponer A = A\ y por lo tanto m = n;. Como
W) es T-invariante, entonces Xy, (t) divide a Xp(t). Pero por lo que vimos recién, g, ..., A\x no son raices

de Xy, (t). Luego X7y, (t) = £(t — A)", con r < m y por lo tanto dim W) = grado (XT|W/\ (t)) =r<m.
Consideremos la segunda afirmacién. Por un lado es Wy = |J;2, Ker(T — Ald)*, luego Ker(T — AId)™ C W).
Por otro lado, el teorema de Cayley-Hamilton aplicado a T'|y, implica 0 = (T'|w, — AId)" = (T' — Ad)" |w,,

y al ser 7 < m, es (I' — AId)™|w, = 0. Luego vale (T' — AId)™(v) = 0 para todo v € W), lo cual implica
Wy C Ker(T — AId)™. Asi que tenemos la doble inclusién y por lo tanto Wy = Ker(7T' — AId)™. O
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Teorema 5.4.7. Si los valores propios de T son A1, ..., A\ y el polinomio caracteristico X (t) se escinde,
entonces V=S Wy,

Dem. La prueba es por induccién en h. Si h = 1, entonces Xp(t) = (—1)"(t — A1)"™, siendo n = dim V.
Aplicando el teorema de Cayley-Hamilton obtenemos (7' — A\1d)” = 0; luego V' = Ker(T' — A\1d)" = W), .

Razonando inductivamente, supongamos que tenemos probado el teorema cuanto el operador tiene h — 1
valores propios y sea T' € L(V') como en la hipétesis. Consideremos el valor propio Aj. Si la multiplicidad
algebraica de Aj, es ny, entonces Wy, = Ker(T' — A\pId)"™. Sea U = Im(T — A\pId)"™. Notar que U es un
subespacio T-invariante. Esto implica que Xpy, (t) divide a X7(t). Entonces Xp), (t) se escinde y sus raices
son también raices de Xp(t); luego los valores propios de T'|y estdn contenidos en los valores propios de 7.
Probaremos que A1, ..., \,_1 son valores propios de T'|y7. Seai € {1,...,h—1}. La proposicién 5.4.5 implica
que (T — Apld)|w,, € L(W),) es un isomorfismo, luego (' — Apld)™|w, € L(W),) es un isomorfismo.
Entonces

Wy, = (T — AId)"™ (Wy,) C (T = A1) (V) =U = Ey,CWy CU, Vi=1,....,h—1.

Esto prueba que Ay, ..., A,_1 son valores propios de T'|yy. Veamos ahora que A, no es valor propio de T|y.
Sea v € U tal que T'(v) = Apv. Como v € U, entonces existe w € V tal que v = (T' — A\p1d)"* (w). Luego

0= (T-MId)(v) = (T-M\Id)"" T (w) = weW),, =Ker(T-\Id)™ = v=(T-\Id)"(w)=0.

En resumen, XT‘U(t) se escinde y sus valores propios son Ap,...,A,_1. Entonces aplicando la hipétesis
de induccién a Ty € L(U) obtenemos U = Z?:_ll W, (T|v), siendo Wy, (T'|r) los subespacios propios
generalizados correspondientes a T'|;7. Observar que es Wy, (T'|¢7) = W, NU, pero recién probamos W), C U,
luego Wy, (T'|y) = W, para todo i =1,...,h — 1. Asi que vale U = Z?:_ll Wy,

Sea v € V. Entonces (T — AId)™ (v) € U. Luego existen v; € Wy, tales que (T — ApId)™ (v) = S ;.
Como cada (T"— ApId)™|w, ~es un isomorfismo, entonces existen u; € Wy, tales que v; = (T"— Ap1d)™" (u;)
y por lo tanto

h—1 h—1 h—1
(T = MId)™ (0) =Y v =Y (T = MId)" (w;) = (T = Apld)™ (v - u> = 0.
i=1 i=1 i=1
Luego existe up, € Ker(T — Apld)™ = W), tal que v — Z?;ll u; = up. Entonces v = Z?:l u;, con u; € Wy,
para todo i = 1,...,h, lo cual prueba la tesis. O
Proposicién 5.4.8. Si A1, ..., \, son valores propios distintos de T', entonces Wy, ..., Wy, son subespacios

independientes.

Dem. La prueba es por induccién en h. Si h = 1, entonces el resultado vale trivialmente. Supongamos que
es h > 2y que el resultado vale cuando hay h — 1 valores propios. Sean v; € W), tales que vy +---+vp, = 0.
Como vy, € W), , entonces existe k > 1 tal que (' — A\pId)¥(vy) = 0. Luego

>

h—1 -1
—op =3 v = 0= (T = NI (—vp) = D (T — MpId)F (uy).
=1 1

..
Il

Como cada W), es T-invariante, deducimos (T — A\,1d)*(v;) € W)y, para todo i = 1,...,h — 1. Luego por
la hipétesis de induccién es (T' — ApId)*(v;) = 0, para todo i = 1,...,h — 1. Como es A, # \;, sabemos que
(T — A\pId)*|yy,  es un isomorfismo y por lo tanto es v; = 0, para todo i = 1,...,h — 1. Esto a su vez implica
vp, = 0, lo cual Zconcluye la prueba. O
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Corolario 5.4.9. Supongamos Xp(t) = (—=1)"(t — A1)™ -+ (t — A\p)™, con N\; # N\ si i # j. Entonces

h
V = P Ker(T — \ld)™. (5.2)

i=1
Ademds, dim Ker(T — \;Id)™ = n;, para todo i =1,..., h.

Dem. La férmula (5.2) se obtiene aplicando del teorema y proposicién anteriores, y la proposicién 5.4.6.
Ademads en la proposicién 5.4.6 vimos que vale dim Ker(7T' — A\;Id)™ < n;, para todo ¢ = 1,...,h. Luego
usando (5.2) y que vale Z?Zl n; = dim V', obtenemos

h h
dimV =Y dimKer(T — A1d)"™ <> n; = dimV.
=1

i=1
Entonces necesariamente es dim Ker(T — A\;Id)" = n;, para todo i = 1,...,h. O

Observacion 5.4.10. En la férmula (5.2) los subespacios son T-invariantes, luego se puede aplicar la propo-
sicién 5.1.4 para obtener una base B de V tal que [T]p es una matriz diagonal en bloques.
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Capitulo 6

Forma de Jordan

En el primer capitulo vimos que un operador es diagonalizable si y solo si su polinomio caracteristico se
escinde y para cada uno de sus valores propios la multiplicidad geométrica coincide con la algebraica. En este
capitulo estudiaremos los operadores cuyo polinomio caracteristico se escinde, pero que no necesariamente
verifican la segunda condicién. Esto cubre todos los operadores en espacios complejos. Trabajaremos siempre
en un espacio de dimensién finita V' # {0} sobre un cuerpo arbitrario k. Las bases serdan siempre bases
ordenadas. Si A € M, (k), entonces diremos que n es el orden de la matriz A.

6.1. Forma de Jordan

Recordemos que un operador T' € L(V') es diagonalizable si y sélo si existe una base B de V' formada por
vectores propios de T'. En ese caso, si B = {v1,...,v,} y T(v;) = \jv;, para todo i = 1,...,n, entonces

A1
T =
An

También vimos que no todo operador es diagonalizable, atin si el polinomio caracteristico se escinde. En este
capitulo probaremos que vale el siguiente resultado.

Teorema 6.1.1 (Jordan). Si T € L(V) es tal que X7 (t) se escinde en k, entonces existe una base B de V
tal que

T]s = . , Ji= € My, (k), i=1,... h (6.1)

para ciertos Ai,..., \p €K, p1,...,pn =1y h>1. O

La prueba de se verd mas adelante (corolario 6.1.16). Respecto a las férmulas en (6.1), notar primero que
[T es triangular superior, luego los escalares A1, ..., Ay son los valores propios de T. Cada matriz J; es un
bloque de Jordan correspondiente al valor propio \; (pueden haber varios bloques correspondientes al mismo
valor propio). Cuando ordenamos los bloques que forman [T|3 de forma tal que ponemos juntos los bloques
correspondientes a los mismos valores propios y estos los ordenamos en 6rdenes decrecientes, entonces a [T']
le llamamos la forma de Jordan' de T y decimos que B es una base de Jordan de V correspondiente a T.

1Se puede probar que la forma de Jordan es tinica a menos de reordenar los valores propios. Esto justifica el referirnos a [T]5
como la forma de Jordan de T'.
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Observacion 6.1.2. Como en C todo polinomio se escinde, del teorema anterior se deduce que todo operador
en un espacio vectorial complejo admite una base de Jordan.

Observacion 6.1.3. Si T € L(V) es tal que existe una base de Jordan correspondiente a 7', entonces X7 (t)
se escinde en k. Esto se debe a que si existe una base B de V tal que [T]5 es como en (6.1), entonces

h h

h
Xr(t) = [ [ det(J; — t1d) = [\ — 6" = (=1)" [ (¢ — Xo)"*, siendo n = dim V.
=1 =1 =1

Luego para que exista una base de Jordan correspondiente a 7', es necesario que el polinomio caracteristico
de T se escinda.

Ejemplo 6.1.4. Una forma de Jordan de un operador, es una matriz del tipo
2 10

0 21
0 0 2

S W
LW =

0 1
00

en el cual estamos omitiendo los ceros fuera de los bloques de Jordan de A. En este caso hay dos bloques
de Jordan correspondientes al valor propio 2, uno correspondiente a 3 y otro correspondiente a 0.

Observacion 6.1.5. Sea T € L(V) y supongamos que tenemos una base de Jordan B como en el teorema
6.1.1. Mantenemos las notaciones del teorema. Separando la base B en partes correspondientes a cada
bloque J; obtenemos una descomposicién B = C; U --- U Cp, en que cada subconjunto C; tiene p; elementos.
Para simplificar las notaciones, omitiendo el subindice ¢ podemos escribir cada subconjunto C; de la forma

C = {v1,v2,...,0p}, y si escribimos el bloque de Jordan correspondiente de la forma
Al
A1
J = t. . s
Al
A
entonces vale
T(vi) =Avi, T(v2) =v1+Avg, -+ ,T(vp—1)=vp—2+ Avp_1, T(vp) =vp_1+ Avy. (6.2)
Estas férmulas se pueden reescribir de la forma siguiente
(T = Ald)(v1) =0, v =T —Ad)(v2), -+, vp—2=(T—=Ad)(vp—1), vp—1 = (T —Ald)(vp).
La dltima férmula permite obtener v,_1 en funcién de v, sustituyendo ese valor en la pentultima férmula
obtenemos v,_2 en funcién de v, y siguiendo asi obtenemos v1,...,v,—1 en funcién de v):
v; = (T = Nd)P L (vy), -+, vpo=(T—Ad)>*(vy), vp1=(T—Nd)(v,). (6.3)

Notar que a (T'— Ald)(v1) = 0 le corresponde (T' — AId)P(v,) = 0. Luego escribiendo v = vj,, obtenemos
C={(T - AP (v), (T — Ad)? 2(v), ..., (T — Ald)*(v), (T — Ald)(v), v}, con (T — AId)?(v) = 0.
Reciprocamente, si C es como arriba, entonces escribiendo v, = v y definiendo vy, va, . .., vp—1 mediante (6.3)

obtenemos vectores vq,va, ..., v, que verifican (6.2).
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Definicién 6.1.6. Sea T' € L(V) y A € k. Un ciclo de T correspondiente a A es un conjunto ordenado de
la forma

C={(T - AP~ (v), (T — Ad)?2(v), ..., (T — Ald)*(v), (T — Ald)(v), v} (6.4)

siendo v € Ker(T — Md)P \ Ker(T — Ad)?~! para cierto p > 1. La longitud de C es p y su vector inicial es
(T — AId)P~(v).

Por ejemplo, un ciclo de longitud 1 correspondiente a A, es un conjunto de la forma C = {v}, en el cual v es un
vector propio de T con valor propio A. Un ciclo de longitud 2 es un conjunto de la forma C = {(T'—Ald)(v), v}
en el cual (T — Md)?(v) =0y (T — Ald)(v) # 0.

Observacion 6.1.7. Una base de Jordan es una base obtenida como unién disjunta de ciclos de T'. Para poder
hallarla tenemos que saber cémo encontrar esos ciclos. Los siguientes resultados van en esa direccion.

En lo que sigue T' € L(V') es un operador arbitrario fijo.
Proposicion 6.1.8. Sea A € k y C un ciclo correspondiente a A. Entonces

1. El escalar \ es un valor propio de T y el vector inicial de C es un vector propio correspondiente a .

2. Si C tiene longitud p, entonces C esta contenido en Ker(T — AId)P y por lo tanto estd contenido en el
subespacio propio generalizado W,

Dem. Escribimos C como en (6.4). La condicién v € Ker(T — Ad)P \ Ker(T — AId)P~!, implica que si
escribimos v1 = (T' — AId)P~!(v), entonces v; # 0y (T — Ad)(vy) = (T — Md)P(v) = 0. Luego T'(v1) = vy,
con vy # 0. Ademas, para cada k > 0 es

(T —NA)P ((T-Nd)F(v)) = (T-Ad)* (T = Ad)P(v)) = (T—AId)*(0) = 0 = (T —\d)*(v) € Ker(T —Ald).
Luego C C Ker(T — Ald)? C W). O

Proposicion 6.1.9. Si C; y Co son ciclos de T correspondientes a un mismo valor propio X\ tales que sus
vectores iniciales son distintos, entonces C1 y Co son disjuntos.

Dem. Supongamos

Cr={(T = Nd)P (v), ..., (T = Ad)(v), v}, Co={(T—Ad)? ' (w),...,(T —ANd)(w), w}
tales que v € Ker(T — \Id)?\ Ker(T — Ald)P~! y w € Ker(T—)\Id)q\Ker(T Ad)?1. Si ¢ NCy 75 @ entonces
existen k <p—1y h < q—1 tales que (T — Md)*(v) = (T — AId)"(w). Aplicando (T — AId)?~'=* a ambos

lados obtenemos (T'—AId)P~!(v) = (T —AId)" (w), siendo r = h+p—1—k. Si es r > ¢, entonces obtendriamos
(T — Ald)P~1(v) = 0, lo cual contradice v ¢ Ker(T — Ad)P~!. Luego r < ¢ — 1. Si es r < ¢ — 2, entonces
obtendriamos 0 = (T'—\Id)?(v) = (T —AId)" "} (w), con r+1 < ¢—1, lo cual contradice w ¢ Ker(T —\Id)P~ 1.
Entonces necesariamente es r = ¢— 1, lo cual nos lleva a (T — AId)?~!(v) = (T — A\Id)?~!(w), lo cual tampoco
es posible porque por hipdtesis estos vectores son distintos. O

Observacion 6.1.10. Si
C={(T—Nd)P 1 (v),....(T = Nd)*(v), (T — \ld)(v), v}
es un ciclo de longitud p, entonces
C={(T—XNd)P " (v), ..., (T = Ald)*(v), (T — N\Id)(v)} .
es un ciclo de longitud p — 1. Esto se debe a que si definimos w = (T — Ald)(v), entonces
C={(T - Nd)P2(w), ..., (T - \d)(v), w},
yvEEKedTV—ARDP\deTY—ARﬂ”4inmh&xw65KedTW—ALﬂp*1\KedTV—Ahhp*2
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Teorema 6.1.11. Sean Cq,--- ,Cy ciclos de T correspondientes a un mismo valor propio A. Si sus vectores
iniciales son linealmente independientes, entonces Cy,--- ,Cp son disjuntos® yCy U---UC), es LI

Dem. Notar que el ser disjuntos es consecuencia de la proposiciéon anterior. La prueba de que la union es
LI serad hecha por induccién en p, siendo p el maximo de las longitudes de Cy,--- ,C, y h > 1 arbitrario.

Si p = 1, entonces es C; = {v1},...,Cp = {vn}, siendo vy, ..., v, vectores propios correspondientes a \ tal
que {v1,...,v,} LI. Entonces obviamente C; U---UCp, = {v1,...,v,} es LL

Supongamos que tenemos probada la proposicion cuando hay cierta cantidad de ciclos tales que el méaximo
de sus longitudes es p — 1 y que tenemos ahora ciclos Cy, - - - ,Cp, tales que el méaximo de sus longitudes es p.
Supongamos que la longitud de cada ciclo es m; y escribimos

Ci={(T =A™ H(vy), ... (T = Ald)(v;), v;}, i=1,...,h

Nuestra hipétesis es que {(T — AId)™ ! (v1),..., (T — AId)"™ ! (vy,)} es LI. Consideremos una combinacién
lineal de todos los vectores de C; U - - - U Cp, igualada al vector nulo

m1—1 mp—1
> ary (T =M (v1) + -+ > any, (T — Ad)*(vy) = 0. (6.5)
11=0 =0

Si aplicamos T' — AId a una de las sumatorias anteriores, obtenemos

m;—1 m;—1 m;—2
(T = NA) [ D ai, (T =AD" (i) | = Y ai, (T = A (v) = Y ag, (T — AId)"H (vy).
1;=0 1;=0 1;=0

Observar que la segunda suma llega solo hasta m; — 2, dado que (7" — AId)™i(v;) = 0. Luego aplicando
T — A\d a (6.5) obtenemos

mi1—2 mp—2
> ar, (T =M o)+ 4 D apg, (T — Ald)* (vy) = 0. (6.6)
11=0 =0

Para cada i =1,...,h, consideremos

Ci = {(T = Nd)™ Y(v;), ..., (T = Ald)(v;)}

que es el conjunto de los vectores involucrados en la sumatoria correspondiente dentro de (6. 6) Cada conjunto
C; es un ciclo® de longitud m; — 1 y su vector inicial es el mismo que el de C;, luego Ci,- -+ ,Cp, verifican las
hipétesis de induccién y por lo tanto C1U---UCp, es LI Esto implica que todos los coeficientes en (6.6) son
nulos, es decir

ai70:ai71:-~-:ai,mi_2:0, Vi:1,...,h.

Sustituyendo estos valores en (6.5) obtenemos
atm -1 (T = AId)™ " (01) + -+ + apmy,—1 (T — AId)™ 7 (v,) = 0.

Finalmente, como por hipdtesis el conjunto {(T — Ald)™ = (vq), ... (T — AId)mh*l(vh)} es LI, deducimos
@i m;—1 = 0, para todo 7 = 1,..., h. Esto termina la prueba de que C; U---UC}, es LI [l

2Por disjuntos nos referimos a que son disjuntos dos a dos, es decir, C; NC; = 0, si i # j.
3 Acé hay cierta sutileza, ver la primera parte de la observacién siguiente.
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Observaciones 6.1.12. 1. Cuando en la prueba anterior estamos haciendo el razonamiento inductivo,
podria suceder que algunos de los ciclos Cy,---,Cp, tengan longitud 1. Si C; = {v;} es un ciclo de
longitud m; = 1, entonces (T'— AId)(v;) = 0 y por lo tanto no aparece la sumatoria correspondiente en
(6.6). Luego puede pasar que algunos de los ciclos en él, .-+ ,Cp, no aparezcan. Eso no afecta la prueba,
pero es es la razén por la cual en la induccién estamos considerando que la cantidad h de ciclos es
arbitraria.

2. El razonamiento de la prueba anterior es vélido aun si tenemos un solo ciclo C, dado que el vector
inicial v de C es un vector propio y por lo tanto {v} es LI. Luego los ciclos son conjuntos LI.

Definicién 6.1.13. Un operador T € £(V) se dice nilpotente si existe un entero positivo k tal que T = 0.
El orden de nilpotencia de T' es el menor k que verifica T% = 0. Luego T es nilpotente de orden p si y solo
siTP =0y TP~ #0.

Observaciones 6.1.14. Sea T' € L(V') un operador nilpotente de orden p.

1. Sabemos TP~! # 0, luego existe v € V tal que TP~!(v) # 0. Entonces 0 = T?(v) = T(T?~*(v)) y por
lo tanto 0 # TP~ (v) € Ker T. Luego Ker T # {0}.

2. Si A es un valor propio de T', entonces existe v # 0 tal que T'(v) = Av. Esto implica TP(v) = APv, pero
como es TP = (, obtenemos A = 0. Luego el tinico valor propio de T es A = 0.

3. Un ciclo de T (correspondiente a 0) de longitud p es un conjunto de la forma {TP~(v), ---, T(v), v},
siendo v € V tal que TP(v) =0y TP~1(v) # 0.

Teorema 6.1.15. Si T € L(V) es un operador nilpotente, entonces existe una base de Jordan de V' corres-
pondiente a T.

Dem. La prueba es por induccién en n = dim V. El caso n = 1 es trivial (necesariamente es T' = 0 y si
elegimos un vector v € V tal que v # 0, entonces {v} es un ciclo y es una base de V).

Razonando inductivamente, supongamos que vale la tesis cuando la dimensién del espacio es menor que n
y sea T' € L(V') un operador nilpotente con dimV =n > 1.

Si T'= 0 (el operador nulo), entonces toda base de V' es una base de Jordan correspondiente a 7.
Supongamos ahora T' # 0 y consideremos W = Im(T") # {0}. Como T es nilpotente, entonces Ker T" # {0}.
Luego usando dim Ker(T")4+dim Im(7") = dim V, obtenemos dim W < dim V. Claramente W es T-invariante,
y como T es nilpotente, concluimos que 7|y € L(W) es nilpotente. Entonces por la hipdtesis de inducccién
aplicada a T'|yy € L(W), sabemos que existe By base de W de la forma By = Cy U - - UCy, siendo Cy, . ..,Ck
ciclos de T' disjuntos. Sea C; uno de estos ciclos. Supongamos que la longitud de C; es p; y que escribimos

C;, = {Tpiil(vi), ... ,T(UZ'), UZ'} .
Como es v; € C; C W = Im(T'), entonces existe u; € V tal que v; = T'(u;). Luego si consideramos
Ci=CiU{u;} = {TP H(vy), ..., T(ve), vi, i} = {TP(ws), ..., T*(wq), T(ws), wi},

entonces C; es un ciclo de longitud p; + 1 cuyo vector inicial es el mismo que el de C;.

Luego hemos probado que existen vectores uq,...,ur € V tales que si definimos Ci:=C U {u;}, entonces
Ci,...,Cp son ciclos de T cuyos vectores iniciales forman un conjunto LI (por ser parte de By). Esto implica
que Cl, ..., Cy, son ciclos disjuntos y que CiU---UCk es un conjunto LI.

Consideremos A = {Tpl_l(vl), . ,Tpk_l(vk)} el conjunto formado por los vectores iniciales de Cq,...,Cy.
Como los vectores iniciales de los ciclos son vectores propios (correspondientes al valor propio 0), entonces
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A C Ker(T'). Ademéas como A estd contenido en By y By es LI, obtenemos que A es LI. Luego existen
wi, ..., wy € Ker(T') tales que

B = {Tpl*l(vl), e ,Tpkil(vk),wl, e ,wh}
es una base de Ker(7T'). Notar que cada conjunto unitario {w;} es un ciclo de longitud 1. Consideremos
BZ:élU"'UékU{wl,...,wh}.

Como los vectores iniciales de los ciclos Ci, . . ., Cr, {w1},...,{wp} son LI, entonces estos ciclos son disjuntos
y B es LI. Vamosa probar que B es una base de V.
Como los ciclos que forman B son disjuntos, entonces la cantidad de elementos de B es

k k k
#B=h+) #Ci=h+) pi+1)=h+k+) pi
i=1 i=1 i=1

Por otro lado, como B; es una base de Ker T, entonces dim KerT' = k + h, y como By es una base de Im T,
entonces dimIm 7T = Zle pi. Luego dim V' = dimKer(7') + dimIm(T) = h + k + Ele Di-

Entonces B C V es un conjunto LI con la misma cantidad de vectores que la dimensién de V' y por lo tanto
es base de V. Luego B es una base de V formada por una unién disjunta de ciclos de T O

Corolario 6.1.16. Si el polinomio caracteristico de T € L(V') se escinde, entonces existe una base de
Jordan de V' correspondiente a T.

Dem. Supongamos X7(t) = (—1)"(t — A\y)™ -+ (t — Ap)™, con A\; # Aj, si i # j. Entonces el corolario 5.4.9
implica
h
V = P Ker(T — \Id)™. (6.7)
i=1
Para cada i, consideremos W), = Ker(7T' — \;Id)™ (el subespacio propio generalizado) y S; = (1" — \;1d) |w, -
Entonces S;"" = (T — N\Id)™|w, = 0y por lo tanto S; € L(W),) es nilpotente. Luego el teorema anterior
nos dice que existe una base B; de W), formada por ciclos de S;. Un ciclo de S; es un conjunto de la forma

C= {sg’*l(u), -, Si(v), v}
con v € Ker(S?) \ Ker (Sf)_l). Como es S; = (T — N\1d) |w;,, entonces
C= {(T AP ), L (T — M) (v), v}
con v € Ker(T — \Id)? \ Ker(T — M\Id)P ™!, Luego los ciclos de S; (correspondientes al valor propio 0) son
ciclos de T correspondientes al valor propio \;. Entonces B; es una base de W; formada por ciclos de T'

correspondientes al valor propio A;. Como la suma (6.7) es directa, entonces B := B; U - -- U By, es una base
de V formada por ciclos de T O

Semejanza de matrices y forma de Jordan. Sin referirnos a transformaciones lineales, un blogue de
Jordan es una matriz de la forma
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siendo A € k un escalar arbitrario, y una matriz de Jordan es una matriz diagonal en bloques de la forma
J1

A= , siendo Ji, ..., Ji bloques de Jordan arbitrarios.
Jk

Definicién 6.1.17. Si A € M, (k) es tal que su polinomio caracteristico X4(t) € k[t] se escinde, entonces
definimos la forma de Jordan de A como la de Ly € L(k").

Observar que si J es la forma de Jordande Ay B = {vy,...,v,} esla base de Jordan para L4 correspondiente,
entonces es

A=QIQ™Y, Q=1[ul--[u.

Del teorema de Jordan se deduce el siguiente.

Corolario 6.1.18. Si A € M, (k) es tal que X 4(t) € k[t] se escinde, entonces A es semejante a una matriz
de Jordan. O

Observacion 6.1.19. Sean A, B € M, (C). El corolario anterior implica que si A y B tienen la misma forma
de Jordan, entonces son semejantes. Como comentamos al principio del capitulo, la forma de Jordan de
un operador es Unica (a menos del orden de los bloques). Ademé&s, sabemos que si A y B son semejantes
entonces representan a un mismo operador (en bases distintas) y por lo tanto tienen la misma forma de
Jordan. Luego A, B € M, (C) son semejantes si y solo si tienen la misma forma de Jordan*.

6.2. Calculo de la forma de Jordan

En esta seccion veremos algunos resultados que en dimensiones bajas permiten determinar la forma de
Jordan. En particular esto facilita el hallar la base de Jordan.

Sea T € L(V) tal que Xp(t) = (=1)™(t — A1)"™ -+ (t — Ap)™, con \; # A}, si i # j. Entonces
h
V=W, Wy =Ker(T - \Id)™.
i=1

Recordar dim Wy, = n;, para todo 4 (corolario 5.4.9). Luego si B; es una base de W),, entonces B = U?:l B;
es una base de V tal que

Ay
[T)s = , A= [T\WAZ,]B € My, (k), Vi=1,...,h.
Ay, '

A su vez para cada valor propio \; podemos elegir B; de la forma B; = Uk

i1 Cj, siendo Cy,...,Cy ciclos

disjuntos correspondientes a A;. Calculando A; = [T|W*}B en esta base obtenemos

J1
Ai: )
Jk

4Sucede lo mismo en el caso real, usando la forma de Jordan real (que se deduce de la forma de Jordan compleja), pero
nosotros no vamos a entrar en ese tema.
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siendo Ji, ..., Jr los bloques de Jordan correspondientes al valor propio A;. Notar que a cada ciclo C; de
longitud p le corresponde un bloque de Jordan J; de orden p.

Vamos a probar que para cada \;, la cantidad k£ de bloques de Jordan correspondientes a A; coincide con la
multiplicidad geométrica de \;. Para eso necesitamos el siguiente resultado.

Lema 6.2.1. Sea T € L(V) y A un valor propio de T'. Consideremos C = {v1,va,...,v,} un ciclo corres-
pondiente a X\ y U el subespacio generado por C. Sea E) = Ker(T —\Id) el subespacio propio correspondiente
a A. SiveUnNE), entonces existe a € k tal que v = avy.

Dem. Sea v € UN E). Como C es base de U, entonces existen ay, ..., a, € k tales que v = >_F_, a;v;. Dado
que C es un ciclo, vale

T(vi) =Avy, T(v2) =v1+Avg, -+ ,T(vp_1)=vp_2+Avp_1, T(vp) =vp_1+ Avp.

Usando estas férmulas obtenemos T'(v) = Aapv, + Zf;ll()\ai + a;41)v;. Como v € Ey, es T'(v) = Av. Luego

p—1 P
)\apvp—I—Z()\ai +ait1)v; = Z)\aivi = Mita1=2Xdy, 1<i<p—1 = ay=---=a,=0.
i=1 i=1
Luego v = ajvy. O

Proposicién 6.2.2. Sean T € L(V) y A un valor propio de T. Sean W el subespacio propio generalizado
correspondiente y B una base® de Wy fomada por ciclos disjuntos Cy,...,Ci. Para cadai=1,...,k, sea w;
el vector inicial de C; y consideremos By = {w1,...,wi}. Entonces By es una base del subespacio propio Ey
y por lo tanto k es la multiplicidad geométrica de .

Dem. Para cada i, sea U; el subespacio generado por C;. Como es B = Ule C;, entonces W)y = @?:1 U;.
Los vectores iniciales de los ciclos son vectores propios de T', luego By = {wz, ..., wy} estd contenido en E}.
Notar que By esta contenido en B, luego By es LI. Probaremos que By es un generador de E\. Si v € E),
como es F) C Wy, entonces existen tinicos u; € U; tales que v = Zle u;. Luego

k k k k
T(o) =Y T(w) = M= Tw) = > du=>» T(w).
i=1 i=1 i=1 i=1
Como cada U; es T-invariante, deducimos T'(u;) = Au;, para todo i. Luego u; € U; N E) y por lo tanto existe
a; € k tal que u; = a;w; (lema anterior). Entonces v = Zle a;w;. Luego By es una base de E)y. O
Observacidon 6.2.3. Supongamos que 7' € L(V) es tal que su polinomio caracteristico se escinde y que sus
valores propios son Aq, ..., Ap. Sea B una base de Jordan correspondiente a T'. Luego
Ay J1
Ts = , A= ,i=1,...,h.
Ap Jx;
siendo Ji, ..., J; los bloques de Jordan correspondientes a ;. Entonces para cada ¢ =1, ..., h, sabemos:

= ¢l orden del bloque A; es la multiplicidad algebraica de A;;

= la cantidad k de bloques de Jordan contenidos en A; es la multiplicidad geométrica de A;;

®Notar que T — Ald|w, es nilpotente, luego W, admite una base de Jordan correspondiente a 7.
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= la suma de los 6rdenes de los bloques Ji, ..., Ji coincide con el orden de A;.

La primera afirmacion ya la sabfamos. La segunda se deduce de la proposicién anterior, dado que cada
bloque de Jordan corresponde a un ciclo de la base de Jordan. La tercera afirmacion es obvia.

Ejemplo 6.2.4. Sea T € L(R?) definida por T(z,y,z) = (3z +y — 2z, —x + 5z, —x — y + 42). Notar que es
T = Ly, siendo
3 1 -2
A=1|-1 0 5)
-1 -1 4

El polinomio caracteristico de T' es X7 (t) = —(t — 3)(t — 2)?, luego los valores propios de T son 2 y 3 y la
forma de Jordan de T tiene un bloque A; de orden 1 correspondiente al valor propio 3 y un bloque Ay de
orden 2 correspondiente al valor propio 2. Vamos a determinar As. Es

1 1 -2
A-2I=|-1 -2 5 | y rango(4—2I)=2.
-1 -1 2

Luego MG(2) = 1. Esto implica Ay tiene un solo bloque de Jordan, luego la forma de Jordan de T es

J=

S O W
o NN O
N = O

Ahora obtendremos una base de Jordan B. Como en J hay dos bloques de Jordan, entonces B = B1 U Bo,
siendo B; un ciclo de longitud 1 correspondiente al valor propio 3 y By un ciclo de longitud 2 correspondiente
al valor propio 2.
Para el valor propio 3 es Ker(T — 3Id) = [(—1, 2, 1)], luego elegimos B; = {(—1,2,1)}.
Para el valor propio 2 es

2 1 -1

(A-2I)?=|-4 —2 2
-2 -1 1

Conociendo A — 21 y (A — 2I)? obtenemos
Ker(T — 21d) = [(~1,3,1)], Ker(T —2Id)? = [(1,0,2), (0,1,1)].

Sabemos que By un ciclo de longitud 2, luego tenemos que hallar un vector v € Ker(T — 21d)*\ Ker(T — 2Id).
Si elegimos v = (0,1, 1), entonces (T — 2Id)(v) = (-1, 3,1). Luego

By = {(T — 21d)(v), v} = {(-1,3,1),(0,1,1)}.

Entonces

B=B UB, ={(-1,2,1),(~1,3,1),(0,1,1)}
es una base de Jordan tal que [Tz = J.
Ejemplo 6.2.5. Sea T € L(Ry[x]) definida por T(p(z)) = p(x) + p'(x).

Si C = {22, r,1}, entonces



Luego Xr(t) = —(t — 1)® y el tinico valor propio de T es A = 1 con MA(1) = 3. Ademis,

MG(1) = 3 —rango(A — I) = 3 — rango

o N O

0 0

0 0 =1,

10

luego hay un solo bloque de Jordan correspondiente al valor propio 1 y entonces la forma de Jordan de T es

J =

S O =

10
11
01
Esto nos dice que la base de Jordan es un ciclo de longitud 3 de la forma B = {(T — Id)?(v), (T — 1d)(v), v},
siendo v € Ker(T — 1d)® \ Ker(T — Id)?. Observar que vale
(T =1d)(p(x)) = p'(z), (T —1d)*(p(z)) = p"(x), (T —1d)*(p(x)) =0, Vp(z)€ Rolz].

Luego Ker(T — Id)® = Ry[z] y Ker(T—1d)? = {az+b: a,b € R}. Entonces 2% € Ker(T — 1d)*\Ker(T — 1d)?
y por lo tanto B = {2, 2z, 22} es una base de Jordan para T'y J = [T]5.

2 0 0
Ejemplo 6.2.6. Sea A= |0 —1 3] € M3(R).
0 -3 5
Veremos de hallar su forma de Jordan y la matriz de semejanza correspondiente. Es X4(t) = —(t — 2)°,

luego 2 es el unico valor propio de A. Operando obtenemos MG(2) = 3 — rango(A — 2I) = 2, por lo cual A
tiene dos bloques de Jordan. Como la suma de los 6rdenes de los dos bloques tiene que dar 3, deducimos
que la forma de Jordan de A es

J =

S O N

10
20
0 2

Luego la base de Jordan correspondiente estd formada por dos ciclos de longitudes 2 y 1, es decir tiene la
forma B = {(A —2Id)(u), u, v} siendo u € Ker(A —2Id)?\ Ker(A —2Id) y v € Ker(A — 2Id). Observar que es

0 0 0
A-2I=1(0 -3 3|, (A-20)*>=0,
0 -3 3

luego
Ker(A — 21d) = [(1,0,0),(0,1,1)], Ker(A — 2Id)* = R?

Asf que es u € R3\ Ker(A — 2Id). Podemos tomar como u cualquier vector que no esté en Ker(A — 2Id), por
ejemplo u =(0,0,1). Es (A — 2Id)(u) =(0, 3,3) € Ker(A — 2Id) . Ahora tenemos que encontrar un vector en
v € Ker(A—2Id) que no sea colineal con (0, 3, 3), por ejemplo v = (1,0, 0). Entonces el teorema 6.1.11 implica
que B = {(0,3,3),(0,0,1),(1,0,0)} es LI; luego B es una base de Jordan tal que [L4]p = J. Finalmente
usando las férmulas de cambio de base deducimos A = QJQ !, siendo

0 0 1
Q=cllds=3 0 0
3 1 0
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Observacion 6.2.7. Cuando en la forma de Jordan de un operador los bloques de Jordan correspondientes a
un mismo valor propio tienen orden menor que 4, entonces con lo visto anteriormente alcanza para determinar
la forma de Jordan. Para érdenes mayores es ttil la préxima proposicién, que requiere el siguiente resultado.
Recordar que si T' € L£(V'), entonces

Ker(T) C Ker(T?) C Ker(T?) C - -
Notar que no puede suceder que todas esas inclusiones sean estrictas, dado que estamos en dimension finita.

Lema 6.2.8. Sea T' € L(V'). Si para un cierto nimero natural k se verifica Ker(Tk) = Ker(Tk‘H), entonces
vale Ker(Tk) = Ker(T’“H), para todo [ > 1.

Dem. La prueba es por induccién en [. El caso [ = 1 vale por hipétesis. Supongamos Ker (T k) = Ker (T k“),
para algun [ > 1, entonces

v € Ker (T’HZH) = 0=TFT(y) = 7kt (T(v)) = T(v) e Ker(TkH) = Ker(Tk>

= TF1(y) = TF(T(v)) = 0= v € Ker (Tk+1) - Ker(Tk) .

Esto implica Ker(T*+*1) c Ker(T*) y por lo tanto Ker(T"T*1) = Ker(T*). O

Proposicién 6.2.9. Sea T' € L(V) tal que su polinomio caracteristico se escinde y A un valor propio de T
con multiplicidad algebraica m. Entonces existe k, con 1 < k < m, tal que

{0} € Ker(T — Md) € --- € Ker(T — Md)* = Ker(T — Md)**! = ... = Ker(T — AId)™. (6.8)
Este nimero k es el mdzimo de las longitudes de los ciclos de T correspondientes a A.

Dem. La primera afirmacién se deduce del lema anterior aplicado a T'— Ald € £L(V'). Consideremos ahora la
segunda afirmacién. Sea h el maximo de las longitudes de los ciclos de T' correspondientes a A. Si consideramos
un ciclo de longitud h

C= {(T ) (w), L (T — Ald)(v), v} :

entonces v € Ker(T — AId)" \ Ker(T — AId)"~!, luego Ker(T — AId)"~! C Ker(T — AId)". Esto implica h < k.
Por otro lado, como es Ker(T — AId)*~! C Ker(T — Ald)¥, tomando w € Ker(T — A\d)* \ Ker(T — A\Id)*~1,
obtenemos que

{(T AP (w), . (T — Ald) (w), w} :
es un ciclo de longitud k, luego es k < h. Asf que vale k = h. O

Observacion 6.2.10. Dado un valor propio A de T, si J es la forma de Jordan de T, entonces hay una
correspondencia uno a uno entre los bloques de Jordan de orden [ correspondientes a A y los ciclos de T' de
longitud [ correspondientes a A. Luego en la forma de Jordan de T, el entero k de la proposiciéon anterior es
el tamano del mayor bloque de Jordan correspondiente a A.

Observacion 6.2.11. Para aplicar la proposicién anterior, notar que (6.8) equivale a
dim Ker(T — AId) < --- < dim Ker(T — Md)* = dim Ker(T — AId)*** ... = dim Ker(T — A\Id)™.
A su vez, usando dim Ker(7T — AId)* + dim Im (7" — AId)¥ = dim V, obtenemos que esto equivale a
rango(T — AId) > --- > rango(T — AId)* = rango(T — AId)**! ... = rango(T — \Id)™.

Luego k es el menor valor para el cual el rango de (T — AId)* coincide con el rango de (T — Ad)¥*.
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1 3 -2 1
] -1 4 -1 1 L . 4
Ejemplo 6.2.12. Sea A = 19 1 1|€ My4(R). Es un ejercicio el verificar que es X4(t) = (t — 2)*.
0 1 -1 2
-1 3 -2 1
. . -1 2 -1 1 . Lo .
Luego su tnico valor propio es A = 2. Notar A—2I' = [ 19 -1 1| Dejamos como ejercicio el verificar
0 1 -1 0

que A— 21 tiene rango 2. Esto implica MG(2) = 2 y por lo tanto hay dos bloques de Jordan correspondientes
al valor propio 2. Como la suma de sus érdenes tienen que dar MA(2) = 4, deducimos que los érdenes son
(3,1) 0 (2,2). Operando obtenemos (A — 2I)? = 0, luego Ker(A — 2I)? = R*. Asi tenemos

{0} € Ker(A — 2I) € Ker(A — 2I)? = Ker(A — 21)? = Ker(A — 21)* = R*

Luego el tamano del mayor bloque de Jordan correspondiente a A = 2 es 2. Esto nos dice que la forma de
Jordan de A es

2100
0200
J_0021
0 0 0 2

A su vez esto implica que la base de Jordan correspondiente es del tipo
B={(A-2I)(), v, (A-2I)(w), w}
con v,w € Ker(A — 2I)?\ Ker(A — 2I). Notar Ker(A — 2I)? = R*. Operando obtenemos
Ker(A—2I) = {(z,y,2,t) ER*: 2 =y+t, 2=y} =][(1,1,1,0), (1,0,0,1)].

Tenemos que elegir dos vectores de R* que no estén en Ker(A — 2I) (y que sean LI entre sf), por ejemplo
v =(1,0,0,0) y w = (0,1,0,0). Entonces (A — 2I)(v) = (-1,—-1,—-1,0) y (A — 2I)(w) = (3,2,2,1). Como
estos 1dltimos vectores son LI, entonces la unién de los ciclos correspondientes da un conjunto LI. Luego una
base de Jordan correspondiente a J es

B={(-1,-1,-1,0), (1,0,0,0), (3,2,2,1), (0,1,0,0)}.
Esto implica A = PJP~!, siendo P la matriz cuyas columnas son los vectores de B escritos en forma vertical.

Observacion 6.2.13. En el ejemplo anterior elegimos los vectores v,w € Ker(A — 2I)? \ Ker(A — 2I) de
forma tal que sean LI, porque queremos que B = {(A4 — 2I)(v), v, (A —2I)(w), w} sea una base. Hay que
tener en cuenta que el que {v,w} sea LI no implica que {(A — 2I)(v), (A — 2I)(w)} sea LI, asi que esto
ultimo siempre tenemos que verificarlo. Por ejemplo, si hubiésemos elegido v = (1,1,0,1) y w = (0, 1,0,0),
hubiésemos obtenido (A — 2I)(u) = (A — 2I)(v) = (3,2,2,1) y por lo tanto B no serfa una base de R*.

En caso de tener mala suerte y que {(4 — 2I)(v), (A — 2I)(w)} sea LD, entonces hay que elegir otro par de
vectores v, w y probar de nuevo hasta que nos dé LI (el teorema de Jordan nos dice que hay solucién).

Ejemplo 6.2.14. Consideremos 1" € E(Rlo) del cual se tiene los siguientes datos.
1. Su polinomio caracteristico es X (t) = (t — 7)%(t — 5)*.
2. rango(T — 71d) = 8, rango(T — 71d)? = 6, rango(T — 71d)? = rango(T — 7Id)* = 4.
3. rango(T — 5Id) = 7.

75



De X7 (t) = (t — 7)%(t — 5)* deducimos que la forma de Jordan J de T verifica J = (%1 22) € Mi(R),

siendo A; € Mg(R) correspondiente al valor propio 7y Ay € My(R) correspondiente al valor propio 5. Para
encontrar J solo nos resta hallar Ay y As.

Consideremos A;. La multiplicidad geométrica de 7 es MG(7) = 10 —rango(7 — 71d) = 2, luego A; contiene
2 bloques de Jordan. La sucesion de rangos verifica

rango(T — 7Id) > rango(T — 7Id)? > rango(T — 71d)* = rango(T — 7Id)*.

Luego el mayor orden de un bloque de Jordan correspondiente a 7 es 3. Como A; tiene orden 6, deducimos

7100 0 0
07100 0
00700 0
A1_000710
00007 1
000007

Consideremos ahora As. La multiplicidad geométrica de 5 es MG(5) = 10 — rango(7" — 5Id) = 3, luego As
contiene 3 bloques de Jordan. Como la suma de los érdenes de los bloques tiene que dar el orden de As que
es 4, deducimos

5 1 00
05 00
A2=1005 0
0 005
Observaciones 6.2.15. 1. Si todos los valores propios del operador tienen multiplicidad algebraica menor

que 7, entonces para obtener su forma de Jordan alcanza con aplicar lo que vimos en esta seccion. Si
alguno tiene multiplicidad algebraica 7, entonces hay solo un caso que no sabemos determinar, que es
cuando los érdenes de los bloques de Jordan correspondientes son (3,2,2) y (3,3,1), todos los otros
casos se obtienen sin problema.

2. Hay un método general para hallar la base de Jordan (conociendo los valores propios), pero es bastante
engorroso y en dimensiones bajas lo que vimos funciona maés rapido.

3. Si A es un valor propio de T, entonces su multiplicidad geométrica nos da la cantidad de bloques
de Jordan correspondientes. En la proposiciéon 6.2.9 vimos cémo hallar el tamafio del bloque mayor;
trabajando con més cuidado se obtiene un algoritmo para conocer los tamanos de todos los bloques
(ver, por ejemplo, Linear Algebra, de S. M. Friedberg, et al.). Esto junto con la observacién 6.2.3,

implican que la forma de Jordan queda determinada por el operador y por lo tanto es tinicaS.

5La unicidad es a menos de reordenar los bloques de Jordan.
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Capitulo 7

Polinomio minimal

En este capitulo V' es un k-espacio vectorial de dimension finita.

7.1. Polinomio minimal
Recordar que un polinomio p(t) es mdnico si es no nulo y el coeficiente de su término de mayor grado es 1,
es decir si es de la forma p(t) = t™ 4+ @y, 1 t™ L+ - +ayt +ag, conm > 1.
Teorema 7.1.1. Dado T € L(V), existe un tdnico polinomio mp(t) € k[t] que verifica:
1. mp(T) =0.
2. mp(t) es de grado minimo entre los polinomios no nulos que se anulan en T.
3. mp(t) es monico.
Ademds myp(t) divide a todo polinomio que se anule en T'.

Dem. En el teorema de Cayley-Hamilton probamos que el polinomio caracteristico X (t) verifica X7 (T") = 0.
Luego existe algin polinomio no nulo que se anula en 7T'. Entonces tomando un polinomio de grado minimo
que verifique lo anterior y dividiéndolo por el coeficiente de su término de mayor grado, obtenemos un
polinomio my(t) que verifica las tres condiciones.

Probaremos ahora que my(t) divide a todo polinomio que se anule en T. Sea ¢(t) € k[t] que verifique
q(T) = 0. Dividimos ¢(t) por mr(t) y es q(t) = mp(t) d(t) +r(t) con r(t) =00 r(t) #0y gr r(t) < gr m(t).
Teniendo en cuenta la primera condicién obtenemos:

r(T)=q(T) —mqp(T)od(T)=0—-00d(T)=0.
Si fuese r(t) # 0 tendrfamos una contradiccién con la minimalidad del grado de mz(t), luego necesariamente
es 7(t) = 0 y por lo tanto my(t) divide a g(t).

Ahora probaremos la unicidad. Supongamos ahora que p(t) es otro polinomio que verifica las tres condiciones.
Como p(t) verifica la primer condicidén, entonces mp(t) divide a p(t). Cambiando los roles de p(t) y mz(t)
obtenemos también que p(t) divide a mp(t). Luego ambos se dividen mutuamente y por lo tanto existe a € k
tal que p(t) = amy(t). Como p(t) y m(t) son ménicos, deducimos a = 1; luego p(t) = my(t). O

Definicién 7.1.2. El polinomio mr(t) del teorema anterior se llama el polinomio minimal de T
Observacion 7.1.3. El teorema de Cayley-Hamilton nos dice que el polinomio caracteristico de T se anula

en T, luego el polinomio minimal de T" divide al caracteristico.
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Ejemplos 7.1.4. Los siguientes son casos en que es facil hallar el polinomio minimal de 7" € L(V).
1. Vale mp(t) =t siy solosi T = 0.
2. Vale mp(t) =t — A, para cierto A € k, si y solo si T'= Ad. En particular myq(t) =t — 1.
3. Vale mp(t) = t? —t si y solo si T es una proyecciéon (T2 = T) tal que T # 0y T # Id.

En forma andloga a lo anterior se prueba que, dada una matriz A € M,(k), existe un tnico polinomio
ma(t) € k[t] lamado el polinomio minimal de A que verifica

1. ma(A) =0,
2. m(t) es de grado minimo entre los polinomios no nulos que se anulan en A,
3. m4(t) es ménico.
Ademas, si q(t) € k[t] es tal que g(A) = 0, entonces m4(t) divide a ¢(t); en particular m4(t) divide a X4(t).
Proposicién 7.1.5. Sea B una base de V- y A = [T|g. Entonces mp(t) = ma(t).
Dem. Sabemos que vale p([T]5) = [p(T)]s, para todo p(t) € k[t]. Luego
0= ma(A) = ma([Tls) = [ma(D]s = maT)=0 = mo(t)mald),
mr(A) =mr([T]g) = [mr(T)]z =[0ls=0 = mr(4)=0 = ma(t)mr(t).
Como ambos polinomios son ménicos, la tnica posibilidad es mr(t) = ma(t). O
Usando que si A € M, (k), entonces [L4]z = A, siendo B la base canénica de k™, se deduce lo siguiente.
Corolario 7.1.6. Si A € M, (k), entonces mp,,(t) = ma(t). O

Ejemplo 7.1.7. Si consideramos una matriz escalar’ A = A € M,(k), entonces es Ly = Ad. Luego
ma(t) =t — A. Notar que también vale el reciproco: si ma(t) =t — A, entonces A = A\ 1.

Sabemos que el polinomio minimal my(t) divide al caracteristico X7 (t). Esto implica que las raices de mp(t)
también son raices de Xp(t). A continuacién veremos que vale también el reciproco.

Lema 7.1.8. Sea p(t) € k[t] y v un vector propio de T correspondiente a un valor propio \, entonces

p(T) (v) = p(A) v.

Dem. En la proposicién 5.4.4 vimos que vale T"(v) = A" v, para todo n € N. Luego si p(t) = Y a; t',
entonces

p(T) (v) = (Z a; Ti> ()= a;T(v)=> aXv= (Z a; x’) v=pA)v. O
=0 =0 =0 =0

Teorema 7.1.9. El polinomio caracteristico de T y el polinomio minimal de T tienen las mismas raices.

Dem. Como el polinomio minimal divide al polinomio caracteristico, entonces las raices del polinomio
minimal también son raices del caracteristico. Veremos ahora el reciproco. Si A € k es tal que Xp(\) = 0,
entonces A es un valor propio de 7'y por lo tanto existe v # 0 tal que T'(v) = Av. Por el lema anterior es
mr(A) v =mr(T) (v) =0(v) =0y como es v # 0, deducimos my(A) = 0. O

'Recordar que a las matrices cuadradas de la forma A = AI se les llama matrices escalares.
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Observacion 7.1.10. Este teorema implica que si 7' € L(V) es tal que X7 (t) escinde y se escribe de la forma
Xp(t) = (=1)"(t = )™ - -(t = Ap)™, con \; # \j sii# 7,
entonces su polinomio minimal es de la forma

mp(t) = —X)"™ -t =)™, con1<m; <n;, i=1,... h

Ay
Observacion 7.1.11. Si A = es una matriz diagonal en bloques, entonces para cada [ € N
Ap
All p(Ar)
vale Al = . Esto implica p(A) = , para todo p(t) € k[t]. En particular
Aj p(An)
esto 1dltimo vale también para matrices diagonales (el caso en que Ay, ..., Ay son matrices 1 x 1).

Lema 7.1.12. Sea T un operador tal que su polinomio minimal es de la forma
mp(t) =(t = A1)t = An),

con \; # \j sii # j. Entonces para cada valor propio \;, el subespacio propio generalizado Wy, coincide con
el subespacio propio Ey,.
Dem. Sean i € {1,...,n} y v € W), arbitrarios. Sabemos m¢(T") = 0, luego m¢(T")(v) = 0. Escribamos
mr(t) = p(t)(t — Ai), con p(t) =[] (t — Aj). Luego

0 =mp(T)(v) = (p(T) o (T = NId)) (v) = p(T) (T — NiId)(v)) (7.1)

Como W), es T-invariante, para todo j, entonces (T'—A;1d)(v) € W),. Ademds sabemos que (T'—\;Id)|w, €
L(Wy,) es un isomorfismo para todo j # i (proposicién 5.4.5), luego

p(D)lw,, = (T = Mld)|w,, oo (T = Aicald)|w,, o (T' = Aiald)wy 0 -+ -0 (T = Apld)|w,

es un isomorfismo. Entonces (7.1) implica (T' — A\;Id)(v) = 0 y por lo tanto v € Ker(T — \;Id) = E),. Luego
probamos W), C E), y por lo tanto W), = E},. O

Observacion 7.1.13. Dado T' € L(V), si W C V es un subespacio T-invariante, entonces mrpy,, (t) divide a
mr(t). Esto se debe a que vale mp(T)(w) = 0, para todo w € W'y por lo tanto mp(T|w) = mp(T)|w = 0.

Teorema 7.1.14. Un operador T es diagonalizable si y solo su polinomio minimal es de la forma
mr(t) = — A1)t = An), (7.2)
para ciertos Ai, ..., \p € k distintos entre si.

Dem. Supongamos que T' € L(V) es diagonalizable. Entonces V' = @?:1 E),, siendo cada E), el subespacio
propio correspondiente al valor propio A;. Esto implica que el polinomio caracteristico de T" es de la forma
Xr(t) = (=1)™(t — A\)"™ -+ -(t — Ap)"™, para ciertos n; > 1. Sabemos que mp(t) divide a Xp(t) y que tiene
las mismas raices, asi que es mp(t) = (t — X\)™ ---(t — A\p)™", para ciertos m; tales que 1 < m; < n,.
Consideremos p(t) =(t — A1) - - -(t — \p). Para cada i, podemos escribir my(t) = ¢q(t)(t — \;), siendo ¢(t) =
[1;.2:(t = Aj). Esto implica p(T)) = ¢(T) o (T' — A;ld). Como T' — A;Id se anula en E),, entonces p(T) se
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anula en E),, para cada ¢. Como es V = @?:1 E),, concluimos que p(T) se anula en todo V. Luego
p(t) =(t — A1) ---(t — A\p) es el polinomio minimal de 7.

Supongamos ahora que es myp(t) =(t — A1) ---(t — Ap), con A\; # Aj si ¢ # j. Probaremos por induccién en
h que T es diagonalizable. La idea es la misma que en la prueba del teorema 5.4.7.

Si h = 1, entonces mp(t) =t — A1; esto implica T'= A;Id y por lo tanto V' = E), = Ker(T' — A\11d).
Razonando inductivamente, supongamos que es mrp(t) =(t — A1) ---(t — A) y que la tesis vale cuando hay
h — 1 factores. Notar que el lema anterior implica W), = E),, para todo ¢. Consideremos el subespacio
U = Im(T — A\pld). Como U es T-invariante, entonces mp),(t) divide a mr(t). Probaremos mq () =
(t— A1) (t — Ap_1)-

Para cada ¢ < h el operador T — A\Id restringido a W), = E), es un isomorfismo (proposicién 5.4.5). Luego

E/\i = (T — )\hld)(EAi) - (T — /\hId)(V) =U = E)\i cU.

Entonces U contiene a los subespacios propios Ey,, ..., Ey, | y por lo tanto A, ..., A\4—; son valores propios
de T'|y, lo cual implica que A1, ..., Ap—1 son raices de mqyy(t). Si juntamos esto con que myy, (t) divide a
mr(t) =t — A1) -(t — Ap), obtenemos que (t — A1) -+ -(t — Ap—1) divide a mq ().

Consideremos ahora v € Ker(T'|y — A\pIdy) = Ker(T — A\ Id) N U. Como v € U, entonces existe w € V tal
que v =(T — \p1d) (w). Luego

0=(T — MId) (v) =(T = \Id)* (w) = weWy, =E, = v=(T-Id)(w)=0.

Entonces A, no es valor propio de T'|y y por lo tanto mp(t) =(t — A1) - :(t — Ap—1). Aplicando la hipdte-
sis inductiva a T'|y obtenemos que 1|y es diagonalizable. Luego U = @?;11 Ker(T'|y — Aildy). Como es
Ker(T|y — Nildy) = Ex, NU y E\, C U, para todo ¢ < h, deducimos U = @?:_11 E,,.

Sea ahora v € V. Entonces (T' — A\1d) (v) € U, luego existen v; € Ej, tales que (T — A\pId) (v) = Z?;ll (I
Como T — A\plId restringido a W), = Ej, es un isomorfismo para todo ¢ < h, deducimos que existen u; € E},
tales que v; =(T" — Apld) (u;), para todo ¢ < h. Luego

h—1 h—1 h—1

(T = AId) (v) =Y (T = ApId) () =(T = Apld) (Z u> = v—Y_ u; € Ker(T — M\Id) = Ej,.
i=1 i=1 i=1

Entonces existe uj, € E), tal que v — Z?z_ll u; = up y por lo tanto v = Z?:l u;, con u; € )y, para todo i.

Esto prueba V = Z?:l E),, lo cual implica que T es diagonalizable. O

Observacion 7.1.15. Algo interesante del teorema anterior es que no estamos asumiendo ninguna hipétesis
sobre el cuerpo k ni sobre el polinomio caracteristico del operador. Por ejemplo, este teorema vale para
T € L(V), siendo V' un R-espacio vectorial o un Z,-espacio vectorial (p primo).

Corolario 7.1.16. Si eziste un polinomio de la forma p(t) = a(t — A1) ---(t — Ap), con Ny # \j si i # j y
0# a €k tal que p(T) =0, entonces T es diagonalizable.

Dem. Como vale p(T') = 0, entonces mr(t) divide a p(t) y por lo tanto se aplica el teorema anterior. [

Ejemplo 7.1.17. Sea T € L(Rz[z]) definida por T'(p(z)) = p'(x). Observar que vale
T(aaz2 + bx + c) = 2ax + b, T2(ax2 + bz +c) = 2a, TS(ax2 + bx + c) = 0.

Luego T2 = 0 y T? # 0. Esto implica m7(t) = t3 y por lo tanto T no es diagonalizable.
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Ejemplo 7.1.18. Sea T € L(R3) definida por T(z,y,2) = (3 — y, 2y, — y + 2z). Notar que es T = Ly,

3 -1 0
siendo A= 0 2 0 |.EsXp(t)=—(t—2)%(t — 3), luego hay solo dos posibilidades para el minimal
1 -1 2

o -2)-3)
mr(f) = { (1 —2)2(t - 3)

Calculando el producto obtenemos (A — 2I)(A — 3I) = 0, luego mp(t) = (t — 2)(¢t — 3). Esto implica que

T es diagonalizable y al ser Xp(t) = —(t — 2)2(t — 3), deducimos que existe una base B de R3 tal que
2 00

[Tlg= |0 2 0].Para determinar B hay que hallar los vectores propios, como vimos en diagonalizacién.
0 0 3

Lo que sigue es la versién matricial de lo visto anteriormente, que resumimos en la siguiente proposicién.
Proposicién 7.1.19. Sea A € M, (k).

1. La matriz A es diagonalizable si y solo si su polinomio minimal es de la forma (t — A1) ---(t — A\p),
con i #Xj sti#£j.

2. Si existe un polinomio de la forma p(t) = a(t — A1) ---(t — ) € k[t], con N\ # X sii # jy0#ack,
tal que p(A) = 0, entonces A es diagonalizable.

3. Los polinomios m4(t) y X4(t) tienen las mismas raices. O

Ejemplo 7.1.20. Sea A € M, (R) tal que A3 = A. Entonces vale p(A) = 0, siendo p(t) = t3 — t. Observar
que es p(t) =13 —t =t(t — 1)(t + 1), luego A es diagonalizable.

Ejemplo 7.1.21. Veamos cémo determinar todas las matrices reales 2 x 2 que verifican A2 — 34 4+ 21 = 0.
Sea p(t) = t? — 3t + 2. Es p(A) = 0, luego m 4(t) divide a p(t). Como p(t) = (t — 1)(t — 2), entonces tenemos
las siguientes posibilidades

ma(t) =t —1, ma(t)=t—2, ma(t)=(t—1)(t - 2).

Sima(t) =t—1, entonces A =1.Si ma(t) =t— 2, entonces A =21. Si ma(t) = (t —1)(t —2), entonces A
es diagonalizable con valores propios 1 y 2, y por lo tanto es de la forma

| =66

siendo (‘Cl d) una matriz arbitraria tal que ad — be # 0..

7.2. Relacion con la forma de Jordan

En lo que sigue veremos que el polinomio minimal también brinda informacién sobre la forma de Jordan.

Proposicién 7.2.1. 1. Si

Entonces mj(t) = (t — A\)".
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2. Si

Al
J1 A1
A= e My(k), Ji= € My, (k),

Ji A1

A

con pyp > pg > -+ > pr. Entonces ma(t) = (t — \)PL.
3. Supongamos
Ay
A= € M, (k),
Ap

en que cada bloque A; € My, (k) es como en la parte anterior correspondiente a cierto escalar ;.
Supongamos que los \; son distintos entre si y que q; es el tamano del primer bloque de Jordan
contenido en A;, para todo i . Entonces

ma(t) =t — M) (t = Ap)™.

Dem. (1). Sea
0 1
0 1
J=J-\ = € M, (k).
0 1
0
Si consideramos T = L ; € L(k"), entonces es T'(z1, 72, ..., Zy) = (22,...,s,0), paratodo (z1,...,2,) € k™.
Luego
T(z1,22,...,2n) = (T2,...,Ty,0),
T?(x1, 20, ..., 2n) = (T3,...,2,,0,0),

T Yz, 29,...,2,) = (22,0,...,0),
T"(x1,x2,...,25) = (0,...,0).
Lo anterior implica? T" = 0 y T"! # 0, lo cual equivale a (J — AI)"* = 0y (J — AI)" ! # 0. De
(J —AI)™ = 0 deducimos m(t) = (t — \)", para algiin 1 < r < n. Pero como es (J —AI)"~! # 0, concluimos
ma(t) = (t— A"
(2). Por la parte anterior sabemos que es m, (t) = (t—A)Pi, para todoi = 1, ..., k. Como estamos asumiendo
P12>P2 2 2 P, €S
myg, (Ji) = (Ji = AP = (J; = AXD)PP7Pi - (J; = AP = (J; = A[)PPi.0=0, Vi=1,...,k.
Luego
my, (J1)
mj, (A) = . =0. (73)
m.j, (Jk)

2Esto también se puede probar calculando las potencias de J , observando que en las potencias sucesivas la diagonal de unos
va subiendo hasta desaparecer al llegar a J".
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Entonces m4(t) divide a my, (t) = (t—A)P* y por lo tanto es de la forma m4(t) = (t — \)!, para cierto | < py.
Pero si consideramos p(t) = (t — A\)! con I < py, entonces p(J1) = (J; — M) # 0. Luego razonando como en
(7.3) obtenemos p(A) # 0. Esto implica m4(t) = (t — A)PL.

(3). Como la matriz A es triangular superior, entonces X4(t) = (—1)"(t — X\1)"™" - -(t — A\p)™, con \; # A;
sii# j. Luego ma(t) =(t — A1) - +(t — A\p)"™, siendo 1 <m; <n;,Vi=1,...,h.

Sea p(t) =(t — )q)ll et — )\h)lh un polinomio arbitrario con raices Ai,..., . Es

p(A1)
p(A) =
p(Ap)
Luego

p(A)=0<p(4;)=0,Vi=1,...,h
< mag,(t)|p(t), Yi=1,...,h
S E=N)EE=A)" (=A™, Vi=1,...,h
Sq <, Vi=1,... h.
Dado que m4(t) es el polinomio de grado minimo que verifica esta condicién, deducimos que es my(t) =
(t—A)D (= M) O

Corolario 7.2.2. Si el polinomio caracteristico de un operador se escinde, entonces para cada valor propio
A, el exponente de t — X\ en la descomposicion factorial del polinomio minimal coincide con el tamano del

mayor bloque de Jordan correspondiente a . L]
Ejemplo 7.2.3. Sea A € M;3(R) tal que (A —5I)2 = 0, A # 5I. Esto implica ma(t) = (t — 5)? y por lo
tanto X 4(t) = —(t —5)3. Sabemos que la forma de Jordan de A tiene orden 3 y en la misma solo hay bloques
correspondientes al valor propio 5, y de estos el mas grande tiene orden 2. Luego la forma de Jordan es
510
J=10 5 0
0 0 5

Ejemplo 7.2.4. Sea A € My(R) tal que (A —5I)2 =0, A # 5I. Como antes deducimos m(t) = (t — 5)2,
luego X 4(t) = (t — 5)*. Por la forma del polinomio minimal de A, sabemos que el tamafio del mayor bloque
de la forma de Jordan de A es 2, luego las posibles formas de Jordan de A son

5 1 00 5 1 0 0
0500 0500
0 05 1]’ 00 50
0 00 5 0 00 5

Para determinar la forma de Jordan necesitamos algiin dato mas. Por ejemplo, si sabemos el rango de A—51,
entonces la forma de Jordan de A es la primera si rango(A — 5I) = 2 y es la segunda si rango(A — 5I) = 1.

Ejemplo 7.2.5. Sea T = L4 € L(R"), siendo

301 00 O
03010 0
A 00300 O
00030 O
00008 -9
000O04 —4



Notar que A es una matriz diagonal en bloques

_(B1 0 3 (8 -9
A(O Bz), B, = , BQ<4 _4>.

Luego X7 (t) = Xa(t) = Xp,(t)Xp,(t) = (t — 3)*(t — 2)%. Esto implica que si B es una base de Jordan
correspondiente, entonces [T|3 es de la forma

o O O W
oS O w o
S W o
w o = O

T)5 = <f(1)1 i) . A1 € Mu(R), Ay € My(R),

siendo A; el bloque correspondiente al valor propio 3 y As el correspondiente al valor propio 2. Calculando
obtenemos rango(A — 2I) = 5 y rango(A — 3I) = 4. Luego las multiplicidades geométricas de los valores
propios son MG(2) = 1 y MG(3) = 2. De MG(2) = 1 deducimos que hay un solo bloque de Jordan
correspondiente al valor propio 2, luego Ay = (21). Al ser MG(3) = 2, sabemos que hay dos bloques de
Jordan correspondientes al valor propio 3, luego hay dos posibilidades para A; que son las siguientes

SO O Ww
O O W
oS w o o
w = O O
SO OO W
SO WK
S W= O
w o O O

De acuerdo al corolario anterior, el polinomio minimal de 7' es, en el primer caso (t — 3)2(t — 2)2, y en el
segundo (t — 3)3(t — 2)2. Se verifica facilmente que vale (B; — 31)? = 0, luego el minimal es el primero y por
lo tanto la forma de Jordan es

310000
030000
003100

Ts=10 0 0 3 0 0
000021
00000 2

Esto implica que la base de Jordan B estd formada por tres ciclos de longitud 2, dos de ellos corresponden
al valor propio 3 y uno al valor propio 2. Es decir es del tipo

B ={(T —31d)(u), u, (T'—31d)(v), v, (T — 2Id)(w), w}

siendo u,v € Ker(T — 31d)? \ Ker(T — 3Id) y w € Ker(T — 2Id)? \ Ker(T — 2Id). Realizando los célculos
obtenemos

Ker(T — 3Id) = [ey, e2], Ker(T —31d)? = [e1, ea, €3, e4], Ker(T —2Id) = [3e5 + 2¢6], Ker(T — 21d)? = [es, €],

siendo {e1, ..., eq} la base candénica de RY. Si elegimos u = e3, v = e4 y w = e5, entonces es (T'—3Id)(e3) = ey,
(T — 31d)(eq) = e2 y (T — 21d)(e5) = 6es + 4eg, luego una base de Jordan es

B - {617 €3, €2, €4, 665 + 4€6a 65}‘
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Capitulo 8

Apéndice

8.1. Suma directa

Sea V' un espacio vectorial y Wi, Wy dos subespacios de V. Definimos su interseccion Wi N Wa y su suma
W1 + Ws, mediante

Wi N Wy ::{’UGV: UEle’UGWQ}, Wi+ W, ::{w1+WQ: wy € W, UJQGWQ}.
Proposicion 8.1.1. Si Wy, Wy son subespacios de V, entonces WiNWy y W1+ Ws son también subespacios.

Dem. FEjercicio. O

Observacion 8.1.2. Dados dos subespacios W1, Wa, su interseccion W1 NWs es el mayor subespacio contenido
en Wy y Wy, mientras que W1 4+ Ws es el menor subespacio que contiene a Wy y Wa.

Ejemplos 8.1.3. Consideremos el espacio R3.
1. Si Wi ={(z,y,2): z=0} (plano Oxy) y Wa = {(z,y,2) : y =0} (plano Oxz), entonces

WinWy ={(z,y,2) : y=2z=0} (eje Ox), Wi+ Wy =R,

2. SiWy ={(z,y,2) : y=2=0} (eje Ox) y Wo = {(z,y,2) : z =2=0} (eje Oy), entonces

Wi N Wy ={(0,0,0)}, Wi+ Wy ={(z,y,2): z=0} (plano Oxy).

La siguiente proposiciéon relaciona las dimensiones de Wy + Wa y W1 N W, con las de Wy y Wa.

Proposicion 8.1.4. Si Wi, Wy son subespacios de dimension finita de un espacio V, entonces vale
dim(W; + Wa) = dim W + dim Wy — dim(W; N Wa).

Dem. Sea B = {uy,...,u,} una base de W3 N Ws. Como B es un subconjunto LI de W7 y de W5, entonces

existen vy,...,v, € Wi y wi,...,wy € Wa, tales que si
By ={ui,...,up,v1,...,0p} y Bo={ui,...,up,wi,..., wy},
entonces By es base de Wi y By es base de Wa. Probaremos que C = {uq,...,un, U1,...,0p, Wi,..., W4} €S

base de W1 + Ws. La prueba de que C es un conjunto generador de Wi + Ws es facil y queda como ejercicio.
Veamos que C es LI. Sean escalares a;, bj, ¢j, tales que

ajur + -+ -+ apy +b1vr + -+ bpvy + crwr -+ cqwg = 0. (8.1)
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Luego
crwy -+ cqwg = —(a1u1 + - - + apty + bivy + -+ byuy). (8.2)

Como el lado izquierdo de (8.2) estd en Wy y el derecho en Wy, deducimos ciwy - - - +cqwg € Wi NWa. Luego
existen escalares d; tales que

i+ cqwg = diug + -+ dpuy, = cqwp s+ cqwg + (—di)ug + -+ + (—dy)u, = 0.

Dado que By es LI, deducimos ¢; = --- = ¢4 = di = --- = d,, = 0. Sustituyendo estos valores en (8.1)
obtenemos
arul + -+ + apy +b1vr + -+ bpvy = 0.

Ahora usando que By es LI deducimos ay =--- =a, = b =--- = b, = 0. Esto prueba que C es LI y por lo
tanto es base de W; + Wj. Luego

dim(Wi +Wa)=n+p+qg=n+p)+ (n+q) —n=dimW; +dim Wy — dim(W; N W3). O

La proposiciéon anterior se suele usar para calcular la dimensién de la suma de dos subespacios, ya que en
general es mas facil determinar la interseccion que la suma.

Ejemplo 8.1.5. Sea V = R* y consideramos los subespacios
Wy = {(x,y,z,t) eR*: 2 =0, y+z+t=0} y Wy= {(w,y,z,t) eR*: tzO}.
Es fécil de probar que es dim W7 = 2 y dim Wy = 3. Ademas
WiNWy = {(m,y,z,t) eR*: z=0, y+24+t=0, t:O} = {(m,y,z,t) eER*: z=t=0, y—i—z:O},
luego dim(W7 N Ws) = 1 y por lo tanto
dim(Wy + Wa) = dim Wy + dim Wy — dim(W; N W) =243 — 1 = 4 = dimR™.
Luego W1 4+ W5 = R%.

Definicion 8.1.6. Sean W, Wy dos subespacios de un espacio V. Decimos que un subespacio U de V es
suma directa de W1y Wy y escribimos U = Wy @ Wy si se cumple U = Wy + Wa y Wi N Wy = {0}.

Ejemplo 8.1.7. Si consideramos los ejemplos 8.1.3, deducimos del primero que el espacio R? es suma del
plano Oxy con el plano Oxz, pero esta suma no es directa, y del segundo que el plano Oxy es suma directa
de la recta Ox y la recta Oy. En el ejercicio 8.1.5 vemos también que R* es suma de Wi y Wa, pero esta
suma no es directa.

Proposicion 8.1.8. Si Wi, Wy son dos subespacios de V', entonces V.= W1 ® Wy si y solo si todo vector
de V' se escribe en forma tnica como suma de un vector de W1 con uno de Ws.

Dem. Ver la prueba de la proposicion 8.1.14. Ul

De la proposicion 8.1.4 y de su demostracién, se deduce inmediatamente el siguiente resultado.

Proposicién 8.1.9. Sea V' un espacio de dimension finita y Wy, Wo dos subespacios de V', tales que V =
W1 @ Wa. Valen las siguientes afirmaciones.

1. Si By y By son bases respectivas de W1 y Wa, entonces su union By U B es una base de V.

2. dimV = dim W7 + dim Ws. O]
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Corolario 8.1.10. Sean W1, W5 dos subespacios de un espacio de dimension finita V' tales que Wi "Wy =
{0}. Si dim V' = dim W; + dim Ws, entonces V.= Wy & Ws.

Dem. La proposicién 8.1.9 implica dim(W7 @ W) = dim W + dim Wy = dim V', luego W1 @ Wo = V. [

Este ultimo corolario nos da un método facil para probar que un espacio es suma directa de dos subespacios
dados.

Ejemplo 8.1.11. Consideremos el espacio R? y los subespacios
Wi=A{(z,y,2): 2v+y+2=0} y Woa={(z,y,2): y=2=0}
Si (z,y, z) € W1 N Wa, entonces vale

{ 2e+y+2=0

Y=z =0 r=y=2=0 = (z,y,2) =(0,0,0).

Luego W1 N Wy = {(0,0,0)}. Por otro lado W; es un plano y Wy una recta, asi que es dimW; = 2 y
dim Wy =1 y por lo tanto dim W) +dimWy =2+1=3 = dim R3; luego R3 = W, @ W,.

Observacion 8.1.12. Dados dos subespacios W1, Ws de V', no alcanza con que valga dim V' = dim W1 +dim Ws
para que la suma sea directa, hay que probar que también vale W7 N Wy = {0}. Por ejemplo, si el espacio
es R3 y consideramos los subespacios

Wl:{(x7yaz): ZZO} y W2:{(xay7z): y:ZZO},

entonces W7 es un plano y Ws una recta, y por lo tanto dim Wj; + dimWs =2+ 1 =3 = dim R3. Pero Wy
estd contenido en Wy, luego Wy + Wy = Wy C R3 y por lo tanto nunca puede ser W; & Wy = R3.

Generalizacién. A continuacion veremos que todos los resultados anteriores para la suma e interseccién
de dos subespacios se pueden generalizar a una cantidad finita arbitraria de subespacios.

Sea V un espacio vectorial y W1, ..., W,, una cantidad finita de subespacios de V. Definimos su interseccion
Niey Wi y su suma Y-, W;, mediante

m m m
(Wi={veV:veW, Vi=1...,n}, > W= {Zwi: w; € Wi, v@':1,...,n}.
i=1 i=1 i=1

La prueba de la siguiente proposiciéon es simple y queda como ejercicio.

Proposicién 8.1.13. Si Wy,...,W,, son subespacios de V, entonces (joy Wi y > imy Wi son también
subespacios. ]

La definicién general de suma directa es un poco mas delicada que para el caso de dos subespacios. Para
definirla introducimos previamente el siguiente concepto.

Decimos que una familial {W7y,..., W,,} de subespacios de V es independiente si verifica la siguiente con-
dicion.
m
Siw;, eW;, Vi=1,...,my Zwi:O, entonces wy = -+ = w,, = 0.
i=1

En lo que sigue escribimos
ZWJ'Z:W1—|-"'—|—Wi71+Wi+1—|—"'—|—Wm, Yi=1,...,m.
J#

'En este texto llamaremos familia a un conjunto de conjuntos.
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Proposicién 8.1.14. Sea {W1,...,Wy,} una familia de subespacios de V. Entonces las siguientes condi-
ctones son equivalentes:

1. La familia {W1,..., Wy} es independiente.
2. Para cadai=1,...,m, vale W; N3, W; ={0}.

3.8 W = > W, entonces para todo w € W, existen tdnicos w; € Wi, i = 1,...,m, tales que
w=y" w.

Dem. (1 = 2). Supongamos que la familia es independiente. Sea i € {1,...,m}. Siw € W; N, ., Wj,
entonces w € W; y existen w; € Wj, para todo j # 7 tales que

w=wp+ Wi F Wik + Wy = wr s+ wieg + (W) +wipr + o+ wp = 0.

Como la familia es independiente, entonces todos los sumandos de la suma anterior son nulos, luego w = 0.

(2 = 1). Supongamos ahora que vale la segunda condicién. Sean w; € Wi, i = 1,...,m, tales que ) ;" w; =
0. Para cada i € {1,...,m}, es

—wW; =Wy + -+ Wi—1 + Wil + o0+ Wiy

Como —w; € W; ywi+- - 4wi—1+wiy1+- - +w, € Z#i W;, deducimos que es —w; € Wiﬁz#i W; = {0}.
Luego w; = 0, para todoi=1,...,m.

(3 = 1). Supongamos vale la tercer afirmacién. Sean w; € Wj, i = 1,...,m, tales que )", w; = 0. Como
0 € W; para todo ¢ = 1,...,m y > ;0 = 0, entonces la unicidad implica que es w; = 0, para todo
i=1,...,m. Luego la familia {W1,...,W,,} es independiente.
(1 = 3). Supongamos ahora que la familia {W7, ..., W,,} es independiente. Si un elemento w € W se escribe
de dos formas w =Y _"", w; y w =Y ;*, w;, con w;, w; € W;, para todo i = 1,...,m, entonces

m

Z(wi —w}) =0, siendo w; —w, € W;, Vi=1,...,m.

i=1
Luego w; — w} = 0 y por lo tanto w; = w}, para todoi=1,...,m. O

Observacion 8.1.15. Una familia con solo dos subespacios W1 y Ws es independiente si y solo si Wi NWy =
{0}, que es la condicién que pedimos para que la suma Wj + Ws sea directa. Una familia de tres subespacios
{W1, Wy, W3} es independiente si y solo si Wi, Wa, W3 verifican

Win (Wa+Ws) ={0}, Wan Wi+ Ws)=1{0}, Wsn (Wi +Wz)={0}

Notar que las condiciones W1 N Wy = Wi N W3 = Wy N W3 = {0} no implican las condiciones anteriores.
Por ejemplo, si consideramos V = k3 y

Wi ={(z,0,0): z €k}, Wy={(0,9,0): yek}, Ws={(z,2,0): €k},

entonces es facil de probar que las intersecciones dos a dos son triviales, pero W1+ Wy = {(z,y,0); z,y € k},
luego W3 C Wy + Wa y por lo tanto W3 N (W7 + Wa) = W3 # {0}.

Definicion 8.1.16. Decimos que un subespacio W de V es suma directa de una familia de subespacios
{Wh,...,Wn} yescribimos W = @, W;, si W =", W; y la familia {W1,...,W,,} es independiente.
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Observacion 8.1.17. Lo que distingue la suma directa de la suma, y la hace mas interesante, es la unicidad
de la tercer afirmacién de la proposicién 8.1.14. Es similar a la diferencia entre una base y un conjunto
generador.

Corolario 8.1.18. Sea {W1,..., Wy} una familia de subespacios de un espacio V. Entonces V. = @.;" | W;
si y solo si para todo v € V, existen tunicos w; € Wy, i =1,...,m, tales que v =">""", w;. O

Ejemplo 8.1.19. Es fécil probar usando el corolario 8.1.18 que vale M, = W1 & Wy & W3, siendo W7 es el
espacio de las matrices estrictamente triangulares inferiores, W5 el de las matrices estrictamente triangulares
superiores y W3 el de las matrices diagonales, es decir

W1 :{(aij) : aij ZOSiiSj}, Wgz{(aij) : aijZOSiiZj}, W1 :{(aij) : aij:Osii%j}.

Diagraméticamente, la descomposicién M,, = W & Wo @ W3 consiste en escribir (£5) =(98)+(3§)+(52).

*

El siguiente resultado es facil de probar.

Proposicién 8.1.20. Sean W, W1, ..., Wy, subespacios de V tales que W =Y, W;. Si G; es un conjunto
generador de W;, para todo i = 1,...,m, entonces su union | J;~, G; es un conjunto generador de W. L]

A continuacién veremos como se relaciona la suma directa con la dimension.

Proposicion 8.1.21. Sean W, Wy,... , Wy, subespacios de dimension finita de un espacio V', tales que
W =@~ W;. Valen las siguientes afirmaciones.

1. Si B; es una base de W, para todo i =1,...,m, entonces B =\J;~, B; es una base de W.
2. dimW =3"1" dim W;.

Dem. Por la proposicién anterior sabemos que B es un conjunto generador de W, lo que resta probar es

que es LI. Para cada i =1,...,m, sea B; = {w!,... ,wli,}. Supongamos que tenemos escalares aé- tales que
1,1 1 .1 m, . m m _,.m __
alwl—i----—f-allwll—i-”-—l-al w1 —l-"-—f-almwlm —0
Como atwt + -+ afiwfl_ € W; (para todo i) y la familia {W7,..., W,,} es independiente, deducimos que es
aiw’i%—---—i—a}'iwi =0, Vie=1,...,m.

7".:

Luego como cada B; es LI, deducimos que es aj 0, para todo ¢,j y por lo tanto B es LI. La segunda
afirmacion se deduce inmediatamente de la primera. O

Corolario 8.1.22. Sean W1y,..., Wy, subespacios de un espacio de dimension finita V. Si {Wh,..., Wy}
es una familia independiente y vale dim'V = > dim W;, entonces V = @, W;. O

A continuacién definiremos las proyecciones y estudiaremos su relacién con las sumas directas. Las proyec-
ciones son los elementos béasicos para definir la. descomposicién espectral, que veremos mas adelante.

Sean U y W subespacios de V tales que V' = U @ W. Definimos una funcién 7' : V' — V mediante T'(v) = u,
siv=u+w,conu €U, weW, para todo v € V. Es un ejercicio el probar que T es una transformacién
lineal. La funcion T se llama la proyeccion sobre U en la direccion de W.

Observar que si v = u+ w, con u € U, w € W, entonces T'(v) = u = u+0, con u € U, 0 € W; luego
T(T(v)) = u = T(v), para todo v € V, es decir T? = T, siendo T? := T o T.

Una proyeccion es un operador T' € L(V) que verifica T? = T'. El comentario anterior muestra que para toda
descomposicién V = U @ W, la proyeccién sobre U en la direccion de W es una proyeccién. La proposicién
siguiente muestra que también vale el reciproco.
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Proposicién 8.1.23. Sea T € L(V) tal que T?> = T, entonces V = Im(T) ® Ker(T) y T es la proyeccion
sobre Im(T") en la direccion de Ker(T).

Dem. Sea v € V. Observar que la condicién 7? = T implica v — T'(v) € Ker(T). Luego escribiendo
v = T(v) + v —T(v), deducimos V = Im(T) + Ker(7T'). Por otro lado, si v € Ker(T) N Im(7T), entonces
T(v) =0y existe u € V tal que v = T'(u). Luego, 0 = T'(v) = T(T(u)) = T?%(u) = T(u) = v. Esto prueba
que vale Ker(T') N Im(7") = {0} y por lo tanto V = Im(T") & Ker(T).

Sea v € V =1Im(T) @ Ker(T). Por lo que vimos anteriormente es v = T'(v) +v — T'(v), con T'(v) € Im(T) y
v —T(v) € Ker(T'). Luego la proyeccién sobre Im(T") en la direccién de Ker(7') de v es T'(v). O

El siguiente resultado generaliza lo anterior a una cantidad finita arbitraria de subespacios. El mismo no se
necesita para estas notas, pero lo incluimos por completitud.

Proposicion 8.1.24. Consideremos los siguientes datos.

(A) Wh,..., Wy son subespacios de V tales que V = EBf:l W;.

(B) Py,...,P, € L(V) son operadores que verifican las siguientes condiciones.
1. P? =P, para todoi=1,... k.
2. P;oP; =0, para todo i # j, coni,j=1,... k.
3. ld=P+-- -+ F.

Entonces (A) y (B) son equivalentes.

Dem. Sean Wi,..., W) como en (A) y definimos Pj,..., P, : V — V por P;(v) = w;, si v = Z§:1 wj, con
wj € Wj, para todo j =1,...,k y todo v € V. Notar que para cada i € {1,...,n} es

k
V=W;& @Wj y v:ij:wi+ij, conw € Wi, Vi=1,... k.
j#i j=1 j#i
Luego P; : V' — V es la proyeccién sobre W; en la direccién de €9 ;2 Wij; esto prueba que F; es una proyeccion
(P,eL(V)y Pi2 = P;), para todo i = 1,..., k. Observar que por como definimos los operadores P;, es

k
v=> P), WeV = Id=P+-+P.
=1

Finalmente, si v € V, entonces P;(v) € W;, por lo tanto su descomposicién correspondiente a V' = @le W;
es Pi(v) =0+---+ P;(v)+--- 40, es decir, la componente de P;(v) en el subespacio Wj es 0 si j # i. Esto
implica que vale P; (R(v)) =0, para todo j # ¢y v € V; luego Pj o P; = 0, para todo j # 1.

Supongamos ahora que Py, ..., P, € L£L(V) verifican las condiciones de (B) y definimos W; = Im(F;), para
todo i. De Id = Zle P; deducimos v = Z?Zl Pi(v) € Zle W;, para todo v € V. Luego V = Zle W;. Solo
resta probar que W4,..., W) son independientes. Sean w; € W;, i = 1,...,k, tales que wy + --- + wi = 0.
Al ser w; € W; = Im(P) entonces existe v; € V' tal que w; = P;(v;), para todo i. Luego para cada i, es

k k k k
Yowi | =B Do Piwy) | =Y PPi(vy) =) (Pio Py)(vy) = Pivi) = wi.
j=1 j=1 J=1 J=1

Por lo tanto es wy = --- = w = 0. Esto muestra que W1, ..., W son independientes y concluye la prueba
de que es V = @le W;. O
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Observacion 8.1.25. En las hipétesis de la observacién anterior. Notar que si partimos de Wy, ..., Wy vy

les asociamos las correspondientes proyecciones Py, ..., Py, entonces Im(P;) = W;, para todo i = 1,..., k.
Reciprocamente, si partimos de proyecciones P, ..., P y definimos W; = Im(P;), para todo i = 1,...,k,
entonces las proyecciones asociadas a la descomposicién V' = @le W;, son exactamente P4, . .., Py. Es decir,

las correspondencias que vimos entre proyecciones y sumas directas, son inversas una de la otra.

8.2. DMatrices en bloques

En esta seccion estudiaremos las propiedades de matrices cuyos elementos estdn agrupados en submatrices
(bloques) de la matriz original. Esto tiene varias aplicaciones, en particular se usa para el estudio del
polinomio minimal y de la forma de Jordan. En lo que sigue k es un cuerpo arbitrario.

Empezamos considerando un caso particular. Dadas cuatro matrices
A = (aiy) € Mpxp(k), B = (bij) € Mpxq(k), C = (cij) € Mgxp(k), D = (dij) € Myxq(k),

las podemos combinar para obtener una matriz (é IB)) € My xn(k), con n = p + ¢, definida por

ail PN alp bll PPN blq

(A B> | @1 o App bpr -+ bpg
C D ’ C11 cee Clp d11 e dlq
Cql ¢ Cap dql . dqq

Notar que lo que hicimos para cuatro matrices, se puede aplicar a una cantidad arbitraria de matrices
que tengan tamanos adecuados para poder combinarse correctamente. Una matriz expresada de esa forma
diremos que es una matriz en blogques. Es claro que toda matriz se puede expresar como matriz en bloques
(en general de muchas formas). Lo interesante de esto es cuando esos bloques tienen alguna forma especial.
Para evitar confusiones, cuando escribamos una matriz en bloques, a las submatrices que la componen las
escribiremos siempre con mayusculas. Asi (é g) representa una matriz en bloques y no a una matriz 2 x 2
(a menos que todos los bloques sean de tamafio 1 x 1).

Las matrices que més nos interesan son las matrices diagonales en bloques, es decir, las de la forma

A, 0 - 0
0 Ay --- 0
0 0 --- A
en que cada A; es una matriz de tamano n; X n;, ¢t = 1, ..., h y las otras entradas son nulas. Es un ejercicio
el probar que valen las formulas siguientes
A, 0 -+ 0 B 0 -+ 0 A1+ ¢cBs 0 0
0 A --- 0 0 By --- 0 0 As+cBy --- 0
. . . te] . . = . . ) . )
0 0 --- Ay 0O 0 --- By 0 0 <o Ap+cBy
A 0 -+ 0 By 0 --- 0 A1 By 0 0
0 Ay --- 0 0 By --- 0 0 AoBy - 0
0 0 --- A 0 0 --- By 0 0 <o ApBy
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En particular de la férmula para el producto se obtiene la férmula para las potencias

k

A 0 - 0 AF 0 -0
0 Ay --- 0 0 A .. 0
. . . =1 . . .|, VEeN
0 0 - A4, 0 0 --- Aﬁ

Notar la analogia de estas férmulas con las correspondientes en matrices diagonales. A continuacién veremos
que el calculo de determinantes se simplifica para ciertos tipos de matrices en bloques.

Proposiciéon 8.2.1. 51 X = (‘8 B), siendo A y D matrices cuadradas, entonces det X = det Adet D.

Dem. Supongamos A = (a;;) € Mpxp(k). Si p =1, entonces A = (a11). Luego desarrollando det X por la
primer comlumna obtenemos
det X = aq1det D = det Adet D.

El caso general se deduce por induccién en p, desarrollando det X por su primer columna. Como este célculo
es muy engorroso, lo mostraremos solo para p = 3, que es ilustrativo del paso inductivo, dejando la prueba
general como ejercicio. Supongamos entonces que tenemos probado el resultado para p = 2 y consideramos
el caso p = 3. Desarrollando det X por la primer columna obtenemos

ann a2 a1z bir - big

az1 agy as ba - by

az1 az2 azz bz - by

0 0 0 d11 dlq -

0 0 0 dy dyg
age azy bar -+ by a2 aiz by - big a2 a3z bin - big
azz asz bz oo big asz agz by - b asgy a3 ba -+ by

=ap |0 0 din - diy —agy | 0 0 dip - diy tag |0 0 dy - diy
0 0 dg - dg 0 0 dyg - dg 0 0 dg - dg
asy a a2 a aiz a T .

=aqp | 2 "% |D| — a2 12 T3 |D| + as; 12 713 |D| (usando la hipédtesis inductiva)
asy ass asy ass azy a3
az a3 aiz ais aiz ais

=| a1 — a2 + a3 |D| = [A]|D[. O
az2 ass a32 a22 Qa23

Proposicion 8.2.2. Si X es una matriz triangular superior en blogques del tipo

Ay A oo An
0 Ay -+ Ay
X=1 . . s
0 0 - A
en que Aq1,...,Apn son matrices cuadradas, entonces det X = H?:l det A;;.
Dem. El caso h = 2 es la proposicién anterior. El caso general se prueba por induccién en h, observando
A -+ Ay
que podemos escribir X = (A(}l ?), siendo T = : : y B = (A12 Alh). O
0 - A
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Corolario 8.2.3. 5i X es una matriz diagonal en bloques del tipo X = . L .|, en que

Aq, ..., Ay son matrices cuadradas, entonces det X = H?:l det A;. O

8.3. Matrices elementales

En esta seccién k es un cuerpo arbitrario.
Definicién 8.3.1. Sea A € M,,«x,. Se llaman operaciones elementales en A a las siguientes:
1. Operacion de tipo I. Intercambiar dos filas o columnas de A.
2. Operacion de tipo II. Multiplicar una fila o columna de A por una constante no nula.
3. Operacion de tipo I11. Sumarle a una fila o columna un miltiplo de otra fila o columna, respectivamente.

Definicion 8.3.2. Se llaman matrices elementales de tipo I, II o III a las matrices que se obtienen aplicando
las operaciones elementales correspondientes a la matriz identidad.

Es decir que las matrices elementales son las siguientes:

1 1
0 1 1
Tipo I: oo ; Tipo II: D , p#0;
1 0 1
1 1
1 1
1 q 1
Tipo III: IR o Lo , q€k.
1 q 1
1 1
Proposicién 8.3.3. Realizar una operacion elemental de tipo I, II o III en las filas (columnas) de una matriz
A, equivale a multiplicar a A por la izquierda (derecha) con una matriz elemental del mismo tipo. O
1 2 3 10 00
. 5 6 . 0 010 . .
Ejemplo 8.3.4. Sea A = 9 1 . Consideremos FE; = 010 0 matriz elemental de tipo I.
4 5 0 001

Multiplicando obtenemos E-A = . Luego multiplicar la matriz A por la izquierda con la matriz

= OO~ O N
[S2 SN I )
O NN W
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1 0 O
FE7 equivale a intercambiar las filas 2 y 3 de A. Por otro lado considerando Fs = |0 1 —1] matriz
0 0 1
1 21
. 5 6 1 - .
elemental de tipo III, obtenemos A - Ey = 91 1]° Luego multiplicar la matriz A por la derecha con la
4 5 1

matriz Fs equivale a restarle la columna 2 a la columna 3.

Corolario 8.3.5. Las matrices elementales de tipo I, I y III son invertibles y sus inversas son también
matrices elementales del mismo tipo. Ezxplicitamente

Matrices de tipo I:

1 1
0 1 0 1
1 0 1 0
1 1
Matrices de tipo II:
1 N
1 1
P = p! , p#0.
1 1
1 1
Matrices de tipo III:
1 N
1 q 1 —q
= IR , g€k
1 1
1 1
La férmula para la inversa de la otra matriz de tipo I1I es andloga. O
Observacion 8.3.6. 1. La traspuesta de una matriz elemental, es una matriz elemental del mismo tipo.

2. Si realizar una operacién elemental en las columnas de A corresponde a multiplicar por la derecha a
A con una cierta matriz elemental E, entonces realizar la misma operacion elemental en las filas de A
corresponde a multiplicar por la izquierda a A con E*.
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