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0.1. Espacio dual

Sabemos que si V' y W son espacios vectoriales, entonces L£(V, W), el conjunto de las transformaciones
lineales de V en W, es también un espacio vectorial. Como el cuerpo k es un espacio vectorial, entonces a
todo espacio V' le podemos asociar el espacio V* := L(V,k), que se llama el espacio dual de V.

Ejemplos 0.1.1. 1. Si V =k" y para cada i = 1,...,n definimos «; : k™ — k por a;(z1,...,2,) = x4,
para todo (z1,...,T,) € k™, entonces a1, ..., a, €(k™)".

2. Sea V. = M,,. Si A = (a;j) € M,, recordar que la traza de A es tr (A) = > 7" ;| a;;. Haciendo variar A
en M,, obtenemos la funcién traza tr : M,, — k. Es facil de probar que tr € (M,)*.

3. SiV=C[0,1] ={f:1]0,1] = R: f es continua} y definimos o : C[0,1] — R por a(f) = fol f(x) dx,
entonces a € C[0, 1]*.

De ahora en adelante asumiremos que los espacios son de dimensién finita. Como la dimensién de £L(V, W)
es el producto de las dimensiones de V' y W, deducimos que vale dim V* = dim V', para todo espacio V.

Si V es un espacio vectorial y B = {e1,...,e,} es una base de V, entonces definimos e, ... e} : V — k
mediante

e (zrer + - + xnen) = (1)

para todo z1,...,z, € k y todo 7 =1,...,n. Es facil de probar que e],...,¢e;, € V*. Observar que €7, ..., e},

quedan caracterizadas por ser las transformaciones lineales de V' en k que verifican

e;@ﬂz@j:{; T =t
Proposicién 0.1.2. Sea B = {ei,...,en} una base de V yej,... e} € V* definidos como antes. Entonces.
1. Para todo v €V, vale v =731, ef(v)e;.
2. Para todo o € V*, vale o = Y 1" | a(e;)er.
Dem. Sea v € V. Como B es base de V, entonces existen z1,...,z, € k tales que v = Z?Zl xz;e;. La
férmula (1) nos dice que es €] (v) = x;, para todo i = 1,...,n. Luego v = Y1 | e (v)e;.

Sea ahora a € V*. Si v € V, usando la primer parte obtenemos

n

a(v) = a (Z eﬂv)ei) =3 alel)e) = Y el ) aler) = 3 ale) e} (v) = (
i=1 i=1

n

a(ei)ef) (v).

i=1 i=1 i=1
Como esto vale para todo v € V, deducimos que es v = > | av(e;)er. O
Proposicién 0.1.3. Sea B = {e1,...,en} una base de V yej,... el € V* definidos como antes. Entonces
B* :={ej,... e} es una base de V*.

Dem. La segunda parte de la proposiciéon anterior muestra que B* es un conjunto generador de V*.

Como V' y V* tienen la misma dimension, concluimos que B* es una base de V*. O
Definicién 0.1.4. Si B = {e1,...,e,} es una base de V, entonces B* = {e},..., e} C V* se llama la base
dual de B.

Ejemplo 0.1.5. Si B = {ey,...,e,} es la base canénica de k™, entonces ej, ..., e € (k)" estdn definidos
por ef(x1,...,Ty) = x;, para todo (z1,...,z,) € k™.



SiT:V — W es una transformacién lineal, entonces definimos una funcién T* : W* — V* mediante
T*(B) := BoT, para todo B € W*. Explicitamente es (T*(3)) (v) = B(T(v)), para todo 3 € W* y v € V.
En forma de diagrama, la férmula 7*(3) = f o T queda en

(8)

| A

w

Proposicion 0.1.6. Si T : V — W es una transformacion lineal, entonces T : W* — V* es también una
transformacion lineal.

k.

Dem. Sean a, € W* y a € k, entonces
T (a+af)=(a+af)oT =aoT +a(foT)=T"(a)+aT*(B). O
La siguiente proposicion describe algunas propiedades de la correspondencia 1" — T,
Proposicién 0.1.7. 1. Para todo espacio V, vale (Idy)" = Idy« : V* — V*.
2. 515:U—=V yT:V =W son transformaciones lineales, entonces (T o S)* = S* o T™*.
3. 51T :V — W es un isomorfismo, entonces T* : W* — V* es un isomorfismo y(T*)f1 = (T_l)*.

Dem. La prueba de la primera afirmacién es inmediata: (Idy)*(a) = aoIdy = a, para todo a € V*.
Para la segunda, es

(ToS)(a)=ao(ToS)=(aoT)oS=8"(aoT)= S*((T*(a)) =(S*oT")(a), VaeW".
Para la tercera, al ser 7o T~! = T~1 o T = Idy, aplicando las dos partes anteriores obtenemos
(ToT ™) =(T'oT) =dy)* = (T oT*=T"o(T"")" =Idy-.
Esta iltima igualdad implica que T™* es invertible y su inversa es (T*I)*. O

Proposicion 0.1.8. Sean V y W espacios vectoriales y T : V — W una transformacion lineal. Sean B una
base de V' y C una base de W. Entonces

- [Tex =(c[T]s)"-
Dem. Sean B ={e1,...,en} yC={f1,..., fm}. Es ¢[T]|p = (ai;) si y solo si

m
T(ej) :Zaijfi, Vizl,...,n
=1

y es g«[T*]c+ = (bi;) si y solo si

n
T*(ff) = bjiel, Vi=1,....n. (2)
j=1
Por otro lado aplicando la segunda parte de la proposicion 0.1.2 es
n n n m n m
() =Y (T (D) eg) s = Y [ (T(ey) & =D fF (Z akjfk) ;=Y > afi(fi)e;
j=1 j=1 j=1 k=1 j=1 k=1
n m n
DN WIIEED S
j=1k=1 j=1
Comparando esta expresién de T%(f) con la de (2), deducimos que vale a;; = bj;, para todo i, j. O



0.2. Espacio cociente
Sea V un espacio vectorial y W un subespacio de V. Si u,v € V verifican u — v € W, entonces decimos
que u y v son congruentes médulo W'y escribimos u = v (mod W).

Proposicion 0.2.1. La congruencia modulo W es una relacion de equivalencia en V', es decir, verifica las
siguientes propiedades.

1. Idéntica. Vale v = v (mod W), para todo v € V.

2. Reciproca. Si u = v (mod W), entonces v = u (mod W).

3. Transitiva. Si vy = vz (mod W) y va = vz (mod W), entonces v1 = vz (mod W).
Dem.

1. Siv eV, entonces v —v =0 € W; luego v = v (mod W).

2. Siu=v(mod W) = u—veW = v—u=—(u—v)eW = v=u(modW).

3. Sivy =vy(mod W) ywve =vg(mod W) = vi—ve € Wywvg—v3 €W = vy —vg = (v —ve)+
(vg —w3) €W = w1 = vz (mod W). O

Toda relacién de equivalencia en un conjunto genera una particién del mismo en clases de equivalencia.
Dado v € V, si escribimos v ={u € V : u =v(mod W)} a la clase de equivalencia de v, entonces vale

t=v+W:={v+w: weW}
La afirmacion anterior se deduce de lo siguiente
UET & u—veW & JweWtalqueuv—v=w & FJweWtalqueu=v+w & vecv+W.
El conjunto v + W se llama la coclase de v respecto a W. El conjunto de clases de equivalencia
VIW ={t: veV}={v+W:veV}
se llama el conjunto cociente de V por W.

Ejemplo 0.2.2. Consideremos V =R%2y W = {(x, y) ER?: ax +by = O} una recta que pasa por el origen.
Sea (z0,yo) un punto de R?. Entonces

(z,y) = (0, y0) (mod W) & (x—z0,y —yo) €EW < a(x —x0) + by —y) =0 & ax+ by = axy + byo.

Luego (z0,y0) = {(z,y) € R*: az + by = ¢}, siendo ¢ = axo + byo. Esto nos dice que (zo,yo) es la recta
paralela a W que pasa por (xg,yo). Haciendo variar (xg,yo) obtenemos que V/W es el conjunto de todas las
rectas del plano que son paralelas a W

Proposicién 0.2.3. Sean u,v’,v,v' € V ya €k. Siu=v(mod W) yu' =o' (mod W), entonces
u+u' =v+v (mod W), au = av (mod W).
Dem. Valenu —v e W yu —v € W. Luego
(utu)—(v+v)=(w—v)+ W —v)eW = u+u =0v+v (mod W)
au—av=a(u—v) eW = au=av(mod W). O

La proposicién anterior muestra que podemos definir una suma y un producto por escalar en el cociente

V/W mediante

u+v:i=u+v; av:=av,

para todo u,v € V y a € k.



Proposicién 0.2.4. El conjunto cociente V/W con la suma y producto por escalar definidos anteriormente
es un espacio vectorial.

Dem. Hay que verificar que se cumplen todas las propiedades de espacio vectorial. Probaremos la
existencia de neutro, la existencia de opuesto y la propiedad asociativa de la suma.

1. Existencia de neutro. Dado v € V, es 7+ 0 = v + 0 = v. Luego 0 es el neutro de la suma en V/W.

2. Existencia de opuesto. Dado v € V, es 7+ —v = v + (—v) = 0. Esto nos dice que —v es el opuesto de
7, es decir, —U = —v.

3. Propiedad asociativa de la suma. Sean vq, v, v3 € V, entonces

’1)714-(@4-?173) =71 + v + Vs :1}1+(1}2+1}3) = (1}1+1}2)+1}3 = v1 + v2 +’l)73:(171+?172)+?173-

La prueba de las otras propiedades es similar y queda como ejercicio. O

El conjunto V/W con esta estructura de espacio vectorial se llama el espacio cociente de V por W. La
funcién 7 : V. — V/W definida por 7(v) = v para todo v € V, se llama la proyeccion candnica. Notar que
7m:V — V/W es una transformacion lineal:

Tu+v)=u+v=u+0=n(u)+7(v); =(av)=av=av = an(v).
Es claro que 7 es sobreyectiva. Ademas vale Ker m = W esto 1ltimo se deduce del cédlculo siguiente
veKerm & wv)=0 & =0 < v=0(modW) & ov-0eW & veW
Ejemplos 0.2.5. A continuacién veremos dos ejemplos extremos de cocientes. Sea V' un espacio vectorial.

1. Si consideramos el subespacio trivial {0}, vale
u=v(mod{0}) <& w—ve{l} & u—-v=0 & u=nv

Luego para todo v € V es v = v+ {0} = {v} y por lo tanto V/{0} = {{v} : v € V'}. Esto implica que
la proyecién canénica 7w : V' — V/{0}, definida por w(v) = {v}, es biyectiva y por lo tanto V/{0} ~ V.

2. Si ahora consideramos a V' como subespacio de si mismo, entonces vale u = v (mod V') si y solo si
u —v € V. Como esto siempre sucede, deducimos que todos los vectores son equivalentes entre si y
por lo tanto V/V = {6} es el espacio trivial.

La proposicién siguiente muestra como definir una transformacién lineal de un espacio cociente en otro
espacio vectorial.

Proposicién 0.2.6 (Propiedad universal del cociente). Sean V, V' espacios vectoriales, T : V. — V' una
transformacion lineal y W un subespacio de V', tales que W C Ker T'. Entonces.

1. Emiste una funcién T : V/W — V' que verifica T(E) =T(v), para todo v € V.
2. La funcion T V/W — V' es una transformacion lineal.

Dem.



1. Si u=wv(mod W), entonces
u—veWcCKerT = Tu—v)=0 = T(u)=T(v).

Es decir, si u,v € V verifican u = v en V/W, entonces T'(u) = T'(v). Luego tiene sentido definir
T:V/W — V' por T'(v) =T(v), para todo v € V.

2. La linealidad de T se deduce de la linealidad de T

A

T(aﬂ—}—@) = T(au Fv) =T(au+v) =al(u) +T(v) = aT(ﬂ) +T([), VuveV,ack O

Observacion 0.2.7. Considerando la proyeccién canénica w : V' — V/W, se observa que la férmula T (@) =

T'(v) equivale a Tor=T , s decir a la conmutatividad del siguiente diagrama

v—L .oy,

| A

V/W

Corolario 0.2.8 (Primer teorema de isomorfismo). Sea T : V' — V' una transformacion lineal sobreyectiva.
Entonces la transformacion lineal T : V/Ker T — V' definida por la proposicidn 0.2.6 es un isomorfismo.

Dem. La férmula T(E) = T'(v) implica Im7 =ImT , luego T es sobreyectiva. Ademas, siv € V, entonces
7eEKee T = 0=T(@T)=Tk) = veKeeT = v=0enV/KerT.
Luego Ker T = {6} y por lo tanto T V/kerT — V' es inyectiva. O

Proposicién 0.2.9 (Segundo teorema de isomorfismo). Sea V' un espacio vectorial y W, U subespacios de
V', entonces

uv+w U
W Unw’
Dem. Consideremos la transformacién lineal 7' : U — % definida mediante T'(u) = w, para todo

welU.SiueUyweW, entoncesen%Valeu+wzﬂ+@:ﬂ+6:H:T(u); luegoT:U%%

es sobreyectiva. Ademas, dado u € U, vale

— U+WwW
ueKerT < wuw=0en i &S ueW.
Luego Ker T'= U N W. Entonces el primer teorema de isomorfismo nos dice que T : U — U%W induce un
isomorfismo 7" : Y U+W O

Tw W
Corolario 0.2.10. Si W, U C V son subespacios de un espacio V tales que V.= U®W , entonces V/W ~ U.

Dem. Aplicando la proposicién anterior obtenemos

vV UeW U+W _ U U

— ~ =—~U [O
w w w unw {0}

Observacion 0.2.11. La proposiciéon anterior es la razén por la cual se pueden evitar los cocientes cuando se
estd trabajando solo con espacios vectoriales: en vez de cocientes podemos tomar sumandos directos (que
siempre existen). Los cocientes empiezan a ser necesarios cuando trabajamos con espacios vectoriales que
tienen mas estructura y para los cuales no siempre podemos encontrar sumandos directos que preserven
dicha estructura.



Hasta ahora todo lo que vimos de cocientes no requirié dimension finita. El siguiente resultado es para
dimension finita y nos dice como calcular la dimension del cociente.

Proposicion 0.2.12. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y W un subespacio de V, entonces
dim(V/W) =dimV — dim W.

Dem. Sea By = {wi, ..., wy} una base de W. Como By es LI, entonces existen vy, ..., v, € V tales que
By = {wi,...,wn,v1,...,v,} una base de V. Teniendo en cuenta que 7 : V' — V/W es una transformacién
lineal sobreyectiva, deducimos que w(By) = {wi,...,Wn,01,...,0,} es un conjunto generador de V/W.
Siendo wy, ..., w, € W, deducimos wy = -+ = W,, = 0 en V/W. Luego C = {v1,...,V,} es un conjunto
generador de V/W. Probaremos que C es LI. Sean aq,...,a, € k tales que

Gl 4+ aty =0 = a1+ - Fav, =0 = aw+-+ayv, €W.
Como By = {wi,...,wn} es base de W, entonces existen by, ..., by, € k tales que
a1v1 + -+ AU = brwr + -+ bpwm = a1vr + -+ apvn + (=b)wr + -+ (b)) wm = 0.

Como By es base de V, deducimos que es a; = --- =a, = —by = --- = —b,, = 0. Luego C es LI y por lo
tanto es base de V/W. Esto implica

dmV/W=n=n+m)—-—m=dimV —dimW. O

Observacion 0.2.13. Hay ciertas propiedades de espacios vectoriales de dimensién finita que se pueden probar
usando cocientes. Por ejemplo, si T : V — W es una transformacién lineal, entonces 7' : V' — Im T es una
transformacién lineal sobreyectiva, luego induce un isomorfismo 7': V/Ker T'— Im T y por lo tanto

dimIm 7' =dim(V/Ker T) =dimV —dimKer 77 = dimV =dimKer T+ dimIm 7.

Por otro lado, el segundo teorema de isomorfismo nos dice que si W, U son subespacios de V, entonces

utw . _U
W = o Luego

dim(U *V;/W> _ dim(U gw) ~  dim(U + W) —dimW = dimU — dim(U N W) =
dim(U + W) =dimU + dim W — dim(U N W).
Luego los resultados siguientes
1. SiT:V — W es una transformacion lineal, entonces dim V' = dim Ker 7"+ dim Im 7.
2. Si W, U son subespacios de V', entonces dim(U + W) = dimU + dim W — dim(U N W).

se pueden deducir de teoremas de cocientes.
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