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1. Sistemas de ecuaciones

En este tema el énfasis va a estar en la parte practica. La fundamentacién tedrica se verd maés adelante en
la seccion 5.4, después de estudiar transformaciones lineales.

En general un sistema de ecuaciones (lineales) es un conjunto de ecuaciones, como son los siguientes

—z = vty =1 _ r+y+z = 0
y N —r+3y = -2 vy = —z+3y—2 = 0

El primero es un ejemplo de un sistema 2 x 3, ya que tiene dos ecuaciones y tres incognitas (o variables),
el segundo es 3 X 2, el tercero es 2 x 2 y el cuarto es 3 x 3. En general un sistema puede tener una
cantidad arbitraria de ecuaciones y de incégnitas. Una solucidn del sistema es una asignaciéon de valores a
las variables, de forma tal que se verifiquen todas las ecuaciones del sistema. Por ejemplo, si consideramos
el primer sistema en (1), entonces una solucién es x = —1, y = 1 y 2 = —4. Cuando nos referimos a resolver
el sistema queremos decir hallar todas sus soluciones, si es que existen.

1.1. Sistemas 2 x 2

En esta seccién veremos como resolver sistemas 2 x 2. Para eso tenemos tres métodos: sustitucion, igualacion
y reduccion. Mostraremos solo sustitucion y reduccién, ya que igualacién es bastante parecido a sustitucion
y no tiene mayores ventajas. Lo ilustraremos mediante ejemplos. Consideremos

2r+y = 3
3r—5y = 11

Notar que en la primera ecuacion es facil despejar la segunda variable, obteniendo y = 3 — 2z. Si sustituimos
este valor en la segunda ecuacién, obtenemos una ecuacién en una variable, la cual es facil de resolver

3r—5(3—-22)=11 = 13z—-15=11 = 13z=26 = z=2.

Ahora el valor que obtuvimos de z lo sustituimos en y = 3 — 2z, obteniendo y = 3 — 2(2) = —1. Luego la
solucion es x = 2 e y = —1. Este es el método de sustitucion.

El método anterior funciona bien cuando alguna de las variables es facil de despejar, en otros casos es mejor
el método de reduccion, que veremos a continuacion. Consideremos el siguiente sistema

Tr+2y = 16
{3$+5y = 11 ° (2)

Notar que, en general, si multiplicamos una ecuaciéon por una constante no nula, entonces obtenemos otra
ecuacién que tiene las mismas soluciones. La técnica acd consiste en multiplicar cada ecuacién por una
constante adecuada y luego sumarlas, de forma tal que en el resultado final desaparezca una de las incognitas.
Por ejemplo, si en el sistema anterior queremos eliminar la incégnita z, entonces mutiplicando la primer
ecuaciéon por 3 y la segunda por —7, y después sumandolas, obtenemos

21z + 6y = 48 (+ _ _
{—21x+—35y = -7 e I A

Si ahora sustituimos ese valor de y en la primera ecuacién del sistema (2), obtenemos

t+21)=16 = Tr+2=106 = Tr=14 = z=2.



Luego la solucién es x = 2 e y = 1. Lo mismo obtendriamos si sustituimos y en la segunda ecuacion.
Otra forma de resolver el sistema consiste en eliminar la variable y en vez de la . Para eso en (2) mutiplicamos
la primer ecuacién por 5 y la segunda por —2 y las sumamos:

{ 350 410y = 80 —~ 292 =58 = g=02

—6z 4+ —10y = —22

Para obtener y, sustituimos el valor de x en cualquiera de las ecuaciones del sistema. Por ejemplo, sustitu-
yendo en la primera obtenemos

T2)+2y=16 = 14+2=16 = 2=2 = y=1,

asi llegamos de nuevo a la solucién z =2 e y = 1.

Observacion 1.1. Introduciendo un sistema de coordenadas podemos identificar el plano con el conjunto
R? = {(z,y) : x,y € R}, siendo R el conjunto de los niimeros reales. Pensado R? de esta forma, los puntos
(x,y) que verifican una ecuacién del tipo az + by = ¢ (con a y b no nulos simultdneamente) son puntos que
estan alineados en una recta r; en ese caso decimos que ax + by = ¢ es la ecuacion de r. Luego cuando
queremos resolver un sistema del tipo
ax+by = c
{ de+ey = f

lo que estamos haciendo es buscar los puntos comunes a dos rectas, es decir hallar su intersecciéon. Como dos
rectas pueden ser secantes, paralelas (y distintas), o coincidentes, entonces el sistema anterior puede tener una
solucién, ninguna, o infinitas, respectivamente. Ejemplos de lo anterior son los siguientes, respectivamente.

r+y = 1 r+y = 1 r+y = 1
{a:—yzl’ {m—i—y:—l’ {2m+2y:2
Aplicacién 1.2. Consideremos dos cuerdas sujetas en puntos distintos de un techo, que estdn unidas
mediante un nudo a una tercer cuerda de la cual pende un objeto. Sabemos que una de estas dos cuerdas
forma un 4dngulo de 30° con el techo y la otra forma uno de 45°. Asumimos que el peso de las cuerdas
es despreciable y que no tienen estiramiento. Si nos concentramos en el nudo que une las tres cuerdas,
tenemos que hay una fuerza F. actuando hacia abajo (dada por el peso del objeto) que es contrarrestada
por las fuerzas que actian en las cuerdas que van al techo, que llamaremos F, y Fp. Lo que nos interesa
es saber cé6mo S_e> relacionan las magnitudes Fy, Fy y F. de estas fuerzas. Como el objeto esta en reposo, es
Fa+?b+ = 0 (lo cual equivale a F, + F, = —F.). Notar que las tres fuerzas estdn en el plano que contiene
a las tres cuerdas. Si ponemos un sistema de ejes en ese plano de forma tal que el origen esté en el nudo y
fijamos dos versores! i y 7 en las direcciones de los ejes, entonces obtenemos la figura 1. Descomponiendo
F_Z, » v F. en sus componentes segin 2 y j obtenemos

— —

F, = —F, cos(30°)i 4+ F, sen(30°)j Fo=—-YF,i+1F,)

F, = Fycos(45°)i + Fysen(45°)3 = F=L2Ri+2F)
t=—F. Fo=-F.j

— —
Imponiendo F, + ?b + ?b = 0 obtenemos

3 2 R 1 2 . =
<—fFa + {Fb) 1+ (2Fa + \Q[Fb —Fc> J=20.

'Recordar que un wversor es un vector de médulo uno; en fisica para los versores se suele usar la notacién o en vez de 4.
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Figura 1: Diagrama de fuerzas

Para que un vector sea nulo sus componentes tienen que ser nulas, luego
3, 4+ 2R, =0
1R+ ¥2F, — F, =0
Este es un sistema de dos ecuaciones y tres incégnitas F,, F, y F.. En este caso, si fijamos una de las

incognitas, podemos despejar las otras dos. Por ejemplo, en general lo que més interesa es conocer F, y Fj,
sabiendo F,. Para eso, podemos escribir el sistema anterior de la forma siguiente

PR
1 2
iR R =,
y considerarlo como un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas. Resolviendo el sistema obtenemos

2
}7‘(127}7‘67 Fb:i
1++3 14++3

Luego F, es un 73% de F. y F} es un 90 % de F..

F. = F,~0,73F, F,~0,90F.. (3)

Las férmulas (3) nos permiten obtener F, y Fj a partir de F,.. Pero también podemos obtener cualquiera de
estas fuerzas en funcién de las restantes. Por ejemplo, despejando F,. y Fj, en (3) obtenemos

1
zﬁﬂ,ﬂzﬂﬁp

F, = 5

Queda como ejercicio obtener F, y F, en funcién de Fy,.



1.2. Sistemas en general

En general un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones de la forma

ajlxy + -+ apTy = bl

a1 + -+ agpTn = by
(4)

121+ GpnTn = b
Los ntimeros a;;, con ¢ = 1,...,m, j = 1,...,n, son los coeficientes, b1, ..., b, son los términos indepen-
dientes y x1,...,x, son las variables o incdgnitas, del sistema. Si queremos explicitar que hay m ecuaciones

y n incognitas, diremos que es un sistema m x n. Si hay pocas variables, se suele escribir x,y, z,t en vez de
L1, T2,T3,Lq-

Una solucion del sistema (4) es una n-upla? de nimeros (a7, ..., a,) tales que si en (4) sustituimos x; por
a1, To por ag y asi seguimos hasta x, por «,, entonces se verifican todas las igualdades del sistema. Un
sistema se dice compatible si tiene solucién, en caso contrario se dice incompatible. Un sistema compatible
se dice determinado si tiene una tnica solucion e indeterminado si tiene mas de una solucion. Mas adelante
en la seccién 5.4 veremos que un sistema indeterminado siempre tiene infinitas soluciones. Por resolver un
sistema entendemos que es clasificarlo en incompatible, compatible determinado o indeterminado, y en estos
ultimos casos hallar todas sus soluciones.

Un sistema del tipo

r+y+z = 2
2042z = 4 ,
32 = 6

se dice que es un sistema escalerizado. Este sistema es muy facil de resolver, puesto que de la tltima ecuacion
se deduce que es z = 2, sustituyendo este valor de z en la segunda ecuacién deducimos que es y = 1, y
finalmente sustituyendo estos valores de y y z en la primera ecuaciéon deducimos que es z = —1. Luego el
sistema es compatible determinado y su solucion es x = -1, y=1y z = 2.

En general, los sistemas de ecuaciones que mas aparecen son los cuadrados, que son los que tienen tantas
ecuaciones como variables. Nosotros estudiaremos principalmente este tipo de sistemas de ecuaciones y al
final de la seccién veremos un par de ejemplos en que la cantidad de variables y de ecuaciones es distinta.

Dos sistemas de ecuaciones se dicen equivalentes si tienen las mismas soluciones®. Usaremos el simbolo ~
para indicar la equivalencia de sistemas. Vale el siguiente resultado.

Proposicion 1.3. Operaciones con las ecuaciones de un sistema que dan lugar a sistemas equivalentes.
» Intercambiar el orden de las variables (es decir, el orden de los sumandos).
s Intercambiar el orden de las ecuaciones.
= Sustituir una ecuacion por un multiplo no nulo de la misma.

= Sumarle a una ecuacion un miltiplo de otra.

2Una n-upla es un conjunto ordenado de n elementos, pudiendo ser n =1,2,3,....
3 Acé estamos sobreentendiendo que si uno de los sistemas es incompatible, entonces el otro también lo es.



Dem. Las tres primeras propiedades son evidentes, asi que solo probaremos la ultima. Para simplificar la
notacién, haremos la prueba para el caso de sistemas 2 x 2, aunque la misma vale para sistemas m X n en
general. Consideremos un sistema 2 x 2 genérico

ar+by = p
{c:c—i—dy = q (5)

y el sistema obtenido sumandole a la segunda ecuacion, la primera multiplicada por una constante k:

ar+by = p (6)
(c+ka)x+ (d+kby = q+kp

Si (z0,yo) es una solucién del sistema (5), entonces se verifican las igualdades siguientes

arg+byy = p
cxo+dyy = ¢q

Sumaéandole a la segunda igualdad la primera multiplicada por k, obtenemos
cxo + dyo + k(azo +byo) =q+kp = (c+ka)zo+ (d+kb)yo = q + kp.

Luego vale

(c+ka)xo+ (d+kbyo = q+kp

Esto nos dice que toda solucién del sistema (5) es también una solucién del sistema (6). Pero si ahora en el
sistema (6) le sumamos a la segunda ecuacién la primera multiplicada por —k volvemos a obtener el sistema
(5). Luego el razonamiento anterior implica que toda solucién del sistema (6) es también una solucién del
sistema (5). En definitiva, los dos sistemas tienen las mismas soluciones y por lo tanto son equivalentes. []

{ axg+byy = p

El método para resolver sistemas de ecuaciones conocido como de eliminacion Gaussiana o escalerizacion,
consiste en aplicar reiteradamente las operaciones descritas en la proposiciéon anterior, hasta obtener un
sistema equivalente que esté en forma escalerizada y por lo tanto sea facil de resolver. Mostraremos el
método mediante los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.4. Queremos resolver el siguiente sistema

20 4+3y+52z = 9
r+2y+3z = 5
3r+4y+5z = 5

Vamos a ir aplicando las propiedades de la proposicién anterior hasta llevarlo a un sistema escalerizado.

204+3y+5z = 9 r+2y+3z = 5 r+2y+3z = 5
r+2y+3z = 5 ~ 20 +3y+52 = 9 ~ —y—z = —1 ~
dr+4y+52 = 5 3r+4y+52 = 5 dx+4y+52 = 5
rz+2y+3z = 5 r+2y+32z = 5 r+2y+3z = 5
—y—z = -1 ~ y+z =1 ~ y+z =1
—2y—4z = -10 y+2z = 5 z =

En el primer paso, intercambiamos la primera ecuacién con la segunda; en el segundo, a la segunda ecuacion
le sumamos la primera multiplicada por —2; en el tercero, a la tercera le sumamos la primera multiplicada
por —3; en el cuarto, multiplicamos la segunda por —1 y la tercera por —1/2; en el quinto, a la tercera
ecuacion le sumamos la segunda multiplicada por —1. Al final obtuvimos un sistema escalerizado, cuya
Unica solucién es x = —1, y = =3 y 2z = 4. Luego el sistema original es compatible determinado.



Ejemplo 1.5.

r+2y+3z = -1 rx4+2y+3z = -1 z+2y+3z = -1
3r—y+2z =1 ~ —Ty—Tz = 4 ~ —Ty—Tz = 4
2z +3y+z = 2 Ty+7z = 0 0 = 4

En el primer paso, a la segunda ecuacién le sumamos la primera multiplicada por —3 y a la tercera le
sumamos la primera multiplicada por 2; en el segundo paso, sumamos la segunda ecuacion a la tercera. Este
sistema resulté ser incompatible, porque es claro que la tltima ecuacién no tiene solucién.

Ejemplo 1.6.
z+2y+3z = -1 z+2y+3z = -1 r+2y+3z = -1
Jr—y+2z = 1 ~ —Ty—T72 = 4 ~ —Ty—T72z = 4
—2z+3y+z = -2 Ty+7z = —4 0 =0

Observar que los coeficientes de este sistema son los mismos que los del sistema del ejemplo anterior, asi que
los pasos de resolucién son los mismos (solo cambian los términos independientes). Como la ultima ecuacién
no aporta nada, la podemos eliminar obteniendo que el sistema original es equivalente al siguiente

r+2y+3z = -1
y+z = —

NS

La tltima ecuacién tiene infinitas soluciones (es la ecuacién de una recta en el plano y, z). Por ejemplo, si
escribimos z = A, con A € R arbitrario, entonces despejando y obtenemos que z = A ey = —\ — % es una
solucién de la dltima ecuacién. Sustituyendo estos valores en la primera y despejando obtenemos x = —\+ %
Luego para cada valor de A € R obtenemos que
1 4
ZL‘:—)\—F?, y:—)\—?, z= A
es una solucién del sistema original. Este es un ejemplo de un sistema compatible indeterminado con un
grado de libertad, dado que la variable z estd libre y fijado este valor los otros quedan determinados. Notar

que otra manera de escribir las soluciones es x = —z + %, y=—z— % y la variable z esté libre.
Ejemplo 1.7.
r+y—z = 1 r+y—z = 1
20 +2y—2z = 2 0 =0

Aca a la segunda ecuacién le sumamos la primera y a la tercera le sumamos la primera multiplicada por
—2. Luego el sistema quedé equivalente a la ecuacion x +y — z = 1 que claramente tiene infinitas soluciones.
Por ejemplo si tomamos y = A y z = i, entonces las soluciones son

r=-A+u+1, y=A z=pu MIMpeR.

Otra forma de escribir las soluciones es z = = + y + 1 y las variables x e y estan libres. Este es un ejemplo
de un sistema compatible indeterminado con dos grados de libertad. En sistemas con mas variables, pueden
aparecer soluciones que tengan més grados de libertad.

A continuacién veremos un par de ejemplos de aplicacion del método de escalerizacién para resolver sistemas
que no son cuadrados.



Ejemplo 1.8. Un sistema 2 x 3:

r+y+z = 2  Jartyt+z =
z+2y—2z = 3 y—2z =1

Acé restamos la primer ecuacién a la segunda. Este sistema es compatible indeterminado y las soluciones se
pueden escribir de la forma x = 1—3z, y = 1+ 2z y la variable z esté libre, luego tiene un grado de libertad.

Ejemplo 1.9. Un sistema 3 x 2:

z+2y =1 z+2y =1 z+2y = 1
20—y = 2 ~ -5y = 0 ~ -5y =
—r+3y = -1 oy = 0 0 =0

Aca primero a la segunda ecuacién le sumamos la primera multiplicada por —2, y a la tercera le sumamos
la primera; luego a la tercera le sumamos la segunda. El sistema es compatible determinado y la solucion es
r=1ley=0.

1.3. Sistemas homogéneos

Un sistema de ecuaciones se dice homogéneo si todas sus ecuaciones aparecen igualadas a cero, es decir si
es de la forma

a1y +---+apr, = 0
Am1T1 + -+ Ty = 0
Un sistema homogéneo siempre admite la solucion trivial x1 = -+ = z, = 0, por lo que siempre es

compatible. Luego es indeterminado en caso de admitir alguna solucién no trivial, y es determinado si la
unica solucién que admite es la trivial.

En los siguientes ejemplos estudiamos los sistemas homogéneos asociados a los sistemas de los ejemplos
anteriores (es decir obtenidos cambiando la columna de términos independientes por una columna de ceros).
Como las operaciones para resolverlos son las mismas, solo describiremos el camino que lleva a su resolucién.

Ejemplo 1.10.

20 +3y+5z = 0 z4+2y+32 = 0 z+2y+32 = 0
z4+2y+3z = 0 ~ 20 +3y+5z = 0 ~ —y—z = 0
3r+4y+5z = 0 3x+4y+5z = 0 3r+4y+5z = 0
z+2y+3z = 0 z+2y+3z = 0 z+2y+32 = 0
—2y—4z = 0 2g4+4z = 0 2z = 0
El sistema es compatible determinado y su nica solucién es la trivial z =y = z = 0.
Ejemplo 1.11.
z+2y+3z = 0 r+2y+3z = 0 z+2y+32 = 0
3r—y+2z = 0 ~ —Ty—72 = 0 ~ —Ty—72 = 0
—2x+3y+z = 0 Ty+7z = 0 0 =0
El sistema es compatible indeterminado. Una forma de escribir sus soluciones es + = —z, y = —z, con z
libre; luego tiene un grado de libertad. Observar que dandole a z valores no nulos obtenemos soluciones no
triviales del sistema. Por ejemplo, tomando z = 1 obtenemos que x =y = —1 y 2z = 1 es una solucién no

trivial del sistema.



Ejemplo 1.12.

r+y—2z = 0 r+y—2z = 0
20 +2y—2z = 0 0 =0

El sistema es compatible indeterminado con dos grados de libertad. Las soluciones se pueden escribir de la
forma z =z + y, con = e y libres.

Ejemplo 1.13. Un sistema 2 x 3:

r+y+z = 0 r+y+z = 0
x+2y—2z = 0 y—2z = 0

El sistema es compatible indeterminado con un grado de libertad. Las soluciones se pueden escribir de la
forma x = —3z, y = 2z, con z libre.

Ejemplo 1.14. Un sistema 3 x 2:

z+2y = 0 z+2y = 0 z+2y = 0
20—y = 0 ~ -5y = 0 ~ -5y = 0
—rz+3y = 0 oy = 0 0 =0

El sistema es compatible determinado y su Unica solucién es la trivial z =y = 0.
Ejemplo 1.15. En la aplicacién 1.2 obtuvimos el siguiente sistema homogéneo

—3F, 4+ 2R, =0
LF +¥2F, —F, =0

Cuando lo resolvimos obtuvimos que sus soluciones son F, = 1—23 F.y F, = % F,, con F, libre. Luego
este sistema es compatible indeterminado con un grado de libertad. Esto nos dice que sabiendo una de las

fuerzas, esta determina a las otras dos.

10



2. Geometria

En esta seccién daremos una fundamentacién matemadtica para los vectores que se estudian en fisica y
veremos aplicaciones a problemas geométricos, en particular al estudio de rectas y planos en el espacio.

2.1. Vectores en el plano

En lo que sigue, mediante la introduccién de un sistema de coordenadas ortogonales, identificamos el plano
con el conjunto R? = {(x,y) : =,y € R}. Asi, si por ejemplo escribimos P = (1,2), estamos diciendo que
(1,2) son las coordenadas del punto P respecto al sistema de referencia del plano. Al punto O = (0,0) se le
llama el origen. En general usaremos las letras mayusculas P, (), R para referirnos a los puntos del plano.

-1 0 1 2 3 4

Figura 2: Punto

A cada punto P del plano, con P # O, le podemos hacer corresponder el vector v = O?, que es la flecha que
va de O a P; al origen O le hacemos corresponder el vector nulo. De esa forma obtenemos una correspondencia
uno a uno entre los puntos y los vectores flecha; por eso a los puntos del plano también les llamamos vectores.
Asi, si por ejemplo escribimos el vector v = (1, 2), estamos diciendo que es v = OP, con P = (1,2). Cuando
a los puntos los pensamos como vectores, usamos las letras mintsculas u, v, w; el vector nulo es o = (0,0).

Figura 3: Vector

Al trabajar con puntos o vectores, a los nimeros se les suele llamar escalares y en general los escribiremos
con las letras a, b, c. En estas primeras secciones vamos a trabajar principalmente con vectores, pero después
usaremos puntos y vectores.

Definimos el producto de un escalar por un vector y la suma de vectores mediante

a(zo,yo0) := (axo,ayo), (z1,y1) + (T2,¥2) := (z1 + 22, y1 + ¥2),

11



para todo a € R, (zg,y0), (z1,1), (z2,12) € R%. Si v = (z,y), entonces su opuesto es —v := (—x, —y).

La proposicién siguiente muestra que la suma anterior coincide con la suma de vectores obtenida por la regla
del paralelogramo (la que se aprende en los cursos de fisica).

Proposicién 2.1. Consideremos un paralelogramo de vértices O, P, R,Q (figura 4). Si escribimos P =
(z1,91), Q@ = (z2,92) y R = (x3,y3), entonces x3 =21 + T2 Y Y3 = Y1 + Ya.

Dem. Sea H = (x3,y2) la interseccién de la paralela al eje Ox por @ con la paralela al eje Oy por R, y
sea K = (x1,0) la interseccién de la paralela al eje Oy por P con el eje Oz. Consideremos los tridngulos
OKP y QHR (ver figura 4). Los dngulos POK y RQH son iguales (son dngulos entre paralelas) y los
angulos PKO y RH(Q son rectos, por lo que también son iguales. Como ademas la longitud del lado OP
es igual a la del lado QR, concluimos que los tridngulos OK P y QH R son congruentes?. Luego la longitud
del lado OK coincide con la del QH y la del K P con la del HR. Si calculamos esas longitudes en funcién
de las coordenadas de los puntos, obtenemos x1 = x3 — x2 € y1 = y3 — ¥2, lo cual implica z3 = x1 + z3 €

Y3 = y1 + yo. O

-1

Figura 4: Suma de vectores

También es facil de probar que el producto por un escalar por un vector coincide con el de fisica.

4Que sean congruentes es que tengan igual forma y tamafio.
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15 3v = (3z0, 3yo)

05
v = (l“tn y())

0 0.5 1 15 2 25 3

Figura 5: Producto de un escalar por un vector

Proposicion 2.2. Las operaciones recién definidas verifican las siguientes propiedades:
1. u+v=v+u, para todo u,v € R? (conmutativa);
cu+ (v+w) = (u+v) +w, para todo u,v,w € R? (asociativa);
. u+o0=0+u=u, para todo u € R? (existencia de neutro);

. u+ (—u) = (—u) +u = o, para todo u € R? (existencia de opuesto);

2

3

4

5. lu = u, para todo u € R?;
6. a(u+v) = au+ av, para todo a € R, u,v € R?;
7. (a + b)u = au + bu, para todo a,b € R, u € R?;
8. a(bu) = (ab)u, para todo a,b € R, u € R?.

Dem. Probaremos solo la propiedad asociativa de la suma, dejando las otras pruebas como ejercicio. Sean
u=(x1,91), v = (z2,y2) y w = (v3,y3). Entonces

u+ (v+w) = (z1,5) + (@2, 92) + (£3,93)) = (T1,91) + (22 + 3,92 + y3) = (21 + (22 + 23), 41 + (2 + ¥3)),
[u+v]+w=((z1,91) + (x2,92)) + (3, 93) = (¥1 + 2,41 + y2) + (w3,y3) = ((x1 + 22) + 3, (Y1 + y2) + y3)-

Como la suma de ntimeros reales es asociativa, entonces valen
1+ (2 +23) = (v1+22) +23 y y1+ (Y2 +y3) = (Y1 +v2) + ys.

Luego v+ (v+w) = (u+v) + w. O
Observaciones 2.3. 1. Notar que la prueba anterior de la propiedad asociativa es simple, sin embargo
probarla usando la regla del paralelogramo parece bastante mas complicado.
2. Las propiedades anteriores caracterizan a los espacios vectoriales, que veremos mas adelante.

Dos vectores u y v se dicen colineales o paralelos si existe un escalar a tal que u = av o v = au. Notar que si
es u = av con a # 0, entonces es v = a~'u. Si u y v son no nulos y es a > 0 entonces v y v tienen el mismo
sentido y tienen sentidos opuestos si a < 0.
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u = 2v

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-1

Figura 6: Vectores colineales

El vector nulo o es colineal con cualquier otro vector (o = Ov, para todo v); es el tinico vector que lo verifica.

Si v = (z0,¥0) es un vector, definimos su norma o mdédulo |v|| mediante ||v|| :== y/z3 + y3. La norma mide
la longitud del vector (aplicar el teorema de Pitdgoras al tridngulo de vértices (0,0), (z0,0) y (x0,¥0))-

Proposicion 2.4. La norma verifica las siguientes propiedades:
1. |lv|l > 0, para todo v € R%;
2. ||v|| =0 si y solo siv=o0;
3. |lav|| = |a| ||v]|, para todo a € R, v € R?;
4. lu+ || < ||ul| + ||v|l, para todo u,v € R? (desigualdad triangular ).

Dem. La prueba de las tres primeras afirmaciones es directa y queda como ejercicio. Para la ultima, observar
que si se hace un dibujo con los vectores u, v y u + v, entonces la desigualdad triangular se deduce de que
en un triangulo, la longitud de un lado siempre es menor que la suma de las longitudes de los otros dos (o,
equivalentemente, que la distancia més corta entre dos puntos es la linea recta). O

u+v

Figura 7: Desigualdad triangular

La resta de vectores se define por

(z1,91) — (22, 92) = (T1 — 72,91 — ¥2),

14



para todo (1, 1), (z2,y2) € R%. Notar que vale w = u — v si y solo si u = v + w.

u—v
u—-v

v

-2

Figura 8: Resta de vectores

Mediante la resta podemos calcular la distancia d(u,v) entre dos puntos u,v € R?: si u = (x1,71) ¥y
v = (x2,y2), entonces

d(u,v) := u—v]| = /(21 — 22)? + (41 — y2)*.

La base canénica del plano es el conjunto B = {i, j}, donde 2 = (1,0) y 7= (0,1). Notar que vale
v=(x,y) & v=zi+y)

Si es v = xi + yj, entonces se suele decir que x e y son las componentes de v en las direcciones de 7 y 7,
respectivamente.

21 2j 3i+2)

~
w

Figura 9: Base candnica

Notar que la expresién v = xt+ yj es Unica, es decir, vale x17+y1] = xol+y2j siy solo si 1 = z2 y Y1 = ¥o.

Un versor es un vector de norma 1. Los vectores ¢ y 7 son versores. Los versores se suelen usar para expresar

direcciones: si v es un vector no nulo, entonces ﬁ = ﬁv es un versor, que es colineal con v y tiene el

mismo sentido que v.

Si u y v son vectores no nulos, su producto escalar u -+ v se define mediante
w-w = [luf ol| cos(6), (7)

siendo 0 < § < 7 el 4ngulo® que forman u y v (ver figura 8). Si u o v es nulo, se define u - v = 0.

5Los dngulos los mediremos siempre en radianes.
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Teorema 2.5. Siu = (x1,y1) y v = (v2,y2), entonces
v = 2122 + Y12, (8)

Dem. Es claro que la férmula (8) vale cuando u o v es el vector nulo, asi que de ahora en més supondremos
que ninguno es nulo. Si aplicamos la férmula del coseno al tridngulo de lados u y v (figura 8), obtenemos

= of2 = ull2 + o]2 = 2JullJlol] cos(8) = Ilu— vl = fjull® + o]]2 - 2u-v.
Luego
1
u-v=g {lall? + [lv]]* = llu — o]}
1
= {at vl +us - (11— 22)" + (11 — 1))}
1
=3 {m%—l—y%—i—x%—i—y% — (m% —2x1x2+x§+y%—2y1y2+y§)}
=122 + Y1y2. U
Notar que en términos de la base canénica, la férmula (8) se escribe:
(w10 + y1]) - (w20 + y2)) = 172 + Y1Y2.
Proposicion 2.6. El producto escalar verifica las siguientes propiedades.
1. v-v = ||v||?, para todo v € R?;
2. u-v=0-u, para todo u,v € R? (conmutativa);
3 (u+v) w=u-w+v-w, para todo u,v,w € R? (distributiva);
4. (au) -v = a(u-v), para todo a € R, u,v € R?;

Dem. Ejercicio (usar la férmula (8)). O

Observacion 2.7. La propiedad conmutativa implica que las propiedades 2 y 3 valen también “del otro lado”:
u-(w+w)=u-v+u-w, Yu,v,weR?: u- (av) = a(u-v), YaeR, u,veR

Teorema 2.8 (Desigualdad de Cauchy-Shwarz). Para todo u,v € R? vale |u - v| < |jul| ||v]|. Ademds vale
lu+v| = ||ul| [|[v]| siy solosiu yv son colineales.

Dem. Tomando valor absoluto en la férmula (7) obtenemos

[u- o] = [[[ull|v]l cos(8)| = ull[lv]| | cos(8)] < [ullll]
Esto prueba la desigualdad de Cauchy-Shwarz. Ademas la férmula de arriba implica que vale |u-v| = |Jul| ||v||
si y solo si
|cos(A)|=1 & cos(f)=+1 < 6H=000=m.
Esto ultimo ocurre si y solo si u y v son colineales. O

Observacion 2.9. El producto escalar sirve para calcular angulos: si v y v son dos vectores no nulos, entonces
el angulo 0 < # < 7 que forman queda determinado por la férmula

U-v

cos(6)

il

Si dos vectores u y v verifican v - v = 0, entonces decimos que u y v son ortogonales y escribimos u L v; si
u y v son no nulos, esto equivale a que formen un angulo recto. Los vectores 7 y j de la base candnica son
ortogonales. Notar que el vector nulo o es ortogonal con cualquier otro vector, y es el iinico que verifica esto.
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Si w es un vector no nulo y v es un vector cualquiera, entonces la proyeccion ortogonal de v en la direccién
de u, es el vector II,(v) definido por

Uu-v u-v

I, (v) := U= ——ug
¢ Jull>™ )
siendo ug := ﬁ un versor colineal con u. La componente de v en la direccion de u es el escalar ﬁ
Si calculamos la norma de II,(v), obtenemos
u-v lu - v
M ()| = | 7| = 7
b | lull

luego la norma de la proyeccion coincide con el valor absoluto de la componente. Por otro lado, si calculamos
el producto escalar de v — I, (v) por u, obtenemos

(v—I,@) - u=v-u—TI,[v) - u=v-u— (T.HZU)%L:U%L— (m)uwazqwu—u-vzo,
u u

Luego v — I1,,(v) es ortogonal a u. Por lo tanto la proyeccién ortogonal nos permite descomponer v en suma
de dos vectores

v =1,(v) + (v — I, (v)),

en que II,(v) es colineal con u y v — I, (v) es ortogonal a wu.

v —1T,(v)
v
N

I

I

I

|

I

I

- | U
Ug IT,(v)
Figura 10: Proyeccién ortogonal
Ejemplo 2.10. Sean v =7+ j y v = 22 + 3j. Entonces

U+ v 5. . 5. b, . . 5, 5, 1. 1,
H“(v)zwuzi(l+j)ziz+§j y U—Hu(v):21+3j—<21+2]>=—2Z+2].

Luego v = (%i + %j) + (—%i + %j), con %i + %j colineal con u y —%i + %j ortogonal a u.
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2.2. Vectores en el espacio

En forma andloga a como identificamos el plano con R?, al espacio lo identificamos con el conjunto R3? =
{(z,y,2) : =,y,z € R} mediante la eleccién de tres ejes perpendiculares que se cortan en un punto O,
llamados Oz, Oy y Oz. Como antes llamamos vectores o puntos a los elementos de R? y escalares a los
elementos de R. Definimos el producto de un escalar por un vector y la suma de vectores mediante

a(x,y,z) == (ax,ay,az), (r1,y1,21) + (T2, Y2, 22) = (1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22),

para todo a € R, (z,y, 2), (x1,91, 21), (x2, Y2, 22) € R3. Con estas operaciones, los vectores de R? verifican
las propiedades de la proposicién 2.2 (el vector nulo de R3 es o = (0,0,0)). La base candnica de R? es el
conjunto {7, 7, lAc}, donde 7 = (1,0,0), 7=(0,1,0) y k= (0,0,1). En la figura siguiente el eje Ox estd en rojo,
el Oy en verde y el Oz en negro.

Figura 11: Ejes y base canénica en R3

Anidlogamente al caso del plano, es
(z,y,2) = zi + yj + k.

La norma es ||(z,y, 2)|| = /22 + y*> + 22 y el producto escalar u - v = ||u||||v|| cos(f) se calcula mediante
(1,91, 21) * (22, Y2, 22) = 1 T2+ Y192+ 2122 0 (wri+yrj+ k) (v2i+y)+22k) = 2122+ Y192+ 2122, (9)

La definicién de versor, de vectores colineales y de vectores ortogonales es la misma que en R? y todas la
propiedades que vimos de los vectores en R? (desigualdad triangular, Cauchy-Schwarz, etc.) valen también en
R3. La proyeccion ortogonal de un vector v en la direccién de un vector no nulo u, es el vector I, (v) = ﬁu

Como antes vale v = IT,(v) + (v — II,(v)), en que II,(v) es colineal con u y v — II,(v) es ortogonal a u.

Ejemplo 2.11. Seanu=7+)jyv=21+)7+ 2k. El coseno del angulo 0 que forman u y v es
_ww 3 1
Jullllo]l V2 x3 V2

por lo tanto # = w/4. La proyeccion de v en la direccién de u es

cos(#)

U-v 3 3 3
H —_ —— —_ - 2 7 = 7/\ 7/\.
o) = [ = 5049 = 5+ 5
Y _ (3;, 35 1~ 1:4 of 351 34 1 1, 1 7 .
Esto implica v = (52 + 5]) + (51 — 5]+ Qk) , con 57+ 57 colineal con v y 5t — 57 + 2k perpendicular a v.
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Observacién 2.12. Es usual pensar el plano R? dentro del espacio R?, identificando (x,) con (zx,%,0). En
esa identificacién al elemento (1,0) € R? le corresponde el (1,0,0) € R3, por lo cual tiene sentido escribir
i = (1,0) en R? y también i = (1,0,0) en R?; lo mismo sucede con 7 = (0,1) y 7 = (0,1,0). En ese sentido,
si escribimos v = 27 + yj y estamos en R?, entonces es v = (x,y), pero si estamos en R? es v = (z,y,0).

Rcordemos (ver [Resnick]) que si u y v son dos vectores no colineales, entonces su producto vectorial es el
vector u X v definido por las siguientes propiedades.

» la norma de u x v verifica ||u X v|| = ||ul|||v]| sen(@), siendo 0 < 6 < 7 el angulo entre u y v;
= la direccién de u X v es ortogonal al plano determinado por u y v;
= el sentido de u x v viene dado por la “regla de la mano derecha”.

Si u y v son colineales, se define u X v = o.
uoxw

v

u U XU

Figura 12: Producto vectorial

Proposicién 2.13. FEl producto vectorial verifica las siguientes propiedades.
1. v X u = —v X u, para todo u,v € R® (anticonmutativa);
2. (u+v)xw=uxw+uv xw, para todo u,v,w € R (distributiva);
3. (au) x v =a(u x v), para todo a € R, u,v € R3; O

Observaciones 2.14. 1. Las propiedades 1 y 3 de la proposicion 10 son faciles de probar. La propiedad 2
no lo parece tanto, pero también asumiremos que se deduce de la definicién de producto vectorial®.

2. La propiedad anticonmutativa implica que las propiedades 2 y 3 valen también “del otro lado”:
ux (vdw)=uxv+uxw, Yuv,wcR? u x (av) = a(u x v), Va €R, u,v € R

Si consideramos la base canénica de R3, las propiedades anteriores implican

La prueba de esta afirmacién, aparece como el ejercicio 24(b), en la pagina 62 de [Resnick].
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Proposicién 2.15. Vale la formula siguiente
(w10 + y1j + 21k) X (220 + y2j + 22k) = (Y122 — 2192)1 + (2122 — 2122)) + (T1Y2 — Y122) k- (10)
Esta formula escrita en coordenadas queda
(1,51, 21) % (22,42, 22) = (Y122 — 212, 21%2 — T122, T1Y2 — Y122).
Dem. La prueba consiste en desarrollar el producto, y usar las férmulas anteriores y la proposicién 2.13.
(218 + y1j + 21k) X (20 + y2) + 20k) =
= (217) % (w2l + y2] + 22k) + (y1) X (w20 + o] + 22k) + (21k) X (w20 + y2] + 22k)

= X190 X 1 + 1Yot X )+ T1220 X ]23 4+ Y1797 X 2+ y1y2) X J+ Y122 X ];‘ﬂ- Z]_xQI% X 7+ Zlygk X 7+ 212’2]22 X ];‘
= z1yk — 120) — Y12k + Y1290 + 2130) — 2100 = (Y122 — 2192)i + (2122 — 2122)] + (T1y2 — a2k, O

Una manera de recordar la férmula (10), es observar que se obtiene formalmente como el desarrollo por la
primera fila del siguiente determinante”

~

Pk

211 ~ Xz 211 ~ X & ~ ~ 7
1 Y1 2| = y1 ! 71— ! ! ] + 10 k= (yle — Zlyg)l + (211‘2 — .%'122)] + (xlyg — yle)k.
Ty ys 2 Y2 22 T2 Z2 T2 Y2

Observacion 2.16. Si tomamos la férmula (10) como definicién de producto vectorial, entonces todas las
propiedades de la proposicién 2.13 se prueban sin problema.

Proposicion 2.17. Sean u y v son dos vectores, con u # o. Entonces existen dos unicos vectores vy y vo
|u-v| [luxv]]

tales que vy es colineal con u, ve es ortogonal a u y v = v1 + vy. Valen ||vy|| = Tal Y |v2]] = Tl

Dem. La descomposicién v = vy +vg sale de v = II,(v) + (v —1II,(v)), tomando vy = I, (v) y v = v—II,(v).
Es fécil de ver que esta descomposicién es unica (ver la figura 10).

La suma v = vy + vg con vy y v ortogonales, implica® |lv1| = ||v|| | cos(0)] y ||va]| = |lv] sen(f), siendo @ el
angulo entre u y v. Luego

[ulll[vll sen(8) _ [lu < o

[ulll[oll Tcos(0)] _ |u-v|
= y ozl = o]l sen(8) = = - O

i [l

Corolario 2.18. El drea del paralelogramo generado por dos vectores u y v es ||u x v||.

[orl] = [lv[l [ cos(8)] =

Dem. El area del paralelogramo es base por altura. Tomando b = |Ju|| como base, la altura es h = 1=t
(por la proposicién anterior); luego el drea es bh = ||u X v||. O

"Para quienes no hayan estudiado determinantes, lo que necesitamos es la férmula (16), en la seccién 3.2.
8Notar que tenemos que tomar | cos(6)| porque puede ser 5 <0<
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. - u

Figura 13: Paralelogramo

El producto mizto de tres vectores u,v,w es el escalar definido por (u X v) - w.

Proposicién 2.19. Siu = (z1,y1,21), v = (x2,y2,22) y w = (x3,y3, 23), entonces vale

1 Y1 2
(uXv)-w=|zr2 Y2 22f.
r3 Y3 =3

Dem. Desarrollando el determinante por su tercera fila obtenemos

A Yy 2 r1 z1 T1 W
To2 Yo 22| = T3 — Y3 ‘ + 23 ’ = x3(y122 — 2192) + y3(z122 — x122) + 23(21Y2 — Y122)
T3 Y3 23 Y2 22 T2 22 T2 Y2

= (30 + y3] + 23k) - (Y122 — 2192)7 + (2122 — 2122)) + (2192 — Y122)k) = W+ (u X )
=(uxv)-w. 0O

Observacion 2.20. Vale
(uxv) w=u-(vxw),

para todo u, v, w € R3. Esto se deduce del calculo siguiente (mantenemos las notaciones anteriores).

T2 Y2 22 T2 Y2 22 1 Y1 2 1 Y1 2
ur(vxw)=@Wxw)-u=|r3 Y3 z3|=—|r1 1 2|=—|—|r2 v2 z||=|r2 Y2 2
1 Y1 2 r3 Ys =3 T3 Y3 =3 T3 Y3 23

= (u X v)-w.
En el cédlculo con el determinante, primero intercambiamos las dos tdltimas filas y luego las dos primeras.

Proposicion 2.21. El volumen del paralelepipedo generado por tres vectores u, v y w, es el valor absoluto
del producto mixto de u, v y w, es decir |(u X v) - w|.

Dem. El volumen del paralelepipedo es el area de la base por la altura. Si tomamos la base como el

paralelogramo generado por u y v, entonces su drea es a = ||u X v||. Por otro lado u X v es un vector
perpendicular al plano de u y v, luego la altura es (por la proposicién anterior) h = % Entonces el
volumen es ah = ||uxv||% = [(u x v) - w|. O
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Figura 14: Paralelepipedo

2.3. Rectas y planos en el espacio

Cuando trabajamos en geometria, a los elementos de R? a veces es mejor pensarlos como puntos y otras
veces como vectores flecha, esto tltimo cuando lo que nos interesa es solo una direccién (es decir el punto
v € R3 lo pensamos como el extremo de una flecha que va del origen a v). En este sentido recordamos que
usaremos las letras P, ), R cuando los pensamos como puntos y u, v, w cuando los pensamos como vectores.

Recta que pasa por un punto y es paralela a una direccién. Sea r la recta que pasa por el punto
P = (x0,y0,20) y es paralela al vector no nulo v = (vy,v2,v3). Si X = (z,y, 2) es un punto arbitrario del
espacio, entonces X € r si y solo si el vector X — P es colineal con v, lo cual equivale a que exista t € R tal
que

X=P+tv < (z,9,2)=(x0,Y0,20) + t(v1,v2,v3). (11)

Esta es la ecuacion vectorial de r.

Figura 15: Recta
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Si desarrollamos la segunda igualdad de (11) obtenemos

T =x9 + tv;
y=1vyo+tve , teR. (12)
2z = 2o + tus

Esta es la ecuacion paramétrica de r y t es el pardmetro de la ecuacién. Si vy, ve y v3 son no nulos, entonces

despejando t obtenemos
r—To Y—Yo 22— 20

(13)

U1 V2 U3

Esta es la ecuacion cartesiana de r. Notar que esta ecuacién equivale a cualquiera de los siguientes sistemas

T—r0 _ Y—=¥Yo =0 _ Y—Yo T—To _ Z—Z20
U1 Vo V1 V9 v1 v3
Y=Yo _ z—20 ~ T—rg _ 2=20 ~ Y—Yo _ z2—20

V2 v3 v; w3 Vg v3

Ejemplo 2.22. Sea r la recta que pasa por el punto P = (1, —1,2) y es paralela al vector v = (4, 3,1).
Las ecuaciones vectorial, paramétrica y cartesiana de r son, respectivamente

r=1-+4t 1 1
(z,y,2) = (1,-1,2) + t(4,3,1); y=—-1+3t ; rTI_YVTl o
z=2+4t 4 3

Para saber si un punto estd en la recta, hay que ver si sus coordenadas verifican alguna de las ecuaciones
anteriores. Por ejemplo, si Q = (9,5,4), para ver que verifica la ecuacién cartesiana hay que probar que vale

9—-1 541
9-1_5+1_, .,
4 3

lo cual se verifica facilmente; luego @) esta en r.

Ejes coordenados. Si consideramos Ox = {(z,0,0) : = € R}, entonces un punto estd en Oz si y solo
’y =
z =

si sus dos ultimas coordenadas son nulas. Luego la ecuacién cartesiana de Ox es . Andlogamente la

=0

z = y:0'

‘2 . z=0
ecuacién cartesiana de Oy es { 0 y la de Oz es {
Rectas ortogonales y perpendiculares. Decimos que dos rectas son ortogonales si lo son sus direccio-
nes; si ademads las rectas se cortan, entonces decimos que son perpendiculares. Por ejemplo los ejes coorde-

: : : z=0
nados son perpendiculares dos a dos, mientras que el eje Ox y la recta ) son ortogonales pero no son
z =

perpendiculares.

Recta que pasa por dos puntos. Sea r la recta que pasa por dos puntos distintos P y Q. La recta r
pasa por P y es paralela al vector () — P, por lo tanto su ecuacién vectorial es:

X=P+t(Q-P) & X=tQ+(1-1t)P.
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Figura 16: Recta por 2 puntos

Ejemplo 2.23. Si P = (1,2,3) y Q = (2,2,2), entonces Q — P = (1,0, —1) y por lo tanto las ecuaciones de
la recta que pasa por Py @) son

=1+t r+z=4
(z,y,2) = (1,2,3) +t(1,0,—1); y =2 ; { :2
2=3—1 y=

Segmento de recta. El segmento de recta determinado por dos puntos P y @ es el conjunto
PQ:={tQ+(1-t)P: 0<t<1}={P+t(Q—-P): 0<t<1}.

Notar que en el conjunto anterior, para t = 0 obtenemos el punto P y para t = 1 obtenemos el punto Q.
Para t = 1/2 obtenemos el punto medio entre P y @, dado por M = %(P + Q).

Rectas en el plano. Lo que vimos de rectas en el espacio, se aplica también al caso de rectas en el plano.
Para eso solo tenemos que omitir la tercera coordenada. Sea r la recta que pasa por el punto P = (xo,y0) ¥y
es paralela al vector no nulo v = (v1, v2). Las ecuaciones (11), (12) y (13) quedan, respectvamente

T = x0 + tug r—To Y—Yo
x = (x t(vy,v9); : = .
(@) = (o) + tlor s { ST E ISR v

En la dltima férmula hay que asumir v; # 0 y v # 0. Partiendo de esta tltima obtenemos
Y — yo = m(z — zo),

siendo m = g—f, que es la férmula que su suele usar para la recta r que pasa por el punto P = (z¢,y0). En
ese caso a m se le llama el coeficiente angular de r. Ese nombre viene de que es m = tan(«), siendo « el
angulo que forma r con el eje Oz. De esta férmula se obtiene

Yy =mx—+n,

siendo n = yo—mzo (llamado la ordenada en el origen de r), que es una férmula que permite describir todas
las rectas del plano, menos las verticales. En general la ecuacion cartesiana de una recta r tiene la forma
ax + by = ¢, en que a y b no son simultdneamente nulos. Si es b = 0, entonces obtenemos ax = ¢ que es la
ecuacién de la recta vertical que pasa por el punto (c/a,0). Si es b # 0, entonces despejando y obtenemos
una ecuacion del tipo y = max + n, que vimos anteriormente.
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Plano que pasa por un punto y es perpendicular a una direccién. Sea II el plano que pasa por el
punto P = (x0, Yo, 20) ¥ es perpendicular al vector no nulo n = (a,b,c). Un punto X = (z,y, z) estd en II si
y solo si el vector X — P es ortogonal a n, es decir si X verifica

n-(X—P)=0 & alx—z9)+bly—yo)+clz—2)=0 <& azx+by+cz=d,

siendo d = axg + byg + czp. Esta dltima es la ecuacion cartesiana del plano II.

P

Figura 17: Plano por P ortogonal a n

Ejemplo 2.24. Si II es el plano que pasa por P = (1,2,3) y es ortogonal a n = (2,4, —1), entonces su
ecuacion cartesiana se obtiene mediante

2 —-1)+4x—-2)—(2—3)=0 = 20 +4y —z=1.

Observacion 2.25. Notar que la ecuacion cartesiana del plano es una Unica ecuacién ax + by + cz = d, a

. . ., . _ —b _ . .
diferencia de la ecuacion cartesiana de la recta :lea = yv—Q = zv—gc, que en realidad es un sistema de dos
z—a __ y—b
ecuaciones v, v2
y=b _ z2—c
vy w3

Planos coordenados. El plano horizontal Ozxy es el plano que pasa por O = (0,0,0) y es ortogonal a
k = (0,0, 1). Luego su ecuacién cartesiana es z = 0. Andlogamente se deduce que las ecuaciones cartesianas
de los planos Oxz y Oyz son, respectivamente, y =0y x = 0.

Plano que pasa por un punto y es paralelo a dos vectores. Sea P = (z9,%0,20) un punto, y
u = (ug,ug,us) y v = (v1,v2,v3) dos vectores no colineales. Consideremos primero el plano Il que pasa por
el origen O y es paralelo a u y a v. Un punto X = (z,y, z) estd en Ilj si y solo existen s,¢ € R tales que

X=su+lv < (IE,y,Z) :S(ul,u27U3)—|—t(’01,’02”U3).
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Esta es la ecuacion vectorial de Ily. Consideremos ahora el plano II que pasa por P y es paralelo a u y a v.
Un punto X = (z,y, ) estd en I si y solo si X — P € IIy. Luego X € II si y solo si existen s,t € R tales que

X=P+su+tv <& (x,9,2) = (20,Y0,20) + s(u1,u2,u3) + t(v1,v2,v3).

Esta es la ecuacion vectorial de II (notar que la ecuacién vectorial de Iy es un caso particular de esta). Para
obtener su ecuacion cartesiana, observamos que II pasa por el punto P y el vector u X v es ortogonal a II,
luego la ecuacién de IT es (X — P) - (u x v) = 0. Notar que (X — P) - (u X v) es un producto mixto, luego la
ecuacion cartesiana de Il se obtiene desarrollando la siguiente igualdad

r—To Y—Yo =z— %0
Uy U9 us | =0. (14)
U1 V2 V3

Ejemplo 2.26. Sea II el plano que pasa por P = (2,1,2) y es paralelo a u = (1,2,3) y v = (2,—2,1). La
ecuacion vectorial de II es

r=2+4+s+2t
(x,y,2) = (2,1,2) + 5(1,2,3) + t(2,-2,1) = y=1+2s—2t
z2=24+3s+t1
Para obtener la ecuacién cartesiana, desarrollamos
r—2 y—1 z-2
2 3 1 3 1 2
1 2 3 —(93—2)’2 1‘—(y—1)‘2 1‘4—(2—2)‘2 2’—8x+5y—62—9.

2 -2 1
Luego la ecuacion cartesiana de Il es 8z + by — 6z = 9. Es un ejercicio el verificar que se llega a la misma

ecuacion despejando s y t en la ecuacion vectorial.

Plano que pasa por tres puntos. Sean P = (z1,y1,21), @ = (v2,%2,22) vy R = (x3,y3, 23), tres puntos
no alineados. El plano II que pasa por P, @) y R coincide con el plano que pasa por P y es paralelo a Q — P
y R — P, luego de la férmula (14) deducimos que la ecuacién cartesiana de II es

rT—xr1 Y—yi z—2z21
To—T1 Y2 —Yy1 22— 21| =0.
T3 —T1 Y3 — Y1 23— 21

Interseccién de planos. La interseccion de dos planos no paralelos da una recta. Veremos con un ejemplo
c¢émo obtener su ecuacion.

Consideremos la interseccion r de los planos II: z +y —2 =4y II': 2x —y — 2 = 1. Las coordenadas de
los puntos de 7 tienen que verificar las ecuaciones anteriores, y por lo tanto son las soluciones del sistema

r+y—z=4
20 —y—z=1

Vamos a operar con las ecuaciones del sistema para obtener uno equivalente en que cada ecuacién tenga

solo dos variables.
r+y—z=4 —Jy+z=-7 z=-7T+3y
20 —y—z=1 T —2y=-3 r=-3+4+2y
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En el primer paso de la equivalencia anterior, a la primer ecuacién la multiplicamos por -2 y le sumamos la
segunda, y a la segunda le restamos la primera. Observar que este sistema es compatible indeterminado con
un grado de libertad. La solucion se puede escribir de la forma

r=-34 2t
y=t ;
z=—7+3t

siendo ¢t € R libre. Esta tdltima es la ecuaciéon paramétrica de r. Si nos interesa su ecuacion vectorial o
cartesiana, las podemos deducir de la ecuacién paramétrica:

+3 7
(2,39) = (=3,0,-1) +1(2,1,3); = =y="21
Observacion 2.27. La ecuacion cartesiana de la recta lo que hace es describirla como interseccion de dos
planos. Por ejemplo, si consideramos la recta de ecuacion cartesiana IT_l = yTH =z—2, es
av—l_y—i—l_z_2 N %‘122—2 - r—4z4+7=0
4 3 e y—32+7=0
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3. Matrices y determinantes

Las matrices y los determinantes son herramientas matematicas bésicas, que usaremos al estudiar espacios
vectoriales y transformaciones lineales. Los resultados sobre matrices son faciles de probar aunque engorrosos,
pero los de determinantes dan bastante més trabajo, asi que omitiremos la mayoria de las pruebas. Quien
esté interesado en las mismas puede consultar [Friedberg] o cualquier otro texto sobre el tema.

3.1. Matrices

Una matriz es una tabla de nimeros, por ejemplo

(7 o ")

es un ejemplo de matriz 2 x 3 (tiene 2 filas y 3 columnas). En general una matriz 2 x 3 tiene la forma

a b c

d e f)’
siendo a,b, ..., f numeros reales arbitrarios. Para escribir matrices de tamano relativamente grande es
preferible usar subindices en vez de letras distintas. En ese sentido la matriz anterior la podemos escribir

ail a2 ais
a1 a2 Q23
con a;; € R, para todo i = 1,2, j = 1,2, 3. Notar que en la notacién a;j, el primer indice ¢ indica la fila y el

segundo indice j indica la columna, a las que pertenece el elemento. Generalizando el caso anterior, dados
dos enteros positivos m y n, diremos que una matriz m x n es una tabla de nimeros de la forma

ail a2 - Qlp
s a:21 a:22 e (l?n ’
Gml Am2 - Amn
en que los a;; son nimeros reales?, para todoi = 1,...,my j = 1,...,n. Observar que una matriz m x n

tiene m filas y n columnas. Los elementos a;; se llaman los coeficientes o entradas de la matriz. Como la
notacién anterior es muy tediosa, en general usaremos A = (aj;)mxn, y cuando no dé lugar a confusién
escribiremos simplemente A = (a;;). Al conjunto de todas las matrices m x n lo escribiremos My, . Una
matriz columna es una matriz m x 1 (para algin m) y una matriz fila es una matriz 1 x n (para algin n):

arl
a1 . )
matriz columna; (a11 aiy - aln) matriz fila.
Qm1
Anilogamente a R? y R3, definimos R" := {(x1,22,...,2,) : 21,...,2, € R}, el conjunto de todas las
n-uplas de ntumeros reales, siendo n = 2,3,.... Una n-upla es un conjunto ordenado (z1,x2,...,z,) de n

9Los ai; no tienen porqué ser necesariamente nimeros reales, pueden ser nimeros complejos o de otros tipos, pero en estas
notas trabajaremos solo con nimeros reales.
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elementos. Notar que dos n-uplas son iguales si y solo si contienen los mismos elementos y en el mismo
orden;

(1,72, ., n) = (Y1, Y25, Yn) & TI=Y1, T2=Y2, .. , Tn = Yn.
Como una n-upla (x1,z9,...,2,) es esencialmente lo mismo que una matriz fila 1 x n, entonces R" se
identifica naturalmente con Mj«,. También se puede identificar R™ con el conjunto de las matrices columna
M, «1, escribiendo una n-upla en forma vertical

X1
€2
($1,Q?2,...,.’L‘n) e

Tn

Por la razén anterior a las matrices fila o columna se les suele llamar vectores (fila o columna), que es el
nombre que se usa para los elementos de R".

Decimos que dos matrices son iguales si tienen la misma cantidad de filas y de columnas, y coinciden
elemento a elemento; es decir si A = (@jj)mxn ¥ B = (bij)rxs, entonces A =B siysolosim=r,n=sy
a;j; = byj, paratodoi=1,...,myj=1,...,n.

Matrices cuadradas. Una matriz se dice cuadrada'® si tiene el mismo niimero de filas que de columnas,
es decir si es de la forma

air a2 - Gin

a1 az -+ aop
A f—

anl1 Aap2 - dpn

Al conjunto M,y de matrices cuadradas n x n lo escribiremos M,,. Si A = (a;;) € M,, entonces la diagonal

principal de A es la n-upla (a11,a99, ..., an,). La matriz identidad I, es la matriz n X n que tiene el valor
1 en la diagonal principal y 0 en el resto, es decir que es de la forma:
10 --- 0
01 --- 0
I, = . )
00 1
. . , . L sii=y,
Si introducimos el simbolo 9;; llamado la delta de Kronecker definido por ¢;; = 0 siidti’ entonces
Si1#

I, = (i) nxn. Cuando no de lugar a confusién, escribiremos I en vez de I,,.

Si A= (aij)nxn es una matriz cuadrada, entonces damos las siguientes definiciones.
» A es simétrica si a;; = aj;, para todo i,j = 1,...,n (es simétrica respecto a la diagonal principal).
» A es antisimétrica si a;; = —aj;, para todo ¢, =1,...,n.
» A es triangular superior si a;; = 0, para todo ¢ > j (abajo de la diagonal principal solo hay ceros).
» A es triangular inferior si a;; = 0, para todo i < j (arriba de la diagonal principal solo hay ceros).

» A es diagonal si a;; = 0, para todo i # j (fuera de la diagonal principal solo hay ceros).

A continuacién veremos distintas operaciones que se pueden realizar con matrices en general.

0En ete sentido a veces se dice que una matriz es rectangular cuando no es cuadrada.
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Suma y producto por un escalar. Las operaciones de suma y producto por un escalar que vimos en
R? y R3 se generalizan naturalmente a R™, definiendo

a(xy,...,zp) = (ax1,...,azy), (T1,...,2n) + Y1, -Yn) = (@1 + Y1y, Tn + Yn)

para todo a € R, (z1,...,2,), (Y1,--.,yn) € R™ A su vez estas operaciones las podemos generalizar a una
suma y producto por un escalar en M,,«, definiendo

a1 a2 - Qin caiyp  caiz -+ Caip
a1 a2 -+ G2, cas1 cazp -+ Casy
cl| . . .= . . . , c€eR;

Gm1l Am2 *°  Omp Cam1 Cam2 -+ Chmp
a1 a2 - Qg bir b2 -+ bin a1 +bi1 aip+bi2 - ap +biy
a1 az - Qo bar b -+ bop ag1 +ba1  ax+b - ag, + by,

. + = . . .

Aml Am2 - Qmn bmi bm2 - bmn am1 +bm1i am2+bm2 - Gmp + bn

La matriz nula'® O € M,,x«, es la matriz que tiene todas sus entradas nulas. Notar que decimos “la” matriz
nula aunque en realidad hay una matriz nula O € M,,x, para cada m,n. La opuesta de A = (a;;) € My xn
es la matriz —A = (b;;) € My, xn definida por b;; := —a;;, para todo i, j.

Ejemplo 3.1. En M55 la matriz nula es O = (

-1 2 -3
_A_<0 0 0)‘

Proposicién 3.2. Las matrices m X n con la suma y producto por un escalar definidos anteriormente
verifican las siguientes propiedades:

000 . 1 -2 3
0 0 0) y la opuesta de la matriz A = (0 0 0) es

1. A4+ B =B+ A, para todo A, B € My, xn (conmutativa);

A+ (B+C)=(A+B)+C, para todo A, B,C € My, xn, (asociativa);
A4+O0O =0+ A=A, para todo A € My, xn, (existencia de neutro);

A+ (—A)=(—A)+ A= 0, para todo A, € My, xn (existencia de opuesto);
1A = A, para todo A € My, xn;

a(B+ C) =aB + aC, para todo a € R, B,C € My, xn;

(a4 0)C =aC +bC, para todo a,b € R, C € Mpy,xn;

ST I ST R

a(bC) = (ab)C, para todo a,b € R, C' € My, .
Dem. Ejercicio. O

Observacion 3.3. Las matrices con la suma y producto por un escalar verifican las mismas propiedades que
los vectores (proposicién 2.2). Identificando R™ con Mjy,, vemos que lo mismo sucede en R™.

La resta de matrices se define operando término a término. Si A, B € My, xpn, A = (a;j) y B = (bi;), entonces
A — B = (c¢ij) € Myxn, en que ¢;j = a;j — b;j, para todo ¢,j. Notar A — B = A+ (—B).

En general para la matriz nula se usa 0 (el nimero cero) en vez de O (la letra o maytscula), pero para evitar confusiones
por ahora usaremos la letra O.
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Producto de matrices. Si A = (ai;) € Myxn y B = (bij) € Myxp, entonces su producto es la matriz
AB = (¢ij) € Mpxp, en que ¢;; estd definido por

n
Cij = ai1b1j + aioboj + - - + ainbyj = Z a;ikbrj s (15)
k=1
paratodoi=1,...,my j=1,...,p. Para recordar esta formula, es util armar el siguiente diagrama
bn;
aZl ... alln .. C'L]
El elemento c;; se obtiene haciendo una especie de “producto escalar” del vector fila (@i1, -+ ,ain) y el vector
columna (bij’ cee abnj)-
cij = (ain -+ ain)- | 1 | = ainbij+ aiby + - + ainbn;.
bnj

Notar que para poder multiplicar una matriz A por otra B, es necesario que el nimero de columnas de A
coincida con el de filas de B.

0 2
Ejemplo 3.4. Si A= (i z 2) yB= 1|1 0], entonces su producto se calcula mediante
5 3

17 11
= AB<35 26)'

(1 2 3\ [1x0+2x14+3x5 1x24+2x0+3x3\
T\4d4x0+5x14+6x%x5 4%x2+5x0+6x3

Observacion 3.5. Si A, B € M, entonces podemos realizar los productos AB y BA. Por ejemplo, si

11 2 1 8 4 00
A_(—Q —2)y3_<6 3> - AB_<—16 —8>YBA_<0 0)'

Este ejemplo muestra varias particularidades del producto de matrices:
= es AB # BA, luego el producto de matrices no es conmutativo;
= es BA= 0, pero AB # O;
m es BA=0,siendo A# Oy B # O.

= Esto iltimo muestra que no vale la propiedad cancelativa: en general AB = AC con A # 0, no implica
B = C. Esto se debe a que AB = AC equivale a A(B—C') = O, pero de esto no se deduce B—C = O.
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Proposicién 3.6. Propiedades del producto de matrices.
1. A(BC) = (AB)C, para todo A € My, xpn, B € Myxp, C € Mpxq (asociativa).
2. A(B+C)=AB+ AC, para todo A € My,xpn, B € Myxp, C € Myy, (distributiva).
3. (A+ B)C = AC + BC, para todo A € My, xn, B € Myxn, C € Myy, (distributiva).
4. Al, = 1,,A= A, para todo A € My,xn.
5. AO = OA = O, para todo A € M,,xn, siendo cada O la matriz nula'?® correspondiente.
6. A(cB) = (cA)B = ¢(AB), para todo A € My,xn, B € Myyp yceR.

Dem. Solo probaremos la primera propiedad, dejando las otras como ejercicio. Sean A = (a;;), B = (bi;) y
C = (cij). Escribamos BC' = (d;;) y A(BC) = (e;;). Entonces

p n n p n P
dij = E binch;j = ey = E aigdy; = E ik § brncn; = E E ik bknChyj-
h=1 k=1 h=1

k=1 k=1 h=1

Por otro lado, si escribimos AB = (f;;) y (AB)C = (gij), es

n p p n p n
fig = aiwbk; = g5 =Y finchj =) (Z aikbkh) chi = > aikbknchj-
k=1 h=1

h=1 \k=1

13

Comparando la sumas anteriores'® vemos que vale e;; = g;;, para todo i, j; luego A(BC) = (AB)C. O

Observaciones 3.7. 1. La propiedad asociativa permite escribir ABC = (AB)C = A(BC) y en general
escribir A; - -+ A,, para un producto de n matrices (que se puedan multiplicar).

2. El tnico caso en que dadas dos matrices A y B, podemos calcular A+ B y AB, es cuando A y B son
dos matrices cuadradas de las mismas dimensiones.

3. Si bien la férmula para el producto es complicada, en el caso de matrices diagonales queda simple

al 0 0 b1 0 0 a1b1 0 0
0 ay v 0 0 bg 0 0 CLQbQ 0
0 0 - ay 0 0 - by 0 0 - apby

Definicién 3.8. Si A € M,, y k € N, entonces definimos la potencia k-ésima A* de A mediante
A® = I (matriz identidad), A'= A, A%2=AA, A% = AAA,

Calcular A para valores grandes de k en general es dificil, pero para matrices diagonales es facil

k
ag 0 -+ 0 af 0 - 0
0 ay --- 0 0 ag e 0
S : =1 . . . .l YE=0,1,2,...
k
0o 0 - ap o 0 - ap
12En general en AO = OA = O, las tres matrices O tienen dimensiones distintas (solo coinciden cuando m = n).
"¥Notar que las sumas > p_, S0 _ -~ y 3P S .- coinciden, ya que una es una reordenacién de la otra.
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Trasposicién. Si A = (a;;) es una matriz m x n, entonces su traspuesta A® es la matriz n x m obtenida
intercambiando las filas con las columnas de A, es decir A? = (bij) en que b;; = aj;, para todo 1, j.

1 -2 3 10
Ejemplo 3.9. Si A = , entonces A' = [ =2 0
0 0 O
3 0
Proposiciéon 3.10. Vale lo siguiente.
= Para toda matriz A es (A1)t = A.
» Uma matriz A es simétrica si y solo si A' = A.
» Uma matriz A es antisimétrica si y solo si A = —A.

» Uma matriz A es triangular superior si y solo si Al es triangular inferior.
Dem. Ejercicio. 0
La siguiente proposicién describe como se relaciona la trasposicion con las otras operaciones.

Proposicion 3.11. Valen las siguientes propiedades
(A+B)' = A"+ B, (cA)t = cA, (AB)' = B' A",

siendo, en cada caso, A y B matrices de dimesiones adecuadas para realizar las operaciones correspondientes
Yy ¢ una constante.

Dem. Solo probaremos la ultima propiedad, dejando las otras como ejercicio.

Sean A = (a;j) € Mmxn ¥y B = (bij) € Mpxp. Entonces AB = (¢;j) € Mpmxp, siendo ¢;; = > p_; aigby;. Esto
implica que (AB)" = (dij) € Mpmxp, siendo dij = ¢ji = >_p_; ajkbyi. Por otro lado es A* = (ai;) € Mpxm y
B! = (Bij) € Mpxn, siendo a;; = aj; y Bij = bji. Luego B'A' = (v;;) € My xp, siendo

Yij = Zﬂikakj = Z bkiajk = Z ajkbki = dij, Vi,j = (AB)t = BtAt. ]
k=1 k=1 k=1
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3.2. Determinantes

En esta seccion las matrices son cuadradas.

aiy - Qlp
El determinante de una matriz A = | : : es un numero que escribimos indistintamente
apl - Qpn
aiyp -+ Qip
det(A) = |A| =
an1 -+ Gpp

y que para matrices 1 X 1, 2 x 2 y 3 x 3 se define por lo siguiente.

det(a) := a,
a b
;= ad — be,
c d
a2 s a2  G23 a1 a3 a1 Qo2
a1 Q2 G23| = a1l — a12 + a3 . (16)
asz ass asr ass asr as

az1 asz2 ass
Desarrollando esta tltima férmula obtenemos

a1l a2 a3
a1 Q22 Q23| = (11022033 — (11023032 — 412021033 + 012023031 + G13G21032 — (13022031 -
a31 az2 a3

Notar que para matrices 1 x 1 usamos det(a) en vez de |a|, para que no se confunda con el valor absoluto.

Observacion 3.12. Una forma de recordar la férmula para el caso 3 x 3 es el método de Sarrus. Consiste en
construir una tabla repitiendo las dos primeras filas de la matriz debajo de ella misma

ail a2 ais
a1 a22 Q23

a1 a2 Q23

El determinante se obtiene sumando los productos de las diagonales que van de izquierda a derecha y de
arriba hacia abajo, y luego restando los productos de las diagonales que van de derecha a izquierda y de
arriba hacia abajo. El resultado queda

det(A) = (11022033 + 210432013 + 431012023 — @13022031 — 423432011 — 33012021.

que coincide con la férmula obtenida anteriormente. El método de Sarrus no es la mejor forma de calcular
determinantes y solo lo contamos aca por razones historicas y de cultura general. En la gran mayoria de
los casos hay formas més rapidas y eficientes para calcular un determinante (ver la observacién 3.25 y los
ejemplos siguientes). Tener en cuenta que el método de Sarrus solo sirve para el caso 3 x 3.

A continuacién veremos la definicién del determinante de una matriz n X n, para lo cual necesitamos
introducir los cofactores. Consideremos A = (a;;) una matriz n x n. Para cada i,j = 1,...,n, sea /Nlij la
matriz (n — 1) x (n — 1) obtenida suprimiendo la fila 7 y la columna j de A. El cofactor correspondiente al
lugar (i,7) de la matriz A es el ndmero A;; := (—1)"7 det (/Lj)
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ajp a2 a3
Por ejemplo, para una matriz A = | ae1 a0 as3 | , los cofactores Ay, A1o, A1z y Agy, son

a31 a32 as3

ai2 ais
azz2 ass

a1 Q23
asy ass

Q22 a23
azz2 ass

A = SNASEES ;o Doy =—

Una forma de saber si en la férmula A;; := (—1)""7 det (/L]) el valor de (—1)"™/ es +1 o —1, es pensar en
el siguiente diagrama

En el vértice de arriba a la izquierda es + y luego haces un cambio de signo cada vez que te mueves un lugar
en forma horizontal o vertical.

Notar que la férmula (16) se puede escribir usando cofactores

ainr a2 a3
as  az  a3| = a1 + a2z + a1zAgs.
as; as2 dass

Esta es la féormula que vamos a generalizar. Si A = (a;;) € My, entonces el determinante de A se define
recursivamente mediante

det(A) := a11A11 + a12A12 + - + a1pA1p. (17)

Si A es una matriz n X n, entonces diremos que det(A) es un determinante de orden n. La férmula anterior
nos dice que para calcular un determinante de orden n, tenemos que calcular n determinantes de orden
n — 1. Luego, como sabemos calcular determinantes de orden 3, entonces podemos calcular los de orden 4,
sabiendo estos podemos calcular los de orden 5, etc.

Proposicién 3.13. El determinante de la matriz identidad I,, vale 1, para todo n.

Dem. La prueba es por induccién en n. Para n = 1 es I; = (1) y por lo tanto det(l;) = det(1) = 1.
Supongamos ahora, razonando por induccién, que vale det(/,,—1) = 1 y queremos probar que vale det([,,) = 1.
Recordar que es I,, = (;;), siendo d;; la delta de Kronecker. Aplicando la férmula (17) obtenemos

det(l,) = 01111 4+ 012A12 + - - - + 01p A1 = 1A + 0A 12 + - - + 0A, = Aqy = det(Lp—1) = 1.

Luego det(I,,) = 1, para todo n. O

Observacion 3.14. Existe una férmula para el determinante de una matriz A = (a;;) € My, que es la
siguiente
det(A) = > 58(0)a10(1)020(2) * ** Tno(n);
oSy

siendo S, es el conjunto de todas las permutaciones de n elementos (pensadas como biyecciones del conjunto
{1,2,...,n} en si mismo) y sg(c) = £1 es el signo de la permutacién o. Esta férmula tiene n! (factorial de
n) sumandos. Por ejemplo, para una matriz 10 x 10 tenemos 10!=3:628.800 sumandos. Como es de imaginar
esta férmula no es muy amigable para hacer calculos y tampoco tiene demasiada utilidad en la teorfa, asi
que no la usaremos.
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La siguiente proposicion resume las propiedades béasicas del determinante.

Proposicion 3.15. 1. Si una matriz B se obtiene de una matriz A intercambiando dos cualesquiera de
sus columnas, entonces det(B) = —det(A).

2. Si en una matriz multiplicamos una columna por una constante, entonces su determinante también se
multiplica por dicha constante. Es decir

a].]. e Ca].] “e . aln a’].]. “e e a1] . e a].’l’L

anl PEEEEY Canj “ e ann anl “ e an] PEEEEY ann
3. El determinante es aditivo respecto a cada columna

/
all “ e alj + alj “ e aln all “ .. alj “ e aln a’ll e alj P aln
: = : D+ : . O

/
anl - anj + anj PR a’I’LTL anl - anj PR ann anl - a. - - ann

Ejemplo 3.16. Consideremos A = ({}). Esta matriz se obtiene intercambiando las dos columnas de la
matriz identidad I, = (}9), luego det(A) = — det(Iy) = —1. Consideremos ahora

A=

= o O
S O =
O = O

Esta matriz se obtiene de la matriz identidad I3 pasando la tercera columna al primer lugar, luego
010 1 00 1 00 1 00
0 0 1jl=—-10 0 1|=—{|—-0 1 0f)]=|0 1 0]=1
1 00 010 0 01 0 0 1

En el célculo anterior, primero intercambiamos las dos primeras columnas y luego las dos udltimas.

Usando las dos proposiciones anteriores se prueban todas las propiedades del determinante, aunque eso a
veces requiere bastante esfuerzo. En particular se obtiene el siguiente resultado.

Proposicién 3.17. Para toda matriz A, vale det(A!) = det(A). O

Como la trasposicién intercambia las filas con las columnas de la matriz, lo anterior implica que toda
propiedad del determinante que vale para las columnas, vale también para las filas y reciprocamente. Luego
alcanza con probar la propiedad en uno solo de estos casos, que es lo que haremos de ahora en adelante.

Proposicion 3.18. Si A es una matriz triangular superior o inferior, entonces su determinante se obtiene
multiplicando los elementos de la diagonal principal. En particular, esto vale para las matrices diagonales.

ail a2 ... Qin ail 0 e 0 ail 0 N 0
0 a2 ... Qa2n a1 A2y ... 0 0 a2 ... 0
=1 . . . =0, . . .| = aiiaz2 - Anp.
0 0 ... Gnn anpl Ap2 .. Gpp 0 0 ... Gnn
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Dem. En el caso de una matriz triangular inferior, el resultado se obtiene aplicando la definicién del
determinante. Por ejemplo, para n = 3 es

a1 O 0
azr aze 0| =a;1A11 +0A12 +0A13 = a11A11 = a1z
a31 asz ass

ago 0

= 11G22a33.
a32 a3s3

Notar que el razonamiento anterior vale para cualquier n. Como las matrices triangulares superiores son las
traspuestas de las triangulares inferiores, entonces vale lo mismo para las triangulares superiores. Finalmente,
observando que las matrices diagonales son un caso particular de matrices triangulares superiores o inferiores,
deducimos que también vale para las matrices diagonales. O

De la proposicion 3.15 se deduce el siguiente.

Corolario 3.19. 1. Si una matriz B se obtiene de una matriz A intercambiando dos cualesquiera de sus
filas, entonces det(B) = —det(A).

2. Si en una matriz multiplicamos una fila por una constante, entonces su determinante también se
multiplica por dicha constante. Fs decir

ail e A1n aixp - A1n
cayl - CQip| = C A1 - Ain
Gn1 -+  Qnn an1 - Qnn

3. El determinante es aditivo respecto a cada fila

ai e Q1n ail - GIn ail -+ Gin
. / . / — . . / / D
ail +a;; 0 Qip Gy, | = Qi 0 Qi | T Ay o Q|-
Gn1 cee ann Gn1 - Qnn anl - dpn
Dado un conjunto de matrices columna Ay, ..., A, (de las mismas dimensiones), decimos que una matriz
columna A es combinacion lineal de A1, ..., A, si existen escalares cq, ..., c, talesque A = c1 A1+ - -+, Ay,

Lo mismo se define para matrices fila.

Proposicién 3.20. Los siguientes tipos de matrices tienen determinante nulo.
1. Matriz con una columna formada solo por ceros.
2. Matriz con dos columnas iguales.
3. Matriz con una columna que es un maultiplo de otra columna.
4. Matriz con una columna que es combinacion lineal de las otras columnas.

Las afirmaciones anteriores valen también considerando las filas en lugar de las columnas.
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Dem. La primera afirmacién se prueba usando la parte 2 de la proposicién 3.15:

all ... O e a/lTL all .. 0.0 DR aln all .. 0 ... aln
= : =0 : .| =0

a/nl ... 0 .. ann anl ... 0.0 ... ann a/nl ... 0 .. ann

Consideremos la segunda afirmacién. Sea A una matriz con dos columnas iguales y sea B la matriz obtenida
intercambiando esas dos columnas. La parte 1 de la proposicién 3.15 implica que es det(B) = — det(A). Pero
como esas dos columnas son iguales, es B = A y por lo tanto det(B) = det(A). Luego es det(A) = —det(A),
lo cual solo puede ocurrir cuando det(A) = 0. La tercera afirmacién se deduce de la segunda, usando la parte
2 de la proposicién 3.15. Para la dltima afirmacién vamos a escribir A = (A;|---|Ay), siendo Ay, ..., A, las
columnas de A. Para simplificar la notacién, vamos a asumir que la segunda columna es combinacién lineal
de la primera y la tercera, luego suponemos que existen ¢y, cs € R tales que Ay = ¢1 A1 4 c3As. Entonces

det(A) = (A1|A2‘A3| .. ) = det(A1’61A1 + 63A3|A3’ .. )
= det(A1|01A1|A3‘ s ) + det(A1|03A3|A3\ cee )
=1 det(Al\A1]A3| .- ) +c3 det(A1]A3|A3\ .- ) =0+0=0.

En el célculo anterior aplicamos primero la parte 3 de la proposicion 3.15 y luego la segunda afirmacién. [

Ejemplos 3.21. Los siguientes son ejemplos de matrices cuyo determinante es nulo.

120 12 3 12 2 ;(2)23
57 0) (57 6), (57 0], |54,
430 123 2 3 4 5 3 9 3

La primera tiene una columna de ceros, la segunda tiene dos filas iguales, la tercera tiene una columna que
es multiplo de otra, en la cuarta, la Ultima fila es suma de las dos anteriores.

Proposicién 3.22. Si en la fila i 0 en la columna j de A se cumple que todos los elementos salvo el a;; son
nulos, entonces det(A) = a;;A;j, siendo A el cofactor correspondiente al lugar (i,j) de A. Es decir, vale

ay; - 0 “eo alp
aiy - ai,j T Qln .
0
0
a/nl o oe. a/n,] e ann
anl .. 0 DR ann
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Dem. La prueba es el célculo siguiente (para simplificar, escribimos asteriscos en lugar de los elementos)

0 - 0 a; 0 -+ Of=(-D~": & ©
* * % % * * * % % *
aij ; 0 |
. . . P |
— (- 1y = () May |- roeol
7777777777777 N | .
| : . | .
| :
* ok ‘ * ¥ 1 *

= aiinj.

En la cuenta anterior, en el primer paso llevamos la fila i al primer lugar, lo que implicé ¢ — 1 intercambios de
filas, y luego llevamos la columna j al primer lugar, lo que implicé j — 1 intercambios de columnas (las lineas
discontinuas horizontal y vertical indican la fila y columna suprimidas). Finalmente, aplicamos la definicién
del determinante (férmula (17)). O

Proposicion 3.23. Si en una matriz le sumamos a una fila un maltiplo de otra fila, 0o a una columna un
maltiplo de otra columna, su determinante no varia.

Dem. Sea A una matriz que escribimos A = (Ay|---|Ay), siendo Ay, ..., A, las columnas de A. Sea B la
matriz obtenida de A suméndole a la columna 4 la columna j multiplicada por una constante ¢, es decir

B:(A1|"‘|Ai+CAj|“‘|Aj|"‘|An)

En lo de arriba, la columna i de B es A; + cA;. Luego aplicando las partes 3 de las proposiciones 3.15 y
3.20, obtenemos

det(B) = det(Ay| -+ |A; + cAy| - [Aj] -+ |An)
= det(Ar] - [Ail -+ 14|+ |An) + det(Ar] -+ eAy] - 4]+ |42)
=det(A) + 0 =det(4). O

Observacion 3.24. Es facil de probar que vale una version un poco mas general de la proposicion anterior,
que dice que si en una matriz le sumamos a una fila (columna) una combinacién de las otras filas (columnas),
su determinante no varia. Pero en la practica lo que més se usa es la proposicién anterior.

Observacion 3.25. La técnica usual para calcular determinantes consiste en elegir una fila o columna, y
aplicarle las veces que sea necesario la proposicién anterior hasta llegar al determinante de una matriz que
tiene solo un elemento no nulo en la fila o columna elegida. Luego se reduce su orden mediante la proposicién
3.22 (usando también las otras propiedades para simplificar los cdlculos). De esa forma pasamos de un
determinante de orden n a uno de orden n — 1. Aplicando reiteradamente este procedimiento terminamos
reduciendo el célculo de un determinante de orden n al de uno de orden 2.

Ejemplos 3.26. En lo que sigue, si por ejemplo escribimos F» — I} quiere decir que a la fila 2 le estamos
restando la fila 1, andlogamente C5 + 2C}y quiere decir que a la columna 3 le estamos sumando la columna 4
multiplicada por 2. Notar que en las sumas o restas anteriores siempre escribimos primero la fila o columna
que es modificada. Solo vamos a aclarar este tipo de operaciones, identificar las otras queda a cargo del
lector.
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1 5 7 1 5 7 3 1
0 3 1|=|0 3 1 _‘—8 _11’:—33+8:—25.
2 2 3 0 -8 -—11
El primer paso fue F5 — 2F7.
2.
2 3 5 2 3 5 2 3 5 2 3 5 0 -1 11
6 10 4(=2|{3 5 2|=20|13 5 2/=20|1 2 —-3|=2011 2 -3
50 20 30 50 20 30 5 2 3 5 2 3 5 2 3
0 -1 11
=20{1 2 -3 :—20‘ ; };':—40‘;11 191’:—1400
0 -8 18

El tercer paso es F» — F (para obtener ag; = 1), el cuarto F} — 2F5 y el quinto F3 — 5F5.

3.
1 -2 1 3 1 -2 1 3
5 7 8 9 5 7 8 9
2 0 -2 42731 o 1 970
3 0 -3 6 1 0 -1 2
El determinante final es nulo por tener dos filas iguales.
4.
2 1 01 0 5 25 5 9 5 0 0 1
- ot T o | I | ) i D
0 -1 2 4] |0 -1 2 4| 524_524_52 '
1 3 1 2 0 5 2 4

El primer paso es F| + 2F, y Fy + F» (dos cambios al mismo tiempo), el tercero es Fy — Fj.

5.

2957 2957 |-795 7 |-7 37 57 g 5 7
4232 4232 |2 232 |2 632_ "0,
7423|7423 |3 423 |3 823 | o,
9 6 32 |54 00 |1 400 |1 0 00

37 5 2 25 11 0

=—|-6 3 —-1|=-|-6 3 —1:—‘_25’4 151‘:279.
-8 2 1 14 5 0

El primer paso es Fy — Fy, luego C; — Cy (para obtener ajq4 = 1), luego Cy — 4C1, reducimos a orden
3, C3 — Cy, F1 +2F, y F5+ F» (dos cambios al mismo tiempo).

Puede haber casos en que el método anterior sea dificil de aplicar, por ejemplo cuando no nos damos cuenta
de cémo “hacer ceros” mediante la proposicién 3.23. En esos casos se puede usar el resultado siguiente, que
si bien requiere més calculos, tiene la ventaja de que siempre es aplicable.
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Proposicién 3.27. Sea A = (ai;) € My.
1. Para cada i =1,...,n, el determinante se puede calcular desarrollando a partir de la fila 1,
det(A) = anAi1 + aiplio + - - + ain Ay
2. Para cada j =1,...,n, el determinante se puede calcular desarrollando a partir de la columna j,

det(A) = aleU + a2jA2j +-+ anjAnj-

Dem. Notar que la fila i de A se puede descomponer en suma de n filas:

(ailyaz?y"' 7ain):(ai1707"' ,0)"‘(0,@@2,"' 7O)++(0707 aain)-

Luego aplicando reiteradamente la parte 3 del corolario 3.19 y luego la proposicion 3.22, obtenemos

air  ai12 A1n ailr a2 A1n ailr  ai12 aln ailr a2 Aln
a1l a2 ain | = |a;1 0 0 0 ap 0 0 0 Qin
Gnp1 Aan2 Ann anl Aan2 Ann anl Aan2 Gnn anl Aan2 Ann
= a;1Ai1 + aplip + -+ ainlip
La prueba de la segunda afirmacién es analoga. O

Observacion 3.28. Respecto al producto de una matriz por un escalar, vale
det(cA) = " det(A4), VceR, Ac M,.

Esta féormula se obtiene aplicando la proposicién 3.15 en cada columna (o fila) de la matriz cA. Hay que
tener cuidado porque el determinante no se comporta bien respecto a la suma de matrices, es decir en general
es det(A 4+ B) # det(A) + det(B). Sin embargo, un resultado nada obvio pero que es verdadero, es que el
determinante preserva el producto de matrices, es decir, vale lo siguiente.

Proposicién 3.29. Para todo A, B € M,, vale det(AB) = det(A) det(B). O

3.3. Matriz inversa

Definicion 3.30. Decimos que una matriz cuadrada A € M, es invertible si existe una matriz B € M, tal
que AB = BA = I, siendo [ la matriz identidad.

Proposicion 3.31. Si A es invertible, entonces la matriz B que verifica AB = BA = I es unica.
Dem. Supongamos que existen dos matrices B, C tales que AB= BA =1y AC = CA = I. Entonces
C=Cl=C(AB)=(CA)B=IB=B, luego C=B. O

Observacion 3.32. Por la proposicién anterior, si una matriz A es invertible, entonces existe una inica matriz
B que verifica AB = BA = I; esta matriz se llama la inversa de A y se escribe B = A~!. Luego la inversa
de A (en caso de existir) queda caracterizada por ser la tinica matriz A~! que verifica AA™! = A=tA =T

Observacion 3.33. La matriz identidad I es invertible y vale I=! = I. Esto se deduce de I x I = I.

Proposicién 3.34. 1. Si A es invertible, entonces A~ es invertible y (A*l)*1 =A.
2. Si A y B son invertibles, entonces su producto AB es invertible y (AB)~' = B~1A~1,

Dem. Si A es invertible, entonces existe su inversa A~! que verifica AA™1 = A7'A = I. Esta férmula
implica (por definicién) que A~! es invertible y que su inversa es A, es decir (A_l)_1 = A.
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Supongamos que A y B son invertibles, entonces

(AB) (BT'A™) =A(BB ')A ' =ATA ' = AAT =1,
(B'AY(AB)=B ' (A'A)B=B"'IB=B"'B=1.

Esto prueba simultdnemente que AB es invertible y que B~1A™! es la inversa de AB. O

En lo que sigue veremos de responder las preguntas siguientes. ; Como saber si una matriz es invertible? Y
si sabemos que es invertible, jcémo se halla su inversa?

Para matrices diagonales la respuesta es simple.

Proposicion 3.35. Una matriz diagonal es invertible si y solo si todas las entradas de la diagonal principal
son no nulas. En ese caso

a; 0 0 a; 0 0
0 as 0 0 a;t -+ 0

o=t 7 T (18)
0 0 an 0 0 a;l

Dem. Sea A € M, la matriz diagonal. Si en A hay una entrada diagonal nula, por ejemplo la primera,
entonces la primera fila de A es nula y por lo tanto para toda otra matriz B € M, se cumple que la primera
fila de AB es nula. Luego AB no puede ser la matriz identidad y por lo tanto A no es invertible.

Por otro lado si todas las entradas de la diagonal principal de A son no nulas, entonces es facil de probar
que la matriz que aparece a la derecha en (18) es la inversa de A (es solo multiplicarlas). O

Definicién 3.36. Dada una matriz A € M, la matriz adjunta de A es la matriz adj(A) € M, definida
como la traspuesta de la matriz de los cofactores, es decir

t

A A o Ay A Ao - Ay
adj(A) = A‘21 A'zz A?n _ A'12 A.22 A'nZ
Anl An2 e Ann Aln A2n e Ann

siendo cada A;; el cofactor correspondiente al lugar (i, j) de A.

Observacion 3.37. La matriz adjunta anterior es la adjunta cldsica. Cuando se estudian operadores en
espacios con producto interno aparece otra matriz a la cual también también se llama la adjunta de A y se
escribe A*. No hay que confundirlas porque en general son distintas.

El interés en la matriz adjunta viene dado por el siguiente resultado.

Proposicién 3.38. Dada A € M, su matriz adjunta adj(A) € M,, verifica
A adj(A) = adj(A) - A =det(A)I.

Dem. Sea A := adj(A). Tenemos que probar que vale AA = AA = det(A)I. Si AA = (cij), entonces
Cij = Y p—q @ikAjk, para todo i, j. Luego ¢;; = Y ;4 apAix = det(A) (desarrollo a partir de la fila i), para
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todo 4. Por otro lado, si i # j, entonces ¢;; = Y p_; a;xAji = 0, porque esta suma corresponde al desarrollo
a partir de la fila j del determinante de una matriz que tiene dos filas iguales (la ¢ y la j):

air o Glp
() | @i -+ ain n
= ailAjl + -+ amAjn = ZaikAjk =0, Si1 75 j
()| an - aim k=1
anl - Aapn

En conclusién es ¢;; = det(A)d;; y por lo tanto AA = det(A)I. La prueba de AA = det(A)I es ansloga,
usando desarrollos por columnas en vez de por filas. O

Teorema 3.39. Una matriz A € M,, es invertible si y solo si det(A) # 0.
En caso afirmativo es det (Afl) = detA Y

Ay Ay - Ay
1 1 Ay Agg -+ Apa
A7l = dj(A) = ———
det(4) "YU = G : :
Aln A2n Ann

Dem. Si A es invertible, entonces
AAT =1 = det(AA7')=detI = det(A)-det(4") =1
Esto implica det A # 0 y det (A*I) = @.

Reciprocamente, supongamos que vale det(A) # 0. Escribamos A = det(A) y A = adj j(A) Sabemos que vale
AA = AA = AL con A # 0. Entonces multiplicando por A~! obtenemos A (A A) ( )A =1.

Luego (por definicién) la matriz A es invertible y su inversa es A~1 = A~1A. O
Aplicando este teorema a matrices 2 x 2 obtenemos el sguiente resultado.

Corolario 3.40. Una matriz A = (‘é 3) es invertible si y solo si ad — bc # 0. En es caso, es
1 d —=b
Al = . O
ad — be <—c a >

Método para obtener la matriz inversa. El teorema 3.39 nos permite saber si una matriz es invertible
y nos da una férmula para la inversa. El problema es que esta férmula es poco practica para matrices n X n,
con n > 2. Para hallar la inversa en el caso general existe un algoritmo que mostraremos a continuacién.
Para explicarlo, previamente necesitamos definir las operaciones elementales.

Definicion 3.41. Las operaciones elementales en una matriz A son las siguientes:
1. Intercambiar dos filas o columnas de A.

2. Multiplicar una fila o columna de A por una constante no nula.
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3. Sumarle a una fila o columna un multiplo de otra fila o columna, respectivamente.

El algoritmo para hallar la inversa consiste en lo siguiente. Supongamos que tenemos una matriz A € M,
que sabemos es invertible y queremos hallar A~!. Lo que hacemos es escribir la matriz A y a su derecha la
matriz identidad I € M,. Luego, y esto es importante, elegimos si vamos a trabajar con columnas o con
filas. Si por ejemplo decidimos trabajar con columnas, entonces solo vamos a poder seguir trabajando con
columnas y no podemos trabajar con filas. De la misma forma, si empezamos trabajando con filas, entonces
no podemos pasar a trabajar con columnas. Hecha la eleccion anterior, por ejemplo digamos que decidimos
trabajar con columnas, entonces vamos a realizar operaciones elementales en las columnas de la matriz A, y
cada vez que hagamos una operacién en A la repetimos en la matriz I. La idea es realizar operaciones hasta
transformar la matriz A en la identidad I, cuando se llegé a ese punto, la matriz I se transformé en A~

A continuaciéon veremos algunos ejemplos donde estudiamos la invertibilidad de matrices y calculamos
las inversas. En lo que sigue usaremos las mismas notaciones de los ejemplos 3.26. Ademas, escribiremos
F, +» F3, para decir que intercambiamos la fila 2 con la fila 3, y andlogamente para columnas.

2 3 1
Ejemplos 3.42. Sea A = [ -1 0 —1]. Vale det(A) = 1 # 0, luego A es invertible. Para calcular su
1 1 1

inversa tenemos que elegir primero si trabajar con columnas o con filas. En este caso trabajaremos con
columnas.

2 3 11 0 0
-1 0 =10 1 0] Ci—0Cs
1 1 1 0 0 1
1 3 1,1 0 O
0 0 -1]0 1 0| Cy—0Cs
0O 1 1 |-1 0 1
1 2 1 0 0
0 1 =10 1 0] Cs3—0C
O 0o 1]|]-1 -1 1
1 2 1 0 -1
0O 1 —-1]0 1 0 |Cy—2C,
0o 0 1|-1 -1 2
1 0 0 1 -2 -1
0 1 =110 1 0| Cs+0C
0O 0 1 |-1 1 2
10 0|1 -2 -3
01 00 1 1
0o 0 1 ]-1 1 3
1 -2 -3
Luego A'=10 1 1
-1 1 3
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2 2 1

Sea A= |—-2 —1 —2]. Vale det(4) =1, luego A es invertible. Hallar su inversa operando con las filas.
1 0 1

2 2 1 1 0 0
-2 -1 =2, 0 1 0 |F+F
1 0 10 0 1
1 0 10 0 1
-2 -1 =2, 0 1 0 |FR+2FH
2 2 1 1 0 0
1 0 10 0 1
0O -1 0|0 1 2 |F-2F
2 2 1 1 0 0
1 0 10 0 1
0 -1 00 1 2 |F+2F
0 2 -1]1 0 -2
1 0 10 0 1
0 -1 00 1 2| (-1)F
0 0 -—-1|1 2 2
1 0 10 0 1
0 1 0[]0 -1 —=2| (-1)Fs
0 0 -—-1|1 2
1 0 10 0 1
0o 1 0|0 -1 =2 F—F;
0 O 1 /-1 -2 =2
1 0o o1 2 3
0o 1 0|0 -1 2| F—F;
0 O 1 /-1 -2 =2

1 2 3

Luego la inversaes A1 = [ 0 -1 -2
-1 -2 =2
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3 1 1
Sea A= |2 3 2. Valedet(A) =6, luego A es invertible. Trabajaremos con columnas.
3 3 3
3 1 1 1 0 0
23 2 0 1 0 C1—Cs
3 3 3| 0 0 1
2 11 1 0 0
03 2 0 1 0 Cy — C3
03 3 -1 0 1
2 01 1 0 0
0120 1 0 10y
00 3| -1 -1 1
10112 0 0
01 2 0 1 0 Cs — C
00 3|-1/2 -1 1
1 00| 1/2 0 -1/2
01 2 0 1 0 | Cs3—2Cy
0 0 3|-1/2 -1 3/2
1 0012 0 -1/6
010 0 1 =2/3] 1Cs
00 1|-1/2 -1 7/6
/2 0 -1/6
Luego la inversa es A~ = 0 1 -2/3
-1/2 -1 7/6
Observaciones 3.43. 1. Notar que en los ejemplos anteriores lo que hicimos primero fue transformar

la matriz A en una matriz triangular (triangular superior en todos los casos, pero podria haber sido
triangular inferior) y luego llevarla a una forma diagonal. Es importante verificar siempre que la matriz
hallada es realmente la matriz inversa (haciendo el producto), dado que es muy facil equivocarse.

2. Conviene remarcar que cuando aplicamos el algoritmo anterior, tenemos que elegir entre trabajar con
filas o con columnas, pero no podemos mezclar, porque si trabajamos con filas y columnas, cuando
a la izquierda lleguemos a la matriz identidad, la matriz de la derecha no va a ser necesariamente la

matriz inversa.

Finalizamos esta seccién con algunas propiedades.

Proposiciéon 3.44. Si A, B € M,, verifican AB = I, entonces A y B son invertibles y son inversas entre
st.

Dem. Si AB = I, entonces det(A) det(B) = 1. Por lo tanto det(A) # 0 y det(B) # 0, lo cual implica que A
y B son invertibles. Luego multiplicando por la izquierda por A~ obtenemos

AB=1 = A'AB)=A"'T = (A 'AB=A4"1 = IIB=A"1! = B=A"1 0O
Proposicion 3.45. Sea A una matriz invertible.
1. Si X y B son matrices tales que que AX = B, entonces X = A~ B.

2. Si X y B son matrices tales que que XA = B, entonces X = BA™1,
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Dem. Las dos férmulas se prueban igual, asi que probaremos solo la primera.
AX=B = A AX)=A4"'B = A'AX=4"'B = IX=A"'B = Xx=A"'B. O

El siguiente resultado muestra que vale la propiedad cancelativa del producto de matrices, con la condicién
de que la matriz que multiplica a ambos lados sea invertible.

Corolario 3.46. Sean A, B,C matrices tales que A es invertible.
1. Si AB=0 o BA= 0, entonces B = O (la matriz nula).
2. 8§t AB = AC o BA=CA, entonces B=C.

Dem. Probaremos solo los primeros casos de cada item, los otros se prueban en forma anéloga. Si AB = O,
entonces B = A~'0 = 0. Si AB = AC, entonces B = A"1(AC) = (A"1A)C =IC =C. O

Observacion 3.47. En la proposicién y el corolario anteriores, la matriz A tiene que ser cuadrada, pero las
otras matrices pueden ser cuadradas o rectangulares.
3.4. Método de Cramer

El método de Cramer es una técnica para resolver sistemas de ecuaciones cuadrados. Consideremos un
sistema

ailxr1 + -+ aipTn, = bl
: (19)
an1T1 + -+ AppTn = by
Sean
air - GQip ayn - ali—1 b a1 -0 an
A=|: A= : : : cl,i=1,...,n.
Gn1 - Qnn Qp1 - Qpgi-1 by Qnitl - Qnp

Al nimero A se le llama el determinante del sistema. Notar que A; es el determinante obtenido sustituyendo
en A la columna i por la columna de resultados'.

Teorema 3.48 (Cramer). Consideremos el sistema (19) y los determinantes A, Ay, ..., Ay, definidos arriba.
1. Si A # 0, entonces el sistema (19) es compatible determinado y la solucion es x; = %, para todo i.
2. St A =0 y existe algin i tal que A; # 0, entonces el sistema (19) es incompatible.

3.8 A=A =---=A, =0, entonces el sistema (19) no es compatible determinado; puede ser
mcompatible o compatible indeterminado.

Dem. Probaremos ahora las dos primeras afirmaciones. La tercera se vera después de estudiar transforma-
ciones lineales, en la observacién 5.47.

Sean A = (a;;) la matriz formada con los coeficientes del sistema. Notar que el sistema (19) equivale a la

ecuacién matricial AX = B, siendo X = (x1,...,2,)y B = (b1,...,b,) pensados como vectores columna.
a11r1 + -+ apT, = b ailz - Qi x1 b1
R4 =
an1T1 + -+ AppTn = by anl - Odnn L bn,

14No confundir los determinantes A; con los cofactores Ajj, que no tienen nada que ver aunque se escriben parecido.
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Consideremos A= (Aij)t la matriz adjunta de A. Si multiplicamos la ecuacién AX = B por A obtenemos
AAX = AB. Usando que vale AA = AT (proposicién 3.38), obtenemos que esta tltima igualdad equivale a
AX = AB. Si calculamos el producto AB obtenemos

A Ao -0 Ay by b1A11 + beAgy + -+ bpApy Ay
Ap Agg -0 Apg by | | iBia+ b2l + -+ bnlna [ [ A2
A‘m A‘Qn e A;m b;L b1A1, + bgAQn‘ + -+ b Ann An
La ultima igualdad sale de desarrollar cada determinante A; por la columna ¢. Luego obtuvimos
1 AN |
AX=B = AAX=AB & AX=A4AB < A|:|=]": & Az=A,Vi=1,...,n.
Tn, A,

Sies A =0y existe algin i tal que A;, # 0, entonces obtenemos una contradicién en A x;, = A;;; luego
en este caso la ecuacién AX = B no tiene solucién.

Supongamos ahora que es A # 0. Tomando determinantes en A4 = AT, obtenemos
det (AA) = det(AL) = det (A)A=A" = det(4) =A™ £0.

Luego A es invertible y por lo tanto las ecuaciones AX = By AAX = AB son equivalentes. En resumen,
obtuvimos

AX =B < A:L’Z':Ai, Vi=1,...,n. (20)

Esto implica que si A # 0, entonces AX = B tiene una tunica solucién que es x; = %, para todo 1. O

Observacion 3.49. La aplicacién del teorema anterior para resolver un sistema de ecuaciones es lo que se
conoce como el método de Cramer. Cuando se aplica este método y resulta A = A = --- = A, = 0,
entonces el sistema es incompatible o compatible indeterminado, pero el método no permite distinguir entre
estos dos casos y hay que determinarlo de otra forma (en general se aplica escalerizacién). El tinico caso en
que si discrimina es cuando el sistema es homogéneo'® (que siempre es compatible). En ese caso el método
de Cramer nos dice que un sistema homogéneo cuadrado admite soluciones no triviales si y solo si A = 0.

3r—y+z = 2
Ejemplos 3.50. 1. Consideremos el sistema ¢ 2z +3y+2z = 0 .Es
dr—y+2z = 2
3 -1 1 2 -1 1 3 21 3 —1 2
A=12 3 2/=6; A1=0 3 2/=6; Ay=1|2 0 2/=0; A3=1]2 3 0|=-6.
4 -1 2 2 -1 2 4 2 2 4 -1 2
Como A = 6 # 0, el sistema es compatible determinado. Usando la férmula x; = %, deducimos que
la solucibnesx =1, y=0y z = —1.
r—y+2z = -1
2. Consideremos el sistema ¢ 3z +2y—2 = 1 . Es
dr+y+z =
1 -1 2 -1 -1 2
A=3 2 —-1=0, Ay=|1 2 -1|=-3.
4 1 1 1 1 1

Luego el sistema es incompatible.

'5Recordar que un sistema es homogéneo si todas sus ecuaciones aparecen igualadas a cero. Ver la seccién 1.3.
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3. Consideremos los siguientes sistemas

z+y+z =1 r+y+z =1
r+y+z = 1, r+y+z = 0
r+y+z = 1 r+y+z = -1

En ambos casos es A = A; = Ay = Ag = 0, pero es claro que el primer sistema es compatible
indeterminado y el segundo es incompatible. Esto ilustra la iltima afirmacién del teorema de Cramer.

A continuacién veremos la aplicacién de Cramer a sistemas homogéneos.

Ejemplos 3.51. 1. Consideremos
2v4+5y+27 = 0
3z 42y + 52z =
Sr+3y+7z = 0

e}

Su determinante es = 11 # 0. Luego la nica solucién que admite es la trivial x =y = z = 0.

ot W
w b o
~ ot

2. Consideremos
ax+y = 0
z+ay = 0
en que a es un parametro. Nos interesa saber para qué valores de a el sistema admite soluciones no
triviales.

El determinante del sistema es A = [¢ 1] = a? — 1. Luego el sistema admite soluciones no triviales
si y solo si a2 — 1 = 0, lo cual equivale a a = #1. Para hallar las soluciones tenemos que resolver los
sistemas obtenidos sustituyendo a por 1 y por —1.

a=1: Ty = 0; a=—1: ety =0
z+y = 0 r—y 0

Las soluciones para el casoa=1sonx =\, y = —A y paraa = —1 son x = y = )\, siendo A libre.

Observacion 3.52. El método de Cramer no es eficiente para resolver sistemas de ecuaciones numéricos, ya
que es mas rapido escalerizar que calcular varios determinantes. Sin embargo tiene algunas ventajas para
fines tedricos o cuando se quiere estudiar un sistema de ecuaciones que involucra parametros, ya que “limpia”
los calculos (ver el ejemplo anterior). En la seccién siguiente veremos también que es ttil para el estudio de
la dependencia lineal en espacios vectoriales.
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4. Espacios vectoriales

Los espacios vectoriales son generalizaciones del espacio R3, que entre otras aplicaciones nos permiten
trabajar en mayores dimensiones. Son una estructura muy general que aparece en la mayoria de las dreas
de la matematica.

4.1. Definiciones y propiedades basicas

Un espacio vectorial es un conjunto V en el cual estan definidas dos operaciones

VxVhv RxV SV
(u,v) wu+v’  (a,v)—a-v

que llamamos suma y producto por un escalar, que verifican las siguientes propiedades:
1. u+v =wv+u, para todo u,v € V (conmutativa);
2. u+ (v+w) = (u+v) +w, para todo u,v,w € V (asociativa);
3. Existe un elemento o € V tal que v + 0 = 0+ v = v, para todo v € V (existencia de neutro);

4. Para cada v € V existe un elemento u € V, tal que v +u = u+ v = o, para todo v € V (existencia de
opuesto);

5. 1-u = u, para todo u € V;

6. a-(b-v) = (ab) - v, para todo a,b € R, v € V.
7.a-(u+v)=a-u+a-v, paratodo a € R, u,v € V;
8. (a+b)-v=a-v+b-v, paratodo a,b € R, v e V;

A los elementos de V les llamamos vectores y en general los escribimos con las letras u, v, w, ..., mientras
que a los de R les llamamos escalares y los escribimos con las letras a, b, c, . ...

Observacion 4.1. La propiedad asociativa implica que podemos escribir u+v+w := u+ (v+w) = (u+v)+w
y en general podemos considerar sumas de varios sumandos que escribiremos Y ;" | v; = v1+- - -+ v,,. Ademds
la propiedad conmutativa implica que en una suma de vectores, podemos cambiar el orden de los sumandos
sin afectar el resultado de la suma.

Ejemplos 4.2. Los siguientes son ejemplos de espacios vectoriales. En los dos primeros casos las operaciones
son las habituales.

1. El espacio R", n > 1. En particular el espacio R3, el plano R? y la recta R.
2. El conjunto M,,x, de las matrices con m filas y n columnas, m,n > 1.

3. El conjunto Fun(D,R) de las funciones que van de D a R, siendo D # () un subconjunto de R. Las
operaciones estan definidas por: (f + g)(z) := f(x) + g(z), (a- f)(z) = af(z), para todo z € R.

4. El conjunto de las sucesiones de nimeros reales. Si & = (2,)neny € ¥ = (Yn)nen son dos sucesiones
de numeros reales y a € R, entonces las operaciones estdn definidas por = + y := (5, + Yn)neN ¥

a-x = (ary)nen-
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Proposicién 4.3. Sea V' un espacio vectorial. Valen las siguientes propiedades.

1. Existe un unico elemento o € V' que verifica la propiedad de existencia de neutro y se le llama el vector
nulo de V.

2. Para cada v € V existe un unico elemento en V' que verifica la propiedad de existencia de opuesto y se
le llama el opuesto de v y lo escribimos —v. Queda caracterizado por verificar v+ (—v) = (—v)+v = o.

3. St u,v,w € V wverifican u+ v = u + w, entonces v =w (cancelativa de la suma).

4. Sia€R yu,v eV son tales que a-u=1v con a # 0, entonces u=a"' - v.

5 SiaeR yveV, entonces a-v=o0 siysolosia=00v=o.

1. Si un elemento o verifica v + o’ = o’ +v = v, para todo v € V, entonces 0o = 0o+ 0 = 0.

2. Sea v € V. Si dos elementos u,w verifican v +u = u+v = 0oy v+ w = w+ v = o, entonces
u=ut+o=u+ (v+w)=(ut+v)+w=0+w=w. Luego u = w.

B utv=ut+w = (—u)+@w+v)=(—u)+@u+tw) = (—u+u)+v=(—ut+u)+w = o+v=
o+w = v=w.

4. Como es a # 0, entonces existe el inverso de a. Luego

acu=v = a'l-(au)=atv = (a_la)-u:a_l-v = lu=a'v = u=a'lw

5. Empezamos probando que si a =0 o v = o, entonces a - v = 0. Para eso usamos la propiedad 3.

0-v=(0+4+0)-v=0-v4+0-v = 0-v+0-v=0-v+0 = 0-v=o,

a-o=a-(o+0)=a-0+a-0 = a-0+a-0=a-0+0 = a-o=o.
Supongamos a-v = 0. Si es a = 0 entonces ya estd, en caso contrario (propiedad 4) esv = a t-0 =0. O
Se define la resta de dos vectores u y v mediante u — v := u + (—v).
Proposicion 4.4. La resta verifica las siguientes propiedades.
1. Valeu=v —w si y solo si u+ w = v, para todo u,v,w € V.
2. Vale —v = (—1) - v, para todo v € V.
3. Valea-(u—v)=a-u—a-v, para todo a € R, u,v € V.

Dem. Probaremos solo la primera afirmacién, dejando la prueba de las otras como ejercicio.

u=v-—w < u=v+(-w) & utw=@w+(-w)+tw & uvtw=v+((-w)+tw) <
ut+tw=v+o0 & utw=v. [

Nota: Por comodidad de notacion, de ahora en adelante vamos a escribir av en vez de a - v. También a
menudo abreviaremos “espacio vectorial” escribiendo solo “espacio”.

En lo que sigue V es siempre un espacio vectorial.
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4.2. Subespacios

Definicion 4.5. Un subespacio de V' es un subconjunto W C V' que verifica las siguientes propiedades:
oe W, wi,we €W = wy+we € W; aeR, weW = aweW.

La siguiente proposicién da una forma rapida de chequear la condicién de subespacio.

Proposicion 4.6. Sea W un subconjunto de un espacio vectorial V. Entonces W es un subespacio de V' si
y solo si se verifica
oec W, wi,we €W, a € R = wy +awy € W.

Dem. Ejercicio. O

Observacion 4.7. Si W es un subespacio y v1, ..., v, € W, entonces > ;" ; a;v; € W, paratodoay,...,a, € R.
Esto se prueba por induccién en n.

Ejemplos 4.8. 1. En todo espacio V, los subconjuntos {0} y V son subespacios. Todo subespacio de V/
distinto de ellos se dice que es propio. Al subespacio {0} se le llama el subespacio trivial.

2. En R2, toda recta que pasa por el origen, es decir todo conjunto de la forma W = {(z,y) € R? :
ax + by = 0} con a y b no simultdneamente nulos, es un subespacio.

3. En R3?, toda recta y todo plano que pasen por el origen, son subespacios.

4. Las matrices triangulares superiores y las triangulares inferiores son subespacios del espacio de las
matrices cuadradas.

5. Recordar que un polinomio es una funcién p : R — R de la forma p(x) = ag + a1z + - - - + a,x™, en que
ag, ai - - -, Gy son numeros reales fijos. Si p es un polinomio de la forma anterior con a, # 0, entonces
decimos que p tiene grado n. Al conjunto de todos los polinomios lo escribimos R[z] y al conjunto
formado por el polinomio nulo y todos los polinomios de grado menor o igual a n lo escribimos R, [z].
Es claro que R C Ry[z] C Ryfz] C --- C R[z] € Fun(R, R) son subespacios.

6. Si I es un intervalo abierto de R y escribimos
CI)={f:I—TR: fescontinua} y D(I)={f:I—R: f esderivable},
entonces D(I) C C(I) C Fun(I,R) son subespacios, para todo intervalo abierto I.
7. Los siguientes subconjuntos de R? no son subespacios:
Wi={(z,y): z+y=1}) Wa={(z,y): 2y =0} Wz={(x,y): 2=20ey=0}.
Notar que W5 no es cerrado con la suma y que W3 no es cerrado con el producto por escalares.
El interés en los subespacios viene dado por la siguiente proposicién.

Proposicién 4.9. Si W C V es un subespacio, entonces W es un espacio vectorial con las operaciones de
V' restringidas a W. O

Dem. La propiedad de ser subespacio implica que W es cerrado por la suma y por el producto por escalares,
y que contiene al vector nulo. Ademds, si w € W, entonces —w = (—1) - w € W, luego también es cerrrado
por opuestos. Las restantes propiedades de espacio vectorial se verifican trivialmente. O
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Luego los ejemplos 4.8 son también ejemplos de espacios vectoriales.

Definicion 4.10. Una combinacion lineal de un conjunto finito vy, ..., v, de elementos de V', es un vector

de la forma ajvy + - - - + anvy,, siendo a1, ..., a, escalares arbitrarios.

Dados v1,...,v, € V, sea [v1,...,v,] el conjunto de todas las combinaciones lineales de vy, ..., vp:
[V1,...,0n] = {a1vy + -+ apvy : a1,...,a, € R}

Proposicién 4.11. Para todo vy, ...,v, € V se cumple que [vy, ..., v,] es un subespacio de V.. Ademds, todo

subespacio W que contenga a v1,...,v,, contiene también a [vi,...,v,]. Luego [v1,...,v,] es el “menor”

subespacio de V' que contiene a v1,...,v,.

Dem. La prueba de que [vy,...,v,] es un subespacio se deduce de lo siguiente

Ovi + - - - Ouy;
(a1v1 + -+ + apvy) + (byvr + -+ - + byoy ) (a 1+b1)v1+ 4 (an + bp)vp;
(ca

clajvy + -+ + apvy) = (car)vy + -+ + (cap)vy.

Para la segunda afirmacién, en la observacién 4.7 vimos que si W es un subespacio y vi,...,v, € W,
entonces » ., a;v; € W, para todo ay, ..., a, € R. Esto implica [v1,...,v,] C W. a
Definicién 4.12. Al subespacio [v1,...,v,] se le llama el subespacio generado por vy, ..., v,.

Ejemplos 4.13. 1. Si o # v € R?, entonces [v] = {tv: t € R} es la recta por el origen que pasa por v.
2. Si u,v € R? son dos vectores no colineales, entonces [u,v] = {su +tv : s,t € R} es el plano por el
origen que pasa por u y v (o paralelo a u y v).
4.3. Dependencia lineal

Definicién 4.14. Sean vy,...,v, € V. Decimos que el conjunto {vi,...,v,} es linealmente dependiente
(LD) si existen ay,...,a, € R no todos nulos tales que ajv1 + - - -+ a,v, = 0. En caso contrario decimos que
el conjunto {v1,...,v,} es linealmente independiente (LI). A veces diremos simplemente que vy, ..., v, son
linealmente dependientes para referirnos a que {vy,...,v,} es LD y lo mismo para LI.

La combinacion lineal trivial de vq,...,v, es

O0vy +--- 4+ 0v, = o.

Luego {v1,...,v,} es LI si y solo si la tinica combinacién lineal de vy, ...,v, que da el vector nulo es la
trivial, y es LD si y solo si existe una combinacion lineal no trivial de vy, ..., v, que da el vector nulo.
Proposicién 4.15. 1. Si en un conjunto X = {v1,...,v,} se cumple que eziste algin i tal que v; = o,

entonces X es LD.
2. El conjunto {v} es LD si y solo siv = o.
3. El conjunto {u,v} es LD si y solo si existe un escalar a tal que uw = av o v = au.
Dem.

1. Como v; = o, entonces Ovi + --- + 1lv; + - - - + Ov,, = 0 es una combinacién lineal no trivial que da el
vector nulo.
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2. Se deduce directamente de la ultima afirmacion de la proposicion 4.3.

3. Esto es un caso particular de la siguiente proposicion. O
Proposicién 4.16. Un conjunto {vi,...,v,} es LD (n > 2) si y solo si existe algin vector v; que es
combinacion lineal de los restantes vi,...,Vi—1,Vi+1,...,Un.

Dem. Si {vy,...,v,} es LD, entonces existen aq,...,a, € R no todos nulos tales que ajv1 + - - - + a,v, = o.

Luego existe algtn 4 tal que a; # 0, y por lo tanto despejando v; obtenemos

—a —a;— —a; —a
vi:< 1>v1+'~+< ll)vi_1+< Z+1>vi+1+~~+( n)vn.
a; a; a; a;

Reciprocamente, si v; es combinacién lineal de los restantes vectores, entonces existen by, ..., b;—1,bi41,...,bn
tales que v; = bivy + -+ - + bji—1vi—1 + bjr1Vi+1 + - - - + byv,. Luego

blvl + -+ bi_lvi_1 + (—1)1)1' + bi+lvi+l + -+ bnvn =0
es una combinacién lineal no trivial que da el vector nulo. O

Ejemplos 4.17. 1. Consideremos el conjunto X = {(—4,1), (1,1), (1,—-1)} C R2 Para estudiar su
dependencia lineal, tenemos que ver si la tnica solucién de la ecuacién

a(l,—1)+b(—4,1) + ¢(1,1) = (0,0)
es la trivial. Operando, obtenemos que la ecuacién anterior equivale al siguiente sistema

a—4b+c¢c = 0
—a+b+c = 0

La solucién de ese sistema es a = gb, c= %b vy b queda libre. Luego el sistema es compatible indeter-
minado y por lo tanto X es LD. Observar que tomando b = 2 obtenemos (a,b,c) = (5,2, 3). Luego
vale

5(1,—1) +2(—4,1) + 3(1,1) = (0,0).

Usando esta férmula podemos escribir cualquier vector de X como combinacion de los restantes; por

ejemplo
—2 -3

2. Sea X = {(1,1,1), (1,2,1), (2,3,3)} C R3. Para estudiar su dependencia lineal, planteamos la ecuacién
a(1,1,1)+06(1,2,1) + ¢(2,3,3) = (0,0,0). (21)
La ecuacién (21) equivale al sistema homogéneo

a+b+2c = 0
a+2b+3c =
a+b+3¢c = 0

)

11 2
El determinante del sistema es |1 2 3| = 1. Luego el teorema de Cramer implica que la tinica solucién
11 3

que admite el sistema es la trivial, y por lo tanto X es LI.
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3. Sea X = {(2,1,3), (-1,3,2), (1,11,12)} c R3. Razonando como en el caso anterior, planteamos la

ecuacion
a(2,1,3) +b(—1,3,2) + ¢(1,11,12) = (0,0, 0), (22)
y X es LI si y solo si la dnica solucién de (22) es la trivial. La ecuacién (22) equivale al sistema
homogéneo
2a —b+c = 0
a+3b+1lc = 0
3a+2b+12¢ = 0
2 -1 1
El determinante del sistema es |1 3 11| = 0. Luego el teorema de Cramer implica que el sistema
3 2 12

admite alguna solucién no trivial, y por lo tanto X es LD. Para obtener la combinacién lineal no trivial
hay que resolver el sistema. Realizando los calculos se obtiene que una solucién es

2(2,1,3) +3(-1,3,2) — (1,11,12) = (0,0, 0),
4. Sea X = {1, 1+, 1+ 2+ 2?} C Ry[z]. Consideremos la combinacién lineal
a1+b(1+x)+c(1—|—x—|—x2) =0.

Operando obtenemos

a+b+c = 0
a+btc+(b+ezt+ca’=0 = b+c = 0
c = 0

Claramente la inica solucién de este sistema es la trivial, por lo tanto X es LI.
5. Es facil de probar que la base candnica {i, 7, /%} de R3 es un conjunto LI.

6. Generalizando el caso anterior, también es ficil de probar que el conjunto {e1, ez, - ,e,} C R"™ es LI,
siendo
e1 =(1,0,---,0), ea=(0,1,---,0), ---, e, = (0,0,---,1).

Proposicién 4.18. Sean A C B subconjuntos finitos de V.
1. Si A es LD, entonces B es LD.

2. Si B es LI, entonces A es LI

Dem. Supongamos A = {vi,- - ,v,} y B = {v1,"+ ,Un,Unt1, - ,Um}. Si A es LD, entonces existen
ai,...,ay € R no todos nulos tales que ayvi + - - - + a,v,, = 0. Entonces

a1v1 + - -+ + anpvy + Ovpyq + - - - + Oy, = 0.

es una combinacién linal no trivial, luego B es LD. La segunda parte se deduce de la primera: si B es LI,
entonces B no es LD, entonces A no puede ser LD (por la primera parte), luego A es LI O

El siguiente resultado nos da una condicién para “agrandar” un conjunto LI y que siga siendo LI.

Proposicién 4.19. Si {vy,--- ,v,} es LI y vpq1 & [v1,...,vp], entonces {vi,- -+ ,Up,Uns1} €s LI

Dem. Sean aq,...,a,+1 escalares tales que ajvy + -+ + apVn + Gpy1Vn+1 = 0. Si fuese a,4+1 # 0, entonces
podriamos despejar v, de la igualdad anterior y obtendriamos que v,11 es combinacion lineal de vy, - -+, v,
en contra de la hip6tesis. Luego es an+1 = 0 y por lo tanto vale ajvy + -+ + apv, = 0. Como {vy, -+ ,v,}
es LI, deducimos que es a; = --- = a, = 0. Luego ay,...,an, apy1 son todos nulos. O
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4.4. Generadores y bases

Definicién 4.20. Decimos que un conjunto {vy,...,v,} C V es un generador'® de V, si todo vector de V se
puede escribir como combinacién lineal de vy, ..., vy, es decir si [v1,...,v,] = V. Si ademés esa combinacién
lineal es unica. entonces decimos que {vy,...,v,} es una base de V.

Observacion 4.21. Si tenemos vectores vi,...,Up,Untl,---,Vm ¥y UN vector w es combinacion lineal de
V1, ..., Uy, entonces w es combinacién lineal de vy, ..., vy, Unt1,--.,Un. Esto se debe a lo siguiente

w=aiv1 +- -+ a Uy = w=av1+ -+ aptp +0vpp1 + -+ 0vy,.
Luego todo conjunto que contenga un generador de V', es también un generador de V.

Ejemplo 4.22. Consideremos los siguientes subconjuntos del espacio R?:
Bi={(1,2)}, B2={(2,-4), (=3,6)}, B3={(1,2), (2,3)}, Ba={(1,2), (2,3), 3,5}
El conjunto Bj no es generador. Para verlo probaremos que (1, 1) no esté en [(1,2)]:
(1,1) =a(1,2) = (1,1)=(a,2a) = a=1lya=1/24.

Respecto a Ba, es (2,—4) = 2(1,-2) y (—3,6) = —2(1, —2). De esto se deduce [(2,—4), (—3,6)] = [(1, —2)]
y de la misma forma que antes se prueba que By no es generador. Probaremos que B3 es base.

rz=a+2b
(x,y) =a(1,2) +b(2,3) = { Y= 2a+3b
Este sistema (en las variables a y b) es compatible determinado y su solucién es a = =3z 42y y b = 2z — y.

Esto prueba que B3 es base. Ademds obtuvimos cémo escribir un vector como combinacién lineal de Bs:
(z,y) = (=32 +2y)(1,2) + (22 — y)(2,3), V(z,y) € R%.

Como By contiene a Bz, entonces By es generador de R? (por la observacién 4.21). Ademds es

1
3,5) = (1,2 2,3) =
39=02+09 = { G005 a6 1160
Esto prueba que B4 no es base. Luego B4 es generador pero no es base.

Proposicion 4.23. Un conjunto B es una base de V' si y solo si B es un generador y es LI.

Dem. Sea B = {vi,...,v,}. Supongamos que B es una base de V. Es claro que B es un generador de V', asi
que solo tenemos que probar que es LI. Sean aq,...,a, € R tales que ajv; + - - - 4+ a,v, = 0. Como también
se cumple que Ovy + - - - + Ov, = o, entonces la unicidad de la decomposiciéon implica a1 = --- = a,, = 0.

Asumimos ahora que B es un generador y que es LI. Sea v € V. Supongamos que existen ay,...,a, € Ry
b1,...,b, € R tales que v = a1v1+- - -+ apv, y v = byvy +- - - + by v,. Restando obtenemos (a3 —b1)vy +-- -+
(@, —bp,)vy, = 0. Como B es LI, esto implica a; —by = -+ = ap, — b, = 0y por lo tanto a; = by, ... ,a, = by.

Luego probamos que todo vector del espacio se escribe de forma tnica como combinacion lineal de B. [

16En otros paises se le suele llamar un conjunto generador o conjunto de generadores, pero acé lo llamamos solo generador.
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Ejemplo 4.24. Consideremos el espacio vectorial V' = {({L‘, y,2) ER3: 22 +y+ 2= 0} (es un plano que
pasa por el origen de R3). Si (x,7,2) € V, entonces 2z +y + 2z = 0 y por lo tanto z = —2x — 4. Luego

(x,y,2) = (z,y, -2z —y) = (z,0,—2x) + (0,y, —y) = =(1,0,—2) + y(0,1, —1).

Esto nos dice que B = {(1,0,—2), (0,1,—1)} es un generador de V' (notar que (1,0,—2) y (0,1, —1) perte-
necen a V', como se deduce tomando (z,y) = (1,0) o (z,y) = (0, 1), respectivamente). Ademés es ficil de
probar que B es LI, luego B es una base del plano V.

En algunos espacios hay ciertas bases estandar a las que se les suele llamar la base candnica del espacio, que
se describen a continuacion.

Ejemplos 4.25. 1. La base canénica de R"™ es el conjunto B = {ej,ea, - ,e,} deﬁpido en el ejemplo
4.17.6. En particular la base canénica de R? es {i,j} = {e1,e2} y la de R3 es {4, 7, k} = {e1, e, e3}.

2. La base canénica de R, [z] es el conjunto {1,z,...,z2"}.

3. La base candnica de My,xn es el conjunto {e;; : i =1,...,m, j =1,...,n}, donde e;; es la matriz
m X n que tiene todas sus entradas nulas, salvo la entrada (7,j) que vale 1. Por ejemplo, la base
canénica de My = Maxo es B = {e11, €12, €21, €22}, siendo

(oY (o - _(o0y (00
11_00712_00721_10722_01‘

Teorema 4.26. En un espacio vectorial, la cantidad de elementos de un conjunto LI siempre es menor o
igual que la cantidad de elementos de un generador.

Dem. Sea A = {vi,...,v,} un conjunto LI y G = {wy,...,wy} un generador del espacio V. Queremos
probar que es n < m.

Como v; € V y GG es generador de V', entonces existen ai,...,a, € R tales que v1 = ajwy + -+ + GpWm.
Si fuesen a; = --- = a,, = 0, entonces seria v1 = o, pero esto es imposible porque v1 € Ay A es LI. Luego
alguno de los escalares es no nulo. Eventualmente reordenando los elementos de G, podemos suponer que es
a1 # 0. Luego

1 —a9 —am
V1 = ajwy + awa + -+ AW, = w1:;01+ T wy + -+ Wy,

1 1 ay
Veremos que G := {v1,ws,...,wy,} es un generador de V. Sea v € V un vector arbitrario. Como G es un
generador de V', entonces existen b1, ...,b, € R tales que v = bywy + - - - + bpwy,. Luego

1 —a —a
U:bl(v1+(2)w2+~--+< m>wm>+b2w2+--~+bmwm
al a1 a1

b b b
al al al

Esto muestra que todo vector de V' se puede escribir como combinacion lineal de Gj.

La prueba sigue por induccién en k. Nuestra hipdtesis inductiva es que existe £ > 1 tal que el conjunto

G = {v1,..., V%, Wkt1,..., Wy} es un generador de V (acabamos de probar que esto vale para k = 1).
Como viy1 € V y G es un generador, entonces existen ¢y, -+ , ¢, € R tales que
Vg1 = C1U1 + -+ + CpUk + Chp1Whp1 + -+ + CWpy- (23)
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Si fuese cx11 = -+ = ¢, = 0, entonces serfa v = c1v1 + -+ - + cxvg, contradiciendo que A es LI. Luego
existe algtin 4, con k+ 1 < i < m tal que ¢; # 0. Como antes podemos suponer que es cx11 # 0, y por lo
tanto podemos despejar wi4+1 de (23) obteniendo

—C —C 1 —C —C
U}]g+1:( 1>Ul+"'+<k>vk+ vk—l—lJF( k+2)wk+2+"'+< m)wm (24)
Ck+1 Ck+1 Ck+1 Ck+1 Ck+1

Probaremos que Giy1 := {v1,..., Uk, Vgt+1, Wgt2, - - -, Wy} €s un generador de V. La idea de la prueba es la
misma que antes. Para simplificar la notacién, la férmula (24) la escribiremos

Wiy1 = d1v1 + -+ + dpvg + dp Vg1 + dppoWigo + -0+ dpwi.
Sea v € V un vector arbitrario. Como G es un generador de V, entonces existen x1,...,x,;, € R tales que
v =21V] + -+ TRV, + Tpp1Wit1 + - -0 + TpWpy,. Luego
v =101 + -+ TRV + Tpgq (drvr + -+ dpvg + dpp1Vk1 + dppoWigo + o F dpwn) + -+ Tpwn,
= (1 + Tpg1di) v + -+ (@ + Tpg1di) Vi + Top1dir 1041 + (Trp1digo + Tppo) Weyo + -+
+ (zrr1dm + Tm) Wiy,

Esto muestra que todo vector de V' se puede escribir como combinacion lineal de G 1.

Luego probamos que para cada k = 1,2,... se cumple (eventualmente reordenando los elementos de G)
que G = {v1,..., V%, Wkt1,..., Wy} es un generador de V. Si fuese n > m, entonces podriamos sustituir
todos los elementos de G por elementos de A para obtener que el conjunto Gy, = {v1,...,vn} genera a V,

siendo A = {v1,...,Um, Um+1, - - ., Un}. Pero esto es imposible porque en ese caso el elemento v,,4+1 € A seria
combinacién lineal de v, ..., v, contradiciendo que A es LI. Luego necesariamente es n < m. O

Corolario 4.27. Si By = {v1,...,vn} y Ba = {w1,...,wn} son dos bases de V, entonces n = m.

Dem. Como Bj es LI y Bs es generador, entonces n < m. Intercambiando los roles de B; y By obtenemos
m < n. Luego m = n. O

Definicién 4.28. Si un espacio vectorial V' admite una base B = {vy,...,v,}, entonces diremos que V
tiene dimension finita y que la dimension de V es n; en ese caso escribimos dim(V') = n. En caso contrario
diremos que V' es de dimension infinita. Si V = {o} (el espacio trivial), entonces definimos dim V" = 0.

En los ejemplos que siguen usamos las notaciones de los ejemplos 4.24 y 4.25.
Ejemplos 4.29. Espacios de dimensién finita.
1. El conjunto {e1, e, ,e,} es base de R™, luego dim(R"™) = n, para todo n.
2. El conjunto {1,...,z,2"} es base de R,[z], luego dim(R,[z]) = n + 1, para todo n.
3. El conjunto {e;; : 1 <i<m, 1 <j <n}esbasede Mpy,xn, luego dim(Mp,xrn) = mn, para todo m, n.
4. El conjunto {(1,0,—2), (0,1,—1)} es base del plano V = {(z,y,2) € R®: 224+ y+ 2z =0}, luego
dim(V) = 2.

Proposicion 4.30. Si V es un espacio de dimension finita n, entonces la cantidad de elementos de un
conjunto LI es menor o igual que n y que la cantidad de elementos de un generador es mayor o igual a n.

Dem. Esto es consecuencia directa del teorema 4.26. O

Ejemplos 4.31. El espacio de los polinomios R[z] tiene dimensién infinita. Esto se debe a que el conjunto
{1, z, -+, 2™} es LI, para todo n. Luego R[z] no puede tener dimensién infinita por la proposicién anterior.
Si consideramos el espacio de las funciones derivables D(R), como R[z] C D(R) es un subespacio, deducimos
que D(R) también tiene dimensién infinita. Otros ejemplos de espacios de dimensén infinita son el de las
funciones continuas C'(R), el de las funciones Fun(R) y el de las sucesiones.
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Nota: De ahora en adelante asumiremos siempre que los espacios tienen dimensién finita.

El siguiente resultado muestra que todo conjunto LI se puede completar a una base.
Proposicién 4.32. Sea V un espacio de dimension n y A= {v1,...,vn} CV un subconjunto LI.
1. Sim =n, entonces A es base de V.
2. Sim < n, entonces existen vmi1,...,v, € V tales que B = {v1,...,0m, Um+1,...,Un} es base de V.

Dem. Supongamos m = n. Si A no fuese base de V', entonces no serfa generador y por lo tanto existirfa
un vector v+, € V tal que v,y1 € [v1,...,v,]. Pero esto implicaria que {vi,...,vn, vpy1} es LI (por la
proposicién 4.19), lo cual no es posible por la proposicién anterior. Luego A es base de V.

Para la segunda parte la idea es la misma. Si m < n entonces A no puede ser base de V', y por lo tanto

no es un generador de V. Luego existe un vector vp,4+1 € V tal que vpm1 ¢ [v1,...,Um) ¥ por lo tanto
{v1,...,Um, Vmy1} es LI. Si m + 1 = n, entonces ya terminamos (por la primera parte). Si m +1 < n
repetimos el razonamiento con {vi,..., vy, Un+1} en lugar de A y asi seguimos hasta llegar a una base
B={vi,...,Umy Umil,---,Un}. O]
Proposicién 4.33. Si G = {v1,...,0m, Umt1} es un generador de V y vpy41 es combinacion lineal de
Vly ..oy Um, entonces G ={v1,..., vy} es también un generador de V.

Dem. Sean ay,...,an € R tales que vy11 = a1v1 + -+ + @mm. Sea w € V. Como G es un generador de V/,
entonces existen by, ...,bn+1 € R tales que w = bivy + - -+ + by 1Vm+1. Luego

w="bivy + - + bpUm + bypr1(a1vr + -+ + amvm) = (b1 + bg1a1)vr + - -+ + (b + bit1am) V.
Esto muestra que G’ es un generador de V. O
Proposicion 4.34. Sea V' un espacio de dimension n y G un generador de V' con p elementos.
1. Sip=n, entonces G es base de V.
2. Sip>n, entonces en G existen n elementos vy, ..., vy, tales que G' = {vy,...,v,} es base de V.

Dem. Supongamos p = n. Si G no fuese base, entonces seria LD y por lo tanto existiria un vector de G
que es combinacién lineal de los restantes, Entonces sacando este vector de G obtendriamos un generador
G’ con menor cantidad de elementos que la dimension del espacio, lo cual es imposible. Luego G es base.

Si p > n, entonces G es LD y por lo tanto tiene algtin vector que es combinacién lineal de los restantes.
Aplicando la proposicién anterior podemos sacarle ese elemento obteniendo un generador contenido en G
con p — 1 elementos. Luego se sigue repitiendo el proceso hasta obtener un generador con n elementos, que
por la primera parte sabemos es base. O

Ejemplo 4.35. Consideremos los conjuntos
G = {(170)’ (270)’ (O’ 1)}7 A= {(1’0)7 (0’ 1)}7 B = {(2’0)7 (07 1)}7 C= {(170)7 (270)}‘

El conjunto G es un generador de R? (contiene a la base canénica A). Los conjuntos A y B estan contenidos
en G y son bases de R?. El conjunto C esta contenido en G, pero no es base de R?.

De las proposiciones 4.32 y 4.34 se deduce el siguiente resultado.

Corolario 4.36. Sea V un espacio de dimension n y A C V un conjunto de n elementos. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

A es un generador de V; A es un conjunto LI, A es una base de V.. [
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Ejemplo 4.37. Consideremos el espacio Ra[z] y el conjunto A = {1, 1+, 1+ z + 22} C Ry[x]. Es facil de
probar que A es LI, y como tiene 3 elementos y dim Ra[z] = 3, deducimos que A es base de Ra|x].

La siguiente proposicién da un criterio simple para saber si un conjunto es base de R".

Proposicién 4.38. Sea B = {v1,...,v,} un subconjunto de R™ y A el determinante de la matriz cuyas

columnas son los vectores vi, ..., v, escritos verticalmente. Entonces B es base de R™ si y solo si A # 0.
ail -+ Qin

Dem. Sean vy = (ai1,...,an1), ~+, Un = (Q1p,---yann) ¥y A = : D). Sz, € R
anl Gnn

verifican xqv1 + - - - + T,v, = 0, entonces es

a1ty + -+ apr, = 0
x1(a11y .. yan1) + - F xp(ain, - yann) = (0,...,0) < :

ap1T1 + -+ appxty, = 0
Sabemos por el método de Cramer que el sistema homogéneo anterior admite como tnica solucién la trivial

si y solo si A # 0. Luego B es LI si y solo si A # 0. La prueba se completa observando que como B tiene n
elementos, entonces B es base de R” si y solo si B es LI. O

Proposicion 4.39. Si V es un espacio de dimension finita y W es un subespacio de V', entonces W es un
espacio de dimension finita y dim(W) < dim(V'). Ademds, si dim(W) = dim(V'), entonces W =V.

Dem. Si W = {o} el resultado es obvio. Supongamos ahora W # {o}. Todo subconjunto de W que es
LI en W, es también LI en V' y por lo tanto tiene una cantidad de elementos menor o igual que dim(V).

Sea A = {wy,...,wy,} un subconjunto LI de W con m < dim(V') el méximo posible. Si A no fuese un
generador de W, entonces existiria w41 € W que no es combinacién lineal de wy, ..., w, y por lo tanto
Ay = {wi, ..., Wy, wnt1} seria también un subconjunto LI de W, contradiciendo la maximalidad de m.

Luego A es generador de W y por lo tanto es base de W. Esto a su vez implica dim(WW) = m < dim(V).

Si dim(W) =dim(V) =ny B = {w;,...,w,} es una base de W, entonces B es un subconjunto LI de V' con
la misma cantidad de elementos que dim(V') y por lo tanto es base de V. Luego V. =W = [wy,...,w,]. O

En lo que sigue usaremos la proposicién anterior para determinar los subespacios propios de R? y de R3.

Subespacios propios de R?. Como dim (]RQ) = 2, si W es un subespacio propio de R?, entonces
dim(W) = 1. Luego W = [v], con 0 # v € R?, es una recta que pasa por el origen.

Subespacios propios de R?. Como dim (R‘S) = 3, si W es un subespacio propio de R?, entonces
dim(W) = 1,2. Si dim(W) = 1, entonces W = [v], con 0 # v € R3, es una recta que pasa por el ori-
gen; si dim(W) = 2, entonces W = [u,v], con {u, v} C R3 un conjunto LI, es un plano que pasa por el
origen.

4.5. Suma directa

Sea V un espacio vectorial y Wy, Wy dos subespacios de V. Definimos su interseccion W1 N Wy y su suma
W1 + Ws, mediante

WlﬂWQZZ{’UEVZ UEle’UEWQ}, W1+W2::{w1+w2: wy € W, wQGWQ}.
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Proposicion 4.40. Si W1, Wy son subespacios de V', entonces W1 NWo y Wi+ Wo son también subespacios
de V.

Dem. FEjercicio. O
Observacion 4.41. Dados dos subespacios Wy, Wa, su interseccién W1 NWs es el mayor subespacio contenido
en Wy y Wa, mientras que W1 4+ Wy es el menor subespacio que contiene a Wy y Wa.

Ejemplos 4.42. Consideremos el espacio R3.

1. Si Wy ={(z,y,2): z=0} (plano Oxy) y Wy = {(z,y,2) : y =0} (plano Oxz), entonces

WinWy={(z,y,2) : y=2=0} (eje Ox), Wi+ Wy = R3.

2. SiWy ={(z,y,2) : y=2=0} (eje Ox) y Wo = {(z,y,2) : © =2=0} (eje Oy), entonces

Wi N Wy ={(0,0,0)}, Wi+ Wy ={(z,y,2): z=0} (plano Oxy).

Definicion 4.43. Sean W7, W5 dos subespacios de un espacio V. Decimos que un subespacio U es suma
directa de Wy y Wy y escribimos U = Wy @ W si se cumple U = Wy + Wy y Wi N Wo = {o}.

Ejemplo 4.44. Si consideramos los ejemplos 4.42, el primero nos dice que el espacio R? es suma del plano
Oxy con el plano Oxz, pero esta suma no es directa, y el segundo, que el plano Oxy es suma directa de la
recta Ox y la recta Oy.

Proposicion 4.45. Si Wy, Wy son dos subespacios de V', entonces V.= W1 ® Wy si y solo si todo vector de
V' se escribe en forma unica como suma de un vector de Wy con uno de Ws.

Dem. Asumimos V = W; @ Wa. Sea v € V' y supongamos que existen wi,w] € Wi y we, wh € Wy tales
que v = wy + wy = wj + wh. Restando obtenemos wy — wj = wl — wy. Observar que es w; —w) € Wy y
wh — wy € Wy. Luego wy — w) = wh —wy € Wi N Wy = {o}. Esto implica w; — w} = wh — wy = o y por lo
tanto w1 = w] y wy = wh.

Reciprocamente, supongamos ahora que todo vector de V' se escribe en forma tinica como suma de un vector
de W7 con uno de Ws. Esto implica que es V. = W + Ws. Sea v € W N Ws. Considerando o+v=v+o0y
usando la unicidad de la descomposicién, se deduce que es v = o. Luego W1 N Wy = {o}. O

Proposicién 4.46. Sean Wi, Wy dos subespacios de V' tales que V.= W1 @ Wa. Si By = {vi,...,un} y
By = {wi,...,wy} son bases respectivas de Wi y Wa, entonces su union B = {v1,...,0p, W1, ..., Wy} €s
una base de V.

Dem. Sea v € V. Sabemos que existen u; € Wy y uo € W tales que v = uj + uo. Usando que B; y
By son bases, tenemos que existen escalares a; y b; tales que up = >0 a;v; y ug = 27:1 bjw;. Luego
v=uy +up =1 avi + 50, bjw;. Esto prueba que B es un generador de V.

Sean escalares ¢; y d; tales que Z?zl civ; + 273"21 djw; = o. Entonces

n m n m
ZciviZ—ZdjijWﬁﬁWQ:{O} = Zcivizo y Zdjwjzo'
i=1 j=1 i=1 J=1

Como B; y B, son LI, esto implica que todos los escalares son cero. Esto prueba que B es LI.

Corolario 4.47. Si V = W7 ® Ws, entonces dimV = dim Wy + dim Ws.
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Corolario 4.48. Sean Wy, Wy dos subespacios tales que W1 N W = {o}. St dimV = dim W; + dim W5,
entonces V.= W71 @ Ws.

Dem. Sea U := Wi + Ws. Como es Wi N Wy = {o}, entonces U = Wy @ Wy y por lo tanto dimU =
dim Wy + dim W5. Como es dim V' = dim W; + dim W5, obtenemos dimU = dim V' y por lo tanto U = V.
Luego W1 & Wy = V. O

Ejemplo 4.49. Consideremos el espacio R3 y los subespacios
Wi ={(z,y,2): 2a+y+2=0} y Wy ={(z,y,2): y=2z=0}.

Si (z,y,2) € W1 N Wa, entonces vale

{2m+y+z:0 = z=y=2=0 = (z,y,2)=(0,0,0).

Luego W1 N Wy = {(0,0,0)}. Por otro lado W; es un plano y Wy una recta, asi que es dimW; = 2 y
dim W5 = 1 y por lo tanto dim Wy + dim Wy = 2+ 1 = 3 = dim R?; luego R? = W; ® Wh.

Observacion 4.50. Dados dos subespacios W1, Wy de V', no alcanza con que valga dim V' = dim Wy +dim Ws
para que la suma sea directa, hay que probar que también vale W3 N Wy = {o}. Por ejemplo, si el espacio
es R3 y consideramos los subespacios

le{(JI,y,Z): ZZO} y WQ:{(ZE,y,Z): y:Z:O},
entonces Wi es un plano y Ws una recta, y por lo tanto dim Wy + dim Wy = 2 + 1 = 3 = dimR3. Pero W,

estd contenido en Wy, luego Wy + Wy = Wy C R3 y por lo tanto no puede ser Wi @ Wy = R3.

Observacion 4.51. La suma directa de dos subespacios se generaliza a una cantidad finita cualquiera de
subespacios (y también para infinitos subespacios), pero esta construccién es mas delicada y no la vamos a
desarrollar. Quien esté interesado en el tema, puede leerlo en las pdginas 265-267 de [Friedberg].

4.6. Coordenadas y cambio de base

Definicién 4.52. Sea V un espacio y B = {vy,...,v,} una base ordenada de V', es decir una base para
la cual fijamos un orden de sus elementos. Sabemos que si v € V, entonces existen tnicos x1,...,T, € R
tales que v = z1v; + - - - + T, v,. En este caso escribimos coordp(v) = (z1,...,2,) vy decimos que la n-upla
(x1,...,2,) € R™ son las coordenadas del vector v en la base B.

En lo que sigue supondremos siempre que las bases son bases ordenadas.

Ejemplos 4.53. 1. Consideremos las bases By = {(1,1), (1,—-1)} y B2 = {(1,-1), (1,1)} de R2. Si

(z,y) € R?, es
T+ T — T + xr —
(:r,y) = y(la 1) + 73/(1’ _1) = COOI'dBl ($,y) = ya Y
2 2 2 2
@ =25 00+ T = coords ) = (252 550

Notar que B; y By coinciden como conjuntos, pero no como conjuntos ordenados. Por eso es que las
coordenadas en la base B; son distintas que en la base Bs.
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2. Si ahora consideramos la base canénica B = {(1,0), (0,1)} de R?, entonces
(z,y) = 2(1,0) +y(0,1) = coords(z,y) = (,y), V(z,y) € R%.

Luego las coordenadas de un vector en la base canénica de R? coinciden con el propio vector. Esta es
la gran ventaja de trabajar con la base canénica frente a otra base.

Esto vale en general, si B = {ej,...,e,} es la base candnica de R", entonces

coordg(x1, ..., xn) = (x1,...,2n), V(x1,...,2,) € R™.

3. Si consideramos la base canénical” B = {1, ,...,2"} de R[], entonces
coordp (ao +ar+ asz® + -+ anx") = (ag, a1, ag, -+, ap) € R
para todo polinomio ag + a12 + asx? + - - + a,z™ € Ry [z].

A continuacién veremos como se relacionan las cordenadas de un mismo vector en dos bases distintas.

Sean B = {vi,...,v,} y C = {wi,...,w,} dos bases de un mismo espacio V. Consideremos la matriz
cuadrada ¢[Id]g € M,, definida por

c[Id]g = [coord¢(v1) | coorde(va) | - - - | coorde (vy,)]

en que coorde(vy), coorde(vz), - - -, coorde(vy,) son las coordenadas en la base C de los vectores de la base B
escritos en forma vertical; es decir, si

ain - Qg
V1 = a11W1 + a21w2 + - - -+ ap1Wy COOI‘dc(v1) = (011,a21,-~,an1) ao1 - ap
n
: = = C[Id]lg =
Up = Q1pW1 + a2pW2 + -+ - + AppWp COOTdC('Un) = (alna A21y .-y ann)
Gp1 - QOnpn

La matriz ¢[Id]s se llama la matriz de cambio de base'® de B a C.

Proposicién 4.54 (Férmula de cambio de base).
Sean B y C dos bases de V. Si v € V, entonces las coordenadas de v en las bases B y C se relacionan
mediante

coorde(v) = ¢[Id]g coordp(v). (25)
En la formula anterior se entiende que coorde(v) y coordg(v) son vectores columna.

Dem. Para simplificar la notacidon haremos la prueba en el caso dim V' = 2, aunque la misma vale en general.
Sea v € V' y escribamos

B = {vi,vn}, C={wi,wa}, ¢[ld]s = (a;j), coordg(v) = (z1,22), coorde(v) = (y1,¥2).
Esto quiere decir que vale

V1 = a11W1 + a21w2

;U =x101 + X2v2; UV = yrwi + yawo. 26
v2 = ajpwi + agwsy ’ ’ Y Y (26)

n=1  ..,1}. La conveniencia de

17Ac4 hay que tener cuidado porque a veces se toma como base canénica de R, [z] a {z", z
una u otra depende de cémo escribamos los polinomios, por ejemplo 1 + 2z + 322 o 322 + 2z + 1.
K
18Cuando estudiemos matrices asociadas a transformaciones lineales, va a quedar claro porqué es que a la matriz de cambio

de base de B a C la escribimos de la forma ¢[Id]z.
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Luego
v =201 + 2202 = x1 (an w1 + a1w2) + x2 (12w + agews) = (x1a11 + T2a12) W1 + (T1a21 + x2a22) w2.

Luego comparando con la ultima igualdad de (26) obtenemos

(y1,92) = (1011 + 2012, T1021 + T2022) & <y1> = <a11 a12> <$1> .

Y2 az a) \T2
Esta igualdad es la férmula (25) en el caso dim V' = 2. O

Ejemplo 4.55. Consideremos el espacio R? y la base B = {(5,2), (2,1)}. Si escribimos un vector genérico
(z,y) en funcién de la base B obtenemos

(z,y) = (z — 2y)(5,2) + (=22 + 5y)(2,1) = coordp(z,y) = (z — 2y, —2z + 5y).

Consideremos ahora la base C = {(2,1), (1,1)}. Si escribimos los elementos de B como combinacién lineal
de la base C obtenemos

(5,2) =3(2,1) — (1,1), (2,1)=(2,1)+0(1,1) = coorde(5,2) = (3,—1), coorde(2,1) = (1,0).

Luego la matriz de cambio de base de B a C es

c[1d]s = [coorde(5,2) | coorde(2, 1)] = ( M é) .

Usando la férmula anterior, las coordenadas de un vector genérico (z,y) en la base C se obtienen mediante
la férmula de cambio de base

coorde(z,y) = ¢[ld]s coordp(z,y) = <_31 (1)> ( i ) - < o >

—2x + by -+ 2y

Luego
coorde(z,y) = (x —y, —x +2y) = (2,y)=(z—y)(2,1)+ (-2 +2y)(1,1).

De esa forma, conociendo las coordenadas de un vector en la base B y la matriz de cambio de base de B a
C, obtuvimos las coordenadas del vector en la base C.

Ahora veremos cémo se relacionan las matrices de cambio de base ¢[Id]p y g[ld]c. Para eso necesitamos el
siguiente resultado.

Lema 4.56. Si una matriz A € M, verifica Av = v para todo v € R™ (v vector columna), entonces A = 1.

Dem. Dada A € My,«n, es facil de probar que la columna i-ésima de A es la matriz columna Ae;, siendo
{e1,...,en} la base canénica de R™. Entonces como vale Ae; = e;, para todo i = 1, ..., n, deducimos

A =[Ae|---|Aey] =[e1] - len]) =1. O

Proposicion 4.57. Sean B y C dos bases de un mismo espacio V. Entonces la matriz de cambio de base
clId]g es la inversa de la matriz de cambio de base g[ld]c.

Dem. Sea v € V. Entonces
coordg(v) = p(ld]¢ coorde (v) = g[Idlc (¢[Id]s coords(v)) = (s[Id]c ¢[Id])coords(v).
Como {coordg(v) : v e V} =R", entonces la férmula anterior implica
w = (p[ld]¢ ¢[ld]g)w, Vw e R™

Luego el lema 4.56 implica que es p[Id]¢ ¢[Id|g = I,,. Esto a su vez implica que una es inversa de la otra. [J
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Ejemplo 4.58. Consideremos el espacio R? y la base B = {(1,1), (1,—1)}. Vanos a ver cémo escribir
un vector genérico (x,y) como combinacién lineal de la base B, sin tener que resolver ningin sistema de
ecuaciones. Sabemos que las coordenadas de (z,y) en la base candnica C = {(1,0), (0,1)} son coord¢(z,y) =
(x,y). Luego la matriz de cambio de base de B a C es

clld]s = (coorde(1, 1) | coorde(1, —1)) = G 11>.

Notar que la primer columna de la matriz g[Id]s es el primer vector de la base C escrito en forma vertical y
lo mismo sucede con la segunda columna. Entonces la matriz de cambio de base de C a B es

slldle = (c[ld]s) ™" = G _11> ) = Gg —11//22> '

Luego la férmula de cambio de base nos dice que para todo (x,y) € R? es

= (3 2) ) - (5).

Tty Ty
2

es decir coordg(z,y) = ( , %) y por lo tanto vale

T+ Y

(.’L‘,y) - (17_1)7

para todo (r,y) € R2.

Ejemplo 4.59 (Giro de coordenadas). Este ejemplo estd pensado en las aplicaciones fisicas del cambio de
coordenadas, asi que para los vectores usaremos una notacién mas al estilo de fisica.

Trabajaremos el plano R?. Sea C = {i, j} la base canénica de R2. Queremos saber cémo cambian las
coordenadas cuando rotamos nuestro sistema de coordenadas un dngulo € en sentido positivo (antihorario).
El nuevo sistema de coordenadas va a tener una base B = {ig, jg}, en que iy y jp son los rotados de i y J,
luego

9 = (cos )i+ (senf)j, Jp = —(senb)i+ (cosb)j. (27)

Si consideramos un vector arbitrario v, entonces v va a tener ciertas coordenadas (x,y) en la base C y otras
coordenadas (X,Y) en la base B, es decir

v=2xi+Yy) y v= Xig+ Y.

Lo que queremos saber es cémo es que se relacionan (z,y) con (X,Y). La matriz de cambio de base de B a
C se obtiene de las férmulas (27):

cos 0 —sen@)

senf  cosf

clld]s = (

La matriz de cambio de base de C a B se obtiene invirtiendo la matriz anterior

sllde = (6089 —sen<9>1 _ ( cos 6 sen0>.

sen 6 cosf —senf cosf

Luego aplicando la férmula de cambio de base obtenemos
(X)_ < cos @ sen9> (x) N X =xcosf + ysenl
Y —sent cosf Y Y = —zsenf + ycosb
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Esto nos dice que si la expresion de v en la base candnica es v = x7 + yj, entonces en la base B es

v=(xcosh +ysenb)ig+ (—zrsend + ycosh) jy.

Figura 18: Rotacion de ejes
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5. Transformaciones lineales

En esta seccién estudiaremos las funciones entre espacios vectoriales que preservan la estructura lineal. A
menos de que explicitemos lo contrario, asumiremos siempre que los espacios tienen dimension finita.

5.1. Definiciones y propiedades basicas

Definiciéon 5.1. Sean V y W dos espacios vectoriales. Una funcién T : V. — W es una transformacion
lineal si verifica:

» T(u+v)=T(u)+T(v), para todo u,v € V;

» T'(av) = aT(v), paratodoa e Ryve V.
La siguiente proposicién da una forma alternativa de verificar si una funcién es una transformacién lineal.
Proposicién 5.2. Una funcion T : V — W es una transformacion lineal si y solo si verifica:

T(au+v) = aT(u) + T(v),

para todo u,v €V ya € R .
Dem. Ejercicio. O
Ejemplos 5.3. Ejemplos de transformaciones lineales.

1. La funcién nula T : V. — W definida por T'(v) = o, para todo v € V (V y W espacios vectoriales
arbitrarios).

2. La funcién identidad Id : V' — V definida por Id(v) = v, para todo v € V (V es un espacio vectorial
arbitrario).

3. La simetria respecto al eje Ox es T : R? — R? definida por T(z,y) = (z, —y), para todo (z,y) € R2.
4. La proyeccion de R? sobre R? es T : R? — R? definida por T'(x,y, z) = (z,y), para todo (z,v,2) € R3,

5. La funcién T : My,xn — Mysm definida por T(A) = A* (la traspuesta), para todo A € My, xn.

Los siguientes son ejemplos de transformaciones lineales en espacios de dimension infinita.

6. Sea I C R un intervalo abierto y C°(I) := {f : I — R : f es derivable de todos los érdenes}. La
funcién T : C*°(I) — C°°(I) definida por T'(f) = f’ (la derivada) es una transformacién lineal.

7. Si [a,b] es un intervalo cerrado de R y consideramos C([a,b]) := {f : [a,b] = R : f es continua},
entonces 1" : C([a,b]) — R definida por T'(f) = ff f(z) dz es una transformacion lineal.

Proposicion 5.4. Sea T : V — W una transformacion lineal. Vale lo siguiente.
1. Siay,...,apn € Ryvy,...,v, €V (n>1), entonces T(a1v1 + - - + anvy) = a1T(v1) + - - + a1 (vy,).
2. T(o) = o (la imagen por T del vector nulo de V es el vector nulo de W ).
3. Siv eV, entonces T(—v) = =T (v).

4. Stu,v eV, entonces T(u —v) =T (u) — T(v).
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Dem. La prueba de la primera afirmacién se obtiene aplicando reiteradamente la primera propiedad de las
transformaciones lineales y luego la segunda propiedad:

T(ajvr + -+ apvy) = T(aivy) + - -+ T(apvy) = a1T(v1) + - -« + ap,T(vy).
Las pruebas de las restantes afirmaciones son las siguientes
T(0)=T(0-0)=0-T(o) = o,
T(—v) =T((-1)-v) = (1) - T(v) = =T(v),
T(u—v)=T(u+(—v)) =T) +T(—v) =T(u)+ (= T(v)) =T(uw) - T(v). O

Ejemplo 5.5. La funcién T : R? — R? definida por T'(z, y) = (224 3y, 3z—2y, x+y), es una transformacién
lineal. Para probarlo aplicamos la proposicion 5.2.

T(a(z1,y1) + (v2,42)) = T(az1 + z2, ay1 + y2)
= (2(azy + x2) + 3(ay1 + y2), 3(azy + x2) — 2(ay1 + y2), (az1 + x2) + (ay1 + y2))
= (2az1 + 2x2 + 3ayy + 3y2, 3az1 + 3wz — 2ayy — 2y2, ax1 + T2 + ayy + Y2)
= (a(23:1 + 3y1) + 222 + 3y2, a(3x1 — 2y1) + 3x2 — 2y2, a(z1 + Y1) + 22 + yz)
= a(2x1 + 3y1, 3xr1 — 291, x1 + y1) + (2:1:2 + 3y2, 3x2 — 2y2), T2 + yg)
= al'(z1,91) + T(22, y2).
Como esto vale para todo a € Ry (z1,y1), (22, 92) € R?, deducimos que T es lineal.

Observacion 5.6. Veremos que toda transformacién lineal de R? en R? es del tipo anterior. Consideremos
una transformacién lineal arbitraria T : R? — R®. Sean (a,b,c) = T(1,0) y (d,e, f) = T/(0,1). Entonces

T(z,y) =T (x(1,0) +y(0,1)) = 2T(1,0) + yT(0,1) = z(a, b, c) + y(d,e, f) = (az + dy, bz + ey, cx + fy).
Luego es T'(z,y) = (ax + dy, bx + ey, cx + fy). Esto que vimos vale en general.

Proposicién 5.7. Si T : R" — R™ es una transformacion lineal, entonces existen escalares a;j, 1 <i <m
y1<j<n, tales que

T(z1,...,2p) = (a1121 4+ - + Q1nTny -vy QuiT1 + -+ Apy), V(z1,...,2,) € R".
Ademas estos escalares estdn determinados por
T(e1) = (a11, a21,--- am1), T(e2) = (a12, az2,... am2), ..., T(en) = (a1n, a2n,--- Gmn),
siendo {e1,...,en} la base candnica de R™. O

Observacion 5.8. A cada matriz A € M,,x, le podemos asociar una funcién L4 : R™ — R™, definida por
Ly(v) = Av, para todo v € R™. En la férmula anterior se entiende que el vector v estd escrito como un
vector columna (para poderlo multiplicar por la matriz A). Es decir que Av es el producto de la matriz
A € My, «pn por la matriz columna v € M, «1 y su resultado es la matriz columna Av € M,,«1. Vale

La(au+v) = Alau+v) = A(au) + Av = a(Au) + Av = aLs(u) + La(v), VYa eR, u,v e R"

Luego L4 es una transformacién lineal. Mas explicitamente, si escribimos A = (a;;) y v = (21,...,Zn),
entonces
x1 aiy o Qin 1 1121 + -+ A1ply
Lal i | =1 : HIENE s ,
In am1 - Qmn In Am1ZT1 + -+ GmpTn

lo cual escrito en forma horizontal queda

La(xy,...,zn) = (@121 + - + @G1nTny -y Q11+ -+ Qpny),  V(r1,...,2,) € R™
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Observando que la formula anterior coincide con la férmula de la proposicion 5.7, deducimos lo siguiente.

Proposicion 5.9. Si T : R" — R™ es una transformacion lineal, entonces existe una unica matriz A €

Myxn tal que T = La. Esta matriz es A = [T(e1)|---|T(en)], siendo {e1,...,en} la base candnica de
R™. O
2 3
Ejemplos 5.10. 1. SiA= |1 2 |, entonces L, :R? — R3 estd definida por
0 -1

. 2 3 . 2z + 3y
LA<>: 1 2 <>: x4+ 2y =  La(z,y) = (22 + 3y, = + 2y, —vy).
y )\ L
2. Sea T : R? — R? la transformacion lineal definida por T'(z,y, 2) = (z —y, 22+ 3y +52). Es T(1,0,0) =

(1,2), T(0,1,0) = (—=1,3) y T(0,0,1) = (0,5). Luego es T'= Ly, siendo A = (; _31 g) .

Para espacios vectoriales en general tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 5.11. Sean V y W dos espacios vectoriales. Si B = {v1,...,v,} es una base de' V ywi,..., wy,
son vectores arbitrarios de W, entonces existe una unica transformacion lineal T : V — W tal que T'(v;) =
w;, para todo i =1,...,n. Esta funcion estd definida por

T(x1v1 + -+ + Tp¥n) = T1W1 + - - - + TpWWy, (28)
para todo x1,...,T, € R.

Dem. Si existe una transformacion lineal T': V. — W que verifique T'(v;) = w;, para todo i, entonces para
todo x1,...,x, € R es

T(xivr+ -+ xpvp) = 1T (v1) + - + 2, T(vy) = z1w1 + -+ - + Tpwn,.

Esto prueba la unicidad. Para probar la existencia, como B es base de V', entonces todo vector de V' se escribe
en forma tnica como combinacién lineal de vy, ..., v,. Luego tiene sentido definir una funcion 7°: V — W
mediante la férmula (28) y es facil de probar que T definida de esa forma es una transformacién lineal. [J

Ejemplo 5.12. Nos preguntamos si existe una transformacién lineal 7' : R? — R? tal que T(1,1) = (2,3, 3)
y T(1,—1) = (0, —1,1). Como B = {(1,1), (1,—1)} es una base de R?, entonces la proposicién anterior nos
dice que siempre existe esa transformacién lineal y que es unica. Para encontrarla tenemos que ver cémo
escribir un vector arbitrario (z,y) de R? como combinacién lineal de la base B, es decir hallar sus coordenadas
en esa base. Esto lo vimos en el ejemplo 4.53.1: coordg(z,y) = (ITW, ‘T—gy) Luego la transformacién lineal

T esta definida por
z+y

T(e,y) =T (“””2“’(17 D+ 5, —1>) = 25223, + S0, 1) = (v +y, 2+ 2y, 20 +),

es decir, T'(x,y) = (z +y, = + 2y, 2z + y), para todo (z,y) € R

Ejemplo 5.13. Veremos que no existe una transformacion lineal 7' : R? — R3 tal que 7(1,0) = (2,3,3) y
T(2,0) = (0,—1,1). Si existiese, entonces seria

(0,—1,1) = T(2,0) = 27°(1,0) = 2(2,3,3) = (4,6,6) = (0,—1,1) = (4,6,6) #.

Por otro lado, si buscamos una transformacién lineal 7' : R? — R3 que solo verifique T(1,1) = (2,3,3),
entonces existen infinitas transformaciones lineales que lo verifican. Alcanza con completar el vector (1,1) a
una base de R? y aplicar la proposicién 5.11 (el ejemplo anterior es un caso particular de esta construccion).
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Terminamos esta parte considerando la composicién de transformaciones lineales. Recordar quesi f : X — Y
v g:Y — Z son dos funciones entre conjuntos, entonces su compuesta es la funcién go f : X — Z definida

por (go f)(z) = g(f(x)), para todo x € X.

Proposiciéon 5.14. Si T :V - W y S : W — U son dos transformaciones lineales, entonces la funcion
compuesta SoT :V — U es también una transformacion lineal.

Dem. Sean u,v € V' y a € R, entonces
(SoT)(au+v) = S(T(au+v)) = S(aTl(u) +T(v)) = aS(T(u)) + S(T(v)) =a(SoT)(u)+ (SoT)(v). O

Observacion 5.15. Sean A € My, xn y B € Mpym. Si consideremos las transformaciones lineales correspon-
dientes L4 : R — R™ y Lp : R™ — RP, entonces la funcién compuesta Lp o L4 : R™ — RP verifica
LpoLy= Lpyu. Eso se debe al calculo siguiente

(LpoLa)(v) = Lp(La(v)) = B(Av) = (BAyv = Lpa(v), Vv €R™

5.2. El ntcleo y la imagen.

Definicién 5.16. Sea T': V — W una transformacion lineal. El nicleo de T es el conjunto!® Ker(T) C V
y su imagen o recorrido es el conjunto Im(7T") C W, definidos por

Ker(T):={veV: T(v) = o}, Im(T):={weW: JveV tal que w=T(v)}.

Proposicién 5.17. SiT:V — W es una transformacion lineal, entonces Ker(T) es un subespacio de V' y
Im(T") es un subespacio de W'.

Dem. Probaremos solo que el niicleo es un subespacio, dejando la prueba de la imagen como ejercicio.
Sabemos que vale T'(0) = o, luego o € Ker(T'). Ademas, si u,v € Ker(T) y a € R, entonces T'(au + v) =
aT(u) + T'(v) = ao + o = o0; luego au + v € Ker(T). O

Recordar que una funcién entre dos conjuntos f: X — Y se dice

» inyectiva si x # x’ implica f(x) # f(a'); esto equivale a f(z) = f(2) implica = = 2/;

» sobreyectiva si para todo y € Y existe z € X tal que f(z) = y;

= biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.
La siguiente proposiciéon relaciona el nicleo de una transformacion lineal con su inyectividad.
Proposicién 5.18. Una transformacion lineal T : V — W es inyectiva si y solo si Ker(T) = {o}.

Dem. Supongamos que T es inyectiva. Si v # o, entonces T'(v) # T'(0) = o'y por lo tanto v ¢ Ker(7T'). Luego
Ker(T) = {o}.

Supongamos Ker(T') = {o}. Si T'(v1) = T'(v2), entonces
T(v)—T(v2)=0 = Twi—vy)=0 = vi—mnecKe(l)={o} = vi—-vw=0 = v=nuv.

Luego T es inyectiva. 0

19T.a abreviacién Ker viene de la palabra kernel que es el término que se usa en inglés para denominar el nicleo.
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Observacion 5.19. Es claro que una transformacién lineal T': V' — W es sobreyectiva si y solo si Im(7") = W.
Luego conociendo el nicleo y la imagen de T', podemos saber si T' es inyectiva, sobreyectiva o biyectiva.

Proposicion 5.20. Las transformaciones lineales llevan conjuntos LD en conjuntos LD.

Dem. Sea T : V. — W es una transformacién lineal y A = {vy,...,v,} un conjunto LD. Como A es LD,
entonces existen ay,...,a, € R no todos nulos tales que ajvy + - - - + apv, = o, luego

T(aivi+ - +apvy) =T(0) = aT(v1)+--+a,T(vy) =o.
Esto prueba que T'(A) = {T'(v1),...,T(vy)} es LD. O

En general, las transformaciones lineales no llevan conjuntos LI en conjuntos LI, ni generadores en generado-
res. Por ejemplo, si consideramos T : R? — R? definida por T'(x,y) = (z,0), entonces A = {(1,0), (0,1)} es
una base y por lo tanto es generador y LI, pero T'(A) = {(1,0), (0,0)} no es generador ni es LI. Sin embargo,
la proposicién siguiente muestra que bajo ciertas condiciones las propiedades anteriores si se cumplen.

Proposicion 5.21. Sea T : V — W una transformacion lineal.
1. SiT es inyectiva, entonces T lleva conjuntos LI en conjuntos LI
2. SiT es sobreyectiva, entonces T lleva generadores en generadores.

3. 51T es biyectiva, entonces T lleva conjuntos LI en conjuntos LI y generadores en generadores; luego
T lleva bases en bases.

Dem. La tercera afirmacién se deduce de las dos anteriores. Asi que necesitamos probar solo las dos primeras.
Supongamos que T es inyectivay que A = {vy,...,v,} es LI. Queremos probar que T'(A) = {T'(v1),...,T(v,)}
es LI. Sean ay,...,a, € R tales que a;T'(v1) + - -+ + a,T(vy,) = 0. Entonces

o=a1T(v1)+ -+ a,T(vy) =T(a1v1 + -+ apvy) =  avy + -+ ayv, € Ker(T) = {o}
=  a1v1 + -+ apvy = o.

Como A es LI, se concluye a; = --- = a,, = 0. Luego T'(A) es LI

Veamos ahora la segunda afirmacién. Sea A = {vi,...,v,} un generador de V. Si w € W, como T es
sobreyectiva, entonces existe v € V tal que w = T'(v). Como A es un generador de V', entonces existen
ai,-...,ay € R tales que v = a1v1 + - - - 4 anv,. Luego

w=T(w)=T(a1v1 + -+ apvy) = a1T(v1) + - - + a,T(vy,).

Esto muestra que todo elemento de W es combinacién lineal de T'(A). O

Observaciones 5.22. Sea T : V — W una transformacién lineal arbitraria.

1. Si A es un generador de V', entonces T'(.A) es un generador de Im(7"). Esto se deduce de la proposicién
anterior, ya que T': V' — Im(7T') es sobreyectiva.

2. Si B es una base de V, entonces T'(B) es un generador de Im(7"), pero no es necesariamente una base
(ver el ejemplo siguiente).
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Ejemplo 5.23. Consideremos la transformacién lineal T : R? — R* definida por
T(z,y,2) = (x4+y+z,x4+y—2z 20 +2y+2z, —z—y+2). (29)

Para determinar el nicleo de T tenemos que resolver el sistema homogéneo

z+y+z = 0 z+y+z = 0 z+y+z = 0

r4+y—2z = 0 z+y—2z = 0 N 2z = 0 & 20, y=-a
20 +2y+22 = 0 0 =0 0 =0 ’
—rx—y+z = 0 0 =0 0 =0

Luego Ker(T) = {(xz,—x,0) : z € R} =[(1,—1,0)] y es claro que {(1,—1,0)} es base de Ker(T).

Para saber si un vector (a,b,c,d) € R* estd en la imagen de 7', tenemos que averiguar si existe un vector
(z,y,2) € R3 tal que (a,b,c,d) = T(x,y, z), es decir si el sistema

r+yt+z = a

r+y—z = b
20 +2y+22 = ¢ (30)
—r—y+z = d

es compatible. Si a la tercer ecuacién le sumamos la primera multiplicada por —2 y a la cuarta le sumamos
la segunda, obtenemos que el sistema anterior es equivalente al siguiente

rT+y+z = a
r+y—2z = b
0 = ¢—2a
0 = d+b
Luego para que el sistema tenga solucién, necesariamente debe ser ¢ = 2a y d = —b, y es claro que si esto
sucede, entonces de las dos primeras ecuaciones siempre podemos despejar z, y, z (no en forma tnica). Luego
el sistema (30) es compatible si y solo si ¢ = 2a y d = —b, por lo tanto la imagen de T es
Im(T) = {(z,y,2,t) eR*: 2=2z, t =—y}. (31)

Como vimos, determinar la imagen en la forma anterior es bastante mas complicado que determinar el
nicleo. Una alternativa es aplicar la observacién anterior. Si consideramos B = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}
la base canénica de R3, entonces es

T(1,0,0) = (1,1,2,-1); T(0,1,0) = (1,1,2,—1); T(0,0,1) = (1,-1,2,1).

Luego el conjunto T'(B) = {(1,1,2,-1), (1,1,2,—1), (1,—1,2,1)} es un generador de Im(T") y claramente
es LD. Entonces T'(B) contiene una base de Im(7T'), que en este caso es {(1,1,2,—1), (1,—1,2,1)}. Luego la
imagen de T es el subespacio generado por este conjunto, es decir

Im(T) =[(1,1,2,-1), (1,-1,2,1)]. (32)
Es un ejercicio el verificar que las dos formas de describir Im(7") dadas por (31) y (32), coinciden.
El resultado siguiente se utiliza con frecuencia.

Teorema 5.24. Sea T : V — W wuna transformacion lineal. Entonces

dim Ker(7T) + dimIm(7") = dim V.
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Dem. Sea By = {v1,...,v,} una base de KerT. Como {vy,...,v,} C V es LI, entonces existen wy, ..., wp,
en V tales que By = {v1,...,0n,w1,...,wy} es una base de V. Luego

{T(v1),...,T(vp), T(w1),...,T(wm)}

es un generador de Im(7"). Pero T'(v1) = --- = T(v,) = o, luego By = {T'(w1),...,T(wp)} es también un
generador de Im(7T'). Veamos que Bs es LI. Sean aq,...,a, € R tales que a1T(w1) + -+ - + apT (W) = o.
Luego

T(aiwy + -+ apwy) =0 =  ajwi + -+ apwy, € Ker(T') = [vg, ..., vp].

Entonces existen by, ...,b, € R tales que
aywy + -+ Wy =bivy + -+ bpv, = bivr 4+ bpuy + (—a)wr + -+ (—am) W, =0

Como B; es base de V, deducimos que es by =---=b, =a; =+ = a,, = 0. Luego Bs es LI y por lo tanto
es base de Im(T"). Entonces

dimKer(T) + dimIm(T) = #B1 + #Bs =n+m = #By =dim V. O

Observacion 5.25. Dada una transformacion lineal T : V' — W, se llama nulidad de T a la dimensién de su
nucleo y rango de T a la dimensién de su imagen. El teorema anterior puede reescribirse diciendo que dada
una transformacion lineal, la dimensién de su dominio es igual a la suma de su nulidad con su rango.

Ejemplo 5.26. Sea T : R? — R* definida por
T(x,y,z) = (r+y+2z,z+2z,y+z x—y).

Razonando como en el ejercicio 5.23 deducimos que {(—1,—1,1)} es una base de Ker(T') y que el conjunto
G =1{(1,1,0,1), (1,0,1,-1), (2,1,1,0)} es un generador de Im(7) . Luego dim Ker(T') = 1 y como dim R? =
3, entonces el teorema anterior implica dim Im(7") = 2. Como el generador G de Im(T") tiene tres elementos,
entonces G es LD. Para obtener una base de Im(7") alcanza con tomar dos elementos de G que sean LI; en
este caso cualquier par de esos elementos lo verifica, luego

{(1,1,0,1), (1,0,1,-1)}, {(1,1,0,1),(2,1,1,0)}, {(2,1,1,0), (1,0,1,—-1)}
son bases de Im(7T").
Corolario 5.27. Sea T : V — W wuna transformacién lineal.
1. SidimV > dim W, entonces T no es inyectiva.
2. SidimV < dim W, entonces T no es sobreyectiva.

Dem. SidimV > dim W, entonces

dimKer(T) =dimV —dimIm(7") > dimW —dimIm(7) >0 = dimKer(T) >0 = Ker(T) # {o}.

Si dim V' < dim W, entonces

dimIm(7) =dimV —dimKer(7) < dimV <dimW = dimIm((7)<dimW. O
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Isomorfismos. A las transformaciones lineales biyectivas se les llama isomorfismos. Si existe un isomor-
fismo entre dos espacios vectoriales V' y W, entonces decimos que V' y W son isomorfos. Desde el punto de
vista del dlgebra lineal, dos espacios isomorfos tienen las mismas propiedades y se suelen identificar.

Ejemplo 5.28. En general se identifica R? con el plano z = 0 en R>. Esto se debe a que el mapa T : R? —
W = {(z,y,2) € R®: 2 = 0} definido por T(z,y) = (x,,0), para todo (x,y) € R?, es un isomorfismo.

Ejemplo 5.29. Todo espacio de dimensién n es isomorfo a R™. Esto se debe a que si dimV =n y B es una
base de V, entonces la transformacion lineal 7' : V' — R" definida por T'(v) = coordp(v), para todo v € V,
es un isomorfismo.

Recordar que si f: X — Y es una funcién biyectiva, entonces f establece una correspondencia uno a uno
entre los elementos de X y los de Y, y por lo tanto nos permite definir su funcion inversa f~1 : Y — X
mediante f~!(y) = z si y solo si y = f(x). La funcién inversa de f queda caracterizada por ser (en caso de
existir) la tinica funcién f~!:Y — X que verifica

foft=idy y flof=idyx. (33)

De hecho es equivalente que f sea biyectiva con que f sea invertible, es decir, que exista una funcién
f':Y — X que verifique (33). Ademés, si f es biyectiva, entonces (33) implica que f~! : Y — X es
biyectiva y su inversa es f, es decir ( f _1)_1 = f.

Proposicién 5.30. Si T : V — W es un isomorfismo, entonces su funcion inversa T—1 : W — V es una
transformacion lineal y por lo tanto también es un isomorfismo.

Dem. La funcién inversa T-! : W — V est4 definida por T-!(w) = v si y solo si w = T(v), para todo
v eV, weW. Sean wy,wy € Wy a € R. Consideremos v; = T~ (w1) y vo = T~ (ws). Como T es lineal,
es

T(avi 4+ va) = aT(v1) + T(v2) = awy + we = T_l(awl +wo) = avy + vy = aT_l(wl) + T_l(wg). O
De la tercera parte de la proposicion 5.21 se deduce la siguiente.
Proposicion 5.31. Si existe un isomorfismo T : V. — W, entonces dimV = dim W. O

Por la proposicion anterior, solo pueden existir isomorfismos entre espacios que tengan la misma dimensién.
El siguiente resultado muestra que si pasa esto ultimo, entonces para probar que una transformacién lineal
entre estos es un isomorfismo, alcanza con probar que es inyectiva o sobreyectiva.

Teorema 5.32. Sea T : V — W una transformacion lineal entre dos espacios que tienen la misma dimen-
sion. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es inyectiva,
2. T es sobreyectiva,

3. T es un isomorfismo.

Dem. Es claro que si T' es un isomorfismo, entonces T es inyectiva y biyectiva. Luego solo hay que probar
que T es inyectiva si y solo si T' es sobreyectiva. Eso sale de la férmula

dim Ker(7T') + dim Im(7") = dim V. (34)

Sabemos que T es inyectiva si y solo si Ker(7T) = {0} y que T es sobreyectiva si y solo si Im(T) = W.
Ademas

(

Ker(T) = {0} & dimKer(T') =0 ) Qim Im(T) =dimV < dimIm(7) = dim W < Im(T) = W.

Luego T es inyectiva si y solo si es sobreyectiva. O
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El siguiente resultado describe los isomorfismos de R™ en R™. Notar que la proposicién (5.31) implica que
solo puede existir algtin isomorfismo cuando es n = m.

Proposiciéon 5.33. Sea A € M,,. Si consideramos la transformacion lineal L4 : R™ — R™, entonces L4 es
un isomorfismo si y solo si la matriz A es invertible. En ese caso vale (LA)_1 =Ly-1.

Dem. Supongamos que A es invertible. Entonces
LA o LA—l = LAAfl = L[ = Id, LA—l o) LA = LAflA = LAA—l = L[ =1d.

Esto prueba que L4 es invertible (y por lo tanto es un isomorfismo) y que vale (L4)~" = L 4-1. Supongamos
ahora que Ly es un isomorfismo. Como (L A)fl es una transformacion lineal, entonces existe B € M, tal
que (L4)"* = Lp. Luego

Id=Lgo(Ls) ' =LjsoLp=Lsg = AB=1I.

Esto implica que A es invertible y B = AL O

5.3. Matriz asociada

En esta seccién las bases siempre son ordenadas (como en la seccién 4.6 de matrices de cambio de base).

Sea T : V. — W una transformacion lineal. Sean B = {v1,...,v,} v C = {w1,...,wy,} bases de V.y W
respectivamente. Consideramos las coordenadas en la base C de las imagenes de los elementos de B por
medio de T

T(v1) = apiwi+azws + -+ GmiWn coorde (T'(v1)) = (a1, ag1, .-, am1)

T(vn) = a1pwi + 2w + -+ + Ay Wi, coorde(T(vn)) = (ain, az2n, - - -5 Gmn)

Con estos vectores escritos en columna construimos la matriz

ailr - Qlp

a1 - G2y
clTlg = [ coordc(T(vl)) ‘ ‘ coordC(T(vn)) } =

Aml *°° Qmn

La matriz ¢[T]g € My xn se llama la matriz asociada a la transformacién lineal T' de la base B a la base C.

Ejemplos 5.34. 1. Sea T : R? — R? definida por T'(z,y) = (z + ¥,z + 2y, 2z + y). Consideremos la base
B=1{(1,1), (1,—1)} y la base canénica C = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}. Luego

2 0
T(1,1) = (2,3,3) coorde (T'(1,1)) = (2,3,3)
T(1,-1) = (0,-1,1) coordc(clg(l,—l)g - (0.-11) =~ cs= 2 _11

Observar que en este caso el cdlculo fue facil porque C es la base candnica.

2. Consideremos la base B anterior y la base D = {(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)} C R3. Calculando las
coordenadas de un vector genérico (z,y, z) en la base D, obtenemos

(x,y,2) =2(1,1,1) + (y — 2)(1,1,0) + (x — y)(1,0,0) = coordp(z,y,2) = (2, y — 2z, T — y).

Luego si T es la misma del ejercicio anterior, obtenemos

T(1,1) = (2,3,3) coordp(T'(1,1)) = (3,0,—1)
T(1,-1) = (0,-1,1) coordp(T(1,-1)) = (1,-2,1)
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3. Sea V =Ry[z] y T :V — V la derivacién, es decir, T(p(:r)) = p/(x), para todo p(z) € Ry[z]. Vamos a
hallar 5[T]g, siendo B = {1, x, 2?}. Es

T1) = 0 coordp(T(1)) = (0,0,0) 010
T(z) = 1 = coordg(T(z)) = (1,0,00 = g[Tjz=|0 0 2
T(z?) = 2 coordp(T(z%)) = (0,2,0) 000

En la proposicién y prueba siguientes mantenemos las notaciones previas a los ejemplos anteriores.

Proposiciéon 5.35. Sea T : V — V una transformacion lineal y B,C bases de V. Entonces
coorde (T'(v)) = ¢[T]5 - coordp(v), (35)
para todo v € V.. En la férmula anterior, coordg(v) y coorde (T(U)) estdn pensados como vectores columna.

Dem. Sea v € V. Si coordp(v) = (1, ...,xy,), entonces v = x1v1 + Tav2 + - - - + Tpvy y por lo tanto

T(v) = T(mvl + e+ xnvn)
= xlT(vl) + -+ :z:nT(vn)
=71 (allwl + -+ anlwn) + -+ (alnwl +---+ annwn)

= (z1a11 + -+ Tpa) wi + -+ (T1ap1 + -+ Tpap) Wy

Luego

coorde (T'(v)) = (z1a11 + -+ + TnGip, -+, T1an1 + -+ + Tpann).
Esta igualdad es la férmula (35). O
Observaciones 5.36. 1. Si consideramos la transformacion lineal identidad Id : V' — V', y By C son dos

bases de V', entonces ¢[Id]; es la matriz de cambio de base que estudiamos en la seccién 4.6. De hecho
la prueba de la formula de cambio de base es un caso particular de la prueba anterior.

2. Sea A € My, . Si consideramos T' = Ly : R® — R™ y las bases canonicas respectivas B C R" y
C C R™, entonces ¢[T|g = A y la férmula (35) queda en T'(v) = A - v, para todo v € V.

El siguiente resultado muestra que la ecuacién (35) caracteriza la matriz asociada.

Proposicion 5.37. Sea T : V — W wuna transformacion lineal, y B y C bases de V' y W, respectivamente.
Si una matriz A verifica

coorde (T'(v)) = A - coordp(v), (36)
para todo v € V', entonces A = ¢[T).

Dem. Sea B ={v1,...,v,}. Aplicando (36) a los elementos de B obtenemos
coorde (T'(v;)) = A - coordp(v;) = A - €5,

para todo i, siendo {ei,...,ey} la base canénica de R™. Como A - e; nos da la columna i-ésima de A,
concluimos
A=[A-e1|---|A-e,] = [coorde (T (v1))]- - -|coorde (T (vy))] = ¢[T]g. O

Si conocemos las coordenadas de un vector en una base, entonces conocemos el vector. Luego la férmula
(35) nos dice que la matriz asociada determina la transformacién lineal. El siguiente ejemplo muestra c6mo
obtener la transformacién conociendo su matriz asociada.
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Ejemplo 5.38. Consideremos las bases B = {1, 1+ 2} de Ry[z] y C = {(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)} de R3.
Supongamos que T : R;[x] — R3 es una transformacién lineal de la cual conocemos su matriz asociada

1 2
clTlg=1{0 1
10

Nos interesa recuperar 7T'. Lo primero es hallar las coordenadas de un polinomio genérico en la base B:
a+br=(a—-0b1+b(1l+x) = coordp(a+bx)=(a—>b, b).

Luego aplicando (35) obtenemos

1 2 a—b a+b
coorde(T(a+bx)) = [0 1 < b ) = b
10 a—2b

Esto implica
T(a+bx) = (a+b)(1,1,1) +b(1,1,0) + (a — b)(1,0,0) = (2a + b, a + 2b, a + b).
Luego T esta definida por T'(a 4+ bx) = (2a + b, a + 2b, a + b), para todo a + bx € Ry[z].

Proposicion 5.39. Sean T : U =V y S : V. — W dos transformaciones lineales. Consideremos bases
BcU,CcV yDcW. Entonces
plSoT|g=p[Scc[T)s-

Dem. Sabemos coorde (T (v)) = ¢[T]p - coordp(v) y coordp (S(w)) = p[S]e - coorde(w) para todo v € V' y
w € W. Luego

coordp ((S o T')(v)) = coordp (S(T(v))) = p[S]c - coorde (T'(v)) = p[S]e - (c [T - coordg(v)>
— (plSle - clT]s) - coords ().
Como esto vale para todo v € V, entonces la proposicién 5.37 implica p[S]c - ¢[T]|s = p[S o T|5. O

El siguiente resultado muestra cémo se relacionan las matrices asociadas a una misma transformacién lineal
en bases distintas.

Corolario 5.40. Sea T : V — W wuna transformacion lineal. Sean By, By bases de V' y C1,Cy bases de W.
Entonces

Ca [T]B2 = C2 [Id]cl "G [T}B1 " B [Id]BZ )
siendo ¢,[Id]c, v B, [Id]B, las matrices de cambio de base.
Dem. Usando la proposicién anterior es ¢,[Id]e, - ¢, [T]5, - B, [1d]B, = ¢,[Id 0T o 1d]|g, = ¢,[T]B,- O

Observacion 5.41. Es fécil de verificar que si consideramos la funcién identidad Id : V' — V' y una base
arbitraria B de V, entonces p[Id]z = I (la matriz identidad). Eso lo aplicaremos a continuacién.

Proposicion 5.42. Sea T : V. — V wuna transformacion lineal y B,C bases de V. Entonces T es un
isomorfismo si y solo si la matriz ¢[T|p es invertible. En ese caso vale

s [T, = ([T]s) "
Dem. Si T es un isomorfismo, entonces existe T-!: V — V tal que ToT~! = T~! o T = Id. Esto implica
I=p[ldg=p[T"" oTlg=5[T"", Tz

Eso muestra que la matriz ¢[T]z es invertible y que vale (¢[T]5) "' = 5 [T
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Reciprocamente, supongamos ahora que la matriz A = ¢[T|z es invertible. Si v € Ker(7T'), entonces
A - coordp(v) = ¢[T]5 - coordg(v) = coorde (T'(v)) = coorde (o) = o.

Como A es invertible esto implica coordg(v) = o, lo cual a su vez implica v = o. Esto prueba Ker(T') = {o}
y por lo tanto T': V' — V es inyectiva; luego 1" es un isomorfismo (teorema 5.32). O

Observacion 5.43. La proposicion 5.33 es un caso particular de la proposicién anterior, tomando como B y
C a la base canénica de R™. Sin embargo las pruebas que vimos son distintas, asi que ambas tienen interés.
Notar que de la proposicién anterior también se deduce la proposicion 4.57.

5.4. Aplicacion a sistemas de ecuaciones

En esta seccién veremos cémo los sistemas de ecuaciones (seccién 1) se pueden estudiar usando dlgebra lineal
y completaremos la demostracién del teorema de Cramer de la seccién 3.4. Consideremos el sistema

a11xry + -+ apTy, = bl
: (37)
Am1T1 + -+ Gy, = by
Si definimos
aiy v Qlp x1 by
A= € Mpxn, X= € Myx1, B= € My x1,
aml *°° Qmn Tn bm

entonces el sistema (37) es equivalente a la ecuacién matricial
AX = B.

La ventaja de la ecuacién AX = B es que tiene una sola incégnita (matricial). Para el estudio del sistema
(37) conviene considerar el sistema homogéneo asociado:

anzy+---+amxr, = 0
: (38)
am1T1 + -+ appTn = 0
y la correspondiente ecuacién matricial
AX =0,

siendo O la matriz nula m x 1. Recordar que un sistema homogéneo siempre es compatible porque admite la
solucion trivial x; = --- = x, = 0. Lo que interesa en este caso es saber si admite alguna solucién no trivial,
es decir si es indeterminado. Sea Sp el conjunto de soluciones de la ecuacion AX = By Sp el conjunto de
soluciones de la ecuacién AX = O, es decir

Sp={XeR": AX =B}, Sp={XeR": AX =0},

Observar que si consideramos la transformacion lineal L4 : R™ — R™ defnida por L4(X) = AX, entonces
So =Ker(La) y Sp = (La)"' ({B}) (el conjunto de las preimagenes de B por medio de la funcién L,).
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A continuacién veremos cémo se relacionan las soluciones del sistema homogéneo (38) con las del sistema
no homogéneo (37).

Proposicién 5.44. 1. Si X1, X5 € Sp, entonces X1 — Xy € Sp.
2. 81t X1 €8 y X € Sp, entonces X1+ Xg € Sp.
3. SiSp#0 y Xy €Sp, entonces Sp={X1+ X : X € S}.
Dem.
1. X1, X008 = AX1 —X9)=A4X, - AXy=B-B=0 = X;—X;,e€So.
2. X1€8p, XoeSo = AX1+Xp)=AX1+AXpo=B+0=B = X+ Xp € Sp.

3. Sea X1 € Sp. La segunda parte implica {X; + X : X € Sy} C Sp. Reciprocamente, si Y € Sp,
entonces la primera parte implica Y — X; € Sp. Luego escribiendo Y = X; + (Y — X;) deducimos
Y € {X1+X : X € S}. Esto prueba la inclusién contraria y por lo tanto Sp = {X1+X : X € S§o}. O

Observaciones 5.45. 1. La igualdad Sy = Ker(L4) implica que Sy es un subespacio de R™. Por lo tanto
si Sop # {0}, entonces Sy es un conjunto infinito. Es decir, si un sistema homogéneo admite alguna
solucién no trivial, entonces tiene infinitas soluciones.

2. La primera parte de la proposicién anterior muestra que si un sistema no homogéneo es compatible
indeterminado, entonces el sistema homogéneo asociado también lo es y por lo tanto tiene infinitas
soluciones. Luego la tercera parte de la proposicién anterior implica que el sistema no homogéneo
también tiene infinitas soluciones. Es decir, lo anterior prueba que un sistema compatible indeterminado
(homogéneo o no) siempre tiene infinitas soluciones.

3. Un sistema no homogéneo puede ser compatible o no, pero en caso de ser compatible, entonces es
determinado si y solo si la tnica solucién que admite el sistema homogéneo asociado es la trivial (por
la parte 2 de la proposicién anterior). Esto tltimo depende solo de la matriz del sistema A y no de la
columna de resultados B.

Proposicion 5.46. 1. Si en un sistema homogéneo hay menos ecuaciones que incognitas o hay la misma
cantidad pero el determinante del sistema es nulo, entonces el sistema admite soluciones no triviales.

2. Si en un sistema no homogéneo hay menos ecuaciones que incognitas o hay la misma cantidad pero el
determinante del sistema es nulo, entonces el sistema es incompatible o compatible indeterminado.

Dem. La segunda afirmacion se deduce de la primera, asi que probaremos solo la primera.

Supongamos que el sistema homogéneo tiene m ecuaciones y n incégnitas y que A € M,,x, es la matriz
del sistema. Si consideramos la transformacién lineal asociada L4 : R® — R™, entonces la tesis equivale a
probar Ker(L,4) # {0}.

Caso n > m. Consideremos la transformacion lineal asociada L4 : R™ — R™. Como es n > m, entonces
el corolario 5.27 implica que L4 no es inyectiva. Luego Ker(Ly4) # {0}.
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Cason =my det(A) =0. Como esdet(A) =0, entonces L4 : R™ — R™ no es un isomorfismo (proposicién

5.33) y por lo tanto L4 no es inyectiva (teorema 5.32). Luego Ker(L4) # {0}.

O

Observacion 5.47. La proposicién anterior termina la prueba del teorema de Cramer (teorema 3.48), dado
que muestra que si es A = 0, entonces el sistema es incompatible o compatible indeterminado.

Observacion 5.48. Si en un sistema de ecuaciones hay més ecuaciones que incégnitas, entonces no podemos

afirmar nada. Por ejemplo, si consideramos los siguientes sistemas

2
0
3

)

r+y
r—=y
2z +y

2
0
1

)

r+y
2z + 2y
3z + 3y

W

entonces el primero es compatible determinado, el segundo es incompatible y el tercero es compatible inde-

r+y =
r—y =
20 +y =
terminado.
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