Algebra Lineal I. Curso 2019 Facultad de Ciencias

Actividad 5: Espacios vectoriales y subespacios

1. Averiguar si las siguientes estructuras (V,+, ) son R-espacios vectoriales.

a) V=R2 (z,y)+ (,y) = (x+ 2,y + ), \Mx,y) = \z,y), Vz,y,\ € R.
) V=R% (21,y1) + (x2,92) = (1 +y1, 22 — 32), X (2,9) = (A-2, X 9y), V1,29, Y1, %2, T,y € R.
¢) V=R2 (z1,y1) + (w2,52) = (m1 + y1,22 + 42), A~ (w,y) = (A\-2,0), Vo1, 22,91, 52, 7,9, A € R.
) (f+9)@) = f(@) +g(@), (A f)(@)=f(Az),Vz e R,VAER,Vf,ge V.
e) V=RE (f+9g)(z) = f(z) +g(x), (A f)(x) = A+ f(z),Vz eRYNER,Vf,ge V.
£) V=N (an)ns1+bn)nz1 = (a7 403 n>1, A(@n)n>1 = (Aan)n>1, YA € R,V (an)n>1, (bn)n>1 € V.

2. Si V. y W son k—espacios vectoriales, probar que V x W es un espacio vectorial con la siguiente
estructura:

(vl,wl) + (’Uz,’wg) = (U1 + v2, W1 +ZU2),VU1,U2 eV,wi,wy €W
A (vyw)=A-v, A w),Yv e Vw e W\ €k.

3. En cada caso, determinar si los subconjuntos S de cada espacio vectorial V' verifican las siguientes dos
condiciones:
v+w € S, VYv,w € S, AveSYweSs
a) V =R? con la suma y el producto usual, S = {(z,y) € V | y = 0},
b) V =R? con la suma y el producto usual, S = {(z,y) € V |y = 1},
¢) V =TR? con la suma y el producto usual, S = {(z,y) € V | = > 0},

V = RN con la suma y el producto definidos en clase, S las sucesiones que convergen a 1,

)
)
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d) V =RN con la suma y el producto definidos en clase, S las sucesiones convergentes,
€)
)

f) V =RN con la suma y el producto definidos en clase, S las sucesiones que convergen a 0.
4. En cada caso, determinar si S es subespacio vectorial del espacio vectorial dado.

a) Para el espacio vectorial V = R3:

1) S={(a,b,c) € V; a+b+c=2};
2) S={(a,b,c) €V; 3a—2=3b+c};
3 (a,b,c) €V; a=b=c};
(a,a+ba+b+c)eV; a,b,ceR};
(
(
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b—6¢c,b,c) €V; b,ceR}
6 be,b,c) € V; b,c € R}
7) S ={(z,y,2) €V; 2> +y}.
b) Para el espacio vectorial V = R™:
1) S={(z1,...,2n) €V; z1 > 0};

)
) §=A{
) §=A{
) S=A
) §=A{



2) S={(x1,...,2p) EV; x1 =20 = =2p};

3) S={(z1,...,an) €V ;1 =22 =+ =2 = 1}
4) S={(x1,...,xn) €V x1 22+ -+ = 1};
5) S={(z1,...,mn) €V; 22 + 23+ + 22 =0};
6) S={(x1,...,2n) € V; z; < x; para todo i < j}.

c) ParaV = R,[z] el R-espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual a n con coeficientes

en R:
1) S ={peRy,[z]; p(o) =0}, donde a € R es un valor fijo;
2) S ={peR,[z]; p(a) =p'(a) =0}, donde a € R es un valor fijo;
3) S={peRy,[z]; el grado de pes n};
4) S ={p € Ryfz]; p(1 —z) = p(1 +z) YV € R};
5) §={p € Rn[z];p(z) < p(22)};
6) S = {p € Rula]; p(z)| < [p(22)]}.

d) Para F = {f : R — R} el R-espacio vectorial de las funciones reales de variable real:
1) S={feF; f(1)=F0)}
2) S={feF; f(a®) = f()?, Vv € R};
3) S={feF; fespar};
) S={f€F; fesimpar};
)
)
)
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5) S={f € F; f esperiddica con periodo 7};
6) S={feF; fconlcomo raiz};

7) S={f € F; f con alguna raiz}.

. Sea V = R3 como espacio vectorial. Determinar en qué condiciones los conjuntos S son subespacios

a) Fijo (a,b,c) # (0,0,0), S ={(z,v,2) : {(z,y, 2), (a,b,c)) = d}.
b) Fijo (a,b,¢) # (0,0,0) y v € R3, S = {(x,9,2) : (x,y,2) A (a,b,c) = v}.

C) Fijor, 5= {(x,y,z) : H(x,y, Z)H = ’l“}.

. Sea (5) un sistema de ecuaciones lineales homogéneo con n incégnitas. Probar que las soluciones de
(S) son un subespacio de R™.

. Sea V = RR el espacio vectorial de las funciones de R en R con las operaciones punto a punto.
Averiguar si los siguientes subconjuntos W C V' son subespacios de (V, +, ).

(a) W={feV]f(1)=1}

(b) W={feV]f(1)=0}

(c) W={feV|]3f0)}

(d) W={feV|3f'(x)Vz € R}.

. Sea V el espacio vectorial de las sucesiones que toman valores reales. Averiguar si los siguientes
subconjuntos W C V' son subespacios de (V, +,-).

(a) W ={(an) € V[ 3252, lan| < o0}
(b) W ={(an) € V| Jirgoan =1}
(c) W={(an) € V| Elnh;f{.loam}-
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(d) W ={(an) €V | #{n|a, # 0} < 0}.

;Cuéles de los siguientes conjuntos son subespacios de R|x]?

( | f(0) =0}

( [2£(0) = fF(D};

| f(t) = fF(1—1) Vt e R};

| f =20 aiw®'}.

Se considera el K espacio vectorial formado por las matrices n X n con entradas en K. En cada caso,
investigar si los subconjuntos de M, «,(K) son subespacios vectoriales:

a) Wi ={feR
b) We={feR
(c) Wes={feR
(d) Wa={feR

X
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X
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a) el conjunto de las matrices simétricas, es decir, {4 € Mpx,(K): AT = A}.
b) el conjunto de las matrices antisimétricas, {A € Myxn(K): AT = —A}.

¢) el conjunto de las matrices invertibles;

d) el conjunto de las matrices no invertibles;

e) el conjunto de matrices diagonales;

f) el conjunto de matrices triangulares superiores;

g) fijado X € K", el conjunto de matrices A tales que AX = 0;

h) fijado B € M,,x,, €l conjunto de matrices A tales que AB = BA;

i) el conjunto de matrices nilpotentes, es decir las matrices A tal que existe & € N que verifica
AF = 0;

4) el conjunto de matrices idempotentes, es decir las matrices A tal que A% = A.

Se define la traza de una matriz A = (a;;) € My (k) como tr(A) = >0 | ai.
Sea V = {A € Mypxn(R) : tr(A) = 0}. Probar que V es un subespacio de My, (R).

Sea V un k-espacio vectorial y X un conjunto cualquiera. Se considera el conjunto VX = { f:X— V}
es un espacio vectorial, con operaciones “punto a punto”:

(f +9)(@) = f(x) + g(a) .
A f)x) =X (f(2)) fLgeVy, ek reX.

Se dice que las operaciones en VX se heredan de las de V.

a) Probar que VX es un k-espacio vectorial.

b) Probar que si W C V es un subespacio de V' entonces el subconjunto
WX={fev¥:fx)eWvreX}cVv¥
es un subespacio de VX,
Intersecciéon y unién de subespacios Sean Vi, V5 subespacios de un k-espacio vectorial V.

a) Probar que Vi N V3 es un subespacio de V.

b) Probar (con un ejemplo) que V; U V5 no tiene por qué serlo.



