Capitulo 2

Espacios vectoriales

1. Definiciones béasicas

En lo que sigue k denotara un cuerpo arbitrario: e.g. el cuerpo de los niimeros reales
R, el cuerpo de los niimeros racionales Q, el cuerpo de los nimeros complejos C, etc.

Recordamos que en un cuerpo siempre existen dos operaciones, la suma y el produc-
to, dos elementos distinguidos, 0,1 € k, que son el neutro de la suma y del producto
respectivamente — o sea si a € k entonces a +0 =0+a =ay al = la =a — y que
existen también opuestos e inversos (inverso siempre que el elemento dado no sea nulo).
Maés precisamente:

DEFINICION 2.1. Un cuerpo es una 5-upla (k,m, s, 1y, 0x) donde k es un conjunto,
1k, Ok € k elementos distintos (1x # Ox) v m, s : k x k — k dos funciones tales que, si
notamos m(a,b) = a-by s(a,b) = a+ b, se verifica que:

1. La suma s es asociativa: (a +b) + ¢ = a + (b+ ¢) para todo a, b, c € k.

2. El elemento Oy es un neutro para la suma, es decir a + Oy = Ox + a = a para
todo a € k. Diremos que O es el cero, y cuando no haya confusion, omitiremos
el subindice k.

3. Todo elemento a € k tiene un opuesto, notado —a € k, tal que a + (—a) =
(—a) +a= Ok.

4. La suma es conmutativa: para todo a,b € k, se tiene que a + b = b + a.

5. El producto m es asociativo: (a-b)-c=a- (b- c) para todo a,b, c € k.

6. El elemento 1y es un neutro para el producto, es decir a - 1y = 1y - a = a para
todo a € k. Diremos que 1i es la unidad o el uno, y cuando no haya confusion,
omitiremos el subindice k.

7. Todo elemento no nulo a € k* =k \ {0} tiene un inverso, notado a™! = 1 €k,
talque a-a ' =a"t-a= 1.

8. El producto es conmutativo: para todo a,b € k, se tiene que a-b=10- a.

9. Se cumple la propiedad distributiva: para todos a, b, c € k, se tiene que (a+0b)-c =
(a-c¢)+ (b-¢) (porloquec-(a+b)=(c-a)+ (c-b)).

NOTACION 2.2. A partir de ahora, la multiplicacién tiene precedencia sobre la suma,
a no ser que escribamos paréntesis. Asi, si k es un cuerpo y a,b,c € k, a-b+ ¢ se calcula
multiplicando primero a con b, y sumando el resultado a ¢, mientras que a - (b+ c) se
calcula sumando primero b y ¢, y multiplicando a al resultado obtenido.

Al igual que en los nimeros reales, omitiremos - cuando esté claro que la operacién
es una multiplicacién. Asi, ab = a-b = m(a,b), pero 34 # 3 - 4.

OBSERVACION 2.3. (1) Cuando las operaciones estén claras, omitiremos la mencién
a las mismas y diremos que k es un cuerpo.
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16 2. ESPACIOS VECTORIALES

(2) Las propiedades 1 a 3 dicen que (k, s,0x) es un grupo, la propiedad 4 nos dice que es
un grupo conmutativo o abeliano.
(3) El opuesto es unico: si a + b = 0, entonces

b=0+b=(—a+a)+b=—-a+(a+b)=—-a+0=—a

(4) Notemos que 0+0=0y 1-1=1.
(5) Si a € k, entonces 0a = a0 = 0 para todo a € k. En efecto,

0-a=(0+0)a=0a+ 0a
Sumando el opuesto —(0a), tenemos que

0 = —0a + 0a = —0a + (0a + 0a) = (—0a + 0a) + 0a = 0 + 0a = Oa.

Ver el Ejercicio 40.
(6) Del mismo modo que (3), se prueba que si a # 0, su inverso es tnico, ver Ejercicio 1.

EJEMPLO 2.4 (Los enteros médulo 2). En el Ejemplo 1.39(6) definimos una relacion
de equivalencia R en Z con dos clases: los pares y los impares. Si Zy = Z/ R, definimos
dos operaciones m : Zio X Lo — Lo y S : Lo X Loy — Zs. Es facil ver que con estas
operaciones, Z, es un cuerpo, con cero [0] (la clase de equicalencia de los pares) y uno
[1] (la clase de equivalencia de los impares). Esta construccién se puede generalizar (ver
Ejercicio 42).

DEFINICION 2.5. Un k-espacio vectorial V', o un espacio vectorial V' sobre k, es un
conjunto no vacio munido de dos operaciones, una operacién suma, que es una funcion

+:VxV =V
y una operacion producto por un escalar, que es una funcion
kxV =SV,

sujetas a ciertas restricciones que detallaremos a continuacién, luego de fijar notaciones.

Los elementos de V', que se designaran en general con las letras u, v, w € V, se llaman
vectores; los elementos de k se llaman escalares, y se designaran en general con las letras
a,b,c € k. La operacién de suma asocia a un par de vectores (v, w) el vector v +w € V
y la operacién de producto por un escalar asocia a un par (a,v) formado por un escalar
a €k y un vector v € V el vector av € V.

Esas operaciones estan regidas por las siguientes leyes:

1. Propiedad asociativa de la suma. Siu,v,w € V, entonces u+(v+w) = (u+v)+w.

2. Existencia de un neutro para la suma. Existe un vector Oy € V que cumple
1+ 0y =0y + u = u para todo u € V.

3. Existencia del opuesto. Para todo v € V existe w € V tal que v+w = w+v = Oy.
El elemento w (més tarde probaremos que es tnico, ver Observacién 2.6 ) se llama
el opuesto de v.

4. Propiedad conmutativa de la suma. Para todo v,w € V, v+ w = w + v.

5. Propiedad distributiva de la suma con respecto al producto por un escalar. Si a € k
y v,w € V, entonces a(v + w) = av + aw.

6. Propiedad distributiva de la suma de escalares multiplicados por un vector. Si
a,bekyveV, entonces (a+ b)v = av + buv.
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7. Propiedad asociativa del producto por un escalar. Si a,b € k' y v € V, entonces
a(bv) = (ab)v.

8. Propiedad del neutro. Si v € V, entonces 1lv = v, donde 1 € k es el neutro del
producto en k.

OBSERVACION 2.6. (1) Destacamos que el elemento neutro 0y € V es tinico y lo
mismo sucede con el opuesto de un vector cualquiera v € V. El opuesto de v se denota
—vy se puede probar facilmente que —v = (—1)v. Es importante no confundir el elemento
Oy € V con el elemento 0 € k. Por ese motivo se le pone a veces un subindice al primero.
Sin embargo, este subindice se omite casi siempre porque no hay lugar a confusiones, y
Ov = 0y para todo v € V', ver Ejercicio 2.4.

Probemos, por ejemplo, que el neutro es unico: sea v € V otro elemento tal que
v+ w = w para todo w € V. Entonces v = v + 0y = Oy; la primera igualdad es valida
por ser Oy el neutro, y la segunda por definicién de v. Dejamos la prueba de la unicidad
del opuesto como ejercicio (ver Ejercicio 2.4).

(2) Como en general se trabaja con un cuerpo fijo k, en lugar de decir k—espacios
vectoriales o espacios vectoriales sobre k, diremos simplemente espacios vectoriales.

(3) Los axiomas 1-4 de la definicién anterior nos dicen que (V,+,0y) es un grupo
abeliano.

Veamos algunas propiedades elementales que se deducen a partir de los axiomas que
aparecen en la definicién anterior, llamados aziomas de espacio vectorial.

LEMA 2.7. Sea V' un espacio vectorial.

(1) Siu+v=u-+w, entonces v =w.

(2) Ov =0y y a0y = Oy para todo a € k, v € V.
(8) Siav =0y, entonces a =0 ¢ v =_0y.

(4) —v = (=1)v para todov € V.

DEMOSTRACION. (1) Sumar —u de ambos lados de la ecuacidn.

(2) Ov = (0 + 0)v = Ov + Ov, por lo que Ov = Oy (alcanza con sumar —0v a ambos lados
de la igualdad, ver Ejercicio 40).

Analogamente a0y = a(0y + 0y) = a0y + a0y, de donde aOy = Oy .

(3) Si a # 0, multiplicar la ecuacién por a™'.

4) v+ (=1)v=(1—-1)v =0v=0y. O

OBSERVACION 2.8. Se puede definir la resta de vectores de la siguiente forma, si
u,v € V entonces, u — v = u+ (—v), y se cumple que w = u — v si y sélo si u = w + v.

OBSERVACION 2.9. Nétese que los axiomas de espacio vectorial no son independien-
tes, es decir algunos se pueden probar a partir de los otros. Por ejemplo la propiedad
conmutativa de la suma se demuestra desarrollando (1 + 1)(u 4+ v) de las dos maneras
posibles y aplicando luego existencia del opuesto.

Ademas, los axiomas pueden sustituirse por otros: por ejemplo, si asumimos que
Ov = Oy para todo v € V', tenemos que v + (—1)v = (1 — 1)v = Ov = Oy, por lo que el
axioma de existencia del opuesto se puede sustituir por la mencionada propiedad del 0.
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Veamos diferentes ejemplos de espacios vectoriales.

EjempLO 2.10. El conjunto k™ = {(al,...,an) ca; €k 1= 1,2,...,71}7 con las
operaciones definidas de la siguiente manera:

(ay,...,an) + (by,...,b,) = (a1 +b1,...,a, + by)

a-(ay,...,a,) = (aay,...,aa,)

es un espacio vectorial sobre k. En particular, tomando n = 1, obtenemos el cuerpo de
base que se puede pensar como un espacio vectorial sobre si mismo.

Es importante destacar que los vectores de k™ se representan ya sea como filas, en la

al
forma de arriba o como columnas en la forma: ( : )
an

EJjempPLO 2.11. El conjunto kY = {(al, e lpy ) a; €k T =1,2,.0 }, con las
operaciones definidas de la siguiente manera:

(al,ag,...)+(b1,b2,...):(a1+b1,a2+b2,...)

a-(ay,as,...)=(aay,aas,...)

es un espacio vectorial sobre k. Observar que kY puede pensarse como el conjunto de las
sucesiones con valores en k.

EsemPLO 2.12. El conjunto €[a,b] = {f : [a,b] — R : f continua}; es un espacio
vectorial sobre R con las operaciones usuales entre funciones.

EJeMpPLO 2.13. Si k' C k es un subcuerpo de k, entonces el cuerpo mayor es un
espacio vectorial sobre el menor. Por ejemplo, Q C R, asi R es un Q-espacio vectorial.

EJEMPLO 2.14. Si V es un k—espacio vectorial cualquiera y X un conjunto arbitrario,
entonces VX = {f : X — V : f es funcién} es un espacio vectorial de la siguiente forma:
si f,g € VX yaeksedefnen f+g € VX yaf € VX como sigue: (f + g)(x) =
f(x) + g(x), (af)(z) = af(x). Usualmente, este tipo de operaciones definidas en V¥ se
dicen realizadas punto a punto.

EjemMpPLO 2.15. Un caso particular de lo anterior es cuando V' = k y el espacio es
kX.

El espacio k" se identifica entonces a k™, donde (ay,...,a,) se corresponde con la
funcién f : [n] = k, f(i) = a;.

El espacio de las sucesiones se identifica entonces a k™, donde (a1, as, . .. ) se identifica
con la funcién f: N =k, f(i) = a;.

Antes de ver el siguiente ejemplo recordemos la definiciéon de polinomio con coeficien-
tes en k

DEFINICION 2.16. Un polinomio con coeficientes en k es una expresién » .-, a;t’,
donde t es una variable, a; € k para todo ¢ = 0,1,..., vy la cantidad de 7 tales que
a; # 0 es finita. Notaremos k[t] al conjunto de los polinomios. El conjunto k[t] con las
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operaciones habituales entre polinomios

D att + ) bt = (a;+bi)t!
(S at) (X r)

[e.e]

D> O (aiby)tr =

n=0 i+j
aoby + (a0b1 + alb())t —+ ... (agbn +aib,_1+ -+ anbo)t” —+ ...
donde Y, a;t", >, b;t* € k[t], es un anillo.

Llamaremos grado de un polinomio f € k[t] \ {0} al mayor ¢ tal que a; # 0,y
notaremos gr(f) a ese nimero.

Dado un polinomio f € k[t], lo notaremos de diversas maneras, cuando quede claro

por el contexto:
=0 i =0
donde n = gr(f).
EJEMPLO 2.17. El anillo de de los polinomios k[t] con las siguientes operaciones
o ait + 30 bt =37 (a; + b))t o ait’, > bit' € Kt]
a- (X ait) = (aa)t’ a ek, >, at’ € Kkl[t]
es un k-espacio vectorial.

EJEMPLO 2.18. Un caso particular de espacios de tipo k™ es el siguiente:

Sean p, g dos nimeros naturales positivos y definimos
M,pxq(k) = {f : [p] X [¢] = k: f funcién }.
En el caso que p = ¢ escribimos simplemente
Mpxq(k) = M, (k).

Podemos identificar los elementos (funciones) de My, (k) con las matrices con p filas
y q columnas, pues a una funcién f € M, (k) le hacemos corresponder la matriz

FLY) f1,2) - f(Lg)

fo.) F.2) o o)

Es conveniente que el lector observe que una matriz como la anterior no es otra
cosa que un elemento de kP? organizado de otra forma. Su organizacion en un bloque
rectangular se debe a motivos de conveniencia que quedaran mas claros a lo largo del
curso, por ejemplo al definir el producto entre dos matrices (ver Apéndice B).

Por ejemplo, el elemento (1,2,3,4) € Q* lo podemos pensar como una matriz de
Msy2(Q) o como perteneciente a Myx1(Q) como sigue:

1

(é Z) € Myy2(Q), ?)) € My (Q).
4
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2. Subespacios vectoriales

DEFINICION 2.19. Si V' es un espacio vectorial y W C V es un subconjunto, se dice
que W es un subespacio vectorial, o simplemente subespacio, de V' si se verifica:

1.0eW.
2. Siv,w € W entonces v +w € W.
3. S5iaekywveW, entonces av € W.

OBSERVACION 2.20. (1) Sea W un subespacio vectorial de V. Es claro que si res-
tringimos las operaciones de V' al subconjunto W (lo que se puede hacer gracias a las
condiciones 2 y 3 de la definicién) obtenemos un espacio vectorial. Salvo mencién explici-
ta, un subespacio se considera siempre con esta estructura, llamada estructura inducida.

(2) Si W es un subespacio de V, es claro que si vq,...,v, € W y ay,...,a, € k
entonces a;vy + -+ + ayv, = Y ., a;v; € WL

(3) Observemos que la condicién (3) aplicada al escalar a = —1 nos dice que el
opuesto de un vector v € W pertenece también a W. Esta condicién junto con las
condiciones (1) y (2) de la definicién 2.19 dicen que (W, +, 0y) es un subgrupo del grupo
abeliano (V, 4+, 0y).

OBSERVACION 2.21. La condicién (1) de la definicién de subespacio vectorial puede
sustituirse por

(1)) W # 0.

En efecto, es claro que (1),(2),(3) implican (1°),(2),(3). Reciprocamente, si w € W
es un elemento de W (que existe por ser W # (), entonces por la propiedad (3) tenemos
que Oy = 0w € W.

EJEMPLOS 2.22. A continuacién presentamos diversos ejemplos de subespacios vec-
toriales.

(1) SiV es un espacio vectorial, entonces {0} y V' son subespacios. Son llamados los
subespacios triviales.

(2) Si V =k" entonces W = {(a1,...,a,) €k":a; = 0} es un subespacio.

(3) Si V =Kk" entonces W = {(as,...,a,) €k":a;+as+---+a, =0}. En general,
si &y, ..., &, €k, entonces

W ={(ay,...,a,) €K" : &ay + Eaz + -+ + &ua, = 0}
es un subespacio de k.

(4) (a) Como caso particular del ejemplo anterior, consideremos un sistema de coor-
denadas en el plano euclideo. De este modo, podemos identificar un punto p del plano
con un elemento p = (p1,p2) € R% Es facil ver que los subespacios no triviales de R? se
identifican con las rectas del plano que pasan por el origen del sistema coordenado.

En efecto, es claro que las rectas por el origen son subespacios. Consideremos W C R?
un subespacio tal que W # {(0,0)}. Sea w € W\ {(0,0)} un elemento. Entonces la recta
Ow = {aw : a € R} estd contenida en W. Si W # Qw existe v € W \ Ow por lo que la
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recta Ov estd también contenida en W. Es fécil ver que todo vector (a,b) € R? se escribe
como suma de dos vectores pertenecientes a las rectas Ow y Ov, por lo que W = R2.

(b) Del mismo modo, es posible identificar un punto de p = (p1, p2, p3) € R3 con
un punto del espacio euclideo. Bajo esta identificacién, los subespacios vectoriales no
triviales de R?® consisten de las rectas y planos que pasan por el origen del sistema
coordenado.

(5) (a) Si V =Kk? entonces W = {(a1,a2) € V : ajaz = 0} no es un subespacio. Sin
embargo, se verifica que si v € W y a € k, entonces av € W.

(b) Complementariamente, si V' = R? entonces W = {(al,ag) eV :aay € Z}
verifica la condicién que la suma de dos elementos de W estd en W, pero W no es un
subespacio.

(6) SiV = RN es el espacio de las sucesiones reales, entonces

W = {(ai)ieN : la sucesion (a;);en tiene limite ﬁnito}

Wy = {(ai)ieN - la sucesién (a;);en tiene limite cero}

son subespacios. Mas atin, Wy, C W C V; decimos en este caso que tenemos una cadena
de subespacios.

(7) Si V =R@Y el espacio de todas las funciones de (a,b) en R, los subconjuntos

{f a,b) > R: fes Contmua}

{f a,b) > R: fes derlvable}

son subespacios. Nuevamente tenemos una cadena de subespacios D(a,b) C C(a,b) C V.

(8) Si V' es un espacio vectorial y v € V', definimos (v) = {av : a € k}, 0o més en
general, si v,w € V son dos vectores de V', definimos (v, w) = {av + bw : a,b € k}. Se
verifica facilmente que (v, w) es un subespacio de V. Ver Definicién 2.24.

Ademés si v = cw entonces (v, w) = (w).

(9) Si V' es un espacio vectorial y Wi, Wy C V son subespacios, es facil ver que
Wi N Wy es también un subespacio de V. Més en general, si {W; : i € I'} es una familia
de subespacios de V' entonces (), W; C V es un subespacio de V. En otras palabras,
la interseccién de una familia cualquiera de subespacios es siempre un subespacio. Es
importante observar que la interseccién de dos subespacios (y también de una familia
arbitraria de subespacios) nunca es el conjunto vacio, ya que siempre contiene al vector
nulo. Por ejemplo, si tomamos en k? los subespacios <(1, O)> y <(O, 1)>, su interseccién
es el subespacio cero; ésta es la menor interseccién posible.

(10) El subconjunto k,[t] C k[t] de los polinomios de grado menor o igual a n es
claramente un subespacio. Algunas veces se nota este subespacio como k|t],,.

OBSERVACION 2.23. En general, la unién de subespacios vectoriales no es un subes-
pacio vectorial. De hecho, si V' es un espacio vectorial y Wi, W5 C V son subespacios,
entonces Wy U Wy es un subespacio si y solo si se verifica una inclusién entre ellos, es
decir Wy N Wy = W, para algtn 1.
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Antes de ver una prueba general, remitimos al ejemplo 2.22(5): el conjunto W =
{(al, az) €V :ajay = O} es la unién de los ejes coordenados. Tenemos entonces que la
unién de estos dos subespacios particulares no es un subespacio.

Figura que se pondréd en algun momento

Para probar el resultado general, observemos primero que si Wy C W, |, entonces

WiUW, = Wy y si Wy C W1, entonces W1 UWy = Wy, por lo que una de las implicaciones
es inmediata.

Una inspeccion de la figura anterior nos da la idea de la prueba da la implicaciéon
restante: decir que ningin subespacio esta contenido en el otro es equivalente a decir que
existen wy; € Wi\Wy y wy € Wo\Wy. Siw;+wy € Wy UWs, entonces o bien wy +wy € Wy
o bien wy +wy € Wy, Si wy+wy € Wi deducimos que wy = (we+w1) —w; € W, absurdo.
Del mismo modo, si wy + wy € Wy se deduce que wy € Wa, con lo que queda probada la
afirmacion.

DEFINICION 2.24. Sea V un espacio vectorial y X C V un conjunto cualquiera. Se
considera la siguiente familia de subespacios de V:

Fx={W:XCcWcV}.

Es decir, F es la familia de todos los subespacios de V' que contienen a X. Se define el
subespacio generado por X y se denota (X), como

(X)= [ w
WeFx
OBSERVACION 2.25. (1) Si X =V, la familia Fx consta sélo de un elemento — el
espacio V' —, luego (V) = V.
(2) Es claro que el menor subespacio que contiene al conjunto vacio es el subespacio
trivial {0}, por lo que () = {0}.

(3) Es claro que la Definicién 2.24 generaliza las situaciones consideradas en el Ejem-
plo 2.22 (8) poniendo X = {v} y X = {v,w} respectivamente, ver Observacion 2.30 y
Ejercicio 2.12.

(4) Puede suceder que X # Y pero que (X) = (Y). Por ejemplo, si consideramos
V=k? X = {(1,0), (0, 1)} eY = {(1, 1), (0, —1)}, entonces (X) = (V) = k%

OBSERVACION 2.26. Surge de la construccién dada en la Definicién 2.24 quesi X C V
es un conjunto, entonces (X') es el menor subespacio vectorial que contiene a X . En efecto,
(X)) es un subespacio, contiene a X, y estd contenido en todo subespacio W € F.

Observemos que en particular, tenemos que (X) € Fx.
EJjempro 2.27. Si W, U C V son subespacios de V', entonces la suma
W+U = <W uu >

es un subespacio. Ademas W +U = {w+u : w € W,u € U}. Omitimos la prueba de
este resultado, que es un caso particular del Lema 2.29.

DEFINICION 2.28. Si V' es un espacio vectorial y {W; : i € I} es una familia de

subespacios de V', se define
Swi=(Um).

el el
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LEMA 2.29. Si V' es un espacio vectorial y {W; : i € I} es una familia de subespacios
de V', entonces

Z W, = {Z w; : w; € W;, donde w; = 0 excepto para un numero finito de i € I}.

el el

DEMOSTRACION. Llamemos U = {Zl w; »w; € Wy, donde #{i : w; # 0} < oo}.
Se verifica que U es un subespacio de V' que contiene a W; para todo i € I. En efecto,
0=>,0eU,ysiv=> v, w=> w;,conv,w; €W, todos nulos salvo una cantidad
finita, y a € k \ {0}, tenemos que

av +w = a(z vi) + Zwi = Z(avi + w;),
7 7 K2
en donde, usando que la cantidad de vectores v;, w; no nulos es finita, usamos repetidas
veces la propiedad distributiva, conmutativa de la suma y asociativa de la suma. Si para
9 € I tenemos que el vector av;, + w;, € W;, es no nulo, entonces o bien v;, o bien w;,
tiene que ser no nulo. Luego ig € {i € [ : v; Z0}U{i € I : w; # 0}, conjunto con una
cantidad finita de elementos. Para probar que U D J,.; W; alcanza con observar que si
w; € W;, entonces w; =y . v;, con v; =0sii# jy v, =wj.

Si W C V es un subespacio que contiene a W; para todo i, cualquier elemento de la
forma . w; con w; € W; y con w; = 0 excepto para un nimero finito de 4, esta en W.
Entonces U C W y luego es el menor subespacio vectorial que contiene a | J,., Wi, es
decir U = (U;c; Wi). O

OBSERVACION 2.30. En particular, si vq,...,v, € V, entonces

(U1, ..y 0,) = {Zaﬂ% ta; € k}.
i=1

DEFINICION 2.31. (1) Una familia finita {W; : i = 1,...,n} de subespacios de un
espacio vectorial V' se dice que es linealmente disjunta si para cualquier igualdad de la
forma wy; 4+ - -+ + w, = 0 con w; € W; se deduce que w; = 0.

(2) Una familia {W; : ¢ € I} de subespacios de un espacio vectorial V' se dice
linealmente disjunta si todas sus subfamilias finitas son linealmente disjuntas.

OBSERVACION 2.32. Sea F = {W,; : i = 1,...,n} una familia finita de subespacios
de un espacio vectorial V'y {iy,...,is} C [n]. Si existen w;, € W;,,...,w;, € W;, no
nulos tales que ), w;, = 0, es claro que entonces la familia F no es linealmente disjunta.
Deducimos entonces que si F es linealmente disjunta, toda subfamilia (necesariamente
finita) {W;,,...,W;,} C F es linealmente disjunta. Esto muestra que toda familia finita
linealmente disjunta en el sentido de la Definicién 2.31 (1), lo es también en el sentido
de la Definicién 2.31 (2). De este modo, en el caso finito ambas definiciones coinciden.

EJEMPLO 2.33. (1) En k® los subespacios W; = {(m,y,O) Cr,y € k} y Wy =
{(0,y,2) : y, 2 € k} no son linealmente disjuntos, porque (0, 1,0) + (0, —1,0) = (0,0,0),
con (0,1,0) € Wy y (0,—1,0) € Wa.

(2) En k? los subespacios Wy = {(z,,0) : z,y € k} y W = {(0,0,2) : z € k} son
linealmente disjuntos. En efecto, si tomamos (a,b,0) € Wy y (0,0,¢) € Wy y suponemos
que (a,b,0) + (0,0,¢) = (0,0,0) deducimos que a = b = ¢ = 0.
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DEFINICION 2.34. Dada una familia linealmente disjunta {W; : i € I'} de subespacios
de un espacio vectorial V', decimos que el subespacio ) .., W; es la suma directa de los
subespacios de la familia y escribimos: @,.; W;.

OBSERVACION 2.35. Cuando escribimos una igualdad entre subespacios U = D, Wi
estamos queriendo decir dos cosas de caracteristicas diferentes. Por un lado que U =
> i1 Wi, igualdad que se refiere a la relacién entre U y la familia {W; : i € I}; por otro
que la familia {W; : i € I} es linealmente disjunta, propiedad que se refiere tan sélo a la
familia {W; : ¢ € I} sin involucrar a U.

LEMA 2.36. Sea V' un espacio vectorial y U D W;, i € I, subespacios de V. Entonces
son equivalentes:

(H U= EBieI Wi;
(2) Para todo u € U existe una unica familia w; € W; con las siguientes propiedades:

(a) los elementos w; son nulos excepto para un nimero finito de indices y
(b) u=73_;wi.

DEMOSTRACION. Si vale la condicién (2) es claro que U = Y . W;. Para probar
que los W;, ¢ € I, son linealmente disjuntos, usamos la unicidad garantizada en (2): si
>, w; = 0 para alguna familia de elementos, como también tenemos que ), w; = .0
y la unicidad implica que w; = 0 para todo ¢ € I.

Que la condicién (1) implica la condicién (2) se prueba de forma semejante. Que
U= .c; Wi, o sea la existencia de una descomposicién de la forma u = ), w;, sigue
directamente de la definicién de suma directa. Con respecto a la unicidad razonamos como
sigue: sea w € U y supongamos que admite dos descomposiciones w = Y w; = Y. v;,
v, w; € W;. Entonces 0 =w—w =), w;— Y . v; = »_,(w; —v;), y como los espacios W;
son linealmente disjuntos deducimos que w; = v; para todo ¢ € I, i.e., la descomposicién
es lnica. O

OBSERVACION 2.37. La condicién (2) del Lema 2.36 puede reescribirse como sigue:
(2)U = > ,c; Wi ysiu € U, entonces la descomposicion v = Y .., w;, w; € W; es
unica.

LEMA 2.38. Supongamos que V' es un espacio vectorial y {W; :i € 1} es una familia

de subespacios. Los subespacios son linealmente disjuntos si y solo si para todo 5 € [
tenemos que W; N 32 p oy Wi = {0}

DEMOSTRACION. Consideremos j € I y sea w € W; N Ziel\{j} W;. Entonces existen
i1, ...,0, € I\ {j} y vectores w;, € W;,, h =1,...,n, tales que w = w;, + -+ + w;,.
Luego, w;, +- - -+w;, —w = 0 es una representacion del cero por vectores de subespacios
diferentes, por lo que w =0y W; N Ziel\{j} W; = {0}.

El reciproco se prueba de forma similar y es dejado como ejercicio, ver Ejercicio 2.22.
O

OBSERVACION 2.39. En el caso que tengamos sélo dos subespacios, la afirmacién
anterior significa que W, y W5 son linealmente disjuntos si y sélo si W7 N W, = {0}.

En el caso de tres subespacios Wi, Wy, W3, observar que no basta con que Wj; N
Wy = Won Wy = Wy N Wi = {0} para que los tres subespacios sean linealmente
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disjuntos. Eso lo muestra el siguiente ejemplo: sean V = k3, W, = {(0, Y,2) Y,z € k},
Wy = {(x,0,0) cx € k}, W3 = {(x,x,O) cx € k} y el vector (1,0,0) + (=1,—1,0) =
(0,—-1,0) € Wy N (Wy + W3).

dibujo que en algin momento se agregara

DEFINICION 2.40. Si M € M,,«,(k) definimos su matriz transpuesta, que denotamos
por M, como la matriz obtenida a partir de la matriz M intercambiando las filas por
las columnas: si M = (aij)gigmv entonces Mt = (bhk>1§h§n’ con by = agp.

1<j<n 1<k<m
EJEMPLO 2.41. Si M = (}23) € Mayx3(R), entonces M* = <é %) € Max3(R).

EJEMPLO 2.42. Consideremos el espacio de las matrices cuadradas M, (k). El sub-
conjunto

S={MeM,(k): M'=M}

es un subespacio vectorial de M,,(k), llamado el subespacio de las matrices simétricas.
El subconjunto
A={MeM,(k): M'=-M}
es también un subespacio de M, (k), que llamamos el subespacio de las matrices anti-

simétricas.
Sik=Q,R o C, se cumple que S & A = M, (k). Efectivamente, la igualdad

M = V(M + M) + 2(M — M?)

garantiza que S + A = M, (k). Se prueba que S y A son linealmente disjuntos de la
siguiente forma: sea M € SN A, entonces, —M = M' = M y concluimos que M = 0.

Mas en general, esta propiedad se cumple siempre y cuando el cuerpo k no tenga
caracteristica 2, es decir, siempre y cuando 1 4+ 1 # 0 en k. En este caso 2 es invertible,

es decir existe 1/2.

En efecto, la prueba anteior vale si 1 + 1 # 0. Supongamos ahora que 1 +1 = 0 en
el cuerpo k (por ejemplo, esto sucede si k = Zs), y consideremos la matriz M = (§¢)
Supongamos que existen S = (¢2) y A = (9¢) matrices simétrica y antisimétrica

respectivamente, tales que S+ A = M. Entonces
M=(§5)=(52)+(%08) = (,%"")

de donde deducimos el sistema

a _
b+d =
b—d =
c =0

Sumando la segunda y tercera ecuacion, tenemos entonces que b+d-+b—d = 1, pero
b+b=(141)b=0, por lo que 0 =1 y el sistema es incompatible.
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3. Transformaciones lineales

En matematica, cada vez que se define un tipo de objetos — e.g. conjuntos, espacios
vectoriales, grupos, espacios topoldgicos — es necesario definir también los morfismos
entre esos objetos. En el caso de los conjuntos los correspondientes morfismos son las
funciones, para grupos son los homomorfismos de grupos, para espacios topoldgicos son
las funciones continuas. En el caso de los espacios vectoriales los morfismos seran las fun-
ciones que “respetan” la suma y el producto por un escalar, en el sentido que describimos
a continuacién; dichas funciones seran llamadas transformaciones lineales.

DEFINICION 2.43. Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo k.

(1) Se dice que una funcién 7' : V. — W es una transformacion lineal si para todo
u,v € Vya,b €k se verifica que T'(au + bv) = aT'(u) + bT'(v).

Se dice que una transformacién lineal T : V' — W es un isomorfismo lineal si T es
biyectiva como funcion. Un isomorfismo lineal también se llama simplemente un isomor-
fismo y se dice que T es invertible. En ese caso (o sea en el caso que exista un isomorfismo
entre V' y W) se dice que estos espacios son isomorfos. En general si V' y W son isomorfos
escribimos que V = W.

(2) El conjunto de todas las transformaciones lineales de V' en W se denota como
Homy (V, W), y frecuentemente se abrevia como Hom(V, W).

3) SiV=WyT:V — V es una transformacién lineal decimos que 7' es un

endomorfismo de V. Al conjunto de todos los endomorfismos de V' se lo denota como
Endg(V) o End(V).

(4) En el caso en que el codominio de una transformacién lineal sea el cuerpo de
base, o sea si T : V — k, decimos que T' es una funcional lineal. En ese caso Hom(V k)
se abrevia como V* y se llama el espacio vectorial dual de V', o el espacio dual de V.

EjeMPLOS 2.44. (1) Si V,W son dos k-espacios, entonces la trasformacion lineal
nula © : V. — W, O(v) = 0, es claramente una transformacion lineal.

(2) Si V es un espacio vectorial, la identidad id : V' — V es una transformacién
lineal.

(3) Consideremos T, 5 : k?* — k, T(a,b) = aa + b. Entonces T, 5 es una funcional
lineal.

(4) La funcién T : k3 — k3, T'(a,b,c) = (a+ b,b+ ¢, 0) es una transformacién lineal.

EJEMPLO 2.45. Més en general, notemos que toda funcién f : k™ — k™ es de la
forma f(xy,...,x,) = (fl(wl, ey @)y ey fn(T1, ,xm)), donde f; : k™ — k es una
funcién para todoi1=1,...,m.

Tenemos entonces que f es una transformacion lineal si y solamente si f; es una
funciaonla lineal para todo ¢ =1,...,m.

En efecto,

flalzy, .. xn) + (i, yn) =
(fila(zy, ... smn) 4+ (W1, ¥n)) s S (@, o @) + (Y1, -2, Y0))
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por lo que f(a(xl, ooy Tn) + (Y1, - ,yn)) = af((xl, . ,xn)) + f((yl, . ,yn)) si y sélo
si fi(a(xh s 7‘/'E’I’L> + (ylu s 7yn>) = afi(<x17 s an)) + fi(<y17 s 73/71)) para todo i =
1,...,m,

En el ejemplo 2.53 (4) veremos bajo otra éptica estas transformaciones lineales.

OBSERVACION 2.46. Sean V, W dos k—espacios vectoriales y 7' : V' — W una funcién
entonces son equivalentes:

(1) T es una transformacion lineal.

(2) T(av +w) = aT'(v) + T'(w) para todo v,w € V, a € k.

(3) (i) T(av) = aT'(v) para todo v € V, a € k. (ii) T'(v + w) = T(v) + T(w) para
todo v,w € V.

En efecto, tomando en (1) b = 1 tenemos que (1) implica (2). Si consideramos w = 0
en (2) tenemos que (3) (i) es cierto, y considerando ¢ = 1 en (2) tenemos que (3)
(ii) es cierto. Finalmente si (3) es cierto tenemos que T'(av + bw) = T'(av) + T (bw) =
al'(v) + bT(w).

OBSERVACION 2.47. Si una transformacién lineal T': V — W es invertible, entonces
su funcién inversa 7! : W — V es también una transformacién lineal. Efectivamente, si
wy,we € Wya,bek, T Haw,+bws) y aT~(wy)+bT " (wy) son iguales. Esto se deduce
porque si le aplicamos 1" a ambas expresiones obtenemos el mismo elemento aw; + bws,.
Como T es biyectiva es inyectiva, de donde T~ (aw; + bws) = a1~ (wy) + bT " (wy).

LEMA 2.48. Sean V' y W espacios vectoriales y T : V. — W wuna transformacion
lineal.

(1) Siv eV, entonces T(—v) = =T(v), y ademds T'(0y) = Ow .
(2) SiU CV es un subespacio de V' entonces, T|, : U — W es una transformacion
lineal.

(3) SiU CV es un subespacio de V, entonces el conjunto T(U) = {T'(u) : u € U}
es un subespacio de W. En particular T(V') = Im(T') es un subespacio de W'.

(4) Si L C W es un subespacio de W, entonces T~ (L) C V es un subespacio de V.

DEMOSTRACION. (1) Si v € V, entonces T'(—v) = T((—=1)v) = (=1)T(v) = =T'(v).
Por otro lado, T(0y) = T(0y + Oy) = T(0y) + T(0y), de donde se deduce sumando
—T(0y) en ambos lados de la igualdad que T'(0y) = Oy .

(2) Siu,u’ € Uy a,b €k tenemos que T, (au + bu') = T(au+ bu') = aT (u) + bT(v') =
al|, (u) + b7, (u).

(3) La propiedad (1) nos garantiza que Oy € T(U). Si w,w’ € T(U), existen u,u’ € U
tales que T'(u) = wy T'(v') = w'. Luego si a,b € k tenemos que aw + bw' = aT'(u) +
bT'(u') = T(au+bu') € T(U).

(4) La propiedad (1) nos garantiza que Oy € T *(L). Si v, € T7(L), entonces
T(v), T(v") € L, de donde se deduce que si a,b € k, aT'(v) 4+ bT'(v') € L, dado que
L es un subespacio. Luego, T'(av + bv') = aT'(v) + bT'(v') € L, lo que significa que
av+ b € T7Y(L). O
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El siguiente ejemplo muestra que el recirpoco de las propiedades (3) y (4) del Lema
anterior no es valido.

EJEMPLO 2.49. Consideremos la transformacion lineal T' : k? — k* dada por T'(a, b) =
(a,0).

El subconjunto U = {(0,1)} C k? no es un subespacio vectorial, pero T(U) =
{(0,0)} C k*sf lo es.

Por otra parte, el subconjunto L = {(a, a®):ae€ ]k} no es un subespacio vectorial,
pero T71(L) = {(0,b) be k} s lo es.

DEFINICION 2.50. Si V' y W son espacios vectoriales y T : V' — W es una transfor-
macion lineal, se define el nicleo de T' como

N{T)={veV:Tw) =0} =T""({0}).
EJEmMPLOS 2.51. (1) El nucleo de la transformacién lineal nula © : V- — W es

todo el dominio N(©) = V.

(2) Calculemos el nticleo de la transformacién lineal T : k3 — k3, T'(a,b,c) = (a +
b,b+ ¢,0). Un vector (a,b,c) pertenece a N(T') si y sélo si T'(a,b,c) = (0,0,0), es decir
si y sélo si (a+b,b+ ¢,0) = (0,0,0). Luego

a+b= 0
(a,b,c) e NT) <= < b+c= 0
0= 0

Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales anterior tenemos que
N(T) = {(a,—a,a) :a € k} = ((1,-1,1))

OBSERVACION 2.52. (1) V y W son dos espacios vectoriales, del Ejemplo 2.14 dedu-
cimos que el conjunto WV de las funciones de Ven W es un espacio vectorial. Veamos
que Hom(V, W) es un subespacio de WV

Ya vimos que la funcién © : V. — W constantemente igual a Oy, i.e. 0(v) = Ow
para todo v € V, es una transformacién lineal. Si T, S : V' — W son transformaciones
lineales, entonces

(aT + bS)(au+ Bv) = a(T(au + Bv)) + b(S(au+ Bv)) =
aaT (u) + afT(v) + baS(u) + bBS(v) =
af(aT + bS)(u)) + B((aT + bS)(v)).

De esta forma verificamos que a1 + bS es una transformacién lineal.

(2) Es muy simple verificar que si T : V — W y S : W — U son transformaciones
lineales entre espacios vectoriales, entonces SoT : V' — U es también una transformacion
lineal. En otras palabras la composicién de transformaciones lineales es siempre una
transformacion lineal. Es también evidente que id : V' — V' es una transformacién lineal,
o sea un endomorfismo de V.
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(3) En el caso que V = W ademés de la estructura de espacio vectorial, End (V)
estd equipado con la operacién de composicién. En ese caso estamos frente a lo que se
llama un algebral.

En el caso de End(V') el elemento unitario es el endomorfismo id : V- — V.

(4) Se deduce inmediatamente del Lema 2.48 que el nicleo de una transformacién
lineal es siempre un subespacio del dominio.

En la literatura, muchas veces el nicleo de una transformacién lineal 1" se nota como
Ker(7T) (del aleman Kernel = nucleo).

EJEMPLOS 2.53. (1) Si V' es un espacio vectorial y a € k es un elemento fijo del
cuerpo, entonces la funcion v + av : V' — V' es una transformacion lineal.

(2) Si V es un espacio vectorial, f : V' — k una funcional lineal y v € V' un vector de
V, se define la transformacion lineal f|v : V' — V de la siguiente forma: (f|v)(u) = f(u)v.
Es claro que de esta forma tenemos una transformacién lineal y que si f # 0 entonces
Im(f|v) = (v). Se puede probar (ver Ejercicio 4.12) que si V' es un espacio vectorial un
generador con un numero finito de elementos y 7" es una transformacion lineal de V' en
si mismo, entonces 1T’ es la suma de un nimero finito de transformaciones de la forma
f|v, ver también Lema 5.20.

(3) Si T : V — W es una transformacion lineal, la funcién ¢ : k — Homy(V, W),
p(a) = aT, es una transformacién lineal.

(4) Un elemento A € M, x,, define una transformacion lineal L, : k™ — k™ mediante

la siguiente férmula:
1 Y1
2 Y2
Tn Ym

Y1 = a1+ aprs+ -+ a1ty (2.3.1)
Yo = Q2171 + G2T2 + -+ + A2, Ty
Ymn = Qm1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn

La transformacién lineal L4 puede pensarse como L(x) = Az, donde x es un vector
columna, ver Apéndice B.

(5) El mapa ¢ : My,xn, — Homg(k™ k™), p(A) = Lg, define una transformacién
lineal. Probaremos mas tarde que es un isomorfismo; en otras palabras: toda transfor-
macion lineal 7' : k™ — k™ es de la forma Ly, para alguna matriz A € M, (k).

(6) La funcién D : D(a,b) — R@Y) D(f) = f', es una transformacién lineal; probar
esta afirmacién es probar que (f + g)’ = f' + ¢ para todo par de funciones derivables
f,g9 (“la derivada de la suma es la suma de las derivadas”), y que la derivada de una
constante a por una funcién f es af’. En este caso N(D) C D(a,b) es el subespacio de

1Un dlgebra es un espacio vectorial A equipado ademéds con una operacién de producto x : AxA — A
y un elemento unitario 1 € A tal que — denotando el producto o X § como a3 para abreviar: para todo
a,B,7 € A (a) (aB)y = a(B7); (b) (a+ B)y = ay+ By, y(a+B) =va+6; (¢) la=al = «; (d) Si
a € k entonces a(af) = (aa)f = a(af).
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las funciones constantes, i.e., el subespacio generado por la funcién constantemente igual
al.

(7) Si V' es un espacio vectorial arbitrario, entonces Hom(k, V') = V. Para probar
esta afirmacién se define la transformacién lineal I' : Hom(k, V) — V, I'(T") = T'(1) si
T € Hom(k, V). Definimos también A : V' — Hom(k, V) A(v) : k = V, A(v)(a) = av si
a € k. Es facil ver que A =T'"71,

Sean V' y W espacios vectoriales y T : V' — W una transformacién lineal. Por
definicién, T es sobreyectiva si Im(7) = W. Veremos a continuacién un criterio para
detectar cuando una transformacién lineal es inyectiva.

LEMA 2.54. Sean V' y W espacios vectoriales y T : V. — W wuna transformacion
lineal. Entonces T es inyectiva (pensada como funcion entre los conjuntos V.y W) siy
solo si N(T') = {0}.

DEMOSTRACION. Supongamos que T es inyectiva; en ese caso si T(v) = Oy, como
Ow = T(0y) tenemos la igualdad T'(v) = T'(0y) de la cual deducimos que v = 0y,. Hemos
probado que si un vector v € V verifica que T'(v) = Oy, entonces v = Oy, en definitiva
N(T) = {0v}.

Reciprocamente, si T'(v) = T'(v), entonces T'(v — v') = O y si la transformacién
lineal tiene nicleo cero concluimos que v — v' = Oy, i.e., v = v'. Hemos probado que si
dos vectores v,v" € V tienen la misma imagen por 1" entonces son iguales. Eso quiere
decir que T es inyectiva como funcién. O



4. EJERCICIOS 31
4. Ejercicios

1. Probar la propiedad (6) de la Observacién 2.3.

2. Averiguar si las siguientes estructuras (V, +, ) son R—espacios vectoriales.

(a) V={f:R=R} (f+9)(x) = f(z) +9g(x),YVz € R,Vf, g€V,
(- f)(z) = f(\x),Vz € R,YA € R,Vf € V.

(b) V=A{f:R=R}, (f+9)(@)=flz)+g(z),Vz eR,Vf, g€V,
M- f)x)=A+ f(x),Vz e RVAER VfeV.

(c) V = {(an)n>1 sucesiones en R}, (a,)n>1 + (by)n>1 = (a2 + 02) 51,
A (@n)nz1 = (Aan)n>1-

3. Sea V = RE el espacio vectorial de las funciones de R en R con las operaciones
punto a punto. Averiguar si los siguientes subconjuntos W C V son subespacios de

() W= {feV:f(1) =1}

(b) W ={f V(1) =0}

() W={feV 30}

(d) W={feV:3f'(x)Vx € R}.

4. Sea V un espacio vectorial. Probar que el opuesto de un elemento es tinico.

5. Sea V el espacio vectorial de las sucesiones que toman valores reales. Averiguar si
los siguientes subconjuntos W C V' son subespacios de (V) +, ).

(a) W ={(a,) € V:> 7 |an| < co}.
b) W = {(an) EV:Jl;rgoanzl}.

)
(c) W={(a,) e V: EIJLH;OQQ"}'
d) W={(a,) €V :#{n:a, #0} <oo}.

6. ;Cuadles de los siguientes conjuntos son subespacios de R[z]?

(a) Wi = {f € R[z]: f(0) = 0};

b) Wy ={f € Rlz] : 2/(0) = f(1)};

(c) 3={f€]R[=’E] f(t)=f(1—1) vt e RE;
(d) W, = {f € R[ﬂi] f Zz 0 i 21}'

7. Averiguar si las siguientes estructuras (V, -+, -) son espacios vectoriales.
(a) V={(z,y) : 7,y € R}, (z1,91) + (¥2,92) = (21 + y1, T2 — ¥2),
(b) V= {(Ivy) STy € R}7 (951»91) + (952,92) (xl + Y1, L2 + 92)
8. Si V y W son k—espacios vectoriales, probar que V x W es un espacio vectorial
con la siguiente estructura:
(v, w1) + (v2, wa) = (V1 + Vo, w1 + W2)
A (Ul,UJl) = ()\ + Uy, A wl).

9. Averiguar si las siguientes estructuras (V, -+, -) son espacios vectoriales.
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(a) V ={(z,y) : 2,y € R}, (x1,51) + (22, 92) = (21 + 31,72 — ¥2),
A(z,y) =Nz, A y).

(b) V = {( ) s w,y € RY, (21, 41) + (22, 92) = (01 4 y1, T2 + 42),
A (x,y) = (N-x,0).

10. En V = R? se definen las siguientes operaciones:

(1) (z,9) + () = (z + 2",y +9/),
(i) Mz,y) = (Az,y), A € R.

.Es V' con estas operaciones un espacio vectorial real?

11. Sea V = RE el espacio vectorial de las funciones de R en R con las operaciones
punto a punto. Averiguar si los siguientes subconjuntos W C V son subespacios de

(Vo).
W

(a) {fev:fa =1}
(b) W={feV:fQ1) =0}
(c) W={feV:30)}.
(d) W={feV:3f'(z)Vz € R}.

12. Probar que si V' es un espacio vectorial y X C V es un subconjunto, entonces

<X>:{Zaivi:ai€]k, v; € X, nZO}.
i=1

Ver observaciones 2.25 (3) y 2.30.

13. Probar que el conjunto B, (k) = {M = (m;;) € My(k) : my; = 0sii > j} de las
matrices triangulares superiores es un subespacio de M,, (k).

14. Se define la traza de una matriz A = (a;;) € M, (k) como tr(A) = >"" | a;.
Sea V = {A € Myxn(R) : tr(A) = 0}. Probar que V es un subespacio de M, ,(R).

15. Si V' y W son k—espacios vectoriales, probar que V' x W es un espacio vectorial
con la siguiente estructura:

(v1,w1) + (vg, we) = (v1 + Vo, w1 + W)
A (v1,w1) = (Ao, A wy).

16. Calcular la suma de los siguientes subespacios y decir si es directa:

(a> WhWQ CR47 Wl = {(l’,O,Z,O) €R4}7 W2: {($7y727w) €R4a§+y+z+w:

Of.
(b) V%,WQ,W?, c RY W, = ((2,0,2,0)), Wy = ((1,0,—1,0),(1,1,1,1)), Wy =
((0,1,2,1)).

17. Sea V un R- espa(no vectorial. Recordamos que VE = { f:R— V} es un espacio
vectorial, con operaciones “punto a punto”:

(f +9)(@) = f(z) + g(z) .
M- )) =X (f(z)) f,geVE Xz eR.
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Probar que si W C V' es un subespacio de V' entonces el subconjunto
We={feV®: f(x) e WVz eR} CVF

es un subespacio de VE,

18. Sean V un R-espacio vectorial y v, w € V. Demuestre que (v, w) = (v+w,v—w).

19. Hallar S + T y determinar si la suma es directa, siendo S'y T los subespacios de
R? siguientes:

(a) S={(z,y,2) eR®:x =2} yT ={(z,y,2) e R3: 2 = 0}.

(b) S=A{(z,y,2) eR’rax =y}t y T ={(z,y,2) eR* 1z =y = 2}.

(€ S={(z,y,2) eR’ra=y=0} y T ={(2,y,2) ER’ 1z =z},

20. Calcular la suma de los siguientes subespacios y decir si es directa:

(a> W17W2 - R47 Wl = {(CIZ’,O,Z,O) € R4}7 W2 = {(ac,y,z,w) € R* : T+HyY+ztw=

0.
(b> W17W2aw3 C R47 Wl = <(2707270)>7 W2 = <(1707_170)7(1717171)>7 W2 =
((0,1,2,1)).

21. En R3 se consideran los subespacios
U = {(x,y,2) eR3: 2 =z},
V = {(0,0,¢):ceR},
W = {(x,y,2) eR3:x+y+2=0}
1. Probar que R®* =U @ V.
2. Probar que R® = U + W y que esta suma no es directa.
22. Completar la prueba del Lema 2.38:

Sea V' un espacio vectorial y {W; : i € I} una familia de subespacios. Los subespacios
son linealmente disjuntos si y sélo si para todo j € I tenemos que W;N} iy Wi = {0}

23. (a) Sea V el espacio de las funciones de [—a, a] en R. Consideremos las fun-
ciones pares y las impares:

P={feV:f)= f(—a)va € [~a,a]}
I={feV:[f(z)=—f(-2)Vz € [~a,a]}
Probar que P e I son subespacios y que V =P @ I.
(b) Sea V un R-espacio y j : V — V una transformacién lineal tal que j o j = idy.
Sean
S={veV:jw) =v}
A={veV:jw) =—-v}
Probar que S y A son subespacios y que V =5 @ A.

(¢) Deducir la parte (a) y la descomposicion de las matrices en suma directa de las
simétricas y las antisimétricas de la parte (b).

24. En los siguientes casos determinar si la transformacion T es lineal:

(a) T:R* =R T(z,y,2)=(y—z,2 +y).
(b) T:R — R? T(z) = (z,x).
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() T:R® =R T(x,y,2) = (2% 2,2 — z).

(d) T:Cla,b] - R, T(f) = f(a).

() T:V =R, T{a,}) =lima,, donde V = {(a,) : Ilima,}.

(f) tr: M, (k) — k, la traza.

(g) T': C[avb] - e[ava T(f) = f2'

(h) T :k[X], = k[X],q1, T(ap+a; X+ +a,X") = agX + (a1 /2) X?+- -+ (an/n+
1)X”+1.

25. Hallar el nicleo y la imagen de las transformaciones lineales del ejercicio 24.
26. Sea T : Ro[z] — R® dada por T'(p) = (p(0),p(1), p(2)).

1. Probar que es una transformacién lineal.
2. Hallar el nicleo y la imagen de T'.
3. Estudiar inyectividad y sobreyectividad de T

27. Se considera la funcién D : R[X]| — R[X], D(p) =p'.

(a) Probar que D es lineal y sobreyectiva.
(b) Hallar N (D).

28. Sean D : R[X|,+1 = R[X],, D(p) =p' y T : R[X],, = R[X],41 la transformacion
del ejercicio 24(h). Probar que D o T = id pero que T o D # id.

29. Definimos en el conjunto k[z] x k[z]* la siguiente relacién : (f,g) R (f',q') si
fg — gf’ =0 (se recuerda que k[z]* = k[z] \ {0}).

(a) Probar que R es de equivalencia. Notaremos k(z) = (k[z] x k[z]*) /R,y f/g =R
[(f, 9)].

(b) Probar que R(z) es un cuerpo con las siguientes operaciones:
f@)/g(x)+ f'(2)/g'(x) = (f(2)g'(x) + ['(2)9(2))/9(x)g ()
f(@)/g(x) - f'(2)/g'(x) = f(2) [ (2)/g(x)g (x).

(c) Probar que ¢ : R[z] — R(z), ¢(p) = ¥, es una transformacién lineal tal que
t(pq) = t(p)t(q). En otras palabras, ¢ es un morfismo de dlgebras. Observar que ¢
es inyectiva.

d Probar que R[z] es un subespacio de R(z) como R—-espacio vectorial, en donde
identificamos R[z] con ¢(R[z]).

(d) (Es R[z] un R(x)-espacio vectorial?

30. (a) Sea D, (k) = {A € M, (k) : a;; =0 sii# j}. Probar que D, (k) = k".
(b) Probar que k[X], = k"
(c) Probar que ki*t = k.

31. Sean V' y W espacios vectoriales, T" : V — W una transformacién lineal y
B C Im(T') un subespacio.

(a) Probar que A = T(B) es el tnico subespacio de V tal que N(T) C Ay
T(A) = B.

(b) Sea C' C V un subespacio. Probar que A = N(T) @ C si y s6losi T(C) = By
T|c es inyectiva.

32. Si existe, dar un ejemplo de una transformacién lineal T' tal que su ntcleo sea
N(T) = ((4,-7,5)) y suimagen sea Im(T) = ((2,—1,1), (-1, 3,2)).
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33. (a) Hallar T': R* — R? lineal, tal que
N(T)=((1,-1,2,1),(0,-1,2,2))
Im(T) = ((1,2,-1)(2,1, —2)).
(b) Hallar T : Ry[z] — M3(R) lineal, tal que

a b

N(T) = (1+ z?), Im(T)z((C J

) € My(R):a=0b,c=d)
34. Sea T : Ry[t] — R transformacion lineal dada por
1
T(at* +bt+c) = / (at® + bt + c)dt
0

1. Hallar N(T).
2. Hallar Im(T).

35. Sean V' y W espacios vectoriales, T" : V — W una transformacién lineal y
B C Im(T') un subespacio.

(a) Probar que A = T(B) es el tinico subespacio de V tal que N(T) C Ay
T(A) = B.

(b) Sea C' C V un subespacio. Probar que A = N(T) @ C siy sélo si T(C) = By
T|¢ es inyectiva.

36. Sean X un conjunto y V un k—espacio vectorial.

(a) Sea Y C X. Probar que Y° = {f € VX : f]y = 0} es un subespacio de V*.
(Nota: si Y = () se define Y° = VX).

(b) Probar que YO = V¥ siysélosi Y =0y que Y° = {0} siy sélosi Y = X.

(c) Sean Y, Z C X. Probar que (YU Z)?=Y"NZ%y que (Y NZ)° =Y+ 20

(d) Deducir que VX =YY@ Z%siyslosi X =Y UZyYNZ=0.

37. Definimos + : R* x R* — R* como a + b = ab (el producto usual de los reales)
y - : R xR* — R* como \-a = a*. Probar que (R*,+,-) es un R—espacio vectorial
isomorfo a R.

38. Sean V, W dos espacios vectoriales. Consideremos las funciones 7' : V- — V x W,
Tw)=(v,0w), y S W =V xW, S(w)=(0y,w).

(a) Probar que T'y S son transformaciones lineales inyectivas. Hallar sus imdgenes.

(b) Probar que V x W = Im(T") & Im(5S).

(c) Sea U un espacio vectorial y f : V. — U, g : W — U dos transformaciones
lineales. Probar que existe una unica transformacién lineal R : V x W — U tal
que el diagrama

es conmutativo.

(c¢) Sea U un espacio vectorial y ' : U — V, ¢ : U — W dos transformaciones
lineales. Probar que existe una tunica transformacion lineal @ : U — V x W tal
que el diagrama
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Vv w e w

A
\ EQ/
f : g
U

es conmutativo, donde p, ¢ son las proyecciones de V- x W en V' y W respectiva-
mente — observar que p y ¢ son transformaciones lineales.

39. Sea V un espacio vectorial y W, U C V subespacios tales que W C U. Probar
que si K C V es un subespacio tal que W & K =V, entonces W & (UNK) = U.

Ejercicios complementarios

40. Iminando la prueba de la Observacion 2.3(5), probar que si (G,m, 1) es un grupo
y e es un elemento idempotente, es decir que e? = 2, entonces e = 1.

41. Probar que si k es un cuerpo, y a, b € k* son elementos no nulos, entonces ab # 0.
SUGERENCIA: recordar que los elementos no nulos tienen inverso.

42 (Los enteros médulo p). Consideramos en Z la relacién de equivalencia R dada
por z R y si x — y es un multiplo de n (ver Ejercicio 11). Si Z,, = Z/ R, definimos
como en el Ejemplo 1.39(6) dos operaciones m = - : Zy, X Zy, — Zy, [a] - [b] = [ab]
y s =+:2ZyXZ, = Ly, [a] + [b] = [a + b]. Probar que Z,, es un cuerpo con estas
operaciones si y sélo si n es un nimero primo.



