Mecdnica de los Fluidos Curso 2022

Repartido 2

1. a. Usando la notacién con indices de Einstein para tensores, demuestre que se verifica:

-,

ax((bxc)=(@-e)b—(a-vc
b. Muestre que la condicién para que tres vectores d, b, ¢ sean coplanares es:
€k aibjc, =0

2. Pruebe las siguientes propiedades:
0ij 0ij = 2 €ijk €ijk = 0
€pqi €pgj = 20ij

3. Dado un tensor T, sus partes simétrica S y antisimétrica A se definen por:

1
Sij = 5(Lij + Tji) Tij = Sij + Aij

1
Aij = 5Ly — Tji)

a. Ante una rotacién de ejes, muestre que las partes simétrica y antisimétrica de T en el
sistema original y en el rotado transforman entre si. ;Cudntas componentes independientes
tiene cada una?

b. Muestre que la traza de T es invariante ante una rotacién de ejes.

c. Debido a que la traza es invariante, ésta se separa en una parte proporcional a la identidad
%Tkk di; y T se descompone como:

1
Ti; = Ayj + Soij + ngkaij
1 1 2 1
= 5(TZ-- —Tji) + §(Tz“ + Ty — ngk%‘) + ngk(sij

Verifique que la parte simétrica Sp;; tiene traza nula.



4. Muestre que el producto u; v; de las componentes de dos vectores @ y ¥ forman un tensor
(transforman como un tensor bajo rotaciones), y que J;; es un tensor isotrépico (invariante
bajo rotaciones).

5. a. Muestre que para un tensor de segundo orden A, las siguientes tres cantidades son
invariantes bajo una rotacién de ejes:

A A

Iz = det(A
Ag1 Ag 3 et(4)

Il = tr(A) = Azz IQ = ’

‘A22 Az
Azz  Ass

A Ags
Az Ass

Sugerencia:

1) Muestre que el polinomio caracteristico pa(A) = det(A — AI) es invariante bajo una
rotacion de ejes dada por una matriz C.

2) Aplique la expresién para el determinante de una matriz M: det(M) = €;, j, 5, M1j, Moj, M3,
y observe que los invariantes Iy, I, I3 vienen dados por los coeficientes de p ().

b. Si A1, A2, A3 son los valores propios de A, muestre que:

Li=XA+ X+ A3

1
I, = 5 [trz(A) — tI‘(AZ)] =X A+ A A3+ Ao As

Is = A1 A2 A3

Estos invariantes se llaman invariantes principales del tensor A.

6. Utilizando teoremas integrales, muestre que se cumplen las siguientes identidades indepen-
dientemente del sistema de coordenadas:

a. V- (V x @) = 0 para cualquier funcién vectorial .
b. V x (V¢) = 0 para cualquier funcién escalar ¢.

Suponga que las funciones son C? en una regién del espacio.

7. Usando la convencion de Einstein y las identidades en § y € muestre las siguientes relaciones:

a.V-(pA) =V -A+¢V-A

b. Ax (VxA)=1V|A?-A.-VA



