Mec. Estadistica 2022 Clase 4

En la ultima clase hemos argumentado que es razonable suponer que vale condicion 2:
“El sistema pasa iguales tiempos en iguales volumenes en el espacio de fases
accesible.”

Vamos expresar este resultado en términos de probabilidad:
Probabilidad en mecanica estadistica

Vamos a llamar la fraccion del tiempo, F. , que se realiza un enunciado E acerca
del microestado del sistema la probabilidad de que se realiza este enunciado.

( El enunciado puede ser algo como “El numero de moléculas en compartimiento 1 es

n ”. El teorema de Birkhoff refiere a la fraccién del tiempo, F, , que el
microestado pasa en un subconjunto AcZX del espacio de fases accesible. Esto es el
mismo concepto como F, ya que cualquier enunciado define un conjunto en el
espacio de fases accesible en que se realiza el enunciado.)

Esto es razonable por dos motivos

1. Matematicamente los F, son probabilidades porque satisfacen todos los
axiomas que tienen que satisfacer probabilidades:
I. F.=0
II. Fy=1 - Aqui X representa un enunciado que es cierto en todo el
espacio de fases accesible.
III. Si E, y E, son enunciados mutuamente excluyentes entonces
Fpop,=Fp+Fg
Esto asegura que todo teorema sobre probabilidades aplica a las fracciones
FE

2. La fraccién del tiempo F, en que se realiza E es también una probabilidad en
el sentido de que indica cuan probable es observar E segtin un observador quien
conoce F, pero desconoce cuando se realiza E. Para este observador su
medicion cae en un momento aleatorio, con probabilidad uniformemente
distribuido, relativo al patréon de intervalos de tiempo en que vale E, y entonces
la probabilidad que halla Ees F,

DIBUJO

Nota que la probabilidad que hemos tratado es una probabilidad subjetiva de un
observador con cierto conocimiento: El observador imagina una coleccion de
mundos compatibles con su conocimientos que considera igualmente probables
(mundos en los cuales su medicién cae en distintos momentos relativo al patron
de intervalos de tiempo en que vale E) y la probabilidad es la fraccién de estos
mundos en que observaria E. Hemos argumentado que esta probabilidad
subjetiva es igual a la magnitud (objetiva) F definida por el sistema fisico.
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Un observador quien sabe nada del microestado de un sistema salvo cual es el
espacio de fases accesible a este estd en esta situacion de conocer F,
(suponiendo que sepa calcularlo) pero no saber cuando se realiza E. Puede haber
llegado a este estado de conocimiento porque conoce el microestado inicial del
sistema (al menos aproximadamente), pero no sabe calcular su evolucion hasta
el tiempo de la medicion.

Ensemble micro canonico

Con esta nocion de probabilidad el teorema de Birkhoff justifica la

Hipotesis fundamental de Mecanica Estadistica (Reif p. 54)

Para un sistema aislado la densidad de probabilidad en el espacio de fases
accesible es uniforme.

O dicho como mantra: “todos los estados accesibles tienen la misma probabilidad”.
( En la mecanica estadistica cuantica esta ultima version del enunciado cobra un
significado preciso y representa exactamente la hipétesis fundamental.)

Demostracion: Segin nuestra definicién la probabilidad P, de encontrar al
microestado del sistema en un subconjunto A del espacio de fases accesible es F, la
fraccion del tiempo en que el sistema esta en A. Pero segtin el teorema de Birkhoff
F,=VWlI(A)/Vol(X) . Asi P,/Vol(A)=1/Vol(X) para cualquier subconjunto
AcZX | es decir la densidad de probabilidad es uniforme e igual a 1/Vol(X)
Q.E.D.

Esta hipotesis es el punto de partida de mecanica estadistica propiamente dicho, y
muchos libros empiezan con enunciarlo, justificandolo solo por el éxito empirico de sus
predicciones. Esto es legitimo hasta cierto punto. Tenemos ya una teoria muy bien
fundamentada empiricamente de la mecanica microscopica de los sistemas a los cuales
pretendemos aplicar la hipotesis fundamental de mecanica estadistica. Hay entonces
que verificar que la hipdtesis es consistente con la mecanica microscépica. Dicho de
otra manera, la hipotesis fundamental es realmente una conjetura matematica que
habria que demonstrar. No hemos hecho esto aqui, pero hemos juntado algunas
evidencias que sugieren que es cierto.

La distribucion de uniforme de probabilidad que postula la hipétesis fundamental se
llama el “ensemble microcanénico”. El “ensemble” es una coleccion (imaginaria) muy
grande de copias del sistema que se usa para hablar de distribuciones de probabilidad
de una manera concreta. Para representar una distribucion de probabilidad se asigna
distintos microestados a las copias del sistema en el ensemble tal que la densidad de
estos microestados en el espacio de fases es proporcional a la densidad de probabilidad.
Entonces el promedio de cualquier funcién del espacio de fases segtn la distribucion de
probabilidad es igual a su promedio sobre el ensemble de sistemas. En el caso del
ensemble microcanonico los microestados estan uniformemente distribuidos sobre el
espacio de fases accesible. Luego vamos a ver el ensemble candnico que esta
distribuido de otra manera en el espacio de fases.
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El ensemble microcanonico ¢describe solo equilibrio?

Si. El ensemble microcanonico es siempre la distribucion de probabilidad para alguien
quien no sabe mas sobre el microestado del sistema aislado que su energia (y otros
eventuales cantidades conservadas separadores). Pero si se sabe que el sistema esta
fuera de equilibrio, es decir, se sabe que algtin observable tiene cierto valor que no es el
valor en equilibrio, entonces se tiene mucha informacion mas que solo el hecho que el
microestado esta en algin lado en el espacio de fases accesible, y el ensemble
microcanénico ya no refleja el estado de conocimiento del observador. En este sentido
el ensemble microcandnico aplica solo a sistemas aislados en equilibrio.

¢Como es que los valores de los observables macroscopicas tienen valores fijos en
equilibrio?

Hemos fundamentado el ensemble microcandnico en la ignorancia del observador. Solo
conoce el espacio de fases accesible, no donde esta el microestado en el. Como la
ignorancia del observador puede conducir a un valor definido de p.ej. la presion de un
gas, que ademas se reproduce cada vez se mide un sistema preparado de la misma
manera. El estado de conocimiento previo del observador parece completamente
irrelevante al resultado de una medicion de presion.

En el caso del zapatero el hecho que luego de haber salido de su oasis siempre
observaba condiciones desérticas se debia al hecho que los oasis ocupan una muy
pequefia parte del area del Sahara, y por tanto el desierto ocupa una parte muy grande.
(Hecho 1. entre los tres que determinaban su destino.)

La uUnica manera de explicar la estabilidad de los valores de los observables
macroscopicas en equilibrio es algo analogo: estos observables estan constantes, con
sus valores de equilibrio, en todo el espacio de fases accesible salvo en unas muy
pequefias regiones excepcionales donde se aparten de estos valores.

Mas precisamente: En sistemas con un numero muy grande de grados de libertad vale
Condicion 1 (Analogo al hecho 1 del zapatero)

El volumen de la parte del espacio de fase accesible en que los observables
macroscopicas se apartan significativamente de sus valores de equilibrio es una
fraccién muy pequefia del volumen total del espacio de fases accesible.

Argumentos para condicion 1

Para una demostracion matemadtica seria necesario una definicién precisa de
observables macroscopicas, y una aclaracion de cuanto se debe apartar un observable
de su valor en equilibrio para que sea “significativo”. Finalmente se deberia
probablemente limitar mas a los sistemas a que se aplica que simplemente que el

numero de sus grados de libertad sea muy grande.

Hay bastantes trabajos sobre esto. Generalmente se supone que el sistema esta
compuesta de muchas partes que interactian poco entre si, y que los observables son
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sumas, o promedios, de funciones de los estados de estos subsistemas. (Vease por ej.
Cap. 1 de Landau y Lifshitz, o Khinchin.)

Pero aun sin una prueba matematica se puede estar bastante seguro que la condicién
vale. El motivo es que

1. sabemos empiricamente que los observables a que aplicamos termodinamica
tienden a sus valores de equilibrio y quedan ahi.

DIBUJO

2. sabemos que vale la mecanica en escala microscépica.
(Esto no fue el caso en la época de Boltzmann en que los atomos fueron solo
una hipotesis, resistida por gran parte de la comunidad cientifica. Pero hoy en
dia conocemos muy bien a los atomos.)

Entonces los observable termodinamicos deben asumir sus valores de equilibrio en la
abrumadora mayoria de los tiempos a lo largo de las trayectorias del microestado en el
espacio de fases accesible. Si es asi independientemente del microestado inicial del
sistema, que lo parece ser, entonces condicion 1 debe ser cierto: los observables
termodinamicos asumen sus valores de equilibrio en todo el espacio de fase accesible
salvo en unas regiones excepcionales de volumen relativo muy pequefio.

DIBUJO

En suma, condicion 1 no es solo una hipétesis que explica la estabilidad de los valores
de los observables macroscopicos en equilibrio, es empiricamente comprobado.

Rol del ensemble microcanénico y del teorema de Birkhoff.

Si la fraccion del volumen del espacio de fases accesibles X en que un observable
macroscopico se aparta de su valor de equilibrio es realmente muy, muy pequefia, que
lo es, entonces el valor en equilibrio va ser casi igual al promedio del observable sobre

2 . En otras palabras, el valor en equilibrio del observable es igual a su valor
esperado en el ensemble microcanonico:

O

equilibrio ™ < O >microcanonico

Esta conclusibn no depende en absoluto de la interpretacion del ensemble
microcandnico como la distribucion de probabilidad subjetiva del microestado en X
representando el estado de conocimiento de alguien que sabe nada sobre donde esta el
microestado.

El teorema de Birkhoff, que el sistema pasa iguales tiempos en iguales volumenes,
junto con la condicién que observables macroscopicas se apartan de sus valores de
equilibrio solo en conjuntos de muy pequefio volumen relativo implica que estos
observables tienen sus valores de equilibrio casi siempre. Pero nota que el rol del
teorema de Birkhoff es bastante limitado. Alcanza con que el sistema pasa una muy
pequefia fraccién del tiempo en conjuntos que ocupan una muy pequefia fraccién del
volumen del espacio de fases accesible. No hace falta que estas fracciones sean iguales.
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Menos mal que es asi, ya que el teorema de Birkhoff no asegura que sean iguales si se

monitorea al sistema por los tiempos que pueden ser realizados en experimentos reales.

TA(T)_) Vol (A)

T Vol (2)

decir, la fraccién del intervalo de tiempo [0,T] que el estado del sistema pasa en

AcX tiende a(la )fraccién del volumen de X que ocupa A . Pero no es razonable
TAT

El teorema de Birkhoff asegura que en el limite que T=o | es

esperar que se acerca a este valor limite hasta que la trayectoria del estado ha

pasado por A varias veces. El tiempo que demora un estado que empieza en un
conjunto A de salir de A y luego volver a A se llama el “tiempo de retorno de
Poincaré”, o simplemente “tiempo de Poincaré”. A menudo este tiempo es muy largo
para conjuntos de interés, muchisimo mas largo que la edad del Universo. Un poco mas
adelante haremos un estimativo de uno de estos tiempos de Poincaré.

Esta reservacién sobre la aplicabilidad del teorema de Birkhoff no afecta seriamente la
conclusién cualitativa que el sistema pasara muy poco de su tiempo en un conjunto que
ocupa una muy pequefia fracciéon del volumen de X

¢Que pasa con las predicciones mas estadisticas?

El ensemble microcanénico nos deja calcular también promedios, varianzas, y
correlaciones estadisticas de observables microscépicas, y también de fluctuaciones de
observables macroscopicas. Estos parecen depender mas de la distribucién de
probabilidad.

Considera, por ejemplo, un muy pequefio subvolumen R de un recipiente de gas, tan
pequefio que contiene tipicamente 3, 4 moléculas. Usando el ensemble microcanénico
se puede calcular el medio del numero de particulas y su varianza. Pero para que esto
concuerda con mediciones el ensemble microcanénico debe ser realmente correcto. No
alcanza con que sea cualitativamente correcto, al asignar probabilidades pequefias a
regiones de X que se visitan poco.

Pero en este problema los subconjuntos de = en que R contiene 0, 1, 2, 3, ..., 10
particulas no son tan pequefias, el tiempo de retorno, o de Poincaré, no son tan largas, y
se puede esperar una buena convergencia entre la fraccion del tiempo F, en que

R contiene n moléculas y la fracciéon del volumen de X en que vale la misma
condicion en un tiempo razonable.

No voy a ahondar mas en este tema. Al final, como todos, remito al éxito de las
predicciones del ensemble microcandnico para justificarlo.

Dos justificaciones erroneos del ensemble microcanénico.
Hay dos justificaciones falaces del ensemble microcanénico que aparecen en casi todos

los libros. Parecen tener excelentes alcurnias. Uno proviene de Boltzmann, el otro de
Gibbs (aunque puede ser que han sido mal entendidos).
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Justificacion falsa 1 (aparentemente propuesto por Boltzmann en algiin momento):

Las mediciones no son instantaneos. Las moléculas se mueven muy rapidamente.
Entonces el resultado de la medicion es un promedio sobre un recorrido muy complejo
del microestado que recorre el espacio de fases accesible. Dado que el microestado pasa
iguales tiempos en iguales volumenes el promedio del observable en el tiempo a lo
largo de su trayectoria es igual al promedio del observable sobre X | es decir es el
medio de este en el ensemble microcanonico.

Lo que esta incorrecto en este argumento es que en general la trayectoria el microestado
en el transcurso de una medicion esta muy lejos de cubrir el espacio de fases accesible
con la densidad necesaria. Como ya argumenté, esto requiere un tiempo de Poincaré.
Las mediciones son mas bien instantaneos. Esto es especialmente obvio en aplicaciones
a sistemas como aleaciones de metales, o clusters globulares de estrellas, donde la
dinamica detallada (“microscépica”) del sistema es congelado o muy lento.

Justificacion falsa 2 (aparentemente propuesto por Gibbs en algiin momento):

Cuando se prepara un sistema no se sabe exactamente su microestado, lo que se sabe
puede describirse por una distribucion de probabilidad concentrado entorno a un punto
en el espacio de fases. La evolucion del sistema luego anda evolucionando esta
distribucion de probabilidad. En sistemas al que se aplica mec. estadistica la dinamica
es “mixing”, es decir, la evoluciéon mezcla al espacio de fases accesible hasta que la
distribucion de probabilidad ha llegado a todas partes de X . Se puede pensar la
original distribucion de probabilidad como una gota de tinta en agua. Se revuelve el
agua y se obtiene un color que parece uniforme. Si se mira muy finamente a la
distribucion de probabilidad luego de la evolucién no es uniforme, pero esto no importa
para la evaluacién de observables que son funciones razonablemente suaves en el X
La uniformizacion de la distribucion de probabilidad es el proceso de equilibracion.

Esta justificacién es un gran favorito de libros de texto. Uno puede sentirse incomodo
con que las sistemas se equilibra mas rapidamente con que uno sabe menos sobre ellos.
Pero el problema realmente grave con esta justificaciéon es casi el mismo como con
justificacion falsa 1: Lleva un tiempo de Poincaré para mezclar la distribucion de
probabilidad tal que es aproximadamente uniforme para un observable tipico. La
equilibracion de un vaso de agua llevaria un tiempo mucho, mucho mayor que la edad
del Universo.

En el tiempo de equilibracion real la distribucion de probabilidad solo evoluciona

suficientemente tal que el grueso de la probabilidad esta fuera de la regién pequefia en
que los observables macroscopicas se apartan de sus valores de equilibrio.
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