Mec. Estadistica 2022 Clase 7

Entropia y temperatura

En la ultima clase vimos un ejemplo de como se forma un valor de equilibrio de un
observable macroscopico, que vale en casi todo el espacio de fases accesible, cuando el
numero de grados de libertad del sistema se hace muy grande.

Los valores en equilibrio de observables macroscopicas es el tema de la termodindmica.
Vamos a repasar el calculo que hicimos para reconocer en el las cantidades
termodinamicas de entropia y temperatura.

En particular vamos a argumentar que o=InQ es un buen candidato para la entropia
de un sistema aislado en equilibrio, y 7 , definido por 722—5 , para su
temperatura. Aqui Q es el volumen del espacio de fases accesible con energia E

Esto aplica a un sistema aislado cualquiera, no solo el gas ideal monatémico que

tratabamos en la clase pasada.

Luego veremos que la entropia termodinamica es S=kzo y la temperatura es
T=1/k, ,y que para un gas o=In(Q/N!) (o, en el caso de un gas de N

particulas indistinguibles, que es o0=InQ con Q reducido por un factor de N!
respecto al valor que hemos definido antes).

Al formular la mecéanica estadistica cuantica veremos que el limite clasico de la
entropia cudntica es S=kyIn(Q/h") (0 S=kzIn(Q/N!h") ) con M el numero
de grados de libertad, es decir M=1/2dimI" , la mitad de la dimensionalidad del
espacio de fases, y h=2x# es la constante de Planck. El mundo es cuantico, y los
modelos cléasicos solo aproximaciones, asi esta es la expresién que vale.

También hay que tratar sutilezas relacionados al hecho que In(Q/h") es el logaritmo
de una magnitud que no es adimensional, tiene dimensiones de energia”' . Esto , y
otros problemas con la definicién de la entropia cuantica, nos llevara mas adelante a
considerar otras definiciones alternativas de la entropia en mecanica estadistica.

Finalmente examinaremos como se puede medir experimentalmente a la entropia de un
gas monatomico ideal y veremos que los resultados confirman nuestra expresion para
esta entropia — expresion que se llama la ley de Sakur-Tetrode.

Equilibraciéon térmica en termodinamica.

En el marco de la termodinamica ¢como se determina la distribucion de energia entre
dos recipientes de gas que estan en contacto térmico?

La termodinamica estandar trata de sistemas en equilibrio, asi supongamos que

inicialmente los recipientes estan aislados entre si y que el gas en cada uno esta en
equilibrio, con su energia conservada E; o E, ,respectivamente. Luego se los pone
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en contacto térmico (tal vez conectandolos mediante un conductor térmico, como un
alambre de metal). Entonces el sistema encuentra su nuevo equilibrio.

DIBUJO

En el andlisis termodindmico el sistema tiene inicialmente entropia S,(E,)+S,(E,) ,
S, siendo la entropia de gas i , y E, y E, las energias de los gases

1

determinadas por las condiciones iniciales. Cuando se pone a las recipientes en contacto
térmico se levanta el vinculo que las dos energias estdn conservadas por separado y
pasa a conservarse solo la suma E=E,+E, . El sistema evoluciona a un nuevo

equilibrio en que la energia de gas 1 asume el valor E, que maximiza
S.(E,)+S,(E—E,) , y, por supuesto, la energia de gas 2 asume el valor
E,=E—E, . La entropia de este nuevo estado de equilibrio es
S(E)=S,(E,)+S,(E~E,)

¢Como se ve esto en nuestro analisis mecanico estadistico?

Cuando los recipientes ya estan en contacto térmico la densidad de probabilidad IT

para la energia de gas 1, E, , es proporcional a Q,(E,)Q,(E,)=e™ BB oop
E,=E—E, . En la parte del espacio de fases accesible, X , que corresponde al

macroestado de equilibrio (el cual cubre casi todo X ) el Hamiltoniano H, de gas

1 toma valores muy cerca a I_g . , el valor que maximiza IT . Es decir, E,
maximiza InQ,(E,)+InQ,(E—E,)

De ahi 0;=InQ. esun buen candidato para identificar con la entropia de gas i

Nota que el argumento que llevaba a que Il sea proporcional a Q,(E;)Q,(E,) no

dependia de que los dos sistemas en contacto térmico fueron cajas de gas. Era

simplemente cuestion de calcular la fraccion del volumen del espacio de fases accesible

del sistema conjunto en que, H, , el Hamiltoniano de subsistema 1 toma valores en

el rango (E,—AE,,E,) a partir de los volimenes Q,(E,) y Q,(E,) de los

espacios de fases accesibles de las dos partes. Solo después se us6 el hecho que las

partes son cajas de gas para evaluar Q,(E,) y ,(E,) como funciones de E, y
EZ

De la misma manera, el principio termodindmico que el valor de equilibrio de la
energia ~de  subsisema 1 , E,; , maximiza S,(E,)+S,(E—E,) vale,
independientemente de cual sea la naturaleza de los subsistemas 1y 2.

Esto sugiere que 0=InQ sea identificado con la entropia para cualquier sistema en
equilibrio.

Efectivamente, para un sistema de dos partes aisladas entre si Q=Q,Q, , si uno toma

en cuenta que en este caso el espacio de fases accesible es definido por dos energias
conservadas, y por lo tanto hay que definir el volumen de este espacio como

. ]. ]- 1 1 2 2 —
Q:hmAE‘_)O’AEﬁOA—ElA—EZJlEl—AEﬁHﬁEIdM QdM prz—AEz<HZ<E2dM QdM p—Q1(E1)Qz(E2)
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Entonces o=0,(E,)+0,(E,) como corresponde.

El caso del sistema compuesto de dos partes en contacto térmico es un poco menos
trivial. El volumen del espacio de fases accesible es
E
Q(E):fo Q(E))Q,(E-E,)dE, . ;Como puede ser esto igual a
Q1(]3':1)92(]5"_]3:1) ?

No es exactamente igual, pero cuando el numero de grados de libertad M es muy
grande la diferencia en el logaritmo es despreciable.

En el caso de las dos cajas de gas Q,(E,)Q,(E—E,) es (aproximadamente) un
Gaussiano con desviacion estandar (de E; ,node e=E,/E )

2 E_[2 \/N N E

2E=E28=\/§\/V1VZNW= NN

Su integral es (aproximadamente)

\/ZTZEQ1<E1)Q2(E_E1)
(Seusé X para denotar a la desviacién estandar para distinguirlo de o=InQ )
o(E)=0,(E,)+0,(E—E,)+1/2In(4 7/3)+1/2InN,+1/2In N,—1/2InN+In(E/N)

Considera ahora una familia de copias cada vez mas grandes del sistema.
Especificamente supongamos que N-c manteniendo v,.=N,/N y E/N
constantes (y entonces E,/N=v, E/N constante).

En este limite las ultimas cuatro contribucionesa o/N tiendena 0 , dejando solo

o(E)IN=0,(E,)/N+0y(E~E,)IN

Estos dos términos, veremos mas adelante, tienden a limites finitos — en general no
Ceros.

Este limite, en que las magnitudes extensivas de un sistema tienden al infinito, mientras
magnitudes intensivas y razones de magnitudes extensivas se mantienen constantes, se
llama el limite termodindmico.

Vemos que en el limite termodinamico la entropia de un par de recipientes de gas en
contacto térmico es la suma de la entropia de las partes, con cada recipiente teniendo su
energia de equilibrio.

El limite termodinamico es interesante sobre todo porque resultados que valen
exactamente en este limite valen aproximadamente (generalmente con excelente
precision) para sistemas finitas pero macroscépicas — con numero de particulas,

elementos, o grados de libertad de orden de N ,=6,022x10"

P. ej. en condiciones ambiente un mol de gas monatomico de criptén tiene
0=1,05X10" mientras InN=InN ,=54,7 y E/N=6,07x10">'J
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( In6,07x10*'=—46,6 ). Queda claro que para dos cajas de criptén asi puestos en
contacto térmico la entropia es dada por la suma de las entropias de los individuales
cajas, siendo totalmente despreciables en comparacion los términos adicionales

In(v273,)=1/2In(4 2/3)+1/2InN,+1/2In N,—1/2In N+In(E/N)

Esencialmente lo mismo ocurre para cualquier otro par de sistemas en equilibrio.
Q,(E,)Q,(E—E,) es una funcién que es aproximadamente Gaussiano con una

anchura que es de orden VM

Entonces para un sistema compuesto por dos sistemas en equilibrio
o(E)=0,(E,)+0,(E—E,) a menos de un error que es absolutamente despreciable

para sistemas macroscopicas.
Entropia y el problema de logaritmos de magnitudes dimensionadas

Un aspecto incomodo de la definicion de la entropia como o=InQ es que el
volumen del espacio de fases accesible, Q , es dimensionada. El volumen,

f . d"qd" p , de una region AcI' en el espacio de fases I' tiene dimensiones

[ distanciax momentolineal]" , o equivalentemente [accion]" .Y el volumen del
. . 1. 1 M _ M .
espacio de fases accesible, Q(E)=lim,,,, EIE—AE<H<E d"qd"p tiene
dimensiones
[ distancia X momento lineal]"

[energia |

Se puede tomar el logaritmo de una magnitud dimensionada si se fijan unidades. Al
cambiar unidades el logaritmo cambia por la adicién de un constante. Agregar un
constante a la entropia no afecta predicciones fisicas, asi el formalismo funciona con la
entropia siendo el logaritmo de una magnitud dimensionada.

Sin embargo es incomodo. Para al menos aprolijar la definicién de entropia habria que

hacer explicita la eleccién de unidades que la da un valor definido. Entonces
o=In(Qe/a") con ¢ la unidad de energia y a la unidad de accién, es decir de
distanciaX momento lineal

Por supuesto ninguna magnitud dimensionada tiene un valor definido sin una
especificacion de unidades. Las magnitudes dimensionadas, como p. ej. la energia, no
son numeros pero mas bien funciones de la eleccién de unidades. Pero son funciones
homogéneas. La entropia o es el logaritmo de una funcién homogénea, y no estamos
acostumbrados a esto. Podriamos evitar enfrentar esta novedad trabajando siempre con

e’ , que si es una funcién homogénea de las unidades elegidas, en lugar de o . La
ventaja de usar o es, primero, que ¢ de un sistema es la suma de las contribuciones
de las partes, en lugar de ser el producto como lo es e” |, y segundo, que es de una
magnitud abordable. Sumas son algo mas faciles de manejar para nuestros mentes que

. 1,05x10%
productos, y solo sabemos hablar de magnitudes como e ( e“ para un mol de
gas de cripton en condiciones ambiente) en términos de su logaritmo!
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La mecanica cuantica determina un valor natural de a . Es el constante de Planck,

h=6.62607015% 10 **m’kg/s , de dimensiones [distanciaX momentolineal] . La
natural entropia de mecanica estadistica cuantica reduce, en el régimen en que esta vale
la teoria clasica, a o=1In(Qe&/h")

Pero ¢ sigue sin determinar. Por la discusion anterior esto no es, estrictamente dicho,
una falla en la teoria. Podemos pensar en ¢ como una magnitud que depende de una
manera poco usual de los unidades usados, o podemos elegir un valor - cualquier valor
—para ¢ una vez para todos y asi hacer o una magnitud adimensionada. (Un valor

posible seria la energia de Planck, Jac/ G=2,0x10°J )

El atractivo de esta ultima opcion, de fijar algiin valor para ¢ , es aumentado por el
hecho que en la practica el valor de & no afecta el valor de ¢ : Si cambiamos de un

¢ a otro, &' ,entonces o cambiaa o'=c+In(e'/e) .Pero o para sistemas
macroscé%icas tipicamente tiene valores de orden 10°° , asi &'/& deberfa ser de

10 B , . e
orden e para “mover la aguja” en el valor de la entropia. Incluso, en el limite
termodinamico o/N es estrictamente independiente del valor de &

Si todo esto parece muy sutil para una definicién de la entropia entonces se puede
reconfortar con el hecho que unas clases mas adelante veremos otras definiciones de

o que den los mismos valores de ¢ en casi todas situaciones pero en los cuales no
figura & (esencialmente porque esta reemplazado por una energia definido por el
sistema).

Vale notar que si ¢ es dado un valor suficientemente chico entonces
M _ M, 1 M_ M ___ 1 m_
Q(E)é‘/h —E/h hmAE')O EJ‘EfAE<H<E d qd p_fE7£<H<E th qd p
Es decir, Qe&/h" es el volumen, en unidades h" , de la parte del espacio de fases
I en la capa con energia en el intervalo (E—e¢,E) . Esto es una interpretacion ttil
de Qe/h" desde una perspectiva cudntica porque, como veremos mas adelante, esto
es el numero de estados cuanticos estacionarios del sistema en el rango de energia (si
¢ no es demasiado chico). Nota, sin embargo, que no es necesario para la definicién
de la entropia que ¢ esté en el rango de valores en que vale esta interpretacion.

Rehaciendo el calculo de la entropia de dos cajas de gas en contacto térmico con la
definicion o=In(Qe/a") da

o E)=ln(mz—;gl(ﬁl)s/ainZ(E—El)s/af): o,(E,)+0,(E—E,)+In(N273,/¢)

=o0,(E,)+0,(E—E,)+1/2In(4 #/3)+1/2InN,+1/21n N2—1/21nN+1n(8£N)

En nuestra ejemplo numerico con el gas de criptén evaluamos el ultimo logaritmo con

e=1J , pero cualquier otra eleccion que no es absurdamente grande o chico lleva a
la misma conclusién que los tltimos cinco términos son absolutamente irrisorios en
comparacion con los primeros dos.
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