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Prueba 3. 25 puntos. 11/11.

1. (8 puntos)
Sea T' € L(V), siendo V un espacio con producto interno de dimensién finita.
a) Probar (ImT*)*+ = KerT.
b) Supongamos que 7" es normal. Probar:
1) KerT = Ker T™.
2) KerT = (ImT)* .

2. (8 puntos)
Sea V un espacio con producto interno de dimensién finita, W C V un subespacio y Py la proyeccion
ortogonal sobre W. Se considera T' € L(V') definida por T'(v) = 2Py (v) — v, para todo v € V

a) Probar que T' es una isometria autoadjunta.

b) Hallar los subespacios propios de T

3. (9 puntos)
Se considera la forma cuadratica ® : R> — R definida por

O(z,y,2) = 202 + % + 322 — 2zy + dzz + 6yz, V(z,y,2) € R>.
Sea ¢ € Bilg (R3) la forma bilineal asociada.

a) Hallar una base p-ortogonal B de R? y la matriz Mg(¢p).

b) Clasificar la forma cuadrética ® (en definida positiva, negativa, etc.) y determinar si degenera o
no.



Solucioén.
1. a)
veEKerT & T(v) =0 & (T(v),w)=0,Yw eV & (u,T*(w))=0,YVw eV & ve (ImT*)"
b) 1) Como T es normal entonces ||T*(v)|| = ||T'(v)||, para todo v € V. Luego
veKerT & T(v)=0 < ||[Tw)||=0 < [[T*(v)]| =0 & T"(v) =0 & veKerT".
2) Usando la parte bl) es KerT' = KerT™. Aplicando la parte a) a 7™ obtenemos Ker 7™ =
(Im T**)+ = (Im T')*. Entonces Ker T = Ker T* = (Im T')*.
2. Como Py es la proyeccién ortogonal sobre W, vale PI?V = Pw = P}, Pw(w) = w, para todo w € W
y Ker Py = W+,
a) Es T = 2Py — 1d, luego

T = 2Py —1d)" =2Py, —Id* =2Py —Id =T,
T*T =TT = (2Py — Id)(2Pw — 1d) = 4P3, — 2P,, — 2Py +1d = 4Py — 4P, +1d = 1d.
Luego T* =T y T*T = 1d.
b) Vale

veW = T(v)
veWt = Tw)=2Pyw)—v=0-v=—v = T(v)=—.

2Py(v) —v=2v—v=v = T(v) =uv;

Luego W C Ey y W+ C E_;. Como T es una isometria autoadjunta, vale V = E; @ E_;. Luego
V=WaeWw", V=E&E, WCE, W-CE,.

Esto implica (tomando dimensiones) By = W y E_; = W+,



a) SiC es la base candnica, entonces

2 -1 2
Me(p)=(-1 1 3
2 3 3
Aplicando el algoritmo de diagonalizacién obtenemos
2 -1 2100
-1 1 3,01 0| C3—-0C
2 31 0 01
2 -1 01 0 —1
-1 1 4/0 1 0| F3—F
2 3 1/0 0 1
2 -1 0
-1 1 4 02"‘%01
0 4 1
2 001 5 -1
-1 1401 0|R+iR
0 4 1]0 0 1
2 00
0 1 4 C3 — 8C»
0 4 1
2 0 0 |1 5 -5
01 0 |01 —8|F-8R
0 4 -31|0 0 1
2 0 0
01 o0
0 0 =31

Luego B = {(1,0,0), (1/2,1,0), (—5,—8,1)} es una base p-ortogonal y

2 0 0
Mg(p)= (0 5 0
0 0 -31

b) De acuerdo a Mpg(p), como hay entradas diagonales positivas y negativas, entonces ® es no
definida, y como no hay entradas diagonales nulas, entonces ® es no degenerada.



