Mec. Estadistica 2022 Clase 12

Ensembles

Con la definicion del ensemble microcanénico hemos, estrictamente dicho, terminado
la definicién de la mecéanica estadistica. Sin embargo, el ensemble microcanénico a
menudo no es muy conveniente para calculos. En este curso desarrollaremos dos
ensembles mas, el candnico y el gran candnico, que en principio aplican a otras
situaciones fisicas que el microcanénico, pero que de hecho pueden usarse en lugar del
microcanonico en el caso de sistemas grandes, con importantes ventajas matematicas.

¢ Fl] ensemble microcanénico describe estadisticamente a un sistema aislado.

¢ Fl] ensemble canénico describe un sistema en contacto térmico con un reservorio
de calor.

* El ensemble gran canénico describe un sistema en contacto térmico y difusivo
con un reservorio de calor y particulas.

Ensemble canénico (Reif cap. 6)

El ensemble candnico cuantico esta definido por

La probabilidad que un sistema A en contacto térmico con un reservorio de calor a
temperatura 7 esté en un estado estacionario n (o |n) ) conenergia E, es

1 —E,/t
P="e"
n Ze

donde Z :Zn e ®/" es un factor de normalizacién (Ilamado la funcién de particion).

El reservorio de calor R es un sistema que mantiene la misma temperatura, 7 ,
independientemente de su energia (al menos dentro de cierto rango de energias). Puede
ser
* un sistema en un estado termodindmico en que coexisten fases,
* cualquier sistema con capacidad calorifica muy grande, tal que su temperatura
no cambia sensiblemente al perder energia a A - al menos para las cantidades de
energia que A absorbe. Un sistema muy grande, con entropia extensiva, sirve.

El sistema A puede ser pequefio. Puede por ejemplo ser un espin %4, capaz de solo
dos estados estacionarios. A también puede ser grande, aunque no tan grande que R deja
de servir de reservorio.

P. ej., A podria ser el contenido de una botella inmerso en un lago que oficia de R.

En el caso que A es grande el ensemble candnico generalmente es equivalente al
ensemble microcanénico (con la energia total del sistema A siendo fijado por la
temperatura 7 ) pero matematicamente es algo mas prolijo.
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Vamos a desarrollar el ensemble canénico de A a partir del ensemble microcan6nico
para el sistema conjunto A+R , que tratamos como un sistema aislado.

Pasamos al desarrollo:

Usaremos el ensemble microcanonico de A+R para demostrar que la probabilidad de

. . . 1 g/
que A esté en un estado estacionario n es P”:E e "

Como siempre hacemos en usar al ensemble microcanénico para analizar el equilibrio
entre dos sistemas, asignamos probabilidades iguales a todos los estados estacionarios
accesibles del sistema conjunto A+R modelado sin interaccion alguna entre A y R.
Estos estados estacionarios son pares compuestos de un estado estacionario de A y uno de
R, y su energia es la suma de las energias de los estados de las partes.

A la vez supongamos que si hay una interaccién débil entre A y R que rompe la
conservacion por separado de las energias de estos dos sistemas, y justifica el uso del
ensemble microcanoénico para el sistema conjunto A+R . Se supone que la interaccién
es lo suficientemente débil que, aunque produce lentos flujos de calor entre Ay R, no
afecta sensiblemente a los valores esperados de observables en el ensemble
microcanénico.

En el ensemble microcanonico todos los estados estacionarios de A+R con energia
en (E,—AE,E,) tienen la misma probabilidad. Entonces la probabilidad de que

A esteenel estado n esigual ala fraccion de los estados en los cuales A esta en
el estado n

_ Numero de estados estacionarios accesibles de A+ R con A enestado |n|

n

Numero de estados estacionarios accesiblesde A+R

_ 1X‘/I/R(Etot_En)

‘///A+R(Etot)
El hecho que R es un reservorio de calor determina la forma de la funcion
00
A w(E,—E,) . Dado que T.ZG—ER es constante op es una funcion lineal mas
R

E

un constante, y entonces .#75 es un exponencial: oy(E,—E,)=0(E,)——= .,y
entonces A (E,,—E J=A4G(E,)e ™"

Por lo tanto

1 —-E,/t
P=—e™
n Z b
A ar(Eq
con Z :M un constante en el sentido de que no depende de n. Dado que las
‘///R(Etot)

probabilidades para todos los estados de A suman a 1

Z:Zn e—E,,/r
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El factor e "/" se llama el “factor de Boltzmann”. Con la definicién /J’ZlT: le
B

el factor de Boltzmann se puede escribir como e "

La funcién de particion Z entra en la probabilidad simplemente como un constante de
normalizacién, pero es realmente el objecto matematico central en el formalismo del
ensemble can6nico. Aunque es constante en el sentido de que no depende de n, si
depende de 7 (0o S ), y de esta dependencia se puede recuperar el espectro de
energias de los estados estacionarios de A, y por lo tanto las propiedades fisicas de este
sistema.

Nota: Un sistema grande con entropia extensiva sirve como reservorio de calor

El reservorio de calor mas comiin es un sistema que es mucho mas grande que el sistema
Ay que tiene entropia extensiva. Si tal sistema es lo suficientemente grande la energia que
pierde a A representa un cambio fraccional muy pequefia a la energia que tiene y por lo
tanto afecta muy poco a la temperatura que es una propiedad intensiva.

Aqui hay una demostracién matemaética de esta idea en el limite en que el reservorio se
hace infinito:

El reservorio haciéndose infinito quiere decir que alglin pardmetro extensivo se hace
infinito. Puede ser el numero de particulas de un fluido, el numero de espines de un
paraimén, o mas generalmente el numero de elementos idénticos del cual esta hecho el
sistema. Incluso puede ser el volumen en el caso de radiacion electromagnética en una
cavidad. Vamos a llamar este parametro N en todos los casos.

La entropia del reservorio es extensiva. Entonces oR(E)=N{f(E/N) para alguna
funcién f . Por lo tanto la temperatura esta dada por

00y

°F =f'(E/N)

1_
==

Por la definicion de la derivada

UR(Etot_En)_OR<Etot)_f(etot_En/N)_f(etot) ' _ 1
- 2 _f (etot) - >
En En/N Neo T( etot)
donde e, =E,/N semantiene constante en el limite N -> o0

E
Asi  On(E—E,)=04(E,)——F v N AE ,~E )=A(E,)e ™" como debe
ser para un reservorio de calor.

Energia libre de Helmholtz

—En/r: ‘///A+R(Etot)
‘///R(Etot)

estados accesibles. ¢ Tendria algtn significado termodinamico InZ ? Veremos que si.

La funcion de particion Z :Zn e es reminiscente del numero de
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Supongamos que A es un sistema de muchisimos grados de libertad, con entropia
extensiva y concava en la energia.

Desarollo 1
De la segunda expresion para Z obtenemos
InZ= 0A+R(Etot)_ GR(Etot) =0, (Eeq)+GR(Etot_Eeq) - O'(Em[) =0, (Eeq)_Eeq/ T

donde E,, es la energia de A en equilibrio térmico. Hemos usado los hechos que,
primero, la entropia de A + R es la suma de las entropias de las partes con sus energias
de equilibrio, y, segundo, la entropia de un reservorio de calor depende linealmente de
su energia.

Desarollo 2

-E,/

T

El mismo resultado se puede obtener de la primera expresion para Z, Z :Z e
n
Organizamos a la suma como una suma sobre intervalos de energia, (E,—AE,E))

7= Z / —E/r_z e -Elt

Dado que o, es concavo, tambiénloes o,(E)—E/r , conun maximo tnico en la

1

energia E=E, tal que +=0 . Es decir, en la energia de equilibrio — la

5E
energia tal que la temperatura de A es igual a la del reservorio.
La segunda derivada del exponente es

é‘zoA:ii:_l 1
0E* 0ETa 2C,

OE . e . .
con C, =3, s la capacidad calorifica con todas coordenadas de trabajo mantenidas
A
constantes (porque A y el reservorio intercambian energia solo por flujo de calor).
Entonces el sumando es aproximadamente

_(E-E,)
eUA(Eeq)—Eeq/Te 27C,

un Gaussiano con desviacion estandar X;=7+/C, y la suma es aproximadamente
V2 T O Eal®

1/AE I int I: Z=——
por el integra NG
Entonces InZ=o0,—E,/t+InV27+In(7/AE)+1/2InCy~0,—E, /T .

(Como es que se puede usar la aproximacion Gaussiana en la suma y se puede
despreciar todos salvo los primeros dos términos en el logaritmo?
La explicacion esta en como las expresiones dependen del tamafio del sistema A:
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Supongamos que N es una magnitud extensiva del sistema A, puede ser el numero de
particulas, y imaginamos tomar el limite en que N-=>co , mientras magnitudes
intensivas se mantienen constantes. E1 sumando es la potencia N de una funcion de
magnitudes intensivas

N

UA(E)—E/T: esA(e)—e/ T

e

con e=E/N y s,=0,/N . En un intervalo de e entorno al maximo en e, el
exponente s,(e)—e/7 esta bien aproximado por su serie de Taylor de segundo orden

(e—e.)

N (con ¢,=C,/N ), y el sumando por el
\4

entorno a e, , s,(e,)—e.,/T—

correspondiente Gaussiano.

Por pequefio que sea este intervalo, para N suficientemente grande casi todo el integral
del sumando proviene de su interior, y entonces el integral bien aproximado por el
Gaussiano.

Aplicando la misma separacion en magnitudes intensivas y N en la expresion para
InZ obtenemos

an:N[SA—eeq/r]Hn\/EHln(r/AE)+1/21nN+1/21ch
L) /
y entonces N nZ->s,-e,/7 cuando N-x

Todo esto ha sido una repeticion del argumento que mostraba que la entropia de un
sistema conjunto compuesto de dos partes en contacto térmico es la suma de las
entropias de las partes evaluados en sus energias de equilibrio — resultado que
invocamos en el primer desarrollo del resultado InZ=o0,-E, /7 .

¢Quessignifica InZ=0,-E, /7 ?
—kzTInZ=—7tInZ=E—t0=E—TS eslaenergia libre de Helmholtz, F.

Ademas, Z es una funcién de 7 y pardmetros que definen al Hamiltoniano. Estos
ultimos son coordenadas de trabajo. Asi —k,TInZ da la energia de Helmholtz en

términos de sus variables naturales, la temperatura y las coordenadas de trabajo. Dado
como funcién de estos variables F es un potencial termodinamico — da toda la
informacion termodinamica sobre el sistema como lo hace la entropia dada en términos
de energia y las coordenadas de trabajo.

¢Que pasa si la entropia de A no es concava?

Supongamos que la entropia es convexo en un intervalo de energias y concavo fuera de
el. Entonces hay un tangente a la grafica de o, que es tangente a este en dos puntos y

encimade o, .(veadibujo)
DIBUJO
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Un reservorio a la temperatura definida por la pendiente de este tangente estaria en
equilibrio con A para dos energias E,, (7) distintas, las dos energias donde el tangente
coincide con o,

Pero nota que las energias libres F(1)=E,(7)—70,(E,(7)) son iguales, porque

OA(Eeq2( T))_UA<Eeq1(T))
E,.;(7)—E,(7)

1_
==

Como consecuencia aplica también en este caso que F=—17InZ
El mismo argumento funciona si o, es lineal en un intervalo (y entonces ni

estrictamente convexo ni estrictamente céncavo) como ocurre en la coexistencia de
fases.

Ensemble canonico clasico

La densidad de probabilidad en el espacio de fases (de 2M dimensiones) es

P(Q,P)Z%hLMeH(Q’P)/’ con Z=| eH(Q’P)/ThiMdquMp

M .. ..

Los factores h™ se pueden omitir, y por supuesto fueron omitidos antes del desarrollo
- . , _ —En/‘[ ;. ;.

de la cuantica. Pero asi Z Zcuénﬁco—zn e en el régimen clasico en que la

cldsico —

fisica cuantica esta bien aproximada por la teoria clasica.

Si el espacio de fases es de particulas indistinguibles la equivalencia Z_,;.ico =Z csico
en el régimen clasico requiere también que se divide por N!

Z:f e*H(Q,P)/r 1 dquMp ,yentonces p(Q,P):l 1 e*H(Q,P)/T .

N!h" Z NIhM
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