15 Integrales multiples

Los tumores, como el

que se muestra, han sido
modelados como “esferas
con protuberancias”. En el
ejercicio 47 de la seccion
15.8 se le pedira calcular el
volumen encerrado por una
superficie de este tipo.

© Juan Gaertner/Shutterstock.com

EN ESTE CAPITULO SE PROLONGARA 1a idea de una integral definida a las integrales dobles
y triples de funciones de dos o tres variables. Estas ideas se usardn después para calcular
volimenes, masas y centroides de regiones mads generales que las que se pudieron considerar en
los capitulos 6 y 8. También se usardn integrales dobles para calcular probabilidades cuando dos
variables aleatorias estdn implicadas.

Se verd que las coordenadas polares son ttiles para calcular integrales dobles en algunos tipos
de regiones. En forma similar, se presentardn dos nuevos sistemas de coordenadas en el espacio
tridimensional —las coordenadas cilindricas y las coordenadas esféricas— que simplifican enor-
memente el cdlculo de integrales triples en ciertas regiones solidas de ocurrencia comun.
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15.1

FIGURA 2

CAPITULO 15 Integrales multiples

Integrales dobles en rectangulos

FIGURA 1

Asi como el intento de resolver el problema del drea condujo a la definicién de una inte-
gral definida, ahora se buscard determinar el volumen de un sélido y llegar en el proceso
a la definicién de una integral doble.

B Repaso de la integral definida

Recuerde primero los elementos basicos concernientes a las integrales definidas de fun-
ciones de una variable. Si f(x) se define para a < x < b, se comienza dividiendo el inter-
valo [a, b] en n subintervalos [x;_, x;] de igual ancho Ax = (b — a)/n y se eligen puntos
de muestra x¥* en estos subintervalos. Luego se forma la suma de Riemann

[ éf(x}*) Ax

y se toma el limite de esas sumas como n — o0 para obtener la integral definida de f de
aab:

2] [/ dr = 1im 3 fa7) Ax

En el caso especial en que f(x) = 0, la suma de Riemann puede interpretarse como la
suma de las dreas de los rectdngulos de aproximacion de la figura 1, y | f f(x) dx representa
el drea bajo lacurvay = f(x) de a a b.
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@ Volimenes e integrales dobles
En forma similar, si se considera una funcién f de dos variables definida en un rectdngulo
cerrado

R=[a,b]><[c,d]={(x,y)€[R§2| a$x$b,c$y$d}

y se supone primero que f(x, y) = 0. La grafica de f es una superficie con ecuacion
z = f(x, y). Sea S el solido que se encuentra arriba de R y bajo la gréafica de f, es decir

SZ{()C,y,Z)E[R{3 | 0 <:z<f(x,y), (x,y)ER}

(Véase la figura 2.) La meta es determinar el volumen de S.

El primer paso es dividir el rectdngulo R en subrectdngulos. Se hace esto dividiendo
el intervalo [a, b] en m subintervalos [x;_;, x;] de igual ancho Ax = (b — a)/m y divi-
diendo [¢, d] en n subintervalos [y;-,, y;] de igual ancho Ay = (d — ¢)/n. Al dibujar lineas



FIGURA 3
Division de R en subrectdngulos

FIGURA 4

SECCION 15.1 Integrales dobles en rectangulos 989

paralelas a los ejes de coordenadas que pasan por los puntos extremos de esos subinter-
valos, se forman los subrectangulos

Rij = [xi-1, xi] X [yj-1, ;] = {(X, VWi]xasx<ux, yasys y,-}

cada uno con area AA = Ax Ay, como en la figura 3.
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Si se elige un punto muestra (x;¥, y¥) en cada R, se puede aproximar la parte de S
ubicada sobre cada R; mediante una fina caja rectangular (o “columna”) con base R; y
altura f(x;, y¥), como se muestra en la figura 4. (Compare con la figura 1.) El volumen
de esta caja es la altura de la caja multiplicada por el drea del rectdngulo base:

f(xiT’ )’i;F) AA

Si se sigue este procedimiento para todos los rectidngulos y se suman los volimenes de
las cajas correspondientes, se obtendrd una aproximacién del volumen total de S:

3 z

n

Ms

O, yii) AA

i=1 j=1

(Véase la figura 5.) Esta doble suma significa que para cada subrectdngulo se evalda fen
el punto elegido y se multiplica por el drea del subrectdngulo, y después se suman los
resultados.

f(x?js yf,‘)

FIGURA 5
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El significado del doble limite en la
ecuacion 4 es que se puede hacer

la doble suma lo mds cercana que se
quiera al nimero V [para cualquier
seleccion de (x/, y¥) en R;] tomando m
y n lo suficientemente grandes.

Note la semejanza entre la definicién 5
y la definicion de una integral en la
ecuacion 2.

Aunque se ha definido la integral
doble dividiendo R en subrectdngulos
de igual tamafio, se podria haber usado
subrectdngulos R; de tamaiio desigual.
Pero luego se tendria que cerciorar de
que todas sus dimensiones se aproxi-
maran a cero en el proceso limite.

La intuicién dice que la aproximacién dada en (3) mejora cuando m y n se vuelven
mas grandes, de modo que seria de esperar que

m n

(4] V= lim X3 fxi, i) AA

mnT® o =

Se usa la expresion en la ecuacion 4 para definir el volumen del s6lido S que se encuentra
bajo la gréifica de f'y arriba del rectdngulo R. (Se puede demostrar que esta definicién es
congruente con la férmula para el volumen en la seccién 6.2.)

Limites del tipo que aparece en la ecuacioén 4 ocurren con frecuencia, no solo en la
determinacion de volimenes, sino también en una amplia variedad de otras situaciones
(como se verd en la seccidon 15.4) aun si f no es una funcién positiva. Asi, se hace la
definicién siguiente.

E] Definicion La integral doble de fen el rectangulo R es

f flx,y)dA = m’lrlzlll iéf(xijfs%j‘) AA

% Fi=1j=1

si este limite existe.

El significado preciso del limite en la definicién 5 es que para cada ndmero € > 0
existe un entero N, tal que

n

“ flx,y)dA — i Dy AA | <e

i=1 j=1

para todos los enteros m y n mayores que N y para cualquier seleccién de puntos muestra
(x5, yif) en R;.

Una funcién f se llama integrable si el limite de la definicion 5 existe. En cursos
de cdlculo avanzado se demuestra que todas las funciones continuas son integrables. De
hecho, la integral doble de f existe siempre y cuando f “no sea demasiado discontinua”. En
particular, si festd acotada en R [es decir, si hay una constante M, tal que | f(x, y) | < M para
todas las (x, y) en R] y fes continua ahi, excepto en un nimero finito de curvas suaves, f
es integrable en R.

El punto muestra (x;f, y;¥) puede ser elegido como cualquier punto en el subrectdn-
gulo R;;, pero si se escoge en el extremo superior derecho de R;; [es decir (x;, y;), véase la
figura 3], la expresion para la integral doble luce mds simple:

6] [[reeyaa= tim 33 fxy) A4

R i

Al comparar las expresiones dadas en la ecuacion 4 y la definicién 5, se ve que un
volumen puede escribirse como una integral doble:

Sif(x,y) = 0, el volumen V del sélido que se encuentra arriba del rectangulo R y bajo
la superficie z = f(x, y) es

V=Hf(x,y)dA




FIGURA 7

FIGURA 8

Las aproximaciones por la suma de
Riemann del volumen bajo

z =16 — x> — 2y? se vuelven mds
acertadas conforme m y n aumentan.

SECCION 15.1 Integrales dobles en rectangulos 991

La suma de la definicién 5,

M=

2 f(xi;!: yl;k) AA

i=1 j=1

se llama doble suma de Riemann y se usa como una aproximacién del valor de la inte-
gral doble. [Nétese lo parecida que es a la suma de Riemann en (1) para una funcién de
una variable.] Si fresulta ser una funcion positiva, la doble suma de Riemann representa
la suma de los volimenes de las columnas, como en la figura 5, y es una aproximacién
del volumen bajo la grafica de f.

EJEMPLO 1 Estime el volumen del sélido que se encuentra arriba del cuadrado

R = [0, 2] X [0, 2] y bajo el paraboloide eliptico z = 16 — x> — 2y% Divida R

en cuatro cuadrados iguales y elija como punto muestra el extremo superior derecho
de cada cuadrado R;. Trace el sélido y las cajas rectangulares de aproximacion.

SOLUCION Los cuadrados se muestran en la figura 6. El paraboloide es la grifica de
f(x,y) = 16 — x* — 2y* y el drea de cada cuadrado es AA = 1. Al aproximar el volumen
por la suma de Riemann con m = n = 2, se tiene

Mm

V= f(xi’ y]) AA

i=1 j=1

F(, D AA + £(1,2) AA + £(2, 1) AA + £(2,2) AA

13(1) + 7(1) + 10(1) + 4(1) = 34

Este es el volumen de las cajas rectangulares de aproximacién que se muestran en la
figura 7. [ ]

Se obtienen mejores aproximaciones del volumen del ejemplo 1 si se aumenta el
nimero de cuadrados. La figura 8 muestra como las columnas comienzan a parecerse
mas al sélido real y las aproximaciones correspondientes se vuelven cada vez mas acer-
tadas cuando se usa 16, 64 y 256 cuadrados. En el ejemplo 7 se demostrard que el volu-
men exacto es 48.

(@ m=n=4,V~415 (b) m=n=8,V~44.875 (c) m=n=16,V ~ 46.46875

EJEMPLO2 SiR ={(x,y)| -1 s x <1, =2 <y < 2}, evalde la integral

[V

R
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(1,0,0) ©,2,0) Y
FIGURA 9
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FIGURA 10
Nuimero de Aproximacién
subrectangulos por la regla del
punto medio
1 —11.5000
4 —11.8750
16 —11.9687
64 —11.9922
256 —11.9980
1024 —11.9995

Integrales multiples

SOLUCION Serfa muy dificil evaluar directamente esta integral a partir de la defini-
cién 5 pero, debido a que /1 — x2 = 0, se puede calcular la integral interpretandola
como un volumen. Si z = /1 — x?, entonces x> + z> = 1 y z = 0, asi que la doble
integral dada representa el volumen del sélido S que se encuentra bajo el cilindro

circular x> + z> = 1 y arriba del rectangulo R. (Véase la figura 9.) El volumen de S es

el drea de un semicirculo con radio 1 multiplicada por la longitud del cilindro. Asi,

H VI —x*dA = %71'(1)2 X 4 =2

R

@ Laregla del punto medio

Los métodos que se usan para aproximar integrales simples (la regla del punto medio,
la regla del trapecio, la regla de Simpson) tienen contrapartes para las integrales dobles.
Aqui solo se considerard la regla del punto medio para integrales dobles. Esto significa
que se usard una doble suma de Riemann para aproximar la integral doble, en la que
como punto muestra (x;f, y;¥) en R; se elige el centro (x;, y;) de R;;. En otras palabras, X; s

el punto medio de [x;-, x;] y ); es el punto medio de [y;-y, y;]-

Regla del punto medio para integrales dobles

i=1 j=1

([ reeyyaa= 3 S f.5) A4

donde x; es el punto medio de [x;_;, x;] y ¥; es el punto medio de [y;—y, y;].

EJEMPLO 3 Use la regla del punto medio con m = n = 2 para estimar el valor
de laintegral ||, (x — 3y*) dA,donde R = {(x,y) |0 s x< 2,1 sy <2}.

SOLUCION Al usar la regla del punto medio con m = n = 2, se evalta

f(x,y) = x — 3y en los centros de los cuatro subrectingulos que aparecen en

la figura 10. Asi, x; = %, X2 = %, v = 451, Yy = ZT~ El drea de cada subrectangulo
es AA = % En consecuencia,

ﬂ(x — 3y?)dA ~ gl zf(i,», 3) AA
= f(x1, y) AA + f(x1, y2) AA + f(x2, y1) AA + f(x2, y2) AA
=f(3.3)AA + (5. 1) AA + £(3,3) AA + £(3.7) AA
= (D + (EDE+ (301 + (R

95
= -9 =-11875

Asf se tiene ﬂ (x — 3y?)dA ~ —11.875
R

NOTA En el ejemplo 5 se verd que el valor exacto de la integral doble del ejemplo 3
es —12. (Recuerde que la interpretacion de una integral doble como un volumen es
vélida solo cuando el integrando f'es una funcién positiva. El integrando del ejemplo 3
no es una funcién positiva, asi que su integral no es un volumen. En los ejemplos 5y 6 se
estudiard como interpretar integrales de funciones que no siempre son positivas en térmi-
nos de volimenes.) Si se sigue dividiendo cada subrectdngulo de la figura 10 en cuatro mas
pequefios de forma similar, se obtendran las aproximaciones por la regla del punto medio
que se presentan en la tabla al margen. Note como estas aproximaciones se acercan al

valor exacto de la integral doble, —12.
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B Integrales iteradas

Recuerde que suele ser dificil evaluar directamente integrales simples a partir de la defi-
nicién de una integral, pero el teorema fundamental del cdlculo proporciona un método
mucho maés féacil. La evaluacién de integrales dobles con base en los principios elemen-
tales es atin mas dificil, pero aqui se verd como expresar una integral doble como una
integral iterada, la que después puede evaluarse calculando dos integrales simples.

Suponga que f es una funcién de dos variables integrable en el rectangulo
R = [a, b] X [c, d]. Se usa la notacién |? f(x, y) dy para indicar que x se mantiene fija
y que f(x, y) se integra con respecto a y de y = ¢ a y = d. Este procedimiento se llama
integracion parcial con respecto a y. (Adviértase su semejanza con la derivacién par-
cial.) Ahora jiff(x, y) dy es un nimero que depende del valor de x, asi que define a una
funcioén de x:

A(x) = f flf(x, y)dy

Si integra ahora la funcién A con respecto a x de x = a a x = b, se obtiene
b b d
L A(x) dx = L ['[ f(x,y) dy] dx

La integral en el miembro derecho de la ecuacién 7 se llama integral iterada. Usual-
mente se omiten los corchetes. Asi,

[ asac= [ st i

significa que primero se integra con respecto a y de ¢ a d, y después con respecto a x de
aab.
De igual forma, la integral iterada

] ([ ey dxay = | [ ["reey dx] dy

significa que primero se integra con respecto a x (considerando a y como si fuera cons-
tante) de x = a ax = b, y después se integra la funcion resultante de y con respecto a
ydey = cay = d. Note que en las ecuaciones 8 y 9 se trabaja de adentro hacia fuera.

EJEMPLO 4 Evalde las integrales iteradas
3 (2 2 (3
(a) jo f. X%y dy dx (b) fl fo X%y dx dy

SOLUCION
(a) Considerando a x como una constante, se obtiene

> v 2? R
2 = 22 = 21 —_ 21 = = 2
fl x“ydy X 2 | X > X > 5X

Asi, la funcién A en el andlisis precedente estd dada por A(x) = %xz en este ejemplo.
Ahora integre esta funcién de x de 0 a 3:

[ savas= | [ |
3

3 27
= f Ixtdx = ==
0 2], 2
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El teorema 10 debe su nombre al mate-
matico italiano Guido Fubini (1879-
1943), quien comprob6 una versién
muy general de este teorema en 1907.
Pero la version para funciones conti-
nuas fue conocida por el matematico
francés Augustin-Louis Cauchy casi un
siglo antes.

FIGURA 11

Visual 15.1 ilustra el teorema de
Fubini mostrando una animacién
de las figuras 11y 12.

FIGURA 12

(b) Aqui integre primero con respecto a x:

J‘lz j;xzy dxdy = J‘lz |:f(: x’y dx:| dy = _f [%By]X3 dy

, 2

2 y 27

=\ 9Ydy=9—| =— [ |
j‘l yay 2]1 2

Observe que en el ejemplo 4 se obtuvo la misma respuesta ya sea que se integrara
primero con respecto a y o x. En general, resulta que las dos integrales iteradas de las ecua-
ciones 8 y 9 siempre son iguales (véase el teorema 10); es decir, el orden de la integracién
no importa. (Esto es similar al teorema de Clairaut sobre la igualdad de las derivadas par-
ciales mixtas.)

El teorema siguiente da un método practico para evaluar una integral doble expresan-
dola como una integral iterada (en cualquier orden).

Teorema de Fubini Si fes continua en el rectingulo
R={(x,y)|as<x=<b,c=<y=<d, entonces

[[reyyan = " reeyyayax = [*[" fey) axdy

En términos mds generales, esto es cierto si se supone que f estd acotada en R,
fes discontinua solo en un nimero finito de curvas suaves y las integrales iteradas
existen.

La comprobacién del teorema de Fubini es demasiado dificil para incluirla en este
libro, pero se puede dar, al menos, una indicacién intuitiva de por qué es cierto para el
caso en el que f(x, y) = 0. Recuerde que si f es positiva, se puede interpretar la integral
doble ([, f(x,y) dA como el volumen V del sélido S que se encuentra arriba de R y bajo la
superficie z = f(x, y). Pero se tiene otra férmula que se usa para determinar el volumen
en el capitulo 6, a saber

V= Lb A(x) dx

donde A(x) es el drea de una seccién transversal de S en el plano que pasa por x per-
pendicular al eje x. En la figura 11 puede verse que A(x) es el drea bajo la curva C cuya
ecuacion es z = f(x, y), donde x se mantiene constante y ¢ <y < d. Por tanto,

A = [0y dy
y se tiene

ﬂf(x, y)dA =V = LbA(x) dx = Lb ff(x, y) dy dx

R

Un argumento similar, usando secciones transversales perpendiculares al eje y como el
que se muestra en la figura 12, demuestra que

[[£Ceyyda = [*["fe.y) dxdy

R
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EJEMPLO 5 Evalde la integral doble [[, (x — 3y*) dA, donde
R={(xy)|0<x=<2,1<y= 2} (Compare con el ejemplo 3.)

SOLUCION El teorema de Fubini da

ﬁ (x — 3y*)dA = joz j.z (x — 3y} dydx = f: [xy _ ya]ij dx

R

2 x? :
= fo (x = T)dv ="~ 7x]0— ~12

SOLUCION 2 Al aplicar de nuevo el teorema de Fubini, pero esta vez integrando
primero con respecto a x, se tiene

H (x — 3y?)dA = f j: (x — 3y?)dx dy

R
2 2 x=2
X
= j [7 = 3xy2] dy
1 x=0
. . 2 2
Note la respuesta nf:gatlva en el ejem _ j Q- 6y2) dy =2y — 2y 3] =12 -
plo 5; no hay nada incorrecto en ella. 1 !
La funcién f'no es una funcién positiva,
asi que su integral no representa un
volumen. De la figura 13 se deduce
. . —

que f siempre es negativa en R, de NN
manera que el valor de la integral es la

negativa del volumen que estd sobre
la gréifica de f'y bajo R.

FIGURA 13

Para una funcién f que adopta valores EJEMPLO 6 Evalte [, y sen(xy) dA, donde R = [1, 2] X [0, 7].
tanto positivos como negativos,
[[¢f(x, ) dA es una diferencia de

volumenes: V, — V,, donde V, es

SOLUCION Si se integra primero con respecto a x, se obtiene

el volumen sobre R y bajo la grafica ” ysen(xy) dA = fﬂ fz ysen(xy) dx dy
de fy V, es el volumen bajo R y sobre % 0

la gréfica. El hecho de que la integral .

del ejemplo 6 sea O significa que ambos = J: [_COS(Xy)]le dy

volimenes V, y V, son iguales.
(Véase la figura 14.)

f: (—cos 2y + cosy) dy
_ T
= —3sen2y + seny]0 =0 [ |

NOTA Si se invierte el orden de integracidn y se integra primero con respecto a y en
el ejemplo 6, se obtiene

ﬂ ysen(xy) dA = Lz foﬁ ysen(xy) dy dx

FIGURA 14 pero este orden de integracién es mucho mds dificil que el método dado en el ejem-
plo, porque implica integracién por partes dos veces. Asi, al evaluar integrales dobles
resulta prudente elegir el orden de integracién que producird integrales mds simples.
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X
R
RN
P“‘““‘\““t\\\

R

FIGURA 15

La funcidn f(x, y) = sen x cos y del
ejemplo 8 es positiva en R, asi que
la integral representa el volumen del
solido sobre R y bajo la grafica de f
que aparece en la figura 16.

FIGURA 16

EJEMPLO 7 Determine el volumen del sélido S acotado por el paraboloide eliptico
Xt + 2y* + z = 16, los planos x = 2y y = 2, y los tres planos de coordenadas.

SOLUCION Se observa primeramente que S es el s6lido que se encuentra bajo la
superficie z = 16 — x> — 2y? y sobre el cuadrado R = [0, 2] X [0, 2]. (Véase

la figura 15.) Este solido se consideré en el ejemplo 1, pero ahora se estd en
condiciones de evaluar la integral doble usando el teorema de Fubini. Por tanto,

V= fj (16 — x> — 2y*)dA = joz f: (16 — x> — 2y)dx dy
R

x=2

= J: [16x — %x3 — 2y2x]X:0 dy
= P& -y ay=[8 -] =4 n

En el caso especial en que f(x, y) pueda factorizarse como el producto tinicamente de
una funcién de x y solamente una funcién de y, la integral doble de f puede escribirse
en una forma particularmente simple. En especifico, suponga que f(x, y) = g(x)h(y) y
R = [a, b] X [c, d]. Entonces, el teorema de Fubini da

[[reyaa=["["gnt) axay = [* [ ["g00n(y) dx] dy

a
R

En la integral interior, y es una constante, asi que i(y) es una constante y se puede escribir

f Db g(x) h(y) dx] dy = fd [My)(fab g(x) dx)] dy = Lb g(x) dx J" h(y) dy

puesto que [fg(x) dx es una constante. Asi, en este caso la integral doble de f puede escri-
birse como el producto de dos integrales simples:

‘ [11] jj g(x) h(y) dA = ng(x) dx fh(y) dy donde R = [a, b] X [c, d]

EJEMPLO 8 Si R = [0, /2] X [0, 7/2], entonces, por la ecuacién 11,

M,
0

H senx cosydA = foﬂ/z sen x dx f ? cosydy
R

= [—cos x]g/z[seny]g/zz 1-1=1 [ |




FIGURA 17

FIGURA 18
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@ Valor promedio

Recuerde de la seccién 6.5 que el valor promedio de una funcién f de una variable defi-
nida en un intervalo [a, b] es

1 b
foom= 57— | () dx

En forma similar, se define el valor promedio de una funcion f de dos variables delimi-
tadas en un rectdngulo R como

1

f;)rom = m

[ £0ey) aa
R
donde A(R) es el area de R.

Si f(x, y) = 0, la ecuacion

AR) X foom = [[ £ 3) A

indica que la caja con base R y altura f,, tiene el mismo volumen que el sélido bajo la
gréfica de f. [Si z = f(x, y) describe una regién montafiosa y se cortan las cimas de las
montafias en la altura f,,., se pueden usar para rellenar los valles a fin de que la regién
se vuelva completamente plana. Véase la figura 17.]

EJEMPLO 9 El mapa de contorno de la figura 18 muestra la altura en pulgadas de la
nieve que cay6 en el estado de Colorado durante el 20 y 21 de diciembre de 2006. (Ese
estado tiene la forma de un rectdngulo que mide 388 millas de oeste a este y 276 millas
de sur a norte.) Use el mapa de contorno para estimar la nevada promedio en todo el
estado de Colorado en esos dias.

A"

/

SOLUCION Sitte el origen en la esquina suroeste de ese estado. Entonces
0=x=2388,0=<y=<276Yy f(x,y) es la caida de nieve, en pulgadas, en un lugar

a x millas al este y a y millas al norte del origen. Si R es el rectingulo que representa a
Colorado, la nevada promedio para ese estado del 20 al 21 de diciembre fue

L
A(R)

© 2016 Cengage Learning®

Foom= = [[ £ 3) A
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FIGURA 19

donde A(R) = 388 - 276. Para estimar el valor de esta integral doble, se usa la regla del
punto medio con m = n = 4. En otras palabras, se divide R en 16 subrectdngulos de igual
tamafio, como en la figura 19. El drea de cada subrectdngulo es

AA = {£(388)(276) = 6693 mi*

276

;@v SN

.ko

\\ T

o |© 2016 Cengage Learning®

388 X

Usando el mapa de contorno para estimar el valor de f'en el centro de cada subrectan-
gulo, se obtiene

Por tanto, Jprom =

j [fenda=3 S G5 a4

i=1 j=1
~AA[0+15+8+7+2+25+ 185+ 11

+45+28+ 17+ 135+ 12 + 15 + 17.5 + 13]

= (6693)(207)

_ (6693)(207)

3s8)276) 2

El 20y 21 de diciembre de 2006, Colorado recibi6 un promedio de aproximadamente
13 pulgadas de nieve. u



15.1 EJERCICIOS

1. (a) Estime el volumen del sélido que se encuentra bajo la
superficie z = xy y sobre el rectingulo

R:{(X,)’)|0$XS6,0sy$4}

Use la suma de Riemann con m = 3, n = 2 y elija como
punto muestra la esquina superior derecha de cada cuadrado.

(b) Use laregla del punto medio para estimar el volumen del
solido del inciso (a).

2. SiR =10, 4] X [—1, 2], use la suma de Riemann con
m = 2, n = 3 para estimar el valor de j‘j‘R (1 — xy?) dA.
Elija como puntos muestra (a) las esquinas inferiores
derechas y (b) las esquinas superiores izquierdas de los
rectangulos.

3. (a) Use la suma de Riemannconm =n =2
para estimar el valor de [[, xe ™ dA, donde
R = [0, 2] X [0, 1]. Elija como puntos muestra
las esquinas superiores derechas.
(b) Use laregla del punto medio para estimar la integral
en el inciso (a).

4. (a) Estime el volumen del sélido que se encuentra bajo
la superficie z = 1 + x* + 3y y sobre el rectdngulo
R =[1,2] X [0, 3]. Use la suma de Riemann con
m = n = 2y elija como puntos muestra las esquinas
inferiores izquierdas.
(b) Use laregla del punto medio para estimar el volumen
del inciso (a).

5. Sea Vel volumen del sélido que se encuentra bajo la grafica
de f(x, y) = v/52 — x* — y2 y sobre el rectangulo dado por
2sx=4,2<y=<6.Uselasrectasx = 3yy =4 para
dividir R en subrectdngulos. Sean L'y U las sumas de
Riemann calculadas usando las esquinas inferiores izquierdas
y las esquinas superiores derechas, respectivamente. Sin
calcular los nimeros V, Ly U, dispéngalos en orden creciente
y explique su razonamiento.

6. Una piscina de 8 por 12 metros estd llena de agua. La
profundidad se mide en intervalos de 2 m a partir de una
esquina de la piscina y los valores se registran en la tabla.
Estime el volumen de agua en la piscina.
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y
4
100 0 0 10 120 30
2
10
20
30
0 2 4 X

8. El mapa de contorno muestra la temperatura, en grados
Fahrenheit, a las cuatro de la tarde del 26 de febrero de 2007
en Colorado. (Este estado mide 388 millas de oeste a este y
276 millas de sur a norte.) Use la regla del punto medio con
m = n = 4 para estimar la temperatura promedio en Colorado
a esa hora.

© 2016 Cengage Learning®

9-11 Evalde la integral doble identificdndola primero como el
volumen de un sélido.

. 5 . p . 0 s 9. [[.vV2dA, R={(x,y)|2<x<6,—-1<y<5}
10. [[,(2x + 1)dA, R={(x,y) |[0<=x<20<y=<4}
0 1 1.5 2 24 2.8 3 3
1. [[,(4 = 2y)dA, R=1[0,1] %[0, 1]
2 1 1.5 2 2.8 3 3.6 3
4 ! 18 27 3 36 4 32 12. La integral J'J'R V9 — y? dA, donde R = [0, 4] X [0, 2],
6 1 15 2 23 27 3 25 representa el volumen de un sélido. Trace el sélido.
8 1 1 1 1 15 2 ) 13-14 Determine [; f(x, y) dxy 3 f(x, y) dy

7. Se muestra un mapa de contorno para una funcién fen el
cuadrado R = [0, 4] X [0, 4].
(a) Use laregla del punto medio con m = n = 2 para estimar
el valor de [, f(x, y) dA.
(b) Estime el valor promedio de f.

14. f(x,y) = yJ/x + 2

13. f(x,y) = x + 3x%H?

15-26 Calcule la integral iterada.

15. f f; (6x%y — 2x) dy dx 16. JOI fol (x + y)* dx dy
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17. Jol flz (x + e ) dxdy

w/6 (72
. +
18 fo fo (senx + seny) dy dx

19. f; fo"/ ? xseny dy dx 20. Jf f lz—yy dy dx
21. j J ( i)> dy dx 22, f foz ve' Vdx dy
23. J; foﬂ/ t?sen’e do dt

24, f fz xe dy dx

25. J: fo” rsen’0 d dr 26. fo' J; e dx dy

27-34 Calcule la integral doble.

27. ﬂxseczydA, R={(xy) | 0<x<2,0<y<n/4}
R

28.ff(y+Xy_2)dA, R:{(x,y)|0$xs271$y$2}
R

29. ﬂ

30 ﬂ\/tane dA. R={0.0 | 0=6=m/30=r=

31. ﬂxsen(x +y)dA, R =1[0,/6]X [0, 7/3]

1+
32. ﬂ x ~dA, R={(xy) | 0<x=<1,0<y=<1}

3

w

1
I —— = X
34 £f1+x+ydA, R=1[1,3] x[1,2]

dA R={(x,y) |0sx<1,-3<y=<3}

D=

.ﬂsen(x—y)dA, R={xy) | 0<sx<m/2,0<y<m/2}
R

35-36 Trace el s6lido cuyo volumen esta dado por la integral

iterada.

35. fol Ll (4 — x — 2y)dxdy

36. Jol J: 2 —x*—y?)dydx

37. Determine el volumen del sélido que se encuentra bajo
el plano 4x + 6y — 2z + 15 = 0 y sobre el rectdngulo
R={xy)|-1sx<2 —-1<sys<1}

38. Determine el volumen del sélido que se encuentra bajo
el paraboloide hiperbélico z = 3y*> — x> + 2 y sobre el
rectangulo R = [—1, 1] X [1, 2].

39.

40.

41.

42,

43.

45.

46.

Determine el volumen del sélido que se tiende bajo el
paraboloide eliptico x*/4 + y?/9 4+ z = 1 y sobre el
rectangulo R = [—1, 1] X [-2, 2].

Determine el volumen del sélido encerrado por la superficie
z=x*+xy*ylosplanosz = 0,x =0, x =5y y = *2.
Determine el volumen del sélido encerrado por la superficie
z=1+x*ye’ylosplanosz =0, x = =1,y =0yy = 1.
Determine el volumen del sélido encerrado por la superficie
z=1+esenyylosplanosx = *1,y=0,y=myz=0.

Determine el volumen del sélido encerrado por la superficie
z=xsec’yylosplanosz =0, x =0, x =2,y =0y

y = /4.

. Grafique el s6lido que se ubica entre la superficie

z=2xy/(x* + 1) + 2y y el plano z = x + 2y y es acotado
por los planos x = 0, x = 2,y = 0y y = 4. Halle después
su volumen.

Use un sistema algebraico computacional para hallar

el valor exacto de la integral [[, x3y3e™ dA, donde

R = [0, 1] X [0, 1]. Use después el sac para dibujar

el sélido cuyo volumen estd dado por la integral.

Grafique el s6lido que se ubica entre las superficies
z=eVcos( + ) yz=2—x*—ypara|x| <1,

| y| < 1. Use un sistema algebraico computacional para
aproximar el volumen de este sélido con cuatro decimales.

47-48 Determine el valor promedio de fen el rectangulo dado.

47. f(x,y) = x%y, R tiene vértices (—1, 0), (—1, 5), (1, 5), (1, 0)

48. f(x,y) = ex + e,

R =10,4] x [0, 1]

49-50 Use simetria para evaluar la integral doble.

49.

50.

I3

ﬂ (1 + x*seny + y?senx)dA, R =[—m, o] X [—m, 7]
R

sdA, R={(x,y) | ~lsx=<1,0=<y=<1}

52.

paraa < x < b, ¢ <y < d, demuestre que ¢., = g,

51. Use un sac para calcular las integrales iteradas

fj‘(X7y dy dx y

x +y)? fj (;_:;)%dxdy

(Las respuestas contradicen el teorema de Fubini? Explique
lo que sucede.

(a) (En qué sentido son similares los teoremas de Fubini
y de Clairaut?
(b) Sif(x,y)es continuaen [a, b] X [c,d]y

goey) = [ [ £, 0 drds

= f(x, y).
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15.2 Integrales dobles en regiones generales

Para integrales simples, la regién en la que se integra es siempre un intervalo. Pero para
integrales dobles, debe ser capaz de integrar una funcién f no solo en rectangulos, sino
también en regiones D de forma mds general, como la que se ilustra en la figura 1. Se
supone que D es una regién acotada, lo que significa que D puede estar encerrada en
una regién rectangular R como en la figura 2. Luego se define una nueva funcién F con
dominio R mediante

f(x,y) si(x,y)estienD
] F(x,y) = . )
0 si (x,y) estd en R pero no en D
y y
R
0 > 5 -
FIGURA 1 FIGURA 2

Si F es integrable en R, se define la integral doble de f'sobre D mediante

(2] ﬂ flx,y)dA = ﬂ F(x,y) dA donde F estd dada por la ecuacién 1
D R

La definicion 2 tiene sentido porque R es un rectangulo, asi que ‘U’R F(x, y) dA fue
previamente definida en la seccién 15.1. El procedimiento que se ha usado es razonable
porque los valores de F(x, y) son de O cuando (x, y) se encuentra fuera de D y por tanto no
hacen ninguna contribucion a la integral. Esto significa que no importa qué rectangulo R
se use mientras contenga D. i

En el caso en el que f(x, y) = 0, atn se puede interpretar UD f(x,y) dA como el volu-
men del s6lido que se encuentra sobre D y bajo la superficie z = f(x, y) (la grafica de f).
Puede verse que esto es razonable comparando las gréficas de f'y F en las figuras 3 y 4,
respectivamente, y recordando que J‘fR F(x, y) dA es el volumen bajo la grifica de F.

z

grafica de f
e

FIGURA 3 FIGURA 4

La figura 4 también muestra que es probable que F tenga discontinuidades en los
puntos frontera de D. No obstante, si fes continua en D y la curva frontera de D “se porta
bien” (en un sentido que estd fuera del alcance de este libro), se puede demostrar que
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! y=g.)
| |
| |
l y=g(x) l
0 a b X
FIGURA 5

Algunas regiones tipo I

Yy=g,(x)
/ \
D /\
\/
Cr—= T
: : y:gl(X):
0 a x b X
FIGURA 6
y
d____
x=h(y) X=hy(y)
b —
0 X
d____
x=h(y)| D X =hy(y)
0
o ____ \/ x

FIGURA 7
Algunas regiones tipo 11

J‘J‘R F(x,y) dA existe y por tanto que JID f(x,y) dA existe. En particular, este es el caso para
los dos tipos de regiones siguientes.

Se dice que una regién en un plano D es de tipo I si se ubica entre las graficas de dos
funciones continuas de x, es decir

D={xy) |a<x<b gx) <y=< g}

donde g, y g» son continuas en [a, b]. Algunos ejemplos de regiones tipo I aparecen en
la figura 5.

y=¢s(x) Yy =¢r(x)

y=gi(x)

[ S ——
[ S ———
[ P ——
=

Para evaluar [f,, f(x, y) dA cuando D es una regién de tipo I, se elige un rectangulo
R = [a, b] X [c, d] que contenga D, como en la figura 6, y se concede que F es la funcién
dada por la ecuacién 1; es decir, F' coincide con fen Dy F es de 0 fuera de D. Asi, por
el teorema de Fubini,

‘Uf(x, y)dA = ﬂ F(x,y)dA = Lb Ld F(x,y) dy dx

Observe que F(x, y) = 0siy < g;(x) 0y > g,(x) porque (x, y) reside entonces fuera de
D. Por tanto,

9,(x)

d ,(x)
L F(x,y)dy = fg F(x,y)dy = o f(x,y) dy

9,(x)

porque F(x, y) = f(x, y) cuando g,(x) < y < ¢,(x). Asi se tiene la férmula siguiente que
permite evaluar la integral doble como una integral iterada.

E] Si f'es continua en una regién D tipo I, tal que

D={xy |asx=b g(x)=<y= g}

entonces ” flx,y)dA = Lb J:JZ:) f(x,y) dydx
Js 9

La integral en el miembro derecho de (3) es una integral iterada similar a las que
se consideran en la seccién precedente, excepto que en la integral interior se considera a x
como constante no solo en f(x, y), sino también en los limites de integracion, g;(x) y g(x).

También se consideran regiones en un plano de tipo II, que pueden expresarse como

(4] D = {(x,y) | c<y=<d, Iy <x<hz(y)}

donde A, y h, son continuas. Dos de esas regiones se ilustran en la figura 7.
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Usando los mismos métodos que se emplearon para establecer (3), se puede demos-
trar que

H [y an=[" " rlx.y) dxdy

donde D es una region tipo II dada por la ecuacién 4.

EJEMPLO 1 Evalde [f, (x + 2y) dA, donde D es la regién acotada por las pardbolas
y=2xyy=1+x%

SOLUCION Las parébolas intersecan cuando 2x> = 1 + x% es decir x> = 1, asi que
x = *1. Se advierte que la regién D, representada en la figura 8, es una region tipo I
y no una regién tipo Il y se puede escribir

D:{(X,y)|—le<1, 2x2$)’$1+x2}

Como la frontera inferior es y = 2x? y la frontera superior es y = 1 + x?, la ecuacién 3 da

-1

FIGURA 8

(2.4)

2x2

; x ﬂ (x +2y)dA = _[_11 flﬂz(x + 2y) dy dx
D

= [ [+ v
= [ I+ )+ (4 27 = 20) = 2] d

= £1 (=3x* = x*+2x>+ x+ 1D dx

NOTA Cuando se establece una integral doble como en el ejemplo 1, es esencial
dibujar un diagrama. A menudo es ttil dibujar una flecha vertical como en la figura 8.
Entonces, los limites de integracidn para la integral inferior pueden tomarse del dia-
grama, como sigue: la flecha comienza en la frontera inferior y = g,(x), que da el limite
inferior de la integral, y termina en la frontera superior y = g,(x), que da el limite superior
de integracion. Para una region tipo II, la flecha se traza horizontalmente, de la frontera
izquierda a la frontera derecha.

EJEMPLO 2 Determine el volumen del sélido que se encuentra bajo el paraboloide
z = x? + y?y sobre la regién D en el plano xy acotado por larectay = 2xy la

FIGURA 9
D como region tipo [

pardbola y = x2.

SOLUCION En la figura 9 se ve que D es una region tipo Iy

D={xy) | 0=sx=<2 x*<y=<2x
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La figura 10 muestra el s6lido cuyo Por tanto, el volumen bajo z = x> + y* y sobre D es
volumen se calcula en el ejemplo 2.
Este se hglla sobre el plano xy, bajo el V= fj (x> + yz)dA _ jz fzzx (x> + yz)dy dx
paraboloide z = x*> + y? y entre 5 0 Jx
el plano y = 2xy el cilindro
parabélico y = x2. 2 v o
= j xy + 5 dx
0 y=x?
2 2x 3 x2 3
=j[2(2)+( y xzxz——( ) dx
0 3 3

Il
< N
—
|
u.)|><
(=)}
|
=
S
J’_
=
=
(98}
~
IS
o

FIGURA 10 256 3
4l 2.4 SOLUCION 2 En la figura 11 se ve que D también puede escribirse como una regioén
tipo II:
x=3y D={xy |0<sy<aly<x<y}
x=1y En consecuencia, otra expresion para V es
_ 2 2 R 2
D V—”(x +y)dA—f0j] (x* + y*)dx dy
D 2
0 X x=4y
4 x3 4 y3/2 y3 y3
= —+ yx dzj + 3y - = ——d
jo[l% y]x_;yy o<3 YU T T )Y
FIGURA 11
R tacion de D i 13_4]* _ 216
ti;grﬁsen acién de D como una region =2 y;/z + y7/2 - y4]0 = 2s -

EJEMPLO 3 Evalte ||, xy dA, donde D es la regién acotada por larectay = x — 1y la
pardbola y* = 2x + 6.

SOLUCION La regién D se muestra en la figura 12. También en este caso, D es tanto
tipo I como tipo II, aunque la descripciéon de D como una regidn tipo I es mas com-
plicada, porque la frontera inferior consta de dos partes. Por consiguiente, se prefiere
expresar D como una regién tipo II:

={ay | 2=sy=4ly-3=<x=y+1}

y y
(5.4)
2x+6
x=y+1
_3'>\ X X
—— (-1,=2)
\/2x + 6

FIGURA 12  (a) Representacin de D como una regién tipo I (b) Representacién de D como una region tipo I1



x=2y

FIGURA 13
y
x+2y=2
1 (0y=1-x/2)
D> (13)
y=x/2
0 i
FIGURA 14
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Entonces, al utilizar la ecuacion 5 se obtiene

ij- - .y " - 4 x_2 x=y+1
xydA = Lz LA"Z_Bxy dxdy = j .| 2 y dy
% _

=Ly2_
x=5y°=3

=4 sl + 2= Gy =3 ]ay

4 y5
=%j <—T+4y3+2y2—8y dy
-2

3 4

L »° Y’
=—| ——+y'+2——-47| =36
2[ 2 7 3 yL

Si se hubiera expresado D como regién tipo I usando la figura 12(a), se habria obtenido

” xy dA = f:; Lj\g xydydx + J: jf:Té xy dy dx
D

pero esto habria implicado mas trabajo que el otro método. [ ]

EJEMPLO 4 Determine el volumen del tetraedro acotado por los planos
x+2y+z=2,x=2y,x=0,yz=0.

SOLUCION En una cuestion como esta, es prudente dibujar dos diagramas: uno del
sélido tridimensional y otro de la regién en un plano D en la que se encuentra. La
figura 13 muestra el tetraedro T acotado por los planos de coordenadas x = 0,z = 0,
el plano vertical x = 2y y el planox + 2y + z = 2. Como el plano x + 2y + z = 2
interseca el plano xy (cuya ecuaciénes z = 0)enlarectax + 2y = 2 ,se ve que T
se sitda sobre la region triangular D en el plano xy acotado por las rectas
x =2y, x +2y=2yx=0.(Véase la figura 14.)

El plano x + 2y + z = 2 puede escribirse como z = 2 — x — 2y, asi que el volumen
requerido se tiende bajo la grafica de la funcién z = 2 — x — 2y y sobre

D={(x,y) | 0$x$1,x/2$y$l—x/2}

Por tanto,

V=ﬁ(2—x—2y)dA
D
= fol Ll/;x/z (2—x—2y)dydx

= |2 2 =2 [0 a

1 X x\? x2 X
| 2=x—af1-F) = (1-%) x4 2+ 24
R (R R IR I

3 1
: 1
=jl(x2—2x+1)dx=x——x2+x == [}
0 3 3
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y
y=1
D
y=x
0 1
FIGURA 15

D como region tipo I

y
| 4
x=0 D
xX=y
0
FIGURA 16

D como region tipo I1

FIGURA 17

Integrales multiples

EJEMPLO 5 Evalte la integral iterada [ [! sen(y?) dy dx.

SOLUCION Si se intenta evaluar la integral tal como est4, se enfrenta a la tarea de
evaluar primeramente f sen(y?) dy. Pero esto es imposible de hacer en términos finitos,
porque f sen(y?) dy no es una funcién elemental. (Véase el final de la seccién 7.5.) Asi,
se debe cambiar el orden de integracién. Esto se hace expresando primero la integral
iterada dada como una integral doble. Si se escribe la ecuacién 3 con el lado derecho a
la izquierda, se tiene

1 1 ) _ )
fo L sen(y*)dy dx = g sen(y?)dA
donde D={xy|0sxslxsys<1}

La regiéon D se representa en la figura 15. En la figura 16 se ve que una descripcion
alternativa de D es

D={xy|0sy<s1,0sx<y}

Esto permite usar (5) para expresar la integral doble como una integral iterada en el
orden inverso:

Ll L] sen(y?*)dy dx = ﬂ sen(y?)dA

A S

= jol ysen(y*)dy = —3 COS(yz)]L =2(1 —cos 1) ]

B Propiedades de las integrales dobles

Suponga que todas las integrales siguientes existen. Para regiones rectangulares D, las
tres primeras prioridades pueden comprobarse de la misma manera que en la seccién 5.2.
Para regiones generales, las propiedades se desprenden de la definicion 2.

[6) [y +g0nlda = [[ 70 dA + [] g(x.) da

” cf(x,y)dA = ¢ H f(x,y)dA  donde c es una constante
D D

Si f(x, y) = g(x, y) para todas las (x, y) en D, entonces

ﬂ f(x,y)dA = f g(x, y) dA

D D

La propiedad de las integrales dobles siguiente es similar a la propiedad de las inte-
grales simples dada por la ecuacién | f(x) dx = [ f(x) dx + [ f(x) dx.

SiD = D, U D,, donde D, y D, no se traslapan excepto quiza en sus fronteras (véase
la figura 17), entonces

[E] ﬂ flx,y)dA = ﬂ f(x,y)dA + H flx,y) dA




FIGURA 18

FIGURA 19
Cilindro con base D y altura z = 1
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La propiedad 9 puede usarse para evaluar integrales dobles en regiones D que no son
del tipo I ni del tipo II pero que pueden expresarse como una unién de regiones del tipo I
o el tipo II. La figura 18 ilustra este procedimiento. (Véase los ejercicios 57 y 58.)

y y
0 X 0 X
(a) D no es del Tipo I ni del tipo II. (b) D=D, < D,. D, es tipo 1, D, es tipo II.

La propiedad de las integrales siguiente indica que si se integra la funcién constante
f(x,y) = 1 en una regién D, se obtiene el drea de D:

f 1 dA = A(D)

D

La figura 19 ilustra por qué la ecuacién 10 es cierta: un cilindro sélido cuya base es D
y cuya altura es 1 tiene volumen A(D) - 1 = A(D), pero se sabe que también se puede
escribir su volumen como ﬂ p 1 dA.

Por tltimo, se pueden combinar las propiedades 7, 8 y 10 para comprobar la propie-
dad siguiente. (Véase el ejercicio 63.)

[E] Sim < f(x, y) < M para todas las (x, y) en D, entonces

mA(D) < j f f(x, y) dA < MA(D)

EJEMPLO 6 Use la propiedad 11 para estimar la integral [[,, ¢<"*<>*> dA, donde D es el
disco con centro en el origen y radio 2.

SOLUCION Como —1 <senx<1ly—1<cosy<1,setiene —1 <senxcosy =<1,
y por tanto

e*l < psenxcosy < el =e

Asi,usandom = ¢! = 1/e,M = ¢, y A(D) = w(2)? en la propiedad 11, se obtiene

41 N
- S J\J‘ ebenXLOSydA g 4776 .
e
D
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15.2 EJERCICIOS

1-6 Evalde la integral iterada.

1. f f; (8x — 2y) dy dx 2, Joz f:zxzy dx dy

3. Jol f(: xe’ dx dy 4, fow/z f(: xsenydy dx

5. fol f: cos(s?) dt ds

6. fol f: mdu dv

7-10 Evalde la integral doble.
y
7.
x*+1
D

8. ﬂ(2X+y)dA, D={xy | Isys2y-1l=sx=<1}
D

dA, D={(x,y) | 0<sx<40<y<

% ﬂ"fyzdf" D={xy |0<sy<30s<x<y}
D

10. ﬂymdA, D={(xy) | 0=x=20<y=ux}
D

11. Dibuje un ejemplo de una regién que sea
(a) tipo I pero no tipo II

(b) tipo II pero no tipo I

12. Dibuje un ejemplo de una regién que sea
(a) tanto tipo I como tipo II

(b) ni tipo I ni tipo IT
13-14 Exprese D como una regién de tipo [ y también como

una region de tipo II. Evalde después la integral doble de las dos
maneras.

13. JJ x dA, D estd encerrada por lasrectasy = x,y = 0, x = 1
D

14. JJ xy dA, D estd encerrada por las curvas y = x%, y = 3x

15-16 Establezca integrales iteradas para ambos 6rdenes de
integracion. Evalde después la integral doble usando el orden mds
facil y explique por qué es mas fécil.

15. ﬂ ydA, D estd acotadapory = x — 2, x = y?
D

16. ff y*e¥ dA, D estd acotadapory = x,y =4,x =0
D

17-22 Evalde la integral doble.

17

18

19

20

21

22

. ﬂx cos y dA, D estd acotadapory = 0,y = x%, x = 1
D

. ﬂxy2 dA, D esté acotada porx = 0y x = /1 — y?
D

. ﬂ y?dA, D es la regi6n triangular con vértices (0, 1), (1, 2),
:4, )

. ﬂ xy dA, D estd encerrada por el cuarto de circulo
;)= \/ﬁ,xBOylosejes

. ﬂ (2x — y) dA, D estd acotada por el circulo con centro en el
(l:rigen y radio 2

. H vy dA, D es la region triangular con vértices (0, 0),
D

1. Dy#.0

23

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

-32 Halle el volumen del s6lido dado.

Bajo el plano 3x + 2y — z = 0 y sobre la regién encerrada
por las pardbolas y = x>y x = y?

Bajo la superficie z = 2x + y? y sobre la regién acotada
porx =y*yx=y*

Bajo la superficie z = xy y sobre el tridngulo con vértices
1,1, @& Dy(,2)

Encerrado por el paraboloide z = x> + y*> + 1 y los planos
x=0,y=0,z=0yx+y=2

El tetraedro encerrado por los planos de coordenadas y el
plano2x +y + z =4

Encerrado por el paraboloide z = x> + 3y? y los planos
x=0,y=1Ly=x,2z=0

Acotado por los planos de coordenadas y el plano
3x+2y+z=6

Acotado por el cilindro y* + z*> = 4 y los planos x = 2y,
x =0, z = 0 en el primer octante

Acotado por el cilindro x> + y* = 1 y los planos y = z,
x = 0, z = 0 en el primer octante

Acotado por los cilindros x* + y* = 2y y> + 22 = 12

i 33.

Use una calculadora graficadora o computadora para estimar
las coordenadas x de los puntos de interseccion de las curvas
y=x'yy=3x— x% SiD es laregion acotada por estas
curvas, estime ([, x dA.



34. Determine el volumen aproximado del sélido en el primer

octante acotado por los planosy = x,z =0yz =xyel
cilindro y = cos x. (Use un dispositivo de graficacién para
estimar los puntos de interseccién.)

35-38 Determine el volumen del sélido restando dos voliimenes.

35. El sélido encerrado por los cilindros parabdlicos y = 1 — x?,
y=x>—1lylosplanosx +y+z=2,2x+2y—z+10=0

36. El sélido encerrado por el cilindro parabdlico y = x* y los
planosz =3y, z=2 +y

37. El s6lido bajo el plano z = 3, sobre el plano z = y, y entre los
cilindros parabdlicosy = x> yy = 1 — x?

38. El solido en el primer octante bajo el plano z = x + y, sobre
la superficie z = xy, y encerrado por las superficies x = 0,
y=0yx*+y*=4

39-40 Trace el s6lido cuyo volumen estd dado por la integral
iterada.

39. fol fol (1 - x—y)dydx 40. fol fol - (1 — x) dy dx

41-44 Use un sistema algebraico computacional para hallar el

volumen exacto del sélido.

41. Bajo la superficie z = x*y* + xy? y sobre la regién acotada por
lascurvasy = x* —xyy = x> + xparax =0

42. Entre los paraboloides z = 2x> + y’yz = 8 — x* — 2y’y
dentro del cilindro x*> + y* = 1

43, Encerradoporz=1—x>—y’yz=0

44, Encerradoporz = x*> + y*yz = 2y

45-50 Trace la region de integracién y cambie el orden de
integracion.

45, fol f;f(x, y) dx dy 46. J: LAZ f(x,y) dydx

w/2 [cosx 2 /4—y2
47. fo , f(x,y) dydx 48. fiz fo f(x,y) dxdy

49. f}z jolnx f(x,y)dydx 50. fol LZ:H . f(x,y) dydx

51-56 Evalie la integral invirtiendo el orden de integracion.

51. jol Lie'*zdx dy 52, fol Jxlz Vy seny dy dx
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53. ﬂ f\;, V3 + 1 dydx

2 (1 3
54, L Lz y cos(x 1) dx dy

55. | Lz, y31+ dydx

56. fol JX] e dy dx

57-58 Exprese D como una unién de regiones de tipo I o tipo Il y
evalte la integral.

,
57. gx dA 58. gydA
y
! L x=y—y’
b : (1) y=@x+1y
1. 0 T x T 0 X
-1
-1

59-60 Use la propiedad 11 para estimar el valor de la integral.

59. ﬂ\/él —x2y2dA, S={(x,y) | +y*<1,x=0}
S

60. ﬂ e~ dA, O es el cuarto de circulo con centro en el
0
origen y radio % en el primer cuadrante

61-62 Halle el valor promedio de fen la region D.

61. f(x,y) = xy, D es el tridngulo con vértices (0, 0), (1,0) y
(1,3)

62. f(x,y) = xseny, D estd encerrada por las curvas y = 0,
y=xyx=1

63. Compruebe la propiedad 11.

64. Al evaluar una integral doble en una regién D, se obtuvo una
suma de integrales iteradas como sigue:

([ reeyyda= [ " feeyydxdy + [ [ f0ny) dxdy

D

Trace la region D y exprese la integral doble como una inte-
gral iterada con orden inverso de integracion.
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65-69 Use geometria o simetria, o ambas, para evaluar la integral 68. J 2 + x%y? — y2senx) dA,

doble.

65. ﬂ (x + 2) dA,

D={xy |0<y=<o-2}

66. ﬂ VR? — x* — y*dA, D es el disco con centro en el origen y
D

69.

J (ax3 + by’ + m)dA,

D = [—a,a] X [—b, D]

J[;,
D={(x,y) | |x| + |y\$l}
J[;,

70. Grafique el sélido acotado por el planox +y + z=1yel

radio R paraboloide z = 4 — x*> — y* y determine su volumen exacto.
(Use su SAC para hacer la graficacidn, hallar las ecuaciones
67. ﬂ (2x + 3y)dA,Deselrectingulo 0 < x <a,0<y=<»b de las curvas frontera de la regidn de integracion y evaluar la
D integral doble.)

15.3 Integrales dobles en coordenadas polares

FIGURA 1

0 X

FIGURA 2

Suponga que se quiere evaluar una integral doble ([, f(x, y) dA, donde R es una de las
regiones que aparecen en la figura 1. En cualquier caso, la descripcion de R en términos
de coordenadas rectangulares es bastante complicada, pero R es facil de describir usando
coordenadas polares.

Recuerde de la figura 2 que las coordenadas polares (r, 6) de un punto se relacionan
con las coordenadas rectangulares (x, y) mediante las ecuaciones

rr=x*=y? X =rcosf y=rsen

(Véase la seccion 10.3.)
Las regiones en la figura 1 son casos especiales de un rectangulo polar

R={r,0)|lasr<ba<0<p}

el cual se muestra en la figura 3. Para calcular la integral doble [[ f(x, y) dA, donde R
es un rectdngulo polar, se divide el intervalo [a, b] en m subintervalos [r,-,, r; | de igual
ancho Ar = (b — a)/m y se divide el intervalo [«, B] en n subintervalos [6;_,, ;] de
igual ancho A@ = (B — «)/n. Entonces los circulos r = r; y los rayos 6 = 6, dividen
el rectdngulo polar R en los mas pequefios rectdngulos polares R; que aparecen en la
figura 4.
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0

FIGURA 3 Recténgulo polar FIGURA 4 Division de R en subrectdngulos polares
El “centro” del subrectangulo polar
R; = {(r, 0) | rci<rs<r,0- <0< Gj}
tiene coordenadas polares
¥ = %(rH +7) 0F = %(Ojfl +6))

Se calcula el drea de R, usando el hecho de que el drea de un sector de un circulo con
radio r y dngulo central 0 es %r20. Restando las dreas de dos de esos sectores, cada uno de
los cuales tiene dngulo central A@ = 6; — 0;_,, se determina que el drea de R; es

AAi = %rizAO — %riz,l AO = %(riz _ ri%l) Ab
= %(Vi + o) — i) AG = i Ar A

Aunque se ha definido la integral doble [f, f(x, y) dA en términos de rectdngulos ordi-
narios, se puede demostrar que, para funciones continuas f, siempre se obtiene la misma
respuesta usando rectangulos polares. Las coordenadas rectangulares del centro de R;
son (r cos 6, ri* sen 0*), asi que una tipica suma de Riemann es

m n n

(1] X X f(r¥ cos 0, i sen ;) AA, = 3,

i=1 j=1 =1 j

f(r cos 67, ri* sen 0)F) rif Ar AO
1

Si se escribe g(r, 6) = rf(r cos 6, r sen 0), la suma de Riemann de la ecuacién 1 puede
escribirse como

n

g(ri¥, 07) Ar A0

M=

i=1 j=1

la cual es una suma de Riemann para la integral doble

ff Lb g(r, 0) dr do

Por tanto se tiene

m n

f flx,y)dA = lHm 2 > f(r¥ cos 87, rif sen 07) AA;
% mn—%° =1 j=1
= 1im 3 3 907,07 Ard0 = ["["g(r, 0) dr do
m,n—>x i=1 j:l adJa

fﬁ be(r cos 0, rsen@) rdrdb
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0

FIGURA 5

Aqui se usa la identidad
trigonométrica

sen’f = 5(1 — cos 26)
Véase la seccién 7.2 para consejos

sobre la integracién de funciones
trigonométricas.

FIGURA 6

@ Cambio a coordenadas polares en una integral doble Si fes continua
en un rectangulo polar RdadoporO <a <r<b,a < 6 < 3, donde
0 < B — a < 2, entonces

ﬂf(X, y)dA = LB Lbf(r cos 0, rsen @) rdr do

R

La férmula en (2) establece que se convierten coordenadas rectangulares a polares en
una integral doble escribiendo x = rcos 6 y y = r sen 0, usando los limites de integracién
apropiados para ry 0 y reemplazando dA por r dr df. Tenga cuidado de no olvidar el
factor adicional r en el miembro derecho de la formula 2. Un método clésico para
recordar esto se muestra en la figura 5, donde el rectdngulo polar “infinitesimal” puede
concebirse como un rectdngulo ordinario con dimensiones r df y dr y que por tanto tiene
un drea dA = r dr do.

EJEMPLO 1 Evalde [[, (3x + 4y dA, donde R es la regién en el semiplano superior
acotado por los circulos x*> + y> = 1y x* + y*> = 4,

SOLUCION La regién R puede describirse como
R={(xy)|y=0,1sx>+y <4}

Este es el semianillo que se mostré en la figura 1(b), y en coordenadas polares estd dado
porl =r=<2,0=< 0= . Asi, por la formula 2,

ﬂ (Bx + 4y*)dA = jov flz (3rcosO + 4r*sen®d) r dr do
Q3
= joﬂ Lz (3r?cos O + 4r° sen’0) dr do
- joﬂ [r3 cosf + r* senze]:? do = foﬂ (7cos® + 15sen’0) db
= joﬂ [7 cosf + S(1 — cos 20)] do
157

—7sen9+ﬁ—£sen20 W— [ |
2 4 o 2

EJEMPLO 2 Halle el volumen del sélido acotado por el plano z = 0 y el paraboloide
z=1—x*—y.

SOLUCION Si se pone z = 0 en la ecuacién del paraboloide, se obtiene x> + y* = 1.
Esto significa que el plano interseca el paraboloide en el circulo x> + y* = 1, asi que
el solido reside bajo el paraboloide y sobre el disco circular D dado por x* + y* < 1
[véase las figuras 6 y 1(a)]. En coordenadas polares, D estd dado por
0=<r=<1,0=<0=<2mPuestoque 1 — x> —y>=1— 2 el volumen es

V= ﬂ (1 —x*—y»)dA = J?T(: (1 =r*)rdrde

2 4!
P (PP [Vl .4
—fo dGL (r—1r’)dr 277[2 4] >

0



FIGURA 7

D={(r.0)|a<6=<p nO)<r

FIGURA 8
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Si hubiera usado coordenadas rectangulares en vez de coordenadas polares, habria
obtenido

V= ﬂ (1 —x*—yH)dA = f_l, j_\g(l — x> — y?)dydx
D

lo cual no es f4cil de evaluar porque implica determinar (1 — x?)*/* dx. ]

Lo que se ha hecho hasta aqui puede prolongarse al tipo de regién, mas complicado,
que se muestra en la figura 7. Este tipo es similar a las regiones rectangulares tipo II
consideradas en la seccion 15.2. De hecho, al combinar la férmula 2 de esta seccion con
la férmula 15.2.5, se obtiene la férmula siguiente.

E] Si f'es continua en una regién polar de la forma

D={r0)|a<0<p, hd)=<r=h®)

(B h(0)
entonces ﬂf(x, y)dA = L fh.“’) f(rcos 6, rsen®) rdrdo

En particular, al tomar f(x, y) = 1, h,(6) = 0y hy(6) = h(0) en esta férmula, se ve que
el drea de la region D acotada por 0 = «, 0 =B,y r = h(0) es

A(D) =ﬂ1dA =£ffoh(9)rdrd0

D

B| r? "o B
= f [7] do = f Lh(0)]? do

o

y esto coincide con la férmula 10.4.3.
EJEMPLO 3 Use una integral doble para encontrar el drea encerrada por un lazo de la
rosa de cuatro pétalos r = cos 26.

SOLUCION En el trazo de la curva en la figura 8 se advierte que un lazo estd dado por
la regién

D={(r.0) | —m/4<0<m/4,0<r< cos 20}

Asi, el area es
A(D) = if dA = ﬁ; [ rara

/4 1 cos 20
27 ]0
—m/4

o = %ﬂ‘:4 c0s?20 db

w

/4 /4
= %f—ﬁ/4 (1 + cos40) db = %[0 + %sen40]w/4 = ry [ |
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y EJEMPLO 4 Determine el volumen del s6lido que se encuentra bajo el paraboloide
(x—1)2+y2=1 z = x> + y?, sobre el plano xy, y dentro del cilindro x> + y*> = 2x.
(0 r=2cos 0) SOLUCION EI sélido se tiende arriba del disco D cuyo circulo frontera tiene ecuacién
/ x* + y* = 2x o, tras completar el cuadrado,
/;\ e

0 '1 2 X

(Véase las figuras 9y 10.)
En coordenadas polares se tiene x> + y*> = r> y x = r cos 0, asi que el circulo frontera

se convierte en 7> = 2r cos 6, o r = 2r cos 6. De este modo, el disco D estd dado por

FIGURA 9 D={(r,0) | —w/ZsOsw/Z,OsrsZcose}

z y, por la férmula 3, se tiene

2cos 6
— 2 2 _ /2 2 cos 6 2 _ /2 r_4
v g (4 yhda = 7 [ ar dp LT/Z [ |

0

T
|

= T, T, /2 1 + 26 2
55 =4f/2 cos40d0:8j/2cos4ede=8 ST e
—7/2 0 0 2

=2 ["*[1 + 200520 + §(1 + cos 40)] b

y
B [3 | ]ﬂ/2 3\ 7\ 37
FIGURA 10 —2§0+sen20+gsen400 =2 E 7 —7 [ |
15.3 EJERCICIOS
1-4 Se muestra una region R. Decida si usar coordenadas polares 5-6 Trace la region cuya drea estd dada por la integral y evalie
o coordenadas rectangulares y escriba || #f(x, y) dA como una la integral.
integral iterada, donde f es una funcién continua arbitraria en R. smja 2 s
5. [ ["rarao 6. " [ rarao
1. y 2. y w4 1 w2 Jo
4 1
R 7-14 Evalie la integral dada cambiando a coordenadas polares.
R ; 7. |[, %y dA, donde D es la mitad superior del disco con centro
0 4 x -1 0 Lox en el origen y radio 5
8. HR (2x — y) dA, donde R es la region en el primer cuadrante
encerrada por el circulo x> + y* = 4y lasrectasx =0y y = x
9. [[, sen(x® + y?) dA, donde R es la regién en el primer
3 y 4. Y cuadrante entre los circulos con centro en el origen y
radios 1 y 3
R y? .
- 1 10. ﬂ 3 - dA, donde R es laregién que se encuentra entre
X" +y
O X 0 3 X R
R los circulos x> + y* = a@>y x> + y» = b*con 0 < a <b
_3 +
3 1. | b ¢~ dA, donde D es la regi6n acotada por el

semicirculo x = /4 — y2 yelejey



12. ||, cos V/x? + y? dA, donde D es el disco con centro en el
origen y radio 2

13. [f, arctan(y/x) dA, donde
R={xy) |I1=x*+y’<4,0<y=<ux}

14. JJ , X dA, donde D es la region en el primer cuadrante que
se encuentra entre los circulos x> + y> = 4y x> + y> = 2x
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31. fo fﬁy xy~dxdy

32, j:ﬁm x*ydxdy

15-18 Use una integral doble para hallar el drea de la region.
15. Un lazo de larosa r = cos 30

16. La region encerrada por los dos cardioides »r = 1 + cos 6
yr=1—cos#

17. Laregién dentro del circulo (x — 1)*> + y* = 1y fuera del
circulox® + y* = 1

18. La regién dentro del cardioide » = 1 + cos 6 y fuera del
circulo r = 3 cos 6

33-34 Exprese la integral doble en términos de una integral
simple con respecto a r. Use después su calculadora para evaluar
la integral con cuatro decimales.

33. [[, """ dA, donde D es el disco con centro en el origen
y radio 1

34. [, xyy/1 + x2 + y? dA, donde D es la porcién del disco
x* + y> < | que estd en el primer cuadrante

19-27 Use coordenadas polares para determinar el volumen
del sélido dado.

19. Bajo el paraboloide z = x*> + y? y sobre el disco
X2+ y? <25

20. Bajo el cono z = +/x? + y2 y sobre el anillo
Isx+y'<4

21. Bajo el plano 2x + y +z = 4 y sobre el disco
X<l

22. Bajo el paraboloide z = 18 — 2x* — 2y’ y sobre el plano xy
23. Una esfera de radio a

24. Acotado por los paraboloides z = 3x* + 3y*y
z=4—x*—y*

25. Sobre el cono z = /x2 + y2 y bajo la esfera
Xty +22=1

26. Acotado por los paraboloides z = 6 — x* — )’y
z = 2x* + 2y?

27. Dentro del cilindro x> + y*> = 4 y el elipsoide
47 + 4y + 22 =64

28. (a) Un taladro cilindrico con radio r; se usa para perforar un
agujero en el centro de una esfera de radio r,. Determine
el volumen del sélido en forma de anillo que resta.

(b) Exprese el volumen del inciso (a) en términos de la altu-
ra h del anillo. Note que el volumen depende solo de £,
no de r; ni 7.

29-32 Evalde la integral iterada convirtiendo a coordenadas
polares.

29. LZ foJm e X’ dy dx 30. f: J—\\HT_‘; (2x + y)dxdy

[a2—

35. Una piscina es circular con un didmetro de 10 metros. La
profundidad es constante a lo largo de las rectas este-oeste
y aumenta linealmente de 1 m en el extremo sur a 2 m en el
extremo norte. Determine el volumen de agua en la piscina.

36. Un aspersor agricola distribuye agua en un patrén circular

de 50 m de radio. Suministra agua a una profundidad de e™"

metros por hora a una distancia de r metros desde el aspersor.

(a) Si0 < R =50, ;cudl es la cantidad total de agua sumi-
nistrada por hora a la regién dentro del circulo de radio R
centrado en el aspersor?

(b) Determine una expresion para la cantidad promedio
de agua por hora por metro cuadrado suministrada a la
region dentro del circulo de radio R.

37. Halle el valor promedio de la funcion f(x, y) = 1/y/x? + y?
en la regién anular @> < x> + y> < b% donde 0 < a < b.

38. Sea D el disco con centro en el origen y radio a. ;Cual es la
distancia promedio de los puntos en D al origen?

39. Use coordenadas polares para combinar la suma

oo mavan [ [asa s [ [T ssava

en una integral doble. Evalie después la integral doble.

40. (a) Se define la integral impropia (en la totalidad del
plano R?)

— ([ 2o
I ge ™ dA

Jw r e dy dx

lim f f e~ dA

a—©
Da

donde D, es el disco con radio a y centro en el origen.
Demuestre que

[ ethan=n
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(b) Una definicién equivalente de la integral impropia del (c) Deduzca que
inciso (a) es r e Vdx = \/;
0 e JA = Hm ﬂ o0 ga (d) Haciendo el carilblo de variable 7 = /2, demuestre que
R? B L e dx = 2

o (Este es un resultado fundamental en probabilidad y estadistica.)
donde S, es el cuadrado con vértices (*£a, =a). Use esto

para demostrar que 41. Use el resultado del ejercicio 40, inciso (c), para evaluar las
integrales siguientes.
fx e dx r eVdy = (a) J: x% " dx (b) J: Vx e tdx

15.4 Aplicaciones de las integrales dobles

Ya se ha visto una aplicacién de las integrales dobles: calcular volimenes. Otra aplica-
cién geométrica es determinar dreas de superficies, y esto se hard en la seccidn siguiente.
En esta seccién se exploran aplicaciones fisicas como el cdlculo de masa, carga eléc-
trica, centro de masa y momento de inercia. Se verd que estas ideas fisicas también son
importantes cuando se aplican a funciones de densidad de probabilidad de dos variables
aleatorias.

@ Densidad y masa

En la seccién 8.3 fue capaz de usar integrales simples para calcular momentos y el centro

y de masa de una placa o lamina delgada con densidad constante. Pero ahora, equipado

(x, ) con la integral doble, se puede considerar una ldmina con densidad variable. Suponga

que la Iamina ocupa una regién D del plano xy y que su densidad (en unidades de masa

D por unidad de 4rea) en un punto (x, y) en D estd dada por p(x, y), donde p es una funcién
continua en D. Esto significa que

Am
s = 1’ _—
p(x,y) = lim AA

donde Am y AA son la masa y el drea de un rectangulo pequefio que contiene (x, y) y el
FIGURA 1 limite se toma como las dimensiones del rectdngulo cerca de 0. (Véase la figura 1.)
Para determinar la masa total m de la ldmina, se divide un rectdngulo R que contiene a
D en subrectdngulos R; del mismo tamafio (como en la figura 2) y se considera que p(x, y)
es 0 fuera de D. Si se elige un punto (x;f, yi¥) en Ry, la masa de la parte de la ldmina que
ocupa R; es aproximadamente p (x5, yi¥) AA, donde AA es el drea de R;;. Si se suman
todas las masas, se obtiene una aproximacién de la masa total:

m=2

=1 j

(G i) Ry

p(x, yi) AA

1

1

0 X Si ahora se incrementa el nimero de subrectangulos, se obtiene la masa total m de la
ldmina como el valor limitante de las aproximaciones:

FIGURA 2

(1) m= 1lim > > p(x},y§)AA = ﬂ p(x,y) dA

k= iy j=1

Los fisicos también consideran otros tipos de densidad que pueden tratarse de la misma
manera. Por ejemplo, si una carga eléctrica se distribuye en una regién D y la densidad de
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carga (en unidades de carga por unidad de drea) estd dada por o (x, y) en un punto (x, y)
en D, la carga total Q estd dada por

2] 0= || oty aa

y EJEMPLO 1 La carga se distribuye en la regién triangular D de la figura 3 de tal
forma que la densidad de carga en (x, y) es o (x, y) = xy, medida en coulombs por
| y=1 1) metro cuadrado (C/m?). Determine la carga total.
D SOLUCION De la ecuacién 2 y la figura 3 se tiene
1 1
y=1-x QIﬂ(T()c,y)dA:j0 Jlixxydydx
D
o] X
0 — . — 12 Y
X L |:x S ]H_x dx fo S0P = (1 = 2]
FIGURA 3 | 12 | 5
_1 2 .3 - | = 2 | = =
2fo(2x x7)dx 2[3 4]0 24
Asi, la carga total es 3; C. u

B Momentos y centros de masa

En la seccidn 8.3 se determind el centro de masa de una Idmina con densidad constante;
aqui se considera una ldmina con densidad variable. Suponga que la ldmina ocupa la
regién D y tiene funcidn de densidad p(x, y). Recuerde que en el capitulo 8 se definié
el momento de una particula alrededor de un eje como el producto de su masa y su dis-
tancia dirigida desde el eje. Se dividié D en pequefios rectingulos como en la figura 2.
Entonces, la masa de R; es aproximadamente p (x;, yi) AA, asi que se puede aproximar
el momento de R; con respecto al eje x mediante

[p(xif, yii) AAlyi

Si se suman ahora estas cantidades y se toma el limite conforme el nimero de subrectdn-
gulos aumenta, se obtiene el momento de la [dmina entera alrededor del eje x:

m

(3] M= lim > > v p(xf, yi) AA = ﬂyp(x, y) dA
i=1 j=1 %

m,n—w

De igual manera, el momento alrededor del eje y es

m n

(4] M, = lim > > xfp(xf, yf) AA = ﬂxp(x, y) dA
D

MmN =y j=1

\ //

AN\

W\

Como en el caso anterior, se define el centro de masa (x, y) de tal modo que mx = M,

y my = M.,. El significado fisico es que la ldmina se comporta como si su masa entera se

concentrara en su centro de masa. Asi, la ldmina se balancea horizontalmente cuando es
FIGURA 4 sostenida en su centro de masa (véase la figura 4).
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@ Las coordenadas (x, y) del centro de masa de la ldmina que ocupa la regién D
y con funcién de densidad p(x, y) son

F= %g xp(x,y) dA y=e o %ifyp(x, y) dA

m m

donde la masa m esta dada por

n = [] oty aa

EJEMPLO 2 Halle la masa y centro de masa de una ldmina triangular con vértices
(0, 0), (1,0) y (0, 2) si la funcién de densidad es p(x, y) = 1 + 3y + y.

SOLUCION ElI tridngulo aparece en la figura 5. (Note que la ecuacién de la frontera
superior es y = 2 — 2x.) La masa de la ldmina es

1 [2—2x
m—ﬁp(x,y)dA—fofO (1 +3x +y)dydx
| y2 y=2-2x
zj y+ 3xy + — dx
0 2 y=0

3 1
_ Ly 2 _ I i
FIGURA 5 B 4f0 (1= )ds 4[x 3 ] 3

0

Asi, las formulas en (5) dan

x= %g xp(x,y) dA = %fol f;iz'x (x + 3x> + xy) dy dx

y=2-2x
3 (! >
= gfo [xy + 3x%y + xy?:| dx

¥=0
1

3 3 2 4 3

z—jl(x—x3)dx=—x——x— 2

2 Jo 21 2 4 8

y= %ﬂ yp(x,y) dA = %fol fon (v + 3xy + y?)dy dx
D

=2-2x
301y y: oy Y .
== |Z=+3x=+= =1 — 9x — 3x2 + 5x°
Sjo [2 3x 2 3] dx 410 (7 — 9x — 3x* + 5x°)dx

1 x2 P
= |Tx -9 - +5—| =—
2 .16

El centro de masa estd en el punto (%, %) [ ]

EJEMPLO 3 La densidad en cualquier punto en una ldmina semicircular es proporcio-
nal a la distancia desde el centro del circulo. Encuentre el centro de masa de la Iamina.



FIGURA 6

Compare la ubicacion del centro de
masa del ejemplo 3 con el ejemplo
8.3.4, donde se determiné que el centro
de masa de una ldmina con la misma
forma pero con densidad uniforme se
localiza en el punto

(0, 4a/(3m)).
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SOLUCION Si se concibe la ldmina como la mitad superior del circulo x*> + y> = a2
(Véase la figura 6.) Entonces, la distancia de un punto (x, y) al centro del circulo (el
origen) es 4/x2 + y2. Por tanto, la funcién de densidad es

p(x,y) = Kyx* +y?

donde K es una constante. Tanto la funcion de densidad como la forma de la lamina
sugieren que se conviertan a coordenadas polares. Entonces, +/x? + y? = ry laregién
D estd dadapor 0 < r<a,0 < 0 < 7. Asi, la masa de la ldmina es

m = ﬂ p(x,y)dA = ” K/x?> + y2 dA

= foﬁ J: (Kr)rdrdd = K foﬂ do foa rldr

:K _ =
m 3

r a_ Kma®
3

0

Tanto la Idmina como la funcién de densidad son simétricas con respecto al eje y, asi que
el centro de masa debe estar en el eje y, es decir x = 0. La coordenada y estd dada por

- 1 3 m a
y = ;g yp(x,y) dA = Wfo L rsen® (Kr) rdrde
3 T a 3 m 1"4 ‘
= fo senf db L ridr = — [—cos 0]0 [7]0
_ 3 2 3a
ma® 4 27
En consecuencia, el centro de masa se localiza en el punto (0, 3a/(2m)). [ |

B Momento de inercia

El momento de inercia (también llamado segundo momento) de una particula de masa
m alrededor de un eje se define como mr?, donde r es la distancia de la particula al eje. Se
prolongard este concepto a una ldmina con funcién de densidad p(x, y) y que ocupa una
regién D procediendo como lo hizo para los momentos ordinarios. Divida D en pequefios
rectangulos, aproxime el momento de inercia de cada subrectdngulo alrededor del eje x y
tome el limite de la suma cuando el ndimero de subrectdngulos aumente. El resultado es
el momento de inercia de la 1amina alrededor del eje x:

B

(6] L= lim > > (i) p(xif, yif) AA = ” yiplx,y) dA
D

Jj=1

De igual manera, el momento de inercia alrededor del eje y es:

a

(e p(e 3 AA = [[ ¥ p(x.y) da
! D

i=1 j=
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También es de interés considerar el momento de inercia alrededor del origen, llamado
asimismo momento polar de inercia:

m n

to= tim 3 S0P + 09 el i) ad = [[ (¢ + 37 plx,y) da

i=1 j=1

Nétese que I, = I, + I,.

EJEMPLO 4 Encuentre los momentos de inercia I, ,, e I, de un disco homogéneo
D con densidad p(x, y) = p, centro en el origen y radio a.

SOLUCION La frontera de D es el circulo x* + y*> = a® y en coordenadas polares D es
descrita por 0 < 6 < 27, 0 < r < a. Calcule primero I

Iy = fj (x*+ y?)pdA = pfozw f: r2rdrdf
D

i 4
_ 2 a 5 _ r_ _ mpa
= pfo do L r’dr 2’7Tp|: 7 ]0 5

En vez de calcular /, e I, directamente, se usa los hechos de que I, + I, = lye I, = I, (de
la simetria del problema). Asi,

Ly mpa’

En el ejemplo 4 se advierte que la masa del disco es
m = densidad X édrea = p(wa?)

asi que el momento de inercia del disco alrededor del origen (como una rueda alrededor
de su eje) puede escribirse como

wpa*

2

2

Iy = = %(pﬂ'az)a2 = %ma

Asi, si se aumenta la masa o el radio del disco, se incrementa el momento de inercia. En
general, el momento de inercia desempefia casi el mismo papel en el movimiento rota-
cional que el que desempeifia la masa en el movimiento lineal. El momento de inercia de
una rueda es lo que dificulta iniciar o detener la rotacién de la rueda, asi como la masa
de un automévil es lo que dificulta iniciar o detener el movimiento del vehiculo.

El radio de giro de una lamina alrededor de un eje es el nimero R, tal que

E] mR* =

donde m es la masa de la ldmina e I es el momento de inercia alrededor del eje dado. La
ecuacion 9 indica que si la masa de la ldmina se concentrara en una distancia R desde el
eje, el momento de inercia de esta “masa de punto” seria igual al momento de inercia de
la ldmina.

En particular, el radio de giro y con respecto al eje x y el radio de giro X con respecto
al eje y estdn dados por las ecuaciones

my? = I, mx® = 1I,



FIGURA 7

La probabilidad de que X se ubique en-
treay b, y Y se ubique entre c y d, es el
volumen que reside sobre el rectdngulo
D =[a, b] X [c, d] y bajo la gréfica de

la funcién de densidad conjunta.

]
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Asi, (X, y) es el punto en el que la masa de la 1dmina puede concentrarse sin cambiar los
momentos de inercia con respecto a los ejes de coordenadas. (Note la analogia con el
centro de masa.)

EJEMPLO 5 Determine el radio de giro alrededor del eje x del disco del ejemplo 4.

SOLUCION Como se indic6, la masa del disco es m = pma?, asi que de las ecuaciones
10 se tiene

Por tanto, el radio de giro alrededor del eje x es y = %a, lo cual es la mitad del radio del
disco. [ |

@ Probabilidad

En la seccién 8.5 se considera la funcion de densidad de probabilidad f de una variable
aleatoria continua X. Esto significa que f(x) = 0 para todas las x, ffm ) dx=1,yla
probabilidad de que X se halle entre a y b se determina integrando fde a a b:

Pa<X<b) = be(x) dx

Ahora se considera un par de variables aleatorias continuas X y ¥, como el periodo de
vida de dos componentes de una maquina o la altura y peso de una mujer adulta elegidos
al azar. La funcién de densidad conjunta de X'y Y es una funcion fde dos variables tales
que la probabilidad de que (X, Y) esté en una regién D es

P((X, Y) € D) = j f(x,y) dA

D

En particular, si la region es un rectangulo, la probabilidad de que X se ubique entre a y
b, y Y se ubique entre c y d es

Pa<X<bh c<Y<d) = thf(x,y) dy dx

(Véase la figura 7.)

\
| 2= f(x,y)
\




]
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Como las probabilidades no son negativas y se miden en una escala de 0 a 1, la fun-
cion de densidad conjunta tiene las propiedades siguientes:

fley) =0 ﬂf(x, V) dA =1
!

Al igual que en el ejercicio 15.3.40, la integral doble en R? es una integral impropia
definida como el limite de las integrales dobles en circulos o cuadrados en expansion, y
se puede escribir

([ reyyaa=[" | fGey)dedy =1

R2

EJEMPLO 6 Si la funcién de densidad conjunta para X y Y estd dada por

Cx+2) si0sx<10,0<y=<10
0 en caso contrario

flx,y) = {

determine el valor de la constante C. Determine después P(X <7, Y = 2).

SOLUCION Encuentre el valor de C cerciordndose de que la integral doble de f sea
igual a 1. Como f(x, y) = 0 fuera del rectdngulo [0, 10] X [0, 10], se tiene

y=10

J:’ -’: flx,y) dy dx = fom J:O Clx + 2y) dy dx = C_[olo [xy + yz]y:() dx
= cjo“’ (10x +100) dx = 1500C

Por tanto, 1500C = 1, asi que C = ﬁ.
Ahora es posible calcular la probabilidad de que X sea a lo sumo de 7 y Y al menos
de 2:

7 o 7 (10
PX=<7,Y=2)= le L f(x,y)dydx = f() L 355 (x + 2y) dy dx

7 y=10 r7
= lslwfo [y + y2]-, dx = %0 |, (8x + 96) dx
868
= 1500 > 0.5787 [
Suponga que X es una variable aleatoria con funcién de densidad de probabilidad
fi(x) y Y una variable aleatoria con funcién de densidad f;(y). Entonces, X y Y se llaman

variables aleatorias independientes si su funcién de densidad conjunta es el producto
de sus funciones de densidad particulares:

Jx,y) = fix) Aoy)
En la seccion 8.5 se modelaron tiempos de espera usando funciones exponenciales
de densidad
£ = 0 sit <0
wle™ sir=0

donde u es la media del tiempo de espera. En el ejemplo siguiente se considerard una
situacion con dos tiempos de espera independientes.

EJEMPLO 7 El gerente de una sala de cine determina que el tiempo promedio que
los cinéfilos esperan en fila para comprar un boleto y ver la pelicula de esta semana
es de 10 minutos, y que el tiempo promedio que esperan para comprar palomitas es



]

y
20
x+y=20
D
0 20
FIGURA 8
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de 5 minutos. Suponiendo que los tiempos de espera son independientes, determine la
probabilidad de que un cinéfilo espere un total de menos de 20 minutos antes de ocupar
su asiento.

SOLUCION Suponiendo que tanto el tiempo de espera X para la compra de boletos
como el tiempo de espera Y en la fila de la dulceria son modelados por funciones expo-
nenciales de densidad de probabilidad, se pueden escribir las funciones de densidad
particulares como

0 six <0 0 siy<0
fitx) = {le—mo £O) = { g
10

si x =0 e siy=0
Puesto que X y Y son independientes, la funcién de densidad conjunta es el producto:

%e’x“oe’w5 six=0,y=0

G y) = il AY) = {

0 en caso contrario
Se pide determinar la probabilidad de que X + Y < 20:
PX +Y<20)=P(X,Y) €D)

donde D es la regién triangular que aparece en la figura 8. Asf,

P(X + Y <20)

J.f fx,y)dA = J:O f:o_x %e*x/l()e*}'/S dy dx
D

20 y=20—x
=3 ) [e’x/w(—S)e""/S]y:O dx

20
— % ) e—x/l()(l _ e(x—ZO)/S)dx

20, _ _
— % (e x/10 __ e 4ex/10)dx
0

1+ e*—2e?=0.7476

Esto significa que aproximadamente 75% de los cinéfilos esperan menos de 20 minutos
antes de ocupar su asiento. [ |

@ Valores esperados

Recuerde de la seccion 8.5 que si X es una variable aleatoria con funcién de densidad de
probabilidad f, su media es

o= J.: xf(x) dx

Ahora bien, si X y Y son variables aleatorias con funcién de densidad conjunta f, defina
la media de X y 1a media de Y, también llamadas valores esperados de X y Y, como

[11) i = ﬂ xf(x,y) dA W2 = ﬂ yf(x,y) dA

Observe qué parecidas son las expresiones para i, y w, en (11) los momentos M, y M, de
una ldmina con funcién de densidad p en las ecuaciones 3 y 4. De hecho, se puede con-
cebir la probabilidad como una masa continuamente distribuida. Se calcula la probabili-
dad como se calcul6 la masa, integrando una funcién de densidad. Y como la “masa de
probabilidad” total es 1, las expresiones para x y y en (5) indican que se pueden concebir
los valores esperados de X'y Y, ; y 1o, como las coordenadas del “centro de masa” de la
distribucion de probabilidad.
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FIGURA 9
Gréfica de la funcion de densidad
conjunta bivariada normal del ejemplo 8§

15.4 EJERCICIOS

Integrales multiples

En el ejemplo siguiente se tratard con distribuciones normales. Como en la seccién
8.5, una variable aleatoria estd normalmente distribuida si su funcion de densidad de
probabilidad es de la forma

1

e
o2

—(x—p)?/(20?)

flx) =
donde w es la media y o la desviacion estdndar.

EJEMPLO 8 Una fdbrica produce cojinetes de rodillos (de forma cilindrica) que se
venden con un didmetro de 4.0 cm y una longitud de 6.0 cm. De hecho, los didmetros
X estdn normalmente distribuidos con una media de 4.0 cm y desviacion estdndar de
0.01 cm; mientras que las longitudes Y estdn normalmente distribuidas con una media
de 6.0 cm y desviacion estandar de 0.01 cm. Suponiendo que X y ¥ son independientes,
escriba la funcion de densidad conjunta y grafiquela. Halle la probabilidad de que un
cojinete aleatoriamente seleccionado de la linea de produccion tenga una longitud o
didmetro que difiera de la media en mds de 0.02 cm.

SOLUCION Se da que X y Y estan normalmente distribuidas con w, = 4.0,
Mo = 6.0,y o, = o, = 0.01. Asi, las funciones de densidad particulares para X y Y son

—(x—4)2/0.0002 —(y—6)2/0.0002

filx T 00127 ¢ Py T 00127 ¢

Como X y Y son independientes, la funcién de densidad conjunta es el producto:

[ y) = i) f(y)

= ; —(x—4)2/0.0002 e—(y—ﬁ)z/o,oooz
0.00027
— M £~ 3000[(x—=4)>+(y=6)%]
T

Una grafica de esta funcién se presenta en la figura 9.

Calcule primeramente la probabilidad de que tanto X como Y difieran de sus medias
en menos de 0.02 cm. Al usar una calculadora o computadora para estimar la integral,
se tiene

P(3.98 < X < 4.02,5.98 < Y < 6.02) = f

398 J5.98

4.02 ("6.02

f(x,y) dy dx

—5000[(x—4)2+(y—6)2] dy dx

5000 J4.oz J‘G.oz

E— e
T J398 Js98

~ 091

Entonces, la probabilidad de que X o Y difiera de su media en mas de 0.02 cm es de
aproximadamente

1 —-091 =0.09 ]

1. La carga eléctrica se distribuye en el rectdngulo
0=x=25,2 <y= 5 de tal forma que la densidad
de carga en (x, y) es o(x, y) = 2x + 4y (medida en
coulombs por metro cuadrado). Determine la carga
total en el rectangulo.

2. La carga eléctrica se distribuye en el disco x> + y* < 1
de tal forma que la densidad de carga en (x, y) es

ox,y) = Jx2+ y? (medida en coulombs por metro
cuadrado). Determine la carga total en el disco.

3-10 Halle la masa y centro de masa de la lamina que ocupa la
regién D y que tiene la funcién de densidad p dada.

3.D={(x,y) |1 sx=<3,1sys<4} plx,y) = ky’
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. D es laregion triangular encerrada por las rectas x = 0,

y=x,y2x+y=6;ply =x*

. D eslaregion triangular con vértices (0, 0), (2, 1), (0, 3);

plx,y) =x+y

. D es laregion triangular encerrada por las rectas y = 0,

y=2x,yx+2y=1;px,y) =x

. Destdacotadapory=1—x*yy =0; p(x,y) = ky
. Destdacotadapory =x + 2yy = x% p(x, y) = kx®

. Destdacotada por las curvasy = e,y =0,x =0, x = 1;

p(x,y) = xy

D estd encerrada por las curvasy = 0,y y = cos x,
—m/2<x<w/2plx,y) =y

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Una ldmina ocupa la parte del disco x> + y* < 1 enel
primer cuadrante. Determine su centro de masa si la densidad
en cualquier punto es proporcional a su distancia del eje x.

Determine el centro de masa de la ldmina del ejercicio 11 si
la densidad en cualquier punto es proporcional al cuadrado de
su distancia del origen.

La frontera de una lamina consta de los semicirculos

y =41 —x%yy =44 — x? junto con las porciones del eje
x que los unen. Determine el centro de masa de la ldmina si la
densidad en cualquier punto es proporcional a su distancia del
origen.

Determine el centro de masa de la ldmina del ejercicio 13 si
la densidad en cualquier punto es inversamente proporcional
a su distancia del origen.

Determine el centro de masa de una ldmina en forma de un
tridngulo rectdngulo isésceles con lados iguales de longitud a
si la densidad en cualquier punto es proporcional al cuadrado
de la distancia desde el vértice opuesto de la hipotenusa.

Una ldmina ocupa la regién dentro del circulo x* + y* = 2y
pero fuera del circulo x> + y*> = 1. Halle el centro de masa si
la densidad en cualquier punto es inversamente proporcional
a su distancia del origen.

Halle los momentos de inercia /,, I, I, para la ldmina del
ejercicio 3.

Halle los momentos de inercia /,, I, I, para la lamina del
ejercicio 6.

Halle los momentos de inercia /,, I, I, para la lamina del
ejercicio 15.

Considere una aspa de ventilador cuadrada con lados de
longitud 2 y la esquina inferior izquierda ubicada en el
origen. Si la densidad del aspa es p(x, y) = 1 + 0.1x, ;es mds
dificil rotar el aspa alrededor del eje x o alrededor del eje y?

SECCION 15.4 Aplicaciones de las integrales dobles 1025

21-24 Una lamina con densidad constante p(x, y) = p ocupa
la region dada. Halle los momentos de inercia /. y 1,
y los radios de giro x y y.

21. Elrectingulo0 sx<b,0sy<h
22. El tridngulo con vértices (0, 0), (b, 0) y (0, h)
23. La parte del disco x> + y*> < a’ en el primer cuadrante

24, Laregion bajolacurvay =senxdex=0ax=m

25-26 Use un sistema algebraico computacional para determinar
la masa, centro de masa y momentos de inercia de la lamina que
ocupa la region D y tiene la funcién de densidad dada.

25. D estd encerrada por el lazo derecho de la rosa de cuatro
pétalos r = cos 20; p(x,y) = x> + y*

26. D={(x,y) | 0sy<sxe0=sx<2} plxy) =

27. La funcién de densidad conjunta para un par de variables
aleatorias X'y Yes

Cx(1+y) si0sx<1,0<sy=<2
0 en caso contario

flx,y) ={

(a) Determine el valor de la constante C.
(b) Determine PIX<1,Y=<1).
(c) Determine P(X + Y =< 1).

28. (a) Verifique que

4xy si0=sx=1,0=sy=1

0 en caso contrario

fx,y) ={

es una funcion de densidad conjunta.

(b) Si Xy Y son variables aleatorias cuya funcién de densi-
dad conjunta es la funcién f del inciso (a), halle
) P(x=1) i) Px=1v<))

(c) Halle los valores esperados de X'y Y.

29. Suponga que X'y Y son variables aleatorias con funcién de
densidad conjunta

0.1 @302 i x =0, y=0

0 en caso contario

flx,y) = {

(a) Verifique que f'es en efecto una funcién de densidad

conjunta.
(b) Encuentre las probabilidades siguientes.
i) PY=1) (i) PX<2,Y<4)

(c) Encuentre los valores esperados de X'y Y.

30. (a) Una lampara tiene dos focos, cada uno de un tipo con
periodo de vida promedio de 1000 horas. Suponiendo
que se puede calcular la probabilidad de falla de un foco
mediante una funcién exponencial de densidad con media
© = 1000, halle la probabilidad de que ambos focos de la
lampara fallen en menos de 1000 horas.

(b) Otra ldmpara tiene un solo foco del mismo tipo que en el
inciso (a). Si un foco se funde y es reemplazado por otro
del mismo tipo, encuentre la probabilidad de que los dos
focos fallen en menos de un total de 1000 horas.
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32.

En la seccion 16.6 se tratara con areas

de

superficies paramétricas, asi que esta
seccién no necesita ser cubierta si se
cubre aquella.

CAPITULO 15 Integrales multiples

. Suponga que X y Y son variables aleatorias independientes,
donde X estd normalmente distribuida con una media de
45 y la desviacion estandar de 0.5, y Y estd normalmente
distribuida con una media de 20 y desviacion estdndar de 0.1.
(a) Determine P(40 < X < 50,20 < Y < 25).
(b) Determine P(4(X — 45)* + 100(Y — 20)*> < 2).

Xavier y Yolanda tienen clases que terminan al mediodia

y convienen en reunirse todos los dias después de clases.
Llegan a la cafeteria en forma independiente. La hora de
llegada de Xavier es X y la hora de llegada de Yolanda es Y,
donde X'y Y se miden en minutos después del mediodia. Las
funciones de densidad particulares son

i) = {0

(Xavier llega un poco después de mediodia y es mds probable
que llegue a tiempo que tarde. Yolanda siempre llega a las
12:10 de la tarde y es mds probable que llegue tarde que a
tiempo.) Después de su llegada, Yolanda espera a Xavier
hasta media hora, pero €l no la esperard. Determine la
probabilidad de que se encuentren.

six=0 %y si0=<y=<10

six <0

fly) = {

0 en caso contrario

15.5 Area de una superficie

superficies mds generales, llamadas

variables.

N

FIGURA 1 E]

33. Cuando se estudia la propagacién de una epidemia,

se supone que la probabilidad de que un individuo
contagiado propague la enfermedad a otro individuo

no contagiado es una funcién de distancia entre ellos.
Considere una ciudad circular con 10 km de radio, donde la
poblacién estd uniformemente distribuida. Para un individuo
no contagiado en un punto fijo A(x, y,), suponga que la
funcién de probabilidad estd dada por

f(P) = 55[20 — d(P, A)]

donde d(P, A) denota la distancia entre los puntos Py A.

(a) Suponga que la exposicién de una persona a la enferme-
dad es la suma de las probabilidades de contraer la enfer-
medad por parte de todos los miembros de la poblacién.
Suponga que las personas contagiadas estan uniforme-
mente distribuidas en la ciudad, con k individuos contagia-
dos por kilémetro cuadrado. Halle una integral doble que
represente la exposicion de una persona residente en A.

(b) Evalte la integral para el caso en el que A es el centro
de la ciudad y para el caso en que A se localiza en el
extremo de la ciudad. ;Dénde preferiria vivir usted?

En esta seccion se aplican las integrales dobles al problema de calcular el drea de una
superficie. En la seccién 8.2 se determind el drea de un tipo muy especial de superficie
(una superficie de revolucion) por los métodos del cdlculo de una variable. Aqui se cal-
culard el drea de una superficie con ecuacién z = f(x, y), la grafica de una funcién de dos

Sea S una superficie con ecuacion z = f(x, y), donde f tiene derivadas parciales con-
tinuas. Para mayor facilidad en la derivaciéon de la férmula del drea de superficie, se
supondra que f(x, y) = 0y el dominio D de f'es un rectdngulo. Se divide D en pequefios
rectdangulos R; con drea AA = Ax Ay. Si (x;, y;) es la esquina de R; mds cercana al origen,
sea Py(x;, y;, f(x;, y;)) el punto en S directamente arriba de €l (véase la figura 1). El plano
tangente a S en P; es una aproximacion de S cerca de P;. Asi, el drea AT}; de la parte de
este plano tangente (un paralelogramo) que se halla directamente arriba de R; es una
aproximacién del drea AS; de la parte de S que se halla directamente arriba de R;. De
este modo, la suma 2 = AT}, es una aproximacion del drea total de S, y esta aproximacién
parece mejorar conforme aumenta el nimero de rectdngulos. En consecuencia, se define
el area de superficie de S como

n

A(S) = lim > > ATy
i=1 j=1

m,n—®o

Para determinar una férmula mas conveniente que la ecuacién 1 con fines de célculo,
sean a y b los vectores que parten de P; y se tienden a lo largo de los lados del parale-
logramo con drea AT} (Véase la figura 2.) Entonces, AT; = | a X b |. Recuerde de la
seccion 14.3 que f.(x;, y)) y f,(x;, y;) son las pendientes de las rectas tangentes que pasan
por P en las direcciones de a y b. Por tanto,

a = Axi +]§(x,-,y,-) A)C k

b = Ayj + f,(xi, y;) Ayk
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(0,0)

FIGURA 3
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y
i k
axXb=|Ax 0 filx,y)Ax
0 Ay filxiy)Ay
= —filxi, y;)) AxAyi — f,(x;, y;) AxAyj + AxAyk
= [=Alxi, y)i — fi(xi, y)j + K] AA
Asi, AT; = |a X b| = V[ filxi, y)I* + [f(xi y)]? + 1AA

De la definicion 1 se tiene entonces

m n

lim > > AT

MAE =] j=1

A(S)

m,n—®

=, dm EEW( W+ Loy + 1AA

y por la definicién de una integral doble se obtiene la férmula siguiente.

[z] El drea de la superficie con ecuacién z = f(x, y), (x, y) € D, donde f, y f, son
continuas, es

AS) = || VTR + TAG P + 1dA

D

En la seccidn 16.6 se verificard que esta férmula es congruente con la formula previa
para el area de una superficie de revolucion. Si se usa la notacion alternativa para deriva-
das parciales, es posible reescribir la formula 2 como sigue:

B8 A(S) = ﬁ \/ 1+ (%)2 + (%)2 dA

Notese la semejanza entre la formula de drea de superficie en la ecuacién 3 y la férmula
de longitud de arco de la seccién 8.1:

b dy \
L= 1+(—) d
J‘a <dx) *

EJEMPLO 1 Determine el drea de la superficie z = x*> + 2y que se encuentra sobre la
region triangular 7 en el plano xy con vértices (0. 0), (1, 0) y (1, 1).

SOLUCION La regién T aparece en la figura 3 y estéd descrita por

T={xy | 0=<x=<1,0<y<yx}
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Usando la férmula 2 con f(x, y) = x*> + 2y se obtiene

A= H‘WdA = fo’ j‘:\/Wdydx

“‘
D
R
N

R
'\

A

<X
>
55
=
=
=

XX
XN
X

\

= [V 5 ax = § - 3aar + 5], = (27 - 545)

La figura 4 muestra la porcion de la superficie cuya drea se acaba de calcular.

EJEMPLO 2 Halle el drea del paraboloide z = x> + y? que se encuentra bajo
el planoz = 9.

superficie dada se encuentra sobre el disco D con centro en el origen y radio 3. (Véase
1 la figura 5.) Usando la férmula 5 se tiene

oo [ - 3 - i

D =ﬂ JT+ 402 +y2) dA

z J{ SOLUCION El plano interseca el paraboloide en el circulo x> + y> = 9,z = 9. Asi, la
|
|
|
|
\
|
|
|

FIGURA 5 Al convertir a coordenadas polares se obtiene

A= [TV a7 rdrde = [ do [T+ a7 89 dr

= 2m(p)30 + 4y = T (37437 — 1)

15.5 EJERCICIOS

1-12 Determine el drea de la superficie. 9. La parte de la superficie z = xy que estd dentro del cilindro

2 2 —
1. La parte del plano 5x + 3y — z + 6 = 0 que estd *ty=1

sobre el rectdngulo [1, 4] X [2, 6] 10. La parte del paraboloide z = 4 — x> — y* que estd

2. La parte del plano 6x + 4y + 2z = 1 que esta dentro sobre el plano xy

del cilindro x> + y* = 25 11. La parte de la esfera x*> + y* + z2 = a” que estd dentro

o e
3. La parte del plano 3x + 2y — z = 6 que estd en el primer del cilindro x* + y* = ax'y sobre el plano xy

octante 12. La parte de la esfera x> + y* + z> = 4z que estd dentro

: — 2 2
4. La parte de la superficie 2y + 4z — x> = 5 que estd del paraboloide z = x* +y

sobre el tridngulo con vértices (0, 0), (2, 0) y (2, 4)

5. La parte del paraboloide z = 1 — x> — y* que estd 13-14 Determine el drea de la superficie con cuatro decimales
sobre el plano z = —2 expresando el drea en términos de una integral simple y usando

.- Icul sti la integral.
6. La parte del cilindro x> + z*> = 4 que estd sobre el cuadrado su calculadora para estimar la integra

con vértices (0, 0), (1, 0), (0, D)y (1, 1) 13. La parte de la superficie z = 1/(1 + x* + y?) que estd sobre
7. La parte del cilindro y> + z2 = 9 que estd sobre el rectangulo eldiscox’ +y* <1

con vértices (0, 0), (4, 0), (0, 2) y (4,2) 14. La parte de la superficie z = cos(x*> + y?) que estd dentro

8. La parte de la superficie z = 1 + 3x + 2y? que estd del cilindro x> + y* = 1
sobre el tridngulo con vértices (0, 0), (0, 1) y (2, 1)
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15. (a) Use laregla del punto medio para integrales dobles 21. Demuestre que el drea de la parte del plano z = ax + by + ¢
(véase la seccion 15.1) con cuatro cuadrados para estimar que se proyecta en la region D en el plano xy con drea A(D)
la porcién del drea de la superficie del paraboloide es+a?>+ b2+ 1A(D).

z = x* + y? que esta sobre el cuadrado [0, 1] X [0, 1].

(b) Use un sistema algebraico computacional para aproximar
el drea de superficie del inciso (a) con cuatro decimales.
Compare con la respuesta del inciso (a).

22. Si usted intenta usar la formula 2 para hallar el drea de
la mitad superior de la esfera x> + y* + z2 = @2 tiene un
pequeiio problema, porque la integral doble es impropia.
De hecho, el integrando tiene una discontinuidad infinita en

16. (a) Use laregla del punto medio para integrales dobles con cada punto del circulo frontera x> + y*> = a?. Sin embargo,
m = n = 2 para estimar el drea de la superficie la integral puede calcularse como el limite de la integral en
z=xy+ X2+ yL0<x<20=<y<2, el disco x* + y* < 7 cuando t — a”. Use este método para

(b) Use un sistema algebraico computacional para aproximar demostrar que el drea de una esfera de radio a es 4ma®.
el area de superficie del 1n01soh(a). con cuatro decimales. 23. Determine el 4rea de la parte finita del paraboloide
Compare con la respuesta del inciso (a). Ca _ .

y = x* + z* cortado por el plano y = 25. [Sugerencia:
17. Determine el drea exacta de la superficie proyecte la superficie en el plano xz.]

= 2lsx< sys< . .
=424y +dyilsx<4.0sy<l 24, La figura muestra la superficie creada cuando el cilindro

18. Determine el drea exacta de la superficie y* + z> = 1 interseca el cilindro x> + z2 = 1. Determine
z=l4+x+y+x D<y<1 —l1<sy<1 el drea de esta superficie.
4
Iustre graficando la superficie.
19. Determine con cuatro decimales el area de la parte de la
superficie z = 1 + x?y? que estd sobre el disco x> + y* < 1.
20.

FIGURA 1

Determine con cuatro decimales el drea de la parte de la . e
superficie z = (1 + x?)/(1 + y?) que estd sobre el cuadrado y

| x|+ |y|= 1.Tlustre graficando esta parte de la superficie.

15.6 Integrales triples

z Asi como se definieron las integrales simples para funciones de una variable y las inte-
grales dobles para funciones de dos variables, se pueden definir integrales triples para
funciones de tres variables. Se tratard primero el caso mas simple, en el que fes definida
en una caja rectangular:

; (1] B={(x,y,z)|a<x<b,c$y$d,r$z$s}
B El primer paso es dividir B en subcajas. Esto se hace dividiendo el intervalo [a, b] en [
. subintervalos [x;_, x;] de igual ancho Ax, dividiendo [c, d] en m subintervalos de ancho
47 ATz Ay y dividiendo [r, s] en n subintervalos de ancho Az. Los planos que pasan por los
s puntos extremos de estos subintervalos paralelos a los planos de coordenadas dividen la
\& caja B en Imn subcajas

B = [xi—1, xi] X [yi=1, i1 X [zi=15 2]

que aparecen en la figura 1. Cada subcaja tiene volumen AV = Ax Ay Az.
Luego se forma la triple suma de Riemann

2]

n

1 m
> 2 f(xd yif zif) AV

i=1 j=1 k=1

donde el punto muestra (x5, y/i, z/i) estd en By. Por analogia con la definicién de la

integral doble (15.1.5), se define la integral triple como el limite de las triples sumas

de Riemann en (2).
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E] Definicion La integral triple de fen la caja B es

m n

]
([ ey rav=1im 333 fG, vk 20 AV
B g k=1

mn—o ;

i=1 j=1

si este limite existe.

Otra vez, la integral triple siempre existe si f es continua. Se puede elegir como punto
muestra cualquier punto en la subcaja, pero si se escoge el punto (x;, y;, z) se obtiene una
expresion de apariencia mds simple para la integral triple:

1 m n

‘ﬂ%@%ﬂwgm £3 % 00mmrar
B

Mmn=F o =1 k=1

Lo mismo que en el caso de las integrales dobles, el método practico para evaluar las
integrales triples es expresarlas como integrales iteradas, de esta manera.

@ Teorema de Fubini para integrales triples Si fes continua en la caja rec-
tangular B = [a, b] X [c, d] X [r, s], entonces

ﬂ fx,y,z)dV = f J.Cd Lbf(x, v,z) dxdydz
B

La integral iterada del miembro derecho del teorema de Fubini significa que primero
se integra con respecto a x (manteniendo fijas a y y z), luego se integra con respecto a y
(manteniendo fija z) y finalmente se integra con respecto a z. Hay otros cinco érdenes
posibles en que se puede integrar, todos los cuales dan el mismo valor. Por ejemplo, si se
integra con respecto a y, luego a z y después a x, se tiene

ﬂ f(x,y,2)dV = Lb f)s ff(x, v, z) dy dz dx
B

EJEMPLO 1 Evalde la integral triple [[[;xyz*> dV, donde B es la caja rectangular
dada por

B:{(x,y,z) | 0=x=1, —1Sy$2,0$zs3}

SOLUCION Se podria usar cualesquiera de los seis posibles érdenes de integracion. Si
se decide integrar con respecto a x, luego a y, y después a z, se obtiene

[[Fowav= L foowaavie= [ | [57] ave
B - 0J-1 x=0
i e

y=-1




FIGURA 2
Regién sélida tipo 1

0

a
l/
X y=ag,x

FIGURA 3
Region sélida tipo 1 donde la proyeccion
D es una region plana tipo 1

X =y(y)

FIGURA 4
Regidn solida tipo 1 con una
proyeccion tipo 11
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Ahora se define la integral triple en una regién acotada general E en el espacio
tridimensional (un sélido) siguiendo casi el mismo procedimiento que se usé para las
integrales dobles (15.2.2). Se encierra E en una caja B del tipo dado por la ecuacion 1.
Luego se define F de tal forma que coincida con fen E, aunque sea O para puntos en B
fuera de E. Por definicidn,

ﬂ flx,y,2)dV = fﬂ F(x,y,2)dV
E B

Esta integral existe si f es continua y la frontera de E es “razonablemente suave”. La
integral triple tiene en esencia las mismas propiedades que la integral doble (propiedades
6-9 de la seccion 15.2).

Se restringe la atencion a funciones continuas fy a ciertos tipos simples de regiones.
Se dice que una regién sélida E es de tipo 1 si se sitda entre las graficas de dos funciones
continuas de x y y, es decir

(5] E={(xy2 | (xy) €D, uilx,y) <z < wu(x,y)}

donde D es la proyeccion de E en el plano xy, como se muestra en la figura 2. Note que
la frontera superior del sélido E es la superficie con ecuacién z = u,(x, y), mientras que la
frontera inferior es la superficie z = u,(x, y).

Por el mismo tipo de argumento que llevo a (15.2.3), se puede demostrar que si E es
una region tipo 1 dada por la ecuacién 5, entonces

@ s v = f st |aa

El significado de la integral interior en el miembro derecho de la ecuacién 6 es que xy y
se mantienen fijas, y por tanto u,(x, y) y u»(x, y) se consideran constantes, mientras que
f(x, v, z) se integra con respecto a z.

En particular, si la proyeccién D de E en el plano xy es una region plana tipo 1 (como
en la figura 3), entonces

E= {(x, v.2) | a<x<b, gi(x) <y < gL, mlxy <z=<ulx y)}

y la ecuacién 6 se convierte en

ﬂ fx,y,2)dV = j j(x)fumy) f(x,y,z) dzdy dx

Si por otro lado, D es una regién plana tipo II (como en la figura 4), entonces

E={(xy2 | csy=<d mO)<x<hy), wxy <z=<uxy)}

y la ecuacion 6 se convierte en

ﬂ f(x,y,2)dV = J. LI(‘) flu o v)f(x, v, z) dz dx dy

0 (x, y)
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FIGURA 5

FIGURA 6

FIGURA 7
Regidn tipo 2

FIGURA 8
Regién tipo 3

Integrales multiples

EJEMPLO 2 Evalie || J‘B z dV, donde E es el tetraedro s6lido acotado por los cuatro
planosx =0,y =0,z=0yx+y+z= 1.

SOLUCION Cuando se establece una integral triple, es prudente dibujar dos diagramas:
uno de la region solida E (véase la figura 5) y otro de su proyeccién D en el plano xy
(véase la figura 6). La frontera inferior del tetraedro es el plano z = 0 y la frontera
superioresel planox + y +z=1(0oz=1—x —y),asique seusa u,(x,y) =0y
u(x,y) = 1 — x — yenla férmula 7. Observe que los planosx + y + z=1yz =0
intersecan en larectax + y =1 (oy = 1 — x) en el plano xy. Asi, la proyeccién de E es
la regién triangular que aparece en la figura 6, y se tiene

(9] E={(xy.0)|0<x<1,0<y<l-x0<:<1-x-y}

Esta descripcién de E como regidn tipo 1 permite evaluar la integral como sigue:

M 2dV = fol fol_x fol_mz dzdydx = Ll fol_x [Z—Z]Iy dy dx
) ~

z=0

| _ _ 3 y=1-x
(N — = Ry = [ LS
= 2f0 L (I —x —y)dydx ZL |: 3 :|y_0 dx

IR B BV R
_6j0(1 x)dx—6|: 2 :|0 " [ |

Una region sélida E es de tipo 2 si es de la forma

E={(22]| (302 ED, u(y2 <x<ulyz)}

Donde, esta vez, D es la proyeccién de E en el plano yz (véase la figura 7). La superficie
posterior es x = u,(y, z), la superficie anterior es x = u,(y, z) y se tiene

ﬂ fx,y,z)dV = ﬂ [fuz(y' Z>f(x, v, z) dx] dA
E D

iy, 2)

Por tltimo, una regién tipo 3 es de la forma
E={(xy2| (2 €D, w2 =<y=<ulxz2}

donde D es la proyeccién de E en el plano xz, y = u,(x, z) es la superficie izquierda y
y = uy(x, z) es la superficie derecha (véase la figura 8). Para este tipo de region se tiene

W [fresaw [ a]a

En cada una de las ecuaciones 10 y 11 hay dos posibles expresiones para la integral,
dependiendo de si D es una region plana tipo I o tipo II (en correspondencia con las
ecuaciones 7'y 8).

EJEMPLO 3 Evalte |[[z+/x? + z2 dV, donde E es la regién acotada por el paraboloide

y=x>+zyelplanoy = 4.



Visual 15.6 ilustra cémo
regiones solidas (incluida la de la
figura 9) se proyectan en planos de
coordenadas.

FIGURA 11
Proyeccion en el plano xz

@) El paso mis dificil para evaluar
una integral triple es establecer una
expresion para la regién de integracién
(como la ecuacién 9 del ejemplo 2).
Recuerde que los limites de integra-
cién en la integral interior contienen

a lo sumo dos variables, los limites de
integracion en la integral intermedia
contienen a lo sumo una variable y los
limites de integracion en la integral
exterior deben ser constantes.

SECCION 15.6 Integrales triples 1033

SOLUCION El sélido E se muestra en la figura 9. Si se considera una regién tipo 1,
se debe considerar su proyeccién D, en el plano xy, que es la regién parabdlica en la
figura 10. (La traza de y = x*> + z> en el plano z = 0 es la pardbola y = x?.)

D,

FIGURA 9
Regidn de integracion

FIGURA 10
Proyeccién en el plano xy

De y = x? + z2 se obtiene z = *£4/y — x? , asi que la superficie frontera inferior de E
es z = —+/y — x? y la superficie superior es z = 1/y — x2. Por tanto, la descripcion de
E como regioén tipo 1 es

E={xy2 | 2=sx=2F=sys4 -h-x ==y}

y se obtiene

v Vx?+ z2 dzdy dx

—Vy—a?

Jllveszav=[. .

Aunque esta expresion es correcta, es extremadamente dificil de evaluar. Asi, se con-
sidera en su lugar a E como regidn tipo 3. En este caso, su proyeccién Ds en el plano xz es
el disco x* + z> < 4 que aparece en la figura 11.

Entonces la frontera izquierda de E es el paraboloide y = x* + 22y la frontera derecha
es el plano y = 4, asi que si se toma u,(x, z) = x> + 2z’ y u(x, z) = 4 en la ecuacién 11
se tiene

m I F 2 dv = If)f [L;zz\/mdy] dA = ﬂ 4 —x*— ) Jx2 + 22 dA
E s D
Aunque esta integral podria escribirse como
I m; 4 — x> — 2 /2 T 22 d-dx
es mas facil convertir a coordenadas polares en el plano xz: x = rcos 0, z = r sen . Esto da
([ v+ 2 av = if @ —x*—22)Jx’ + 22 dA
£ s

= J?T foz @4 = r>rrdrdo = LZW do joz (4r — ) dr

N > 1287 .
| A 1287
3 5], 15
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FIGURA 12
Proyecciones de £

FIGURA 13
El sélido E

Integrales multiples

EJEMPLO 4 Exprese la integral iterada [ mg f(x, v, 2) dz dy dx como una integral
triple y después reescribala como integral iterada en un orden diferente, integrando
primero con respecto a x, luego a z y después a y.

SOLUCION Se puede escribir
1 [x2 y B
fO jﬂ JO f(x’ y’ Z) dZ dy d}C - Jj f(x’ y’ Z) dV

donde E = {(x,y,2) | 0=Sx<1,0 <y <x%0 <z < y}. Esta descripcién de E nos
permite escribir proyecciones en los tres planos de coordenadas, como sigue:

en el plano xy: D ={(xy) |0sx<1,0sy<s<x’}
={(y|o=sy=s1ly=sx=<1}

en el plano yz: D,={(y,2) |0<y<1,0<:z<y}

en el plano xz: Dy={(x,2) |0sx<1,0sz=<x?}

De los trazos resultantes de las proyecciones en la figura 12 se obtiene el sélido E de la
figura 13. Se ve que este es el solido encerrado por los planos z = 0, x = 1,y =z, y el
cilindro parabélico y = x* (0 x = /y).

Si se integra primero con respecto a x, luego a z y después a y, se usa una descripcion
alterna de E:

E={(ny2)|0<y<10<:z<y . Jy<x<1}

Lf fx,y, z)dv = fo' fo’ j\;;f(x, y,z) dx dz dy

@ Aplicaciones de integrales triples

Recuerde que si f(x) = 0, la integral simple Lf’ f(x) dx representa el drea bajo la curva,
y =f(x)deaab,y siflx,y) =0, la integral doble HD f(x,y) dA representa el volumen
bajo la superficie z = f(x, y) y sobre D. La correspondiente interpretacién de la integral
triple [[[z f(x, y, z) dV, donde f(x, y, z) = 0, no es muy itil, porque serfa el “hipervo-
lumen” de un objeto tetradimensional y, desde luego, eso es muy dificil de visualizar.
(Recuerde que E es solo el dominio de la funcién f; la gréfica de f reside en el espacio
tetradimensional.) No obstante, la integral triple |||E f(x,y, z) dV puede interpretarse de
diferentes maneras en diversas situaciones fisicas, dependiendo de las interpretaciones
fisicas de x, y, z y f(x, y, 2).

Comience con el caso especial en el que f(x, y, z) = 1 para todos los puntos en E. La
integral triple representa entonces el volumen de E:

[12) V(E)=gfdv

Por ejemplo, esto puede verse en el caso de una regién tipo 1 poniendo f(x, y, z) = 1 en
la férmula 6:

i vav =[] (27 6] ar = [ st = e s
E D D



SECCION 15.6 Integrales triples 1035

y por la seccién 15.2 se sabe que esto representa el volumen que se encuentra entre las
superficies z = uy(x, y) y z = ua(x, y).

EJEMPLO 5 Use una integral triple para determinar el volumen del tetraedro
T acotado por los planos x + 2y + z =2, x =2y, x =0,y z = 0.

SOLUCION El tetraedro Ty su proyeccién D en el plano xy aparecen en las figuras
14 y 15, respectivamente. La frontera inferior de T es el plano z = 0 y la frontera
superior es el planox + 2y + z = 2, esdecirz = 2 — x — 2y.

x=2y

FIGURA 14 FIGURA 15

Por tanto, se tiene

) = [[f o= [
T

= JOI jlim (2—x—2y)dydx =%

x/2

por el mismo cdlculo del ejemplo 15.2.4.
(Adviértase que no es necesario usar integrales triples para calcular volimenes.
Simplemente ofrecen un método alternativo para establecer el cdlculo.) [ ]

Todas las aplicaciones de las integrales dobles de la seccién 15.4 pueden prolongarse
inmediatamente a las integrales triples. Por ejemplo, si la funcién de densidad de un
objeto sdlido que ocupa la regién E es p(x, y, z), en unidades de masa por unidad de
volumen, en cualquier punto dado (x, y, z), entonces su masa es

(13] m = m p(x,y,z) dV
E
y sus momentos alrededor de los tres planos de coordenadas son
M,. = ﬂj xp(x,y,z)dV M. = ﬂ‘f yp(x,y,z)dV
E E

M,, = Lﬂ zp(x,y,z)dV

El centro de masa se localiza en el punto (¥, y, z), donde

7_Myz 7_Mx2 MVy
13 po e g M

Sy
Il
3
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Si la densidad es constante, el centro de masa del sélido se llama centroide de E. Los
momentos de inercia alrededor de los tres ejes de coordenadas son

I = Hf (y*+ Y plx, v, z)dV I, = jﬂ (x*+ 2 p(x, y,2) dV
E E
L= Hf(xz + vy p(x, y,z) dV
E

Como en la seccion 15.4, la carga eléctrica total en un objeto sélido que ocupa una
region E 'y con densidad de carga o(x, y, z) es

0= fEH o(x,y,z)dV

Si se tienen tres variables aleatorias continuas X, Y y Z, su funcion de densidad
conjunta es una funcién de tres variables tal que la probabilidad de que (X, Y, Z) resida
en Ees

P(X.Y,2) € E) = | f j f(x,y,2) dV
E
En particular,
Pa<X<b csY<d rs<sZ<s = j‘bj‘dfsf(x,y,z)dzdydx

La funcién de densidad conjunta satisface

foev=0 [T fGoy.2) dzdyde =1

EJEMPLO 6 Halle el centro de masa de un sélido de densidad constante acotado
por el cilindro parabdlico x = y? y los planos x = z,z =0y x = 1.

SOLUCION El sélido E y su proyeccion en el plano xy aparecen en la figura 16.
Las superficies inferior y superior de E son los planos z = 0y z = x, asi que se
describe E como una region tipo 1:

E={(xy.2)| ~1<sy<1 y<x=<1 0<z<ux}

Entonces, si la densidad es p(x, y, z) = p, la masa es

m = fy pdV = f_ll lefoxpdzdxdy
i x=1
x=y’ - pj: J;lzxdxdy = pjll [x?z] ’dy

X=y*<

gf_ll (1= yYdy = pfol (1 —y")dy

Il

=)
—

<

|
U1|‘<m
1
= -

Il
w|E

FIGURA 16
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Debido a la simetria de E'y p respecto al plano xz, se puede decir de inmediato que
M, = 0,y por tanto y = 0. Los otros momentos son

M,. = j‘” xpdV = £1 LL LX xp dz dx dy
¥ ,
o] [easar=of [5] a
1
:zg,_pfol(l _yé)dyzz_p[y_y_7:| =4_P

3

= jﬂ zpdV = jjl le fox zp dz dx dy
= pjll LI |:%2:|); dxdy = %jﬁl le)ﬂdx dy

Pt 6 _ 20
3fo(l y°)dy 7

=
I

En consecuencia, el centro de masa es

- = = M z sz Mx(' 5 5
(x,y,2)=< =, ; ‘)=(7,0,14) u
m m m
15.6 EJERCICIOS
1. Evalde la integral del ejemplo 1 integrando primero con 9-18 Evaldie la integral triple.

respecto a y, luego a z y después a x. 9 UJ ydV, donde

« JIE il

2. Evalde la integral ([, (xz — y*) dV, donde
gral ||/ E:{(x’y’z)|O$x$3,0$y$x,xfy$z$x+y}

E={(xy2 |-1<x<1,0<y<20<:<1}

, ) . y 10. [[[.e” dV, donde
usando tres diferentes érdenes de integracion.

3-8 Evalde la integral iterada. E={(y2|0<syslysx<10<:z<ux}
37 x -y drdya: 11. [[[, 2x aV, donde
"2y (xty E={(xy2) |0sy<20sxs.4—y2,0s:z<
" ﬂjbﬁ)ﬂ 6xy dz dx dy {( V. 2) | y \/ y y}
. 12. W Xy dV, donde E estd acotado por los cilindros parabdlicos
2 fo f(:fo cos(x +y + z) dz dx dy y=x*yx=yylosplanosz=0yz=x+y
N 13. HJE 6xy dV, donde E reside bajoel planoz =1+ x + y y
6. fo fo jo x”senydy dz dx sobre la regi6n en el plano xy acotada por las curvas y = /x,
y=0,yx=1
T V122 N
7. fo jo L zsenxdydz dx 14. [[[, (x — y) dV, donde E estd encerrado por las superficies
el z=x—-lLz=1-xy=0,yy=2
8. fo fo fo - Xye'dzdy dx 15. ]HT y* dV, donde T es el tetraedro sélido con vértices (0, 0, 0),

(2,0,0),(0,2,0)y (0,0,2)
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16. 'waz dV, donde T es el tetraedro sélido con vértices
(0,0,0),(1,0,1),(0,1,1)y (0,0, 1)

17. |{[;x dV, donde E est4 acotado por el paraboloide
x=4y*+4z2yel planox = 4

18. m £z dV, donde E estd acotado por el cilindro y*> + z2 =9
y los planos x = 0,y = 3xy z = 0 en el primer octante

19-22 Use una integral triple para hallar el volumen del sélido
dado.

19. El tetraedro encerrado por los planos de coordenadas y el
plano2x +y +z=4

20. El sélido encerrado por los paraboloides y = x*> + 2%y
y=8—x*+ 2

21. El sélido encerrado por el cilindro y = x* y los planos z = 0
yy+z=1

22, El sélido encerrado por el cilindro x* + z> = 4 y los planos
y=—-lLyytz=4

23. (a) Exprese el volumen de la cufia en el primer octante
cortada del cilindro y* + z2> = 1 por los planos y = x
y x = 1 como una integral triple.
(b) Use la tabla de integrales (en las pdginas de referencia
6-10) o un sistema algebraico computacional para deter-
minar el valor exacto de la integral triple del inciso (a).

24, (a) En laregla del punto medio para integrales triples
se usa una triple suma de Riemann para aproximar una

integral triple en una caja B, donde f(x, y, z) se evalia en

el centro (x;, y;, z¢) de la caja By;. Use la regla del punto
medio para estimar [[[, v/x2+ y2 + z2 dV, donde B es
el cubodefinidopor0 sx<=4,0sy<4,0s:z<4.
Divida B en ocho cubos de igual tamafio.

(b) Use un sistema algebraico computacional para aproximar
la integral del inciso (a) al entero mas cercano. Compare

con la respuesta del inciso (a).

25-26 Use la regla del punto medio para integrales triples

(ejercicio 24) para estimar el valor de la integral. Divida B en ocho

subcajas de igual tamafio.

25. .UJB cos(xyz) dV, donde
B={xy2) | 0<x<1,0<y<1,0<:z<1}

26. [[[,v/xe* dV, donde
B={xy2)|0<sx<40<sy<10<:<2

27-28 Trace el s6lido cuyo volumen estd dado por la integral
iterada.

g [ e [ vy

29-32 Exprese la integral WF (x, y, z) dV como una integral
iterada de seis maneras diferentes, donde E es el s6lido acotado
por las superficies dadas.

29.y:4—x2—422,
30. y2+ 22 =09,
3. y=x% z=0, y+2:=4
3. x =2, y=2, z=0,

y=20

x=-2, x=2

x+y—2z=2

33. La figura muestra la region de integracion para la integral

Uy, 2) dzdyd
fo.’ﬁo f(x, y,2) dz dy dx

Reescriba esta integral como una integral iterada equivalente
en los otros cinco ordenes.

34. La figura muestra la region de integracion para la integral
fl jlixzflixf(x v, z) dy dz dx
Jo Jo 0 T

Reescriba esta integral como una integral iterada equivalente
en los otros cinco ordenes.

35-36 Escriba otras cinco integrales iteradas iguales a la integral
iterada dada.

35. fol f fo‘ f(x,y,2) dz dx dy

36. fol J;] fo f(x,y,2) dxdzdy




37-38 Evalde la integral triple usando solo interpretacion
geométrica y simetria.

37. JJJC (4 + 5x%yz*) dV, donde C es la regién cilindrica
Xty <s4, -2<:z<2

38. [[f, (2 + sen y + 3) dV, donde B es la pelota unitaria
P+y+2<4

39-42 Determine la masa y el centro de masa del sélido E con la
funcién de densidad p dada.

39. E se encuentra sobre el plano xy y bajo el paraboloide
z=1—-x2—y, pxy,2)=3

40. E estd acotado por el cilindro parabdlico z = 1 — y*y los
planosx + z=1,x=0yz=0; p(x,y,2z) = 4

41. Eeselcubodadopor0 =sx<g,0sy<a 0=<z=<gq
plx,y,z) = x>+ + 22

42. E es el tetraedro acotado por los planos x = 0,y =0,z =0,
x+y+tz=1; px,y,z)=y

43-46 Suponga que el sélido tiene densidad constante k

43. Determine los momentos de inercia para un cubo cuyos lados
miden L si un vértice se localiza en el origen y tres aristas se
tienden a lo largo de los ejes de coordenadas.

44. Determine los momentos de inercia para un ladrillo
rectangular con dimensiones a, by ¢, y masa M si el centro
del ladrillo estd situado en el origen y las aristas son paralelas
a los ejes de coordenadas.

45. Determine el momento de inercia alrededor del eje z del
cilindro sélido x> + y* < %, 0 <z < h.

46. Determine el momento de inercia alrededor del eje z del cono

solido v/x2 + y2 <z<h.

47-48 Establezca, pero no evalde, expresiones integrales para
(a) la masa, (b) el centro de masa y (c) el momento de inercia
alrededor del eje z.

47. El sélido del ejercicio 21;  p(x,y,z) = /x2 + y2

48. El hemisferio x> + y>* + 22 < 1,z=0;

p(x,y,z) = /x2 + y? + 2°
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49. Sea E el solido en el primer octante acotado por el cilindro

x*+y*=1lylosplanosy = z,x = 0y z = 0 con la funcién
de densidad p(x,y,z) = 1 + x + y + z. Use un sistema
algebraico computacional para hallar los valores exactos

de las cantidades para E siguientes.

(a) Lamasa

(b) El centro de masa

(c) El momento de inercia alrededor del eje z

50. Si E es el s6lido del ejercicio 18 con funcién de densidad

p(x, y, z) = x> + y?, determine las cantidades siguientes,
con tres decimales.

(a) La masa

(b) El centro de masa

(c) El momento de inercia alrededor del eje z

51. La funcién de densidad conjunta para las variables aleatorias
X, YyZesf(x,y,z) = Cxyzsi0=x<2,0sy=<2,
0=<z=2,yf(x,y,2) = 0, en caso contrario.

(a) Determine el valor de la constante C.
(b) Determine PX<1,Y<1,Z=<1).
(c) Determine PIX + Y+ Z=<1).

52. Suponga que X, Y'y Z son variables aleatorias con funcion de
densidad conjunta f(x, y, z) = Ce”@¥+02+019gj x = (), y = 0,
z=0,yf(x,y,z) =0, en caso contrario.

(a) Determine el valor de la constante C.
(b) Determine PIX<1,Y=<1).
(¢) Determine PX<1,Y=<1,Z=<1).

53-54 El valor promedio de una funcién f(x, y, z) en una region
solida E se define como

o= Vg [ s2av

donde V(E) es el volumen de E. Por ejemplo, si p es una funcién
de densidad, entonces p,om €s la densidad promedio de E.

53. Halle el valor promedio de la funcién f(x, y, z) = xyz en el
cubo con longitud de lados L que reside en el primer
octante con un vértice en el origen y aristas paralelas
a los ejes de coordenadas.

54. Halle la altura promedio de los puntos en el hemisferio sélido
X+y+22<1,z=0

55. (a) Encuentre la region E para la integral triple

fﬁ(l —x? =2y =3z av
E

es un maximo.
(b) Use un sistema algebraico computacional para calcular el
valor maximo exacto de la integral triple del inciso (a).



