Mec. Estadistica 2022 Clase 13

Ensemble canénico clasico

La densidad de probabilidad en el espacio de fases (de 2M dimensiones) es
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Los factores h" se pueden omitir, y por supuesto fueron omitidos antes del desarrollo
, . , _ —E"/'[ ) ;. .
de la cuantica. Pero asi  Z ...~ Z inico= Zn e en el régimen clasico, es decir, en

las situaciones fisicas en los cuales la fisica cuantica esta bien aproximada por la teoria
clasica.
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Si el espacio de fases es de particulas indistinguibles la equivalencia Z
en el régimen clasico requiere también que se divide por N!
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Es curioso que haya una regla aparte para sistemas de particulas indistinguibles. Pero se
debe simplemente al hecho que hemos usado como espacio de fases [R*" | en el cual
cada microestado distinto esta representado por N! puntos, correspondiendo a los

N! permutaciones de las particulas. Si usamos en lugar de este el espacio de fases
verdadero I',, en el cual cada microestado esta representado por un solo punto

entonces Z,, y p estarian dados correctamente por las formulas generales sin los
N!
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I',;, se puede identificar con el prisma en IR™™ definido por la condicion
D1,<Dy,<...<py, - Todos microestados, salvo los excepcionales en que mas que una
particula tiene exactamente el mismo valor del componente p, del momento lineal,

esta representado por exactamente un punto en este prisma, ya que se puede realizar a
la condicién con un y solo un orden de las particulas.

Una aplicacion: Distribucion de momenta y velocidades en un gas ideal.

El Hamiltoniano de un gas ideal monatémico es

2

H(Q.p)=Y, P

s=12m ’

entonces la densidad de probabilidad correspondiente al ensemble canénico es
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La distribucion de probabilidad se factoriza a distribuciones de probabilidad
independientes para los N particulas. Entonces el ensemble candnico para el gas es
equivalente a un ensemble candénico para cada particula individual del gas. En otras
palabras, se puede tratar el gas como una coleccion de particulas, cada uno en contacto
COn un reservorio a temperatura 7 .

Se puede encontrar a la distribucion de probabilidad para el momento lineal p
integrando a la densidad de probabilidad de (q,p) para una particula,

_ 1 _ppm
) - e )
p.(q,p) Py

sobre la posicion q .Si V es el volumen del recipiente entonces

_ V. _(pepepi2me)
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es la densidad de probabilidad normalizada en el espacio de momento de una particula.
Dado que es un producto de tres Gaussianos normalizados de desviacion estandar
Vmt se puede escribir como

1 —pY(2m7)

(2zmz)"?

Esto es la famosa distribucién de Maxwell-Boltzmann del momento lineal en un gas
ideal. Dado que cada particula obedece esta distribucion independientemente cualquier
medicion de los momenta de n particulas se puede pensar como n ensayos
independiente del mismo experimento cuyos resultados obedecen esta distribucion de
probabilidad. Asi, si n es muy, muy grande el numero de particulas encontrados con
momento en un pequefio rango A p° de momenta debe ser aproximadamente

nA p3 —plemz

(272m7)"?

un rango de velocidades AV’ .)

—-mv(27)

) (En términos de velocidad es nAv’
2T

para

Esta prediccion ha sido confirmado midiendo las velocidades de las particulas en un
haz que sale de un pequefio agujero en un recipiente de gas. (Otto Stern con atomos de
plata en 1919, en mas detalle luego.)

El promedio (p’)=3(p?) es 3 veces la varianza de la distribucién de p, , porque
{p,)=0 ). Entonces la velocidad rms es +3mt/m=v37/m=+3k,T/m . Esto da
394m/s para argén en temperatura ambiente.
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Ademas la energia cinética media de las particulas es <2p—>=3m2i=3/ 27 . Esto
m m

veremos de nuevo desde una perspectiva mas general cuando tratamos la equiparticion

de la energia.

El hecho que es monatémico no es importante para el resultado final! Si las moléculas
de gas tienen grados de libertad internos que no interactian con los grados de libertad
de posicion se desacoplan del grado de libertad de posicién en el ensemble canénico
exactamente como lo hicieron los distintas particulas entre si. Que no interactian quiere
decir que el Hamiltoniano es la suma de términos que dependen de las posiciones y
momenta de las particulas y términos que dependen de los grados de libertad internos
de estos, pero ningunos términos que dependen de los dos tipos de grados de libertad.
El factor de Boltzmann es entonces un producto de en un factor para la posicién y otro
para los grados de libertad internos. Cada conjunto auténomo de grados de libertad -
que no interactiian con grados de libertad fuera del conjunto - tiene su propia ensemble
canoénico correspondiente a estar en contacto térmico con el reservorio de calor. Esto es
una gran ventaja del ensemble canonico.

Funcién de particion y entropia de gas ideal monoatémico

\% 3/2 h’ " h’ o
Nota que Zl:E(an 7)""=Vlv, , donde v,= oy S E es el
27| ——
3N

volumen cuantico que vimos cuando evaludbamos la entropia de un gas ideal
monoatomico.

La funcion de particién de dos sistemas que no interactian es el producto de las
funciones de particion de los sistemas. Entonces la funcién de particion de todo el gas
es Z=Z;=(VIvy)"

Tomado en cuenta el factor de N! para un gas de particulas indistinguibles la funcion
de particion queda como

_Z_iv_(V/VQ)NN 1
NI N!  J2xN

(velvy)"

con v=V/N . Esto nos da un camino exprés a la entropia de un gas ideal
monatomico via la energia libre de Helmholtz.

Recuerda que la energia libre de Helmholtz es E—TS=E—to=—7InZ , asi la
entropiaes o=InZ+E/t .
Pero hemos visto que para un gas monoatémico E=3/2N T , entonces

0=In(Z,y)+3/2N=NIn(v/v,)+N+3/2N—-1/2In(27N) ,

y o/N=In(v/vy)+5/2 cuando N->o . Esto es la Ley de Sackur y Tetrode que
obtuvimos antes a partir del ensemble microcanonico.
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