Mec. Estadistica 2022 Clase 14

Relacion entre ensemble canonico y microcandénico

El ensemble microcanénico se puede representar por una distribucion de probabilidad
en el espacio de fases I' . Si tomamos como accesible los estados en un intervalo
finito de energia (E,—AE,E,) entonces la densidad de probabilidad es

1/C siE,—AE<H(Q,P)<E,

lOmicro,Eﬂ(Q’P): .
0 sino

con C:fE_AE<H(Q P)<E d"qd" p , el volumen de la capa en I' con energia entre

E,~AE y E,
Visto como funcion de energia 0., ¢, tiene la grafica

DIBUJO
(En el limite en que AE®0 C~QAE y pmicm,Eoééé(H(Q, P)-E, ,con o
el delta de Dirac.)

Comparamos esto con el ensemble canénico:
( P)_l —-H(Q,P)/ T
pcanon,r Q’ - Z e .

Visto como funcién de energia p.... tiene la grafica

DIBUJO

Parece como ino tienen nada que ver entre si! Pero, al menos cuando el sistema es
grande (macroscopico) deberian ser al menos aproximadamente equivalentes: Un
sistema aislado, y por tanto descrito por el ensemble microcanénico, con energia E y
temperatura 7(E) estaria ya en equilibrio si esta puesto en contacto térmico con un
reservorio con esta misma temperatura. Asi no deberia experimentar ningtin cambio
macroscopico al estar puesto en contacto con el reservorio, aunque esto implica que
estaria descrito por el ensemble canonico.

Los ensembles realmente si son equivalentes para sistemas macroscopicas, salvo en
casos excepcionales.

Consideramos el promedio de un observable f en el ensemble can6nico

J‘e—H/rfdquMp
J'efH/rdquMp

(F)e=
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Hacemos los integrales por capas de energia:

J'eiE/T<f>EQdE

= f e ""QdE

donde (f). es el promedio de f sobre la cap de energia, es decir, sobre el ensemble
microcanodnico de energia E

Pero e_E”Q:ﬁeU_E” , ¥ 0(E)—El1=0(E)+0x(Epa—E)— Og(E ) € la

entropia del sistema + reservorio menos un constante - la entropia del reservorio cuando
tiene toda la energia. Asi esta funcion debe tener un maximo donde E tiene su valor de
equilibrio E,, con el reservorio y e” BT que es proporcional a la densidad de
probabilidad para E, debe tener un maximo muy concentrado entorno a E,,

Ya vimos, al tratar la conexion entre la funcion de particiéon y la energia libre de
Helmbholtz, que para un sistema grande con o y E extensivas e” P T esta bien
aproximado por un Gaussiano centrado en E,, (7) con desviacién estandar r\/a
E ,y E, ,esunamagnitud extensiva mientras la desviacion estandar es la raiz de
una mangitud extensiva, C, . Asi, para un sistema grande el cambio fracional en
E que representa un incremento por 7yC, es muy pequefio.

Por estos motivos se puede reemplazar la funcion de E (f), por el constante (f >Eeq
en el integral. Asi

(F)e. [ e "QdE
f e P"QdE

(f).= :<f>Ew

El promedio sobre el ensemble candnico es igual al promedio sobre el ensemble
microcanonico para la energia de equilibrio E,, con el reservorio!

Pero ¢como puede ser? p,,., era como una delta de Dirac, mientras p.,,, €S una
funcion suave que decrece monotonamente con energia.

La cosa es que p(E) no es la densidad de probabilidad para la energia. La densidad
de probabilidad para la energia es p(E)Q(E) , que para el ensemble microcan6nico
con energia E, es 8(E—E,) , y para el ensemble canénico es

e—E/ TQ_LeU—E/T
AE

El ensemble candnico es como un ensemble microcanénico con A E=1v/ Cy

De la misma manera que se puede reemplazar el ensemble microcanénico por el
canonico, se puede reemplazar por otro que llamare el ensemble escaléon. En el
ensemble escalon de energia E, todos microestados con energia menor que E , se
consideran accesibles y se les asigna probabilidades iguales. El crecimiento explosivo
de Q(E) con E en la mayoria de sistemas de interes implica que en estos sistemas
la probabilidad estaré concentrado en energias muy cerca a E; . Otra manera de decir
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lo mismo es que para muchos sistemas la regién del espacio de fases con energia menor
a E, es algo parecido a una bola de muy alta dimensionalidad — en un gas ideal es
exactamente una bola de 3N dimensiones — y una bola de muy alta dimensionalidad
tiene casi todo su volumen muy cerca de su superficie, ya que el volumen de una capa
de radio r y grosor dr en un espacio de d dimensiones tiene volumen
proporcionala r’™

El ensemble escaldn tiene la ventaja de que no hay que hablar de AE ni en su
definicion, ni en la asociada definicién de la entropia. Alguna gente lo usan en lugar del
ensemble microcanénico. Yo no ha hecho esto en este curso porque para un sistema
aislado los microestados con energia menor que la energia del sistema realmente no son
accesible, y la motivacion para ensemble microcanodnico a partir del teorema ergddico
de Birkhoff no justifica al ensemble escalén directamente. La tinica justificacion para el
ensemble escalén a partir de la mecanica es que es equivalente en muchos casos al
ensemble microcanonico.

Hay sistemas en los cuales el ensemble microcanonico y el ensemble escalon no son

equivalentes. Un ejemplo es el paraiman. Recuerden que la entropia microcanoénica
Onico=In(N) del paraiman empezaba en cero en la energia minima del sistema,

aumentaba con energia hasta llegar a un maximo en E=0 y luego caia con creciente
energia hasta volver a cero en la energia maxima del paraiman .

DIBUJO
Esta caida con energia daba lugar a temperaturas negativas.

La entropia del ensemble escalén se comporta distinto. La entropia en este ensemble es

Ooseatsn E)=In(M(E)) con M el numero de microestados con energia menor que
E .

M es esencialmente el integral de N , y, para un paraiman grande,
OoscaionE)=0picro(E) para E<O donde o,,,(E) aumenta con E , y es casi

constante para E>0 . Entonces la temperatura llega a un valor grande en E=0 y
luego sigue aumentando, llegando a o« en la energia maxima. Ciertos proponentes
del ensemble escalon dicen que es un merito que no se producen temperaturas
negativas. Pero la teoria con temperaturas negativas lleva a predicciones que son de
acuerdo a lo que se observa en experimentos.

Michael Reisenberger 2022 3



Equiparticion

La idea general de equiparticion: Cada grado de libertad de un sistemas clasico tiene en
promedio energia aproximadamente iguala 7=k, T

Enunciados exactos:

. . 1 . I 1 k .
1. Un oscilador armoénico unidimensional — Hamiltoniano m p2+5q2 - tiene
m

energia media exactamente 7 .

2. Una particula libre unidimensional — Hamiltoniano ﬂpz - tiene energia

media exactamente 7/2

3. Si w es cualquier coordenada canénica, g o p, que aparece en el Hamiltoniano
solo en un término cuadratico aw® , con a>0 un constante, entonces
law’)=1/2
f aw?e Pl Hlgr f aw’e " dw

fe_ﬁ(“WZ+H')dF - fe_ﬁawzdw

Demostracion: {(aw’)=

donde H' es el resto del Hamiltoniano, sin aw’ . Entonces

_ 1 _
. —2/3—1'/2 . Q.E.D.

. . O0H
4. Esto es consecuencia de un enunciado mas general, <W8—>: T :
w

<aw2>:1/2<w%[aw2]>: 7/2

5. Un enunciado mas general aun es

0

H., .
Wj>—5jr

Teorema: (w'

2M
si Z:f e ""dr y -“Wig—\f e ""dT son finitos. ( dF:thW )
j

Demostracion:

OH

0H . _1 O0H ~Hit
= f €0 Wia—‘lvje o fedr

—Hlt 1..
= i dI'==1
( Wl@wje 7 lim

W’ﬁwj Z

donde f. es una funcién del espacio de fases que es menor o igual a 1 en
cada punto y tiende a 1 cuando €->0 en cada punto. La igualdad con el
limite es consecuencia del teorema de convergencia dominada ya que el
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. o OH | —uy .
integrando es acotado por una funcién integrable, |w,——|e "'" |y tiende en
w.
J

cada punto a la funcién limite w;, SH e
Entonces
aH . —H/T
— )=—7l ar
<W1 W]> T lme-)O 7 f Wl aw f
. ]- - T — T T a €
:_Tllms_)ogjﬁ[wle Hi fE _5116 Hi fE_Wie HI a‘f/ dF

J J

Supongamos que para cualquier €>0 f,. es estrictamente cero fuera de un
entorno acotado del origen de las coordenadas canonicas. Entonces el integral
sobre el primer termino se puede restringir a una bola B de radio finito que
contiene este entorno en su interior, y por el teorema de Gauss es igual a

J'aanw,.e_H/T E% , que es cero porque f, loesen 0B . ( da es el

elemento de dreaen OB y n; es el componente j del normal saliente
de esta esfera.)

El integral del segundo termino es 9 f e f .dT" que, por el teorema de
convergencia dominada, tiende a 5l.jf e ""dr= 0;Z cuando €-0
Entonces

8H . 1 —H/t af
(wy——)=6; 1+ tlim,,—= | w,e <dT
ow; g OZI

ow;

Sostenemos que el tltimo termino es cero. Para mostrarlo tomamos

2(1+||lw])) =1 si [w|<2"~1
0 sino

flw)=

2M
con ||w||=\/ Zk:l w, . Se puede usar esta funcién porque satisface f.<1 y
lim_,,f.=1 en todo el espacio de fases, y ademas para todo €>0 es
estrictamente cero fuera de un entorno acotado del origen.

Of c_|=2¢e(1+]lwl) " n; si [lw]|<2"~1
ow; 0 sino
Entonces |af€|< fwe HiT EdF<2€feH/TdF 2¢Z

ow; 1+||w||
En el limite €-0 esto converge a cero. Q.E.D.

El teorema de convergencia dominada da una condicion que garantiza que las integrales
de una familia de funciones g, desde un dominio X a IR convergen al integral de
la funcién limite g,(x)=lim,,,g,(x) .Lo que dice es quesi g, es acotada por una
funcion h , es decir |g,(x)|<h(x) , y h es integrable en el sentido que
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_thd‘u<oo entonces lim)t_,ofxgldu;fx godu . du es el elemento de
volumen en X

Este teorema es inmensamente ttil.
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