Instituto de Fisica, Facultad de Ciencias - UDELAR
Manual de féormulas y resultados matematicos

8 de octubre de 2022



Indice

1.

Operaciones vectoriales 5
1.1. Relaciones vectoriales . . . . . . . . . . . ... 5
1.2. Producto mixto . . . . . . . . . .. 5
1.3. Simbolo de Levi-Civita . . . . . . . . . . . . . . e 5
1.3.1. Productosdee . . . .. . . . . . ... 6
1.3.2. Operaciones en términos de e . . . . . . . . . . .. .. .. ..., 6
Transformacién entre sistemas de coordenadas 6
2.0.1. Transformacién de coordenadas . . . . . . . . . .. ... ... ... .. .. 7
2.0.2. Transformacion de versores . . . . . . . . . . . . i 7
Operadores vectoriales en distintos sistemas de coordenadas 8
3.0.1. Coordenadas cartesianas . . . . . . . . . . . . .. i e 8
3.0.2. Coordenadas cilindricas . . . . . . . . . . . ... .. 9
3.0.3. Coordenadas esféricas . . . . . . . . . ... ... 9
Identidades de operadores vectoriales 10
Teoremas integrales 11
5.1. Curva - Superficie . . . . . . . . . e 11
5.2. Superficie - Volumen . . . . . . . .. Lo 11
5.3. Teoremas integralesen el plano . . . . . . . . . . ... ... 0L 11
5.4. Teorema de Helmholtz (Refs: [1], cap. V) . . . .. .. ... .. ... ... .... 12
Funciones trigonométricas y series de Fourier (Refs: [7], cap. 2 y [8], cap. 4) 13
6.1. Ecuacién diferencial . . . . . . . ... 13
6.2. Base de soluciones . . . . . . . . . ... 13
6.3. Series de Fourier . . . . . . . . . . . e 14
6.3.1. Serie de Fourier exponencial . . . . . . . . . ... ... ... ... 14
6.3.2. Serie de Fourier trigonométrica . . . . . . . . ... ... 14
6.4. Criterios de convergencia (Refs: [7], cap. 3. [8], cap. 4. [4], cap. 5. [10], cap. 13.
9], cap. 2) . . . . 15
6.4.1. Convergenciaenmedia . . . . . . . . . .. ... oL 15
6.4.2. Convergencia puntual . . . . . . ... ... Lo o 15
6.4.3. Convergencia uniforme . . . . . . . .. ... L Lo 15
6.5. Operaciones sobre las series de Fourier (Refs: [7], cap. 2. [4], cap. 5. [10], cap. 15) 16
6.6. Propiedades de los coeficientes . . . . . . . ... ..o 17
6.7. Identidad de Parseval (Refs: [7], cap. 2. [9], cap. 2. [10], cap. 11) . . . . ... .. 17
6.8. Fenémeno de Gibbs (Refs: [8], cap. 4. [9],cap. 2) . . . . . ... .. ... .. ... 18
Transformada de Fourier (Refs: [9], cap. 7) 19
7.1. Transformada de Fourier en una dimensiéon . . . . . . ... ... ... ...... 19
7.1.1. Propiedades . . . . . . . ... 20
7.1.2. Teorema de Plancherel . . . . . . . . . ... ... ... .. ......... 21
7.1.3. Convolucidn . . . . . . . . . e e 21
7.1.4. Relacién de incertidumbre . . . . . . . ... ..o 21
7.2. Transformada de Fourier en dimensiones mayores (Refs: [9], cap. 7) . . . . . . .. 22
7.2.1. Propiedades . . . . . . . . 22



7.2.2. Teorema de Plancherel . . . . . . . .. .. ..o
7.2.3. Convolucidn . . . . . . . . . e
7.3. Transformada de Fourier de seno y coseno . . . . . . . . .. . ... .. .. ....

. Funciones especiales
8.1. Factoriales y funcién Gama (Refs: [4],cap. 4) . . . .. . ... ... ... ... ..
8.1.1. Factorialesdobles. . . . . . . . . . . ... ... o
8.1.2. Funcion Gama . . . . . . . . . . ..
8.2. Funciones de Bessel (Refs: [6], cap. 3, [4], cap. 4, [18]) . . . .. ... .. .. ...
8.2.1. Ecuacién de Bessel - Base de soluciones . . . . . ... ... ... .....
8.2.2. Ecuacién modificada de Bessel . . . . . . . ...
8.2.3. Funciones de Hankel . . . . . . . .. . ... ... ... .. ... ... ...
8.2.4. Formas asintéticas . . . . . . . . .. ..
8.2.5. Relaciones de recurrencia . . . . . . . ... ..o
8.2.6. Desarrollo de Fourier-Bessel (Refs: [4], cap. 5. [11], cap. 8, [12], cap. 8) . .
8.2.7. Desarrollos para las distintas CB . . . . . . .. ... ... ... ......
8.2.8. Convergencia de la serie de Fourier-Bessel . . . . . . . ... .. ... ...
8.2.9. Primeros ceros de las funciones de Bessel . . . . . .. ... .. ... ...
8.3. Funciones de Legendre (Refs: [4], cap. 4, [6], cap. 3) . . . ... ... .. .. ...
8.3.1. Ecuacion diferencial de Legendre . . . . . . . . ... ... L.
8.3.2. Polinomios de Legendre . . . . . . . . .. .. ... .
8.3.3. Desarrollo de Fourier-Legendre (Refs: [12], cap. 9) . . .. ... ... ...
8.4. Funciones asociadas de Legendre (Refs: [12], cap. 9) . . . . ... ... ... ...
8.4.1. Funciones asociadas de Legendre de primer tipo. . . . . . . .. . ... ..
8.4.2. Desarrollo en serie de funciones asociadas . . . . . . . ... ... ... ..
8.5. Convergencia de las series de Legendre . . . . . . . ... ... ... ... ...
8.6. Armonicos esféricos (Refs: [6], cap. 3) . . . . .. ... Lo L
8.6.1. Ecuacidn . . . . . . . . . . e
8.6.2. Propiedades . . . . . . . . ..
8.6.3. Visualizacién de los armonicos esféricos . . . . . ... ... ... ... ..
8.6.4. Desarrollo en serie de arménicos esféricos . . . . . . . ... ...
8.6.5. Armonicos esféricosreales . . . . . .. ... Lo o
8.6.6. Teorema de adicion . . . . . . . . . . ... e

. Desarrollos de 1/R (Refs: [6], cap. 3)
9.1. Coordenadas esféricas . . . . . . . . . . . e
9.2. Coordenadas cilindricas . . . . . . . . . e

10.Soluciones de la ecuacion de Laplace

10.1. Coordenadas cilindricas . . . . . . . . . ...
10.2. Coordenadas esféricas . . . . . . . . . e

11.Funciones de Green del laplaciano (Refs: [6], cap. 3)

11.1. Generalidades . . . . . . . . . . ...
11.2. Propiedades . . . . . . . . . ..
11.3. Algunas funciones de Green para problemas de Dirichlet . . . . . . . . .. .. ..

12.Identidades trigonométricas

13.Valores de constantes

29

45
45
45

46
46
46

47
47
47
48

49

53



14.Desarrollos en serie comunmente encontrados 54

15.Series y Transformadas de Fourier 56
15.1. Series de Fourier . . . . . . . . . . L 56
15.2. Transformadas de Fourier . . . . . . . .. ... ... oo o7
15.3. Transformada de Fourier de distribuciones (Refs: [16]) . . . . . . ... ... ... 59
15.4. Transformadas de seno y coseno (Refs: [13] y [14]) . . . . . ... ... ... ... 60

16.Armonicos esféricos (Refs: [6], sec. 3.5 y [17]) 61
16.1. Primeros armonicos . . . . . . . ... ..o 61
16.2. Primeros armonicos reales (Refs: [17]) . . . . .. .. ... .. .. L. 62



1. Operaciones vectoriales

1.1. Relaciones vectoriales

[1], 1.4 - L5, [2], cap. 1

la+b| < la| + |b] (Desigualdad triangular)
a-b=1(la+b|>—|a—Db] ) 2 (Ja]*+ b|? — |]a—b?)
(axb)xc=(a- (b )a

c)b—
x(bxc)=(a-c)b—(a-b)c
la x b|? = a?b? — (a-b)?
(axb)-(cxd)=(a-¢c)(b-d)—(b-c)(a-d)
(axb)x (cxd)=(a-(bxd))c—(a-(bxc)d

1.2. Producto mixto

[a, b, c]=a-(bxc)

= Representa el volumen del paralelepipedo formado los vectores a, b y c.

» Un vector v puede ser descompuesto en términos de una base arbitraria {a, b, ¢} mediante
productos mixtos:

1.3. Simbolo de Levi-Civita

El simobolo de Levi-Civita de n dimensiones €;, ;,,...4

coyln

se define como:

+1 (il,ig,...,in)~(1,2,...,n)
Ei1,i2,0yin — -1 (il,ig, coey Zn) ~ (n, ce ,2, 1)
0  siig = jp para algin par a # b

donde ~ indica que las secuencias se relacionan por una permutacién circular.
En las propiedades a continuacién se utiliza la convencién de suma en indices repetidos.



1.3.1. Productos de ¢

n=2 ‘ n=3
i1 Oim Oin
€ij€mn = OimOjn — Oindjm | €ijkEimn = |0j1 Ojm Ojn
Okt Okm Okn
€ij€in = 0jn€ij€in = Ojn | €ijk€imn = 0jmOkn — 0jndkm
Eimn€jmn = 26@]
€ij€ij = 2 €ijkEijk = 6

1.3.2. Operaciones en términos de ¢

a y b son vectores de R3. A es una matriz n x n.

Productos vectorial y mixto Determinate

(a x b); = ek a; by det A = €j, jy.....jn A1j1 A2jy - - - Ang,

a-b xc=c¢gja;bjcy

€i1,i2,..yin det A = 5j17j27-~-7jnAi1j1Ai2j2 .-

det A = F’fn,z‘27...,in€j1,jz,---,jnAml Aigjs - -

: Ainjn

2. Transformacion entre sistemas de coordenadas

Cartesianas: Cilindricas: Esféricas:
—00 < x < 00 0<p< 0<r<oo
—00 <y < 0 0<o¢<2m O<bO<m
—00 < z < 0 —00 < 2 < 0 0<o<2r

Figura 3




2.0.1.

2.0.2.

Transformacién de coordenadas

De Cartesianas Cilindricas Esféricas

A:

Cartesianas T = pcoso x = rsenfsen o
Yy = psen ¢ y = rsenf cos o
z=z z=rcosf

Cilindricas | p = \/m p=rsent

¢ = arctg (y/x) p=0¢
z=2z z=rcosf

Esféricas r= \/m r= \/pQ—i-iz2

6 = arctg (\/a2 +y2/z) | 0 = arctg(p/z)
¢ = arctg (y/z) p=2¢

Transformacién de versores

En términos de las coordenadas de partida

Cartesianos a cilindricos

‘ Cartesianos a esféricos

~ xéac + yéy ” l‘éx + yéy + Zéz
Va2 +y? Va2 +y? + 22
. —Yé, + zé, R 128, +yz€, — (2% + y?)é,
&= s & =
x +y \/x2+y2+z2\/x2+y2
éz = éz ~ —Yyéy + T€Ey
6¢ = —
Va2 +y?

Cilindricos a cartesianos ‘ Cilindricos a esféricos
€, =Ccospé,—sengpé pep t 2€:

xr — 14 - (z) r =
. R R V2 + 22
€, =sen¢gé, + cos g€, A A
R R b, — 2€, — pé,
€, =¢€ 0 — " ——>5

z z p2 + 22

€y =€,

Esféricos a cartesianos ‘ Esféricos a cilindricos
€, =sentlcospé, 4 costlcosp &y —sen pé, | €, = sen &, + cos 0éy
é, =senflsen¢é, + costlsen g &y + cos péy | €4 = é4
é, = cosfé, —senbéy é, = cosfé, —senbéy




En términos de las coordenadas de destino

Cartesianos a cilindricos

Cartesianos a esféricos

€, =cospé, +sen¢é,
€y = —sen¢é, +cosgpé,

é, =8¢,

[

» = sent cos ¢ €&, +sentlsen ¢ é, + costé,
€y = costlcos p é; + cosfsenpé, —senfé,

€s = —sengé, +cospé,

Cilindricos a cartesianos

Cilindricos a esféricos

r€, — Y€y

. yé, + Téy

é,=¢,

~

€x

=senf &, + cosf €,

ﬂ
|

cosfé, —senf é,

€y

Esféricos a cartesianos

. a/22+yPe, +azég — y\ /22 + y? + 228,

° Va2 + 222+ + 22

YVt yPe tyzéy o/t +y? + 228
Va2 + 22?4y + 22

R 26, — \/22 + y2é9

&, = pPer + z€y
N

€y =&y

~ 2€. — péy

é, =

€, =
Va2 +y? + 22
3. Operadores vectoriales en distintos sistemas de coordenadas

[1], cap. IV y [2], cap. 6

3.0.1. Coordenadas cartesianas
Gradiente:
_of, of,  of,
Vf %ex + aiyey + &62
Divergencia:
- 0A 0A 0A
A= T y z
v Ox + oy 0z
Rotor:

\Y

oy 0z
Laplaciano escalar:

P f | 9*f
Ox? + oy? 022
Laplaciano vectorial:

Vif =

o« i (OAZ B 8Ay) - <8Aw
0z

0A, . 04, 04, 5
Ox v Or dy *

VA = V24,6, + VA 8, + VAL,




3.0.2. Coordenadas cilindricas

Gradiente:
1of 5

P06’

Vf—apr—F

Divergencia:

- 19 (pA,)

oo il 104,

+ 762;

HA,

p Op p 09

Rotor:

104,  0Ay

—

A: - Z_ ~
V X (pf)(b 8z)ep

Laplaciano escalar:

(04, 0AN,
9z op )¢

1 (9(pAy) 0A,
p< dp a¢>>e

10 af 1 0%f 0°f
2,_+9 [ 9] —~YJ L T
V= (pap) T og T b2
Laplaciano vectorial:
S A 2 0A A 2 0A
21 _ 2 ¢ 2 ¢ 5 24 4
VA—(V p—p£)—2%> (VA¢—p+p2 8¢p>8¢+VAzez
3.0.3. Coordenadas esféricas
Gradiente:
B 8f 10f s 1 of.
Vi=gerts 80 +rsen98gbe¢
Divergencia:
- 8( 2A ) 1 0 1 044
VA= 2 or rsen d 00 (senf4q) + rsenf 0¢
Rotor:
1 0 0Ay
X A= — (A 0)— — | é,
rsend <89( ssend) 0(15)6

1 1 0A, 0
senf 0o

ty <8r (rde) = 5

Laplaciano escalar:

Laplaciano vectorial:

0A,

~ 5 (rA¢)> ép

).

2, 10 (,0f
Vf_ﬂar T@r +

1 0 of 1 9%
= |senb—=7 | + 5——=-55
r2sen 6 960 00 r2 sen2 6 O¢?

- 9 24, 2 0(Apsen?) 2 044 .
VA= (V Ar = 2 r2send 06 ~ r2senf 6¢>er
Ap 2 0A, 2cosf 0Ay)\ .
< 7"QSen29+7T2 90 r2sen?f 8(15)89
2 0A, 2cosf 0Ag)\ .
< 2 sen2 0 + r2senf ¢ + r2sen26 O¢ >




4. Identidades de operadores vectoriales

[1], cap. IV y [2], cap. 3y 4

Derivadas de productos

Gradiente:

Vo) =0V +9 Ve

VF-G)=F - V)G+(G-V)F+Fx (VxG)+Gx (VxF)
Divergencia:

V-WF)=¢yV-F +F -V

V- (FxG)=G-(VxF) - F-(VxG)
Rotor:

Vx@WF) = ¢yVxF+VyxF

Vx(FxG) = F(V-G)-G(V-F)+(G-V)F—-(F-V)G

Derivadas segundas

V- (VxF)=0

Vx(Vy)=0

V- (¢VY) = ¢V + V¢ - Vi)

V- (V¢ — ¢VY) = pV2 — 9V

VF=V(V-F)-Vx (VxF)

V2(¢4) = ¢V + 2V - Vi + V20

V2(YF) = FV?) + 2(Vy - V)F + ¢ V2F
VIF-G)=F-V’G-G -V?F+2V-((G-V)F+G xV xF)

Relaciones especiales

V.r=3
Vxr=0
Vr =eé,

Ay eik'r> =1k-Ajp ekr A, k vectores constantes

10



5. Teoremas integrales

En todos los casos: la superficie S es uniéon de superficies con vectores normales que varian

continuamente. La curva simple C' es uniéon de tramos con tangente continua. F es un campo
Cl.

/
/
/
/
/
/
/
/
/
/

Curva - superficie Superficie - volumen Plano

5.1. Curva - Superficie
S abierta, C es el borde de S.

]{ F.de= / (VxF) -ndS (Teorema de Stokes)
c s

}iwdﬂz/s(ﬁwi)ds

5.2. Superficie - Volumen

S tiene normal fi saliente. V' es el volumen encerrado por S.

]{ F-ndS = / (Teorema de la divergencia)

fzpnds /wdv
%San dS:/V (V x F) dV

ﬁwF-ﬁdS:/‘/V~(¢F)dV:/V[1/)V-F+F-Vz/}] av

7{ ¥ (Vo -n) dS = / (1/1V2<zﬁ +Vo- V’l/)> dv (Primera identidad de Green)
s v

%G(F-ﬁ)db‘:/ G(V-F)+ (F-V)G]| dV
S \4

Flwvo-oveylas = § w3203t ] as= [ (070 o7 av
(Segunda identidad de Green)

5.3. Teoremas integrales en el plano

fF-dez/(VXF)-l;dsz/(awa—ayFw)ds
c S S

j{F.ﬂde:/(v.F)dS:/(amFﬁayFy)dS
C S S

11




5.4. Teorema de Helmholtz (Refs: [1], cap. V)

El teorema de Helmholtz, o teorema fundamental del cdlculo vectorial, establece en forma
explicita la existencia de potenciales para un campo vectorial.

TEOREMA DE HELMHOLTZ: Sea F(r) un campo vectorial C! en un volumen V encerrado por la
superficie S con normal saliente fi. El campo F(r) se descompone como la suma del gradiente
de un potencial escalar ¢(r) mas el rotor de un potencial vector a(r):

[F(r) = -V¢(r) + V xa(r)|

con:

P(r) = L[ VFE) v’ — 7{ L(r/)'ﬁds’

A Jyy v —1|

! / / ~
1 VxF(r)dV,+j{F(r)xndS,
S

=1y e

1. La componente:

Fy(r) = =Vo(r)  (VxFy(r)=0)

se denomina parte longitudinal o irrotacional de F(r).

2. La componente:
Fi(r) =V x a(r) (V-Fy(r)=0)

se denomina parte transversal o solenoidal de F(r).

3. Si la superficie S se aleja hasta el infinito y el campo F(r) es regular en el infinito las
integrales de superficie se anulan y resulta:

1 V' -F(r)

¢(r) q v’

T v |r—r

/ /
21(1['):417r/vv XF(r)dV’

v — |

de otro modo: un campo F(r) que es C' y regular en el infinito estd determinado por su
divergencia y su rotor.

12



6. Funciones trigonométricas y series de Fourier (Refs: [7], cap.
2 y [8], cap. 4)

6.1. Ecuacién diferencial

Las funciones trigonométricas satisfacen la ecuacién diferencial:

d?y 9 2m
W—i—woyzo wO:?

que tiene soluciones periddicas y(t + 1) = y(t).

6.2. Base de soluciones

Los conjuntos de funciones:

Begp = {0 n=0,+1,+2,43,...}
Birig = {cos(nwot), sen(nwot) : n=0,+1,+2,43,...}
son bases ortogonales de las funciones de cuadrado integrable L2 [—%, %], con el producto
interno y la norma inducida siguientes:
1 r
2
() =7 [ 1w 1l = /T )

2

siendo:

A A cos(nwot) cos(qwot) _ 1(5
<emwot,ezqwot> — (5nq sen(nwot) ’ sen(qwot) 2 nq

3 T —
||eznwo || =1 <COS(TLWOt)a sen(qut)> =0

|| cos(nwot)|| = || sen(nwot)|| =

Sl

13



6.3. Series de Fourier

La serie de Fourier de una funcién f : [-7/2,T/2] — C es el desarrollo ortogonal en alguna
de las bases anteriores. Debido a la periodicidad de las bases, f puede estar definida en cualquier
intervalo de longitud T'. Es usual escribir también las series con el periodo dado como T = 2L.

6.3.1. Serie de Fourier exponencial

Para f € L? [—%, %] es:

wo =27 /T H T=2L—wy=mn/L
400 400
S(t) _ Z Cneinwot S(t) _ Z Cnem%t
n=-—0o0 n=—00
o 1 % —inwot _ 1 t —ingt
=7, f(t)e dt || ¢, = 5L ), (t)e ™zt dt
2

6.3.2. Serie de Fourier trigonométrica

Para f € L? [—%, %} es:

Wy = 27T/T
—+00 9 %
S(t) = % + nz::lan cos(nwot) + by, sen(nwot) an = /_g f(t)cos(nwot)dt  n >0
T
by = 2 |7 flt)sen(nwgt)dt m>1
n =g _%f( sen(nwg n >
T=2L— wy=m/L
ag = T T 1 [E T
_ 4o f 7 i T >
S(t) 5 + ;an cos(nLt) + by, sen(nLt) an = 7 /_L (@) cos(nLt) dt n>0

b —1/L F)sen(n™t)dt  n>1
n—L L nL n =

= La relacién entre los coeficientes de las series exponencial y trigonométrica es:

ag = Co Co = ap
1 .
n = Cp + C_p, Cn = 5(an —iby)

by =i(cp —c—p) | c_p = %(an + iby)

» La suma parcial hasta n = N se denota por Sy (t).

14



6.4. Criterios de convergencia (Refs: [7], cap. 3. [8], cap. 4. [4], cap. 5. [10],
cap. 13. [9], cap. 2)

Una funcién f : R — R es seccionalmente continua si en cualquier intervalo cerrado [a, b]
tiene un numero finito de discontinuidades de primera especie, esto es:

Va; € [a,b], 3 lm f(t)<oco y lim+f(t)<oo

t—a; t—a;

f(x)p

Figura 7: Funcién seccionalmente continua.

6.4.1. Convergencia en media

TEOREMA DE CONVERGENCIA EN MEDIA Si f € L?[—T/2,T/2] entonces la serie de Fourier
de f converge en media a f:

T/2

lim ISy (t) — f(t)|dt =0
N—00 —T/2

6.4.2. Convergencia puntual

TEOREMA DE FOURIER Sea f : R — R periddica, con f y f’ seccionalmente continuas. La
serie de Fourier de f converge en todo punto al promedio de los limites laterales de f:

lfm Sn(t) =

N—o0

[F(&7) + £(¢7)]

DN |

6.4.3. Convergencia uniforme

TEOREMA DE CONVERGENCIA UNIFORME Sea f : R — R periddica, seccionalmente continua
y tal que f’ es integrable y absolutamente integrable en un periodo. La serie de Fourier de f

converge uniformemente a f en todo intervalo cerrado que no contenga puntos de discontinuidad
de f.

15



6.5. Operaciones sobre las series de Fourier (Refs: [7], cap. 2. [4], cap. 5. [10],
cap. 15)

Sea f: R — R periddica con periodo Ty series:

[e%e] —+o0
f(t) = Z et = % + Z ay, cos(nwot) + by, sen(nwot)
—0 n=1

DERIVACION  Si f es continua y f' es seccionalmente continua, la serie de Fourier de f' es:

o0
S'(t) = Z inwo e, et
—00
—+00
= Z —nwoay, sen(nwot) 4+ nwob,, cos(nwot)
n=1

INTEGRACION  Si f es seccionalmente continua, para to,t € R:

t
flu)du = co(t — to) + Z I etkwot
k=—o00
T, = { Zl;é() zliljo elento k=0
zkwo k 7& 0

to

t
/t 0 Fu)du = %(t —to) + Lo+ w(l)k [ax sen(kwot) — by cos(kwot)]

[—a; sen(lwotp) + by cos(lwoto)]

= Las series en el lado derecho convergen uniformemente a la integral de f y no son en
general la serie de Fourier de una funcién.

- Conto=0:
Ot Fu)du = %t + g klwo [ax sen(kwot) — by, (1 — cos(kwot))]
= cot + kzﬂ Z;—ZO (et 1)
= Contg=—T/2:
/ f (t+T/2) + Z " [ sen(hut) + b, ((~1)F — cos(hunt)) |
colt + T/2) + Z o (M = ()
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6.6. Propiedades de los coeficientes

La tabla resume algunas propiedades utiles de los coeficientes de Fourier ¢,. Las funciones
f(t) y g(t) son periédicas con periodo T'.

Propiedad Funcion Coeficiente de la serie
Linealidad f'(t) = Af(t) + Bg(t) ¢, = Acy(f) + Ben(g)
Desplazamiento en t || f/(t) = f(t — to) ¢, = e~inwotoc,
Desplazamiento en n || f/(t) = etMwol f(¢) Ch = CnoM
Cambio de escala f't)=flat) (T"=T/a) | ¢, =cn (W)= awp)
Derivacién ') = ;l];( t) = inwocy,
Inversién en ¢ (@)= f(-t) c =c_y
Conjugacién () = f*(¢) a, =c,

f(t) real e =c,

f(t) real par ¢n =C_, real

f(t) real impar ¢n = —C_, imaginario

6.7. Identidad de Parseval (Refs: [7], cap. 2. [9], cap. 2. [10], cap. 11)

Si f,g € L? [—%, %] con series de Fourier:

e}

F£) = cn(f)emt = wlf) | Zan ) cos(nwot) + by (f) sen(nwot)
t) = Z cn(g)e™ot = + Z an(g) cos(nwot) + by (g) sen(nwot)

se verifican las relaciones (a € R cualquiera):

a+T >
o A UVCET SN0
_ aa(f)fO(g) n %Z(a;(f)an(g) + 0% (f)bn(g))
n=1
- )2 dt = - 2 _ laol® 15 2 2
()2 dt = Z len|? = n +2Z(|an| + 1bnl?)
n=—o0 n=1




6.8. Fenémeno de Gibbs (Refs: [8], cap. 4. [9], cap. 2)

El fenémeno de Gibbs es es el comportamiento caracteristico oscilatorio de las sumas par-
ciales Sy (t) de la serie de Fourier de una funcién f(t) cerca de una discontinuidad de la funcién

f@).

Sn(t)

1. La abscisa y pertenece al intervalo de Gibbs de un punto de salto ty si existen sucesiones
{Ny} (enteros) y {tr} (reales) con t; — to, tales que:

lim Sy, (tx) =y
k—o0
El intervalo de Gibbs contiene las oscilaciones de Sy cerca de la discontinuidad tg.

2. Sien ty:
w =

(t§) — f(ty) (salto)

Yo = [f(tar) + f(ta)] (punto medio)

N =

Se puede demostrar que el intervalo de Gibbs esta dado por:

v/ ly-wl < w/ S o . (0,58948987...)
0

e u

Los extremos del intervalo de Gibbs son:

ym = f(td) +w- (0,08948987 .. .)
Yym = flty) — w - (0,08948987...)

De otro modo, los extremos de oscilacién de la serie en ty sobrepasan los valores izquierdo y
derecho de f(t) en un 9% de w aproximadamente.

3. Las oscilaciones de Gibbs pueden evitarse sumando la serie segtin el esquema de Cesaro’.

Wer [7] p.81, [8] p. 20, p.93
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7. Transformada de Fourier (Refs: [9], cap. 7)

Para asegurar la existencia de la transformada de Fourier y ciertas propiedades deseables,
es necesario restringir las funciones a un conjunto con alguna caracteristica conveniente. Aqui
se utilizara el espacio de funciones L', definido por:

Ll—{f:R—>(C//:O|f(t)dt<oo}

El espacio L' es un espacio vectorial sobre C:

f(t)y e L' = Mf(t) e L', reC
f(t),9(t) e L' = f(t)+g(t) € L

7.1. Transformada de Fourier en una dimension

1. Para f(t) € L' existe siempre la transformada de Fourier:

+o0 .
ﬂmszwoz/ £(t) et dy

— 00

La transformada F(v) es una funcién uniformemente continua de v.

F(v) — 0si |v| = oo (Lema de Riemann-Lebesgue).

La variable v es una frecuencia y sus unidades son: [v] = 1/[t].

» F(v) tiene unidades: [F(v)] = [f(t)] x [t]

2. El teorema de inversién de Fourier establece que si la funcién F(v) es L' se puede
recuperar f(t) mediante la formula de inversion:

+o00
F(t) = FLUF)(t) = / F(v) 2™ dy

—00

y f(t) es una funcién continua con f(t) — 0 si |[t| = oo.

- Un corolario importante del teorema de inversiéon es que la igualdad de dos transformadas
implica la igualdad de las funciones:

F)=Gv) = f(t)=g()]

3. En términos de la frecuencia angular w = 27v la transformada de Fourier es:

+o00 .
)= Flfw) = 2= [ 1eta
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y la inversa:

7.1.1. Propiedades

1. Enla tabla de propiedades f, g € L' y F, G son sus transformadas. Se asume que las derivadas
y productos de funciones que aparecen estan en L.

Linealidad FIMN + pg)(v) = AF(v) + uG(v) | FINf + pugl(w) = AF(w) + pG(w)
Derivacién en ¢ F [%{] (v) = (i27v)F F(v) F [%} (w) = (iw)* F(w)
Derivacién en v (w) Fl(—i2mt)* fl(v) = TE (1) Fl(—it)* flw) = T2 (w)
Desplazamiento en ¢ Flf(t —to)](v) = e~ 2™0¥ F(v) Flft —to)](v) = e @0 F(w)
Desplazamiento en v (w) || F(v — 1) = Fle2mot f(1))] F(w —wo) = Fle™ot f(1)]
Cambio de escala Flf(a)](v) = HF (%) Flf(a))(w) = 4 F(2)
Inversién temporal FLF(=0)](v) = F(=v) Flf(—)(w) = F(—w)
Conjugacién Flfrlv) = F*(-v) Flf®))w) = F*(-w)
f(t) real F*(v) = F(-v) F*(w) = F(-w)
f(t) real y par F real y par
f(t) real e impar F imaginaria e impar

Obs.: La propiedad de derivacién indica que si 9 € L!, su transformada F' cae més répido

que ¥, puesto que debe ser v¥F(v) — 0 cuando |v| — oco. Intuitivamente, cuanto mds suve
es la funcion f, mds rapido va a cero su transformada en el infinito.

2. Aplicacién sucesiva de la transformada de Fourier Si F™ denota aplicar n veces la
transformada y f € L', se verifica:
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7.1.2. Teorema de Plancherel

El teorema de Plancherel es el andlogo para la transformada de Fourier del teorema de
Parseval para series. Se supone que f € L' y g € L' son de cuadrado integrable (f, g € L?).

+00 +oo
/ F(D)g(t)dt = / F*(0)G(v)dv

—0o0 —0o0

+oo 400
[ wwra= [ repa

—0o0 —00

Las relaciones son idénticas para la transformada en w definida.

7.1.3. Convolucién

El producto de convolucion entre dos funciones f,g € L' se define como:

+oo +oo
Froy= [t —wglu)du= / F(u)g(t — w)du

— 00

La convolucién cumple las reglas algebraicas del producto ordinario, pero la regla de deri-
vacién es distinta:

Reglas del producto de convolucién

fx(ag+bh)(t) =af xg(t) +bf x h(t)
fxg(t)=gx f(t)
[ (gxh)@t) = (f *g)*h(t)

(g ()= <f£g) () = (ffzﬁ ©)

El producto de convolucion se traduce en el producto ordinario de las transformadas, con
una constante multiplicativa que depende de la definicién usada:

Producto de convolucién en el espacio de Fourier

Flf#gl(v) = F()G(v)
Ff * gl(w) = V2rF (0)G(w)

7.1.4. Relacién de incertidumbre

La dispersion de una funcién f(t) o su transformada F'(v) en torno a valores ty o vy se define
(suponiendo que las integrales existen) como:

+00 +oo
/ (t — t0)2 ()Pt / (v — )| F () 2dv
Ay f = —= Ay F = i

+o0 %)
| swpa [ ipwra

—0o0 —00

con una expresion andloga para A, F. La relacién de incertidumbre establece un vinculo
entre las dispersiones.
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= Obs.: Los puntos tg y vy (wp) son arbitrarios.

» Obs.: La funcién gaussiana cumple la igualdad en el producto de dispersiones (es de
incertidumbre minima):

—Ct2 T _7r21/2 1
fity=e — Fv) = Ee c — A fALF = 6.2
1 .2 1
F(w) = 266 2 = Ay fALF = 1

7.2. Transformada de Fourier en dimensiones mayores (Refs: [9], cap. 7)

Los puntos de R™ se denotan como x = (x1,...,2,) (en la gran mayoria de las aplicaciones
n =2 on = 3). Para funciones de n variables reales f : R” — C el espacio de funciones L' se
define igualmente que para el caso unidimensional, salvo que la integral es sobre todo R™:

By ={7:r ¢/ [ 170lax < oo

1. La transformada de Fourier de f(x) € L'(R™) se escribe en general en términos del vector

de onda k = (ky,...,k,) (andlogo de la frecuencia angular en n = 1):
1 ,
Fk) = Flflk :/ f(x) e &x qnx
(k) H()(x/ﬁ)"w()

2. Teorema de inversién de Fourier. Si F(k) € L}(R"):

(\/21?)n /n F(k) efik.x d"k

- La igualdad de dos transformadas implica la igualdad de las funciones:

fx) = FUF](x) =

(F(k)=G(k) = f(x)=g(x)]

7.2.1. Propiedades

En la tabla de propiedades f,g € L'(R") y F,G son sus transformadas. Se asume que las
derivadas y productos de funciones que aparecen estan en L.
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Linealidad FIM 4 pgl(k) = AF (k) + uG (k)

Derivacion en x; F [%} (k) = (ik;) F (k)
Derivacién en k; Fl(—iz;) fl(k) = %(k)
Desplazamiento en x Flf(x —x0)](k) = e~ ko0 (k)
Desplazamiento en k F(k — ko) = Fle®ko> f(x)]
1
' ] Ax))(k) = ——F((A~Y)tk
Cambio de escala Flf(Ax)](k) ot A] ((A7)°k)

(A matriz n X n)

Rotacién de x Flf(Rx)](k) = F(Rk)
(R rotacién en R™:
RR'=R'R=1)

Conjugacién Flif*(x)](k) = F*(—k)

f(x) real F*(k) = F(-k)

7.2.2. Teorema de Plancherel

En n dimensiones, con la definicion dada para la transformada de Fourier:

f(x)g*(x)d"x :/ F(k)G*(k)d"x
R"

n

/n [f(x)[?d"x = / |F(k)[?d"x

7.2.3. Convolucién

En R" el producto de convolucién entre dos funciones f,g € L'(R") es:

frg(x)= [ fx-yy)d'y= [ [flygx-y)dy
R R

Se cumplen las mismas reglas de producto que para el caso unidimensional. La regla de
derivacién involucra derivadas parciales:

5o (120) () = (fjg) (x) = (fff) ()

Flf # gl = (V2r)

n
La transformada del producto de convolucién es:

F(k)G(k) |
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7.3. Transformada de Fourier de seno y coseno

La transformada de Fourier de una funcién f(t) y la féormula de inversién pueden ser sepa-
radas en sus partes real e imaginaria:

! o it gy - L = cos(w —1 ! = sen(w
Flw) = o= / ftye it = —— / F(t) cos(wt) dt ] ) sentt e
+oo +oo
f(t) \ﬁ/ dw = \ﬁ/ F(w) cos(wt) dw + Z\ﬁ w) sen(wt) dw

1. Segun la tabla de propiedades, f(t) y F(w) tienen la misma paridad. Luego:

)= f(=t) 2 Flw) = F(-w) | f(t)=—f(-t) = Flw) = —F(-w)
2 +o0 ) 2 +o0
F(w) = \/ﬂ/ f(t) cos(wt)dt || F(w) = —zm/ f(t) sen(wt) dt
+<>o +°0
f(t) \/%/ w) cos(wt)dw || f(t) = Z\ﬁ/ w) sen(wt) dw

2. Definicién: Para f : [0, +00) — R las transformadas de seno y coseno son definidas como:

w) = \/§/+OO f(t) cos(wt) dt w>0 | Fs(w) = \/§/+oo f(t) sen(wt) dt w>0
\/>/+Oo F(w) cos(wt) dw \/>/+OO ) sen(wt) dw

3. Cada una de ellas permite reconstruir f(t) en 0 < t < oo y coinciden respectivamente con
las transformadas de Fourier de las extensiones par e impar de f(t) para t < 0.

4. Las expresiones de las transformadas y sus inversas son totalmente simétricas.

5. Derivadas: Las transformadas de las derivadas de f(¢) cumplen las reglas:

R =wbw) - 250 | AW = —ehi)

" _ _w2 w 2
FlPw) = —aFw) - 2p0) | T =t R
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8. Funciones especiales

8.1. Factoriales y funcién Gama (Refs: [4], cap. 4)
8.1.1. Factoriales dobles

(2n +1)!

(2n+1)(2n - 1)(2n—3)...5-3- 1= (2n+ Dl = ==

(2n)(2n—2)(2n —4)...6-4-2 = (2n)!! = 2"n!

8.1.2. Funcién Gama
I'(n)

F(az):/ et at
0

(converge absolutamente para x > 0)

r+1)=2al(x) x>0 \-/

2!

[
I( | ! .
T -4 -3 -2 —1] 1 2
M)l —2) = > 0, Z I |
(2)0(1 =) sen xm v v ¢ | N
F(%) =7 : : -2
2n — ! [ |
I‘(% +n) = ( n2n ) VT n > (0 entero : -3
I'n+1)=mn! n > 0 entero 5
|
|
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8.2. Funciones de Bessel (Refs: [6], cap. 3, [4], cap. 4, [18])
8.2.1. Ecuacion de Bessel - Base de soluciones

1. Ecuacién de Bessel de orden p (p € R):

d? d d d
P S e+ @ Py =a (mdi/) + (@ =Py =0

cony =u/\/z

d*u p?—1/4

2. Una solucion es el desarrollo en serie:

o0

—1)ym 2m+p
Jp(aj) = mZO — I‘((m —g P 1) (g) Funcién de Bessel de primera especie y orden p

- p no entero: {Jp(x), J_p(x)} es LI — y = c1dp(x) + caJ_p(x)
- p = n entero: se cumple J_,(z) = (—1)"J,(z) (no son LI)

Se define:

Ty() cos(pm) — I (@)
sen(pm)

Funcion de Bessel de segunda especie y orden p

() =

El conjunto {J,(z),Y,(z)} es LI Vp. Se usa esta base en general:

y = c1dp(z) + c2Yp(x) p>0
1.0 |- 0.5 |-
0.8 |- 0.0 | <
0.6 |- —0s5 ||
0.4 |- —1o ||/
oz |- AN “1s | )
0.0 20 ||
-0.2 |- —2s ||
-0.4 |- 30| |
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
(a) Funciones de Bessel de primera especie. (b) Funciones de Bessel de segunda especie.
3. Casos notables:
Jo(0) =1 J_1)2(x) = 2 CoS T
T
J4(0)=0 Jija(w) = 2 senx
mE

Jp>0(0) =
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8.2.2. Ecuacion modificada de Bessel

1.
Py | dy
2 2 2
rr— tr— — (7 + =0

2. Base de soluciones reales:

1 .

Ip(l’) = prp(’l.’L’) Funcién modificada de Bessel de primera especie y orden p
1

Tl p(x) = I(x)

Kylw) = 2 sen(pm)

Funcién modificada de Bessel de segunda especie y orden p

Cualquier solucién y de la ecuacién modificada puede escribirse como:

y = c1lp(x) + c2Kp(x) p>0
3.5 - 3.5 -
3.0 f-- 3.0 f--
2.5 f-- 2.5 -
2.0 |- 2.0 |-
1.5 - 1.5 |--
1.0 |- 1.0 -
0.5 f-- 0.5 f--
0.0 : | H | 0.0 : : : :
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
(a) Funciones modificadas de primera especie. (b) Funciones modificadas de segunda especie.
3. Casos notables:
2
Iy(0) =1 I )3(x) = {/ —senhz
T
1(0) = I 1 (@) = /= cosha
oY) = —1/2\) =\ —
Ip>0(0) = 0
8.2.3. Funciones de Hankel
Hl()l) (l‘) = Jp(l‘) + Z}/p(.%) Primera especie y orden p
HI(JQ) (l‘) = Jp(l‘) — Z}/p(x) Segunda especie y orden p

= Forman una base de soluciones complejas de la ecuacién de orden p:

Y= clHZ()l)(:U) + CQHZ(,Q)(:L') p>0

= Son ttiles por su forma asintética en x — oo.
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8.2.4. Formas asintdticas
z—0 T — 00
. 1 )2 2
Funciones de Bessel JIp(z) ~ T+ 1) (5) JIp(z) ~ —cos (gg ——p—=
r 22 2
Vo)~ 2 (2) 20 | %)~y Ssen (e G-
Yo~ —Inx
. . 1 T2 1
Funciones de Bessel modificadas | I,(z) T 1) (5) Iy(x) ~ 27me“”
1 (2)’ Vo [T e
Kp(z) ~ ) (E) (p#0) | Kplz) ~ 9
Ky~ —% Inz
Funciones de Hankel HZ(,I)(J:) ~ iei(’”_
T
2
@ () o o] 2 —i(a—
H,7 (z) ps
8.2.5. Relaciones de recurrencia
Diferenciales ‘ Algebraicas
d
[P — LP 2p
i RO = Ratpoa (R () = P (k) — e (k)
d . _ _
dx [x pyp(kx)] = —kx pyp+1(kx) (y = JaYaH(l)aH(z))
(y=7Y,HY, H)

dzx
L
X

D 2P K (k2)] = —kaP K,y (k)

[27PLy(kx)| = ka Pl (k)

2p
Ipii(kz) = —Efp(kfc) — Ip-1(kx)

2p
Kpia(kx) = ng(kx) — Kp1(kz)

con k=1,p=n—1/2, n entero:

Jn+1/2($) =

In+1/2(~’6) =

2n —1

Jn—1/2(x) = Jp—3/2(7)

2n —1
L—1)9(x) + L—3/9(T)
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8.2.6.
1.

Desarrollo de Fourier-Bessel (Refs: [4], cap. 5. [11], cap. 8, [12], cap. 8)

de Bessel en forma paramétrica:

& f

p—= +

dp?

daf
Pap

+ (2P~ ) =0

En la solucion de la ecuacion de Laplace por separacién de variables se encuentra la ecuacién

(k > 0 pardmetro)

En un intervalo 0 < p < b, con condiciones de borde en p =0y p = b para f(p).

Condiciones de borde:

» p=0: f0)<oo —

. La solucién general de la ecuacién paramétrica de Bessel es:

fe(p) = c1dp(kp) + c2Yp(kp)

fk - Cljp(kp)

(p>0)

= p = b determinan los valores posibles k,, del parametro k:

1) | f(b)=0 knb = xp, | n-ésimo cero de J,
2) | f'(b)=0 knb = ypn | n-ésimo cero de J,,
3) | pf(b) +paf'(b) =0 | knb = apn | n-ésimo cero de p1Jy() + p2g Jy ()

= Notacién para las raices:
- n = 0 para las raices en p = 0.
- n > 0 para las raices con p > 0.
- Solo estan presentes las raices en p = 0 para p > 0 con CB1 y para p = 0 con CB2.

0.6 0.6
0.4 o0 0.4 - \ke)
0.2 /\ 02 /
0 \ . 0 | Vo2 5
=X X X =X . P 0 y = P
7
02 PO P \/ P2 P 02 p1 \\/ P37
04— 02 04 06 08 i 04 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(a) p>0,CB1 (b) p>0,CB2
1- 1 |
Jofko) N\
0.5 05
1 b=
0 X m 0 Yoo /N oo
01 02 =Xo3 P 0=Y 5 Yoo P
05 | | | | 05 | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 - 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(a) p=0,CB1 (b) p=0,CB2
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4. Para p fijo, las funciones de los conjuntos:

{Jp(knp): n=0,1,2,3,...} (ky, dependientes de las CB)

son ortogonales con el producto interno:

b
(f.9) = /O 0 £(p) 9(p) dp

siendo:

b
[ 2 30500) T dp = T
L = [1Tp(kap)?

Estos conjuntos forman bases de espacios de funciones f(p) que cumplan alguna hipdtesis
de suavidad.

Dado un p > 0, la serie y coeficientes de Fourier-Bessel de una funcién f(p) son definidos
segun:

Si(p) =D endp(knp) =71 p f(p) Jp(knp) dp
n=0 pn
8.2.7. Desarrollos para las distintas CB
1. CB1: Jp(knb) =0 — ky = =2
= En las relaciones de ortogonalidad
b2
Ipn = 5J§+1($pn)

= Para p > 0 la primera raiz es cero xpp = 0 y para p = 0 la primera raiz es positiva
o1 > 0. La serie nunca tiene el término n = 0:

CBl,p>0
St(p) = chjp(knp) Cn = 7— ) p f(p) Jp(knp) dp
n=1 pn
x
k, = zpn
b
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2. CB2: Jy(knb) =0 — ky = ten
= p = 0: La primera raiz estd en cero: ygo = 0.

Ioo = [|Jo(0)|* = fopdp—* n=0
Ion = bg Jl (y0n) n>1

En este caso la serie tiene el término n = 0 y es la constante ¢y (Jo(0) = 1):

CB2,p=0
[e'e} oo 2 b
() =D endo(knp) = co+ Y cno(knp) o = b2/0 pf(p)dp
n=0 n=1
1
enz1 = - pf( )Jo(knp)dp
_ Yon
bn = =

= p > 0: La primera raiz es positiva: y,1 > 0.

b2 D 2
Ipn =3 [ - (ypn) ] I3 1 (Ypn)

La serie no tiene el término n =0 (Jp>0(0) = 0):

CB2,p>0
) 1 b
Sf(p) = chJp(knp) Cn>1 = I/O pf(p)Jp(knp)dp
n=1 pn
Ypn
ke, = Yo
b

8.2.8. Convergencia de la serie de Fourier-Bessel

Es posible demostrar ([5], sec. 4.8-4.9) que el desarrollo de Fourier-Bessel de (8.2.6) converge
bajo las mismas condiciones que las series de Fourier.

8.2.9. Primeros ceros de las funciones de Bessel

(n ] Jo(@) [N(x) [l [Js@) |4k |k |
1 | 2,4048 3,8317 59,1356 6,3802 7,5883 8,7715
59,5201 7,0156 8,4172 9,7610 11,0647 | 12,3386
8,6537 10,1735 | 11,6198 | 13,0152 | 14,3725 | 15,7002
11,7915 | 13,3237 | 14,7960 | 16,2235 | 17,6160 | 18,9801
14,9309 | 16,4706 | 17,9598 | 19,4094 | 20,8269 | 22,2178

QY | W
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n | Jy@) [ Jile) | Ji(@) | i) | Ji(z) | Ji(z) |
138317 [1,8412 [3,0542 [42012 [53175 | 64156
2 [ 70156 | 53314 | 6,7061 | 8,0152 | 9,2824 | 10,5199
3 [ 10,1735 | 8,5363 | 9,9695 | 11,3459 | 12,6819 | 13,9872
4 [ 13,3237 | 11,7060 | 13,1704 | 14,5858 | 15,9641 | 17,3128
5 | 16,4706 | 14,8636 | 16,3475 | 17,7887 | 19,1960 | 20,5755
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8.3. Funciones de Legendre (Refs: [4], cap. 4, [6], cap. 3)
8.3.1. Ecuacién diferencial de Legendre

1.

con T = cosf:

1 d dy
— (sen edﬂ) +L(l+1)y=0

2. Soluciones

Dos soluciones LI convergentes para |z| < 1 son:

L D42 5 (- DE=BEE L) 5
3! 5!
(et 5 HE-2E+DE+3) 4
2! 4l

ve(z) =

up(z) =1—

Se define a partir de estas:

ve(x)

velz) gy i .
Py(z) :=q ¢ El)) npat (Polinomios de grado £)  Q(z) := ve(Ljue() £ impar (Series infinitas)
71712 (915) £ par ug(Lve(z) £ par

La solucién general es: ’yg(x) =1 Py(x) 4+ c2Qe(x) ‘

Py(x) : Polinomio de Legendre de orden /

Q¢(z) : Funcién de Legendre de segundo tipo y orden /¢

15
1.0
B Qs Qo
0.5 / /
Q
0.0 \ !
-05 Q2
-1.0 _—
1 @1
' | I | 1 -1st : : ]
-1 -0.5 0 0.5 1 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
(a) Polinomios de Legendre (b) Funciones de Legendre de segundo tipo
Comportamiento en z = +1:
|Py(z =+1)| =1

Qulzr ==+1) =00

— Py(z) son las tunicas soluciones finitas en z = +1
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8.3.2. Polinomios de Legendre

1. Formas explicitas

1 1£/2]

1 0—k) ¢—
Py(z) 72 CH2z— 1) Fa+ 1)k = = > S (Fofe; TPt
k=0 k=0

|u| denota la funcién piso: mayor de los enteros menores o iguales a w.

2. Férmula de Rodrigues

3. Funcién generatriz

1 - ¢
Gz h) = =y EZ:; Py(x)h
4. Primeros polinomios
¢ | Py(x)
0|1
1 |z
2 | 1(322-1)
3 |5 (523 -3z
4 % (352 — 3022 + 3)
5 | 3 (632" —702° + 152)
6 | = (2312 — 3152 + 10522 — 5)
7 % (42927 — 6932 4 31523 — 3537)
8 78 (64352® — 120122° + 69302* — 1260x% + 35)
9 | 35 (1215529 — 2574027 + 18018z° — 4620z + 315x)
10 | 35 (46189210 — 1093952® + 900902° — 300302* + 34652 — 63)

5. En términos de z = cos # los polinomios pueden ser expresados en potencias de cos #. Usando
las relaciones (5) se pueden escribir en términos de cosenos de dngulos multiples:

Py(cos )

@)
)
>

3cos260+1)

5cos 30 + 3cos )

(35cos 460 + 20 cos 20 + 9)

(63 cos 50 + 35 cos 36 + 30 cos 6)

15 (231 cos 60 + 126 cos 40 + 105 cos 26 + 50)

o571 (429 cos 76 + 231 cos 50 + 189 cos 30 + 175 cos 0)

i4 (6435 cos 86 + 3432 cos 66 + 2772 cos 40 + 2520 cos 26 + 1225)

|0l |= Q=
/N N

-5~
o}

0O T W~ O
ot
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6. Propiedades y valores notables

Propiedades ‘ Valores notables
Pi(—z) = (=1)'Py(x aridad
|Py(x)] < 1 —l<z<l e(e+ 1)
Pix) > Pry(2)Pi(a) —1<a<1| P(1)=—=

n 20)!
Z.Pj(l’) >0 x> -1 Py (0) = (_1)822(3(5)!)2

7. Relaciones de recurrencia

Diferenciales ‘ Algebraicas
d d
—Py 1 =x—F,— (P,
=P (P
d d
il =r P O+ P | (04 1)Pyy = (20 + 1)aP — 0P,
d
— (Ppy1 — Pi1) = (20 + 1) P,
dx( i1 — Pro1) = (20 + 1) P,
d
(1—2*) =Py = U(Pp—y — zPy)

dx

8. Raices de los polinomios de Legendre
» Las ¢ raices de Py son reales y simples y estan en el intervalo (—1,1).

= La raices de Py y Ppy1 se separan entre si: entre dos raices de Py hay sélo una raiz de
Py y viceversa.

8.3.3. Desarrollo de Fourier-Legendre (Refs: [12], cap. 9)

1. Relaciones de ortogonalidad y completitud

2
(Py, P, / Py(x x)dx —/ Py(cos0) Py, (cos 0) sen 0df = mégn

S 2Py Prla) = oy )
=0

2. El desarrollo de una funcién f(z) definida en —1 < x <1 en serie de Fourier-Legendre es:

> _ 2 + 1
= a,Py(x) as / f(x)Py(x
/=0

20+1 o dif , ’
:W/_l(l—x ) de (51f6C(—1,1)>
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3. 2™ en téminos de Py(x)

0 (20 + 1)n!
" = > 2072 (2L) (1 £ + 1)”Pe(a:)

(mnn—Zn,..
v = P(2) 2 = 3 [Po(a) + 2P2(a)

2 = % 3Py (x) + 2Ps(x)] at = :,715 [TPo(z) + 20P(z) + 8Py(z)]

2 = é [27P;(z) + 28P3(x) + 8P5(z)] % = % [33P(x) + 110 (x) + 72Ps(z) + 16 Ps ()]

8.4. Funciones asociadas de Legendre (Refs: [12], cap. 9)
1. Ecuacion asociada de Legendre

% {(1—952) fli] + [£(£+1)— 1mx2}y:0

con xr = cos6:

1 d dy m?
Sen9d0<sen9d9)+ [E(K—i—l)— ]y—O

2. Soluciones

La ecuacién posee una solucién finita en = 41 sélo para £ entero y —¢ < m < /£.

Si Py(z) y Qe(x) son polinomios y funciones de Legendre de segundo tipo, las funciones:

P = (1= %)™ T Pi(a) Qr=(1-23)""TQiz) (1)

dx™

son soluciones para |z| <1 con 0 < m < /.

Comportamiento en x = £1:
|P/"(x = £1)| < 00
Q) (x ==%1) = 00

— PJ*(x) son las tinicas soluciones finitas en = = +1

La ecuacion es simétrica ante cada una de las sustituciones:

m — —m
{— —0—1

las soluciones correspondientes son por tanto proporcionales:

P o B
Pl gy < B
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8.4.1.

Funciones asociadas de Legendre de primer tipo

1. Usando la férmula de Rodrigues para Py(z) y la propiedad (1):

Es facil ver por sustitucién directa que esta expresién proporciona soluciones de la ecuacién de Legendre modificada independientemente

Py =

240!

(1—=z

2)m/2

dxttm

d€+m

(o -

del signo de m. Esto permite usarla para definir Pem con m < 0. Con esta definicién la proporcionalidad es:

P, M) = (-7

de este modo se obtiene las soluciones finitas en [—1,1].

2. Funcién generatriz

(2m)!

(£ —m)!

(£ 4 m)!

(1—x

)m/2hm

P (z)

Gm(z,h) =

2mm! (1 — 2hx + h2)m+1/2

3. Primeras funciones asociadas de primer tipo P;":

ZPe

=0 =1 =2 (=3
P(x) =1 | P (z) = 3Pl (x) P;i(a:) = ilpzz(x) By(x) = I%P:f’(x)
PP(z) == Py (z) = —5P; () Py (x) = 1 P ()
Pl(z) = —(1—a?)'? | P)(x) = 3(32% — 1) Py (x) = — 35 P4 (x)
P)(z) = —3z(1 — 2*)Y? | PY(x) = L(52° — 3x)
P}(x) =3(1 - a?) Pj(z) = —3(52% — 1)(1 — 2*)/2
Pi(z) = 152(1 — 2?)
P(x) = —15(1 — a?)3/
3 T T T T
f B ‘
2H e PN e )1P4 ..................... .
| B SO\
1L/ LN AN A e y ‘
: : 1
: ‘ P2
0Pl f
1 \
) TH— j
-2
0 LA O T

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0

0.2

0.4

Figura 13: P" param =1,1 </ <5.
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4. Propiedades y valores notables

Propiedades ‘ Valores notables
P (x) = Py()
—Z—l(x> = PE <m)€ | ( ) K(l)
P @) = (1" P ) =0 (m#
e+m)/2 £+m Hi
P(—z) = (-1 P (2) (paridad) {( 1) =y ¢+ m par
Pl(z) = (20 — 1)11(1 — 22)"/? 0 ¢+ m impar

Obs: P} (x) tiene la paridad de ¢ + m.

5. Relaciones de recurrencia

Diferenciales
VI= PP (e) = 5 [(E+m)(E—m+ )PP (@) — ()]
(1= a®) PP (@) = 5 [+ D+ m) P () — (0 = m o+ )P (2)]
Algebraicas
(l—m+1)P(x) =20+ 1)zP"(x) — (L +m)P" (x)
P (x) = x(20 + 1) P{ ()

2mz P (z) = —/1— 22 [P (z) +

(C+m)(l —m+ 1) P (z)]

6. Ceros de P

De la férmula de Rodrigues y de las propiedades de las raices de Py(x) se puede deducir que:

= P"(x) tiene £ — |m| ceros en (—1,1).
= Sim #0: P"(£1) =0.
a Sim=0: PP(&1) = Py(£1) = (—1

8.4.2.

1. Relaciones de ortogonalidad

(P (x / P (@) By
(P (x / Py (x) Py

38
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Desarrollo en serie de funciones asociadas

2 (L+m)!
(z)de = 2+1(0—m) ™
)( —1‘2)_1d$: (€+m)'

m(¢ —m)! fn



2. El desarrollo de una funcién f(z) definida en —1 < z < 1 en serie de Fourier-Legendre de
funciones asociadas es:

o

Z agP;"(

(=0

25-1—1
/f )P

8.5. Convergencia de las series de Legendre

Es posible demostrar ([5], sec. 4.3-4.7) que los desarrollos de Fourier-Legendre (8.3.3) y
(8.4.2) convergen bajo las mismas condiciones que las series de Fourier.
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8.6. Armoénicos esféricos (Refs: [6], cap. 3)
8.6.1. Ecuacién

En la solucién de la ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas (r, 6, ¢) por separacion
de variables, la funcién incégnita es escrita como: ®(r,6,¢) = R(r)Y (6, ¢). La parte angular
Y (0, ¢) satisface la ecuacion:

V%97¢)Y(9, o) =—LL+1)Y(0,0) (¢ € R constante de separacién)

con: 5 5 52
> 1 0 9 1 o
View) = send 09 \°" 680 + sen? § 02

La separacion Y (6, ¢) = T'(0)F(¢) resulta en las ecuaciones:

d*F
sl = —m?F (m € R constante de separacién) (oscilador arménico)
1 d dT 2
i (sen gdﬁ) + [ﬁ(ﬁ +1) — senr:izé T=0 (ecuacién de Legendre modificada)

que tienen las soluciones generales:

F(¢) = a1€"? + aze” i
T(0) = c1 P} (cos0) + c2Qy* (cos 0)

Si todo el rango de 6 y ¢ es accesible, debe verificarse:

F(¢) = F(¢+ 2m) (Y (0, ¢) debe ser univaluada)
TO=0,m) < o0 (Finitud en los polos — T'(0) = P;"(cosf))

una base de soluciones admisibles es:

Yom (0, ¢) = N, P} (cos 0) e'me £, m enteros con: £ =10,1,2,3,...
—{<m</

con Ny, una constante de normalizacién compleja cualquiera (dependiente de ¢ y m en
general). Las funciones de esta base de soluciones se denominan armdnicos esféricos. La nor-

2041 (=m)]
4r (L+m)!

malizacién usual Ny, = simplifica las relaciones de ortogonalidad.

204+1 (0 — ! .
nm<e7¢>:\/ e Py cost) e

(=0,1,2,3,...
—4<m</
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8.6.2. Propiedades
1. Conjugacion: Yiom(0,0) = (=1)™Y,;: (0, ¢)

2. Paridad ante una inversién espacial: Yom(m — 0,7+ ¢) = (=1) Y2 (6, 6)

.v:"

Figura 14: Cambio de los angulos ante la inversion P — P’

3. Casos notables

20+ 1
Yo (6, ¢) = || = —Felcos )
Df /(20 +1)! A
Viso(0.0) = Tl [ELE D ot )i

120+ 1
nm(oa ¢) = ? 'm0

8.6.3. Visualizacion de los armonicos esféricos

Una visualizacion grafica rapida de un armonico esférico Yy, consiste en obviar el médulo
y representar en la esfera unidad los ceros de P;"(cos) y los ceros la parte real de e™?. Los
primeros son paralelos § = cte (hay ceros en los polos si |m| > 0). Los segundos son meridianos
¢ = cte. En cada sector se adjunta también el signo de la parte real de Yy,,.

[ =7 [ =7 [ =3 [ =2
m=0 m=1 m=2 m=73

Figura 15: Visualizacion de Y3,
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8.6.4. Desarrollo en serie de armonicos esféricos

Los arménicos esféricos forman una base ortonormal de las funciones en la esfera unidad
f(0,¢) de cuadrado integrable:

™ 2
2roly . 2
fe L[S /9:0/(2520 1£(0, )| senfdf de < oo

1. Relaciones de ortogonalidad y completitud

s 27
/ }/z:n<97 ¢) }/f’m’ (0, ¢) Sen 9 d@ d¢ = 5@@ 5mm’
6=0 J ¢$=0

00 V4
D> Y501, 61) Yo (02, ¢2) = 6(cos 0y — cos 02)8(¢1 — ¢2)
=0 m=—¢
1
= sond, 5(01 — 602)6(p1 — ¢2)

2. El desarrollo en arménicos de una funciéon f € L2[S1], llamado también serie de Fourier-
Laplace es:

) l

=0 m=—/

T 2T
Jom = /0 - /¢ (0.0)Yi(0.0)senddd do

Obs 1: Si la funcién f(0,¢) es real (f(6,¢) = f*(0,¢)), se deduce de la propiedad de conju-
gacion de Yy, (6, ¢) que los coeficientes fy,, cumplen: f;_, = (=1)"f} ..

Obs 2: Dado que los Y™ (6, ¢) forman una base, una funcién f(6, ¢) que satisfaga la ecuacién
angular:

V2 o f(0.0) = —0(+1)£(0,0)

para un ¢ dado y fijo, tendra un desarrollo en el que sélo intervendran los armdnicos con
ese valor de £:

l
f(97¢) = Z ffm}/@m(evgb)

m=—/
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8.6.5. Armonicos esféricos reales

Los arménicos esféricos anteriores son complejos debido a la fase €™?. Las partes real e
imaginaria son proporcionales a cos(me) y sen(me) respectivamente:

Re Yy (0, ) = N PJ"(cos 0) cos(me)

Im Yy, (0, ¢) = Nypy, P;"(cos ) sen(mo) Ny — \/26 +1 M

La partes reales no son LI ante el cambio de signo de m: m — —m. Lo mismo sucede con
las partes imaginarias.

1. La base de armonicos esféricos reales {y;, ,y; } se define como:

Yim (0, 0) = (_\}%m (Yim + Y35) = V2(=1)™Ng,,, P (cos 0) cos(mo) m=0,1,...¢

<y20(03 QS) = }/K()(ea ¢) =\ 2647—17;1 PK(COS 9))

Y (0, 0) = (z_\;)? (Yim — Yi5) = V2(=1)" Ny, P (cos 0) sen(ma) m=1,2...¢

2. Sélo es necesario tomar 0 < m < £. Para un ¢ dado hay 2¢ + 1 elementos en la base, al igual
que con los Yy,,.

3. Las relaciones de ortogonalidad para los armonicos reales son:

/ / Yo (0, 0) Yy, (0, ¢) sen 0 db dp = Sgpr Sy
0=0Jp=0

/ / yﬁm yg;rcn/ (6, d)) sen 6 dO dgf) =0
0=0J =0

4. El desarrollo en arménicos reales de una funcién f € L2[S!] es

.03 [z o (0,0) + z bem (0

£=0 Lm=0

o :/ / D) Yo (0, @) sen 0 db do
0=0 J =0
/ / DY (0, @) sen 0 d do
0=0 J ¢=
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8.6.6. Teorema de adicion

Un resultado importante en la teoria del potencial es el teorema de adicion de armdnicos
esféricos. Dadas las dos direcciones de la figura fi y fi':

cosy=n- 0" = cosfcosf +senbsend cos(¢p — ¢') (2)

Z A

f’ (6, ¢')

(0, ¢)

Se verifican las relaciones:

: AU+

D Yi(0.0) Yin(#',8') = == Pilcos)

m=—~

(teorema de adicién)

o0

§(cos @ — cos0)d(¢' — ¢) = Z

=0

20+ 1
47

Py(cos )

» Para ¢ =1 el teorema de adicién es la expresion (2).

= Si las direcciones son iguales (§/ = 0 y ¢/ = ¢) resulta la relacién: 2

¢
2 1
S Vim0, 0) = 22
A7

m=—/{

2Notar que la suma en m con £ fijo de los médulos al cuadrado de los arménicos es esféricamente simétrica.
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9. Desarrollos de 1/R (Refs: [6], cap. 3)

9.1. Coordenadas esféricas
(0", ¢")

[r" —r|

7 (6, 9)

O Y

i

Figura 16: Geometria de |r' — r|

La inversa de la distancia entre los puntos r y r’ de la figura es:

1 1 1 1 r2 re )1/2
—= = = = 1+ 5 —2—cosvy
R |’ —r \/7'2 + 72 — 2rr!' cosy 7’> < r2 r>

donde:

rs = max {r, r’}

r< = min {r, r'}

Usando la funcién generatriz de los P y el teorema de adicién se demuestra:

’I‘,—I" Z l+1 COS’}/

’I‘,—I" Z E l+1 2l+ 1 lm(el ¢)lem(97¢)

A partir de éstas se obtiene la integral:

dQ  4n

I/ —r| B r>

d) = sen 0 df d¢

9.2. Coordenadas cilindricas

- Z / dk em(@=¢) cos[k(z — 2) I (kp<) K (kps)

r’—r
| ’ =
m=—0oQ

A partir de esta expresion se obtiene:

1 2 [
/ dk cos(kz)Ko(kp)
0

N
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10. Soluciones de la ecuacién de Laplace

10.1. Coordenadas cilindricas

1. Solucién general sin dependencia en z

®(p,6) = (Aatnp+ Bo)and + o) + 3 (up + 2L ) ansen(ke) + b cos(io)
k40

- Los valores admisibles de la constante de separacién k dependen de las CB, incluso pueden
ser imaginarios.

10.2. Coordenadas esféricas

1. Solucién general

f: (azmr + e+1> Yim (6, 9)

D(r,0,0) =

Mg I
M-

By . ,
<Ag e+ Z+1> Py (o8 0) (Cype™® 4 De” M)

o~
Il

0 L

2. Solucién general sin dependencia en ¢

i <Ag7’ + m) Py(cos )

=0
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11. Funciones de Green del laplaciano (Refs: [6], cap. 3)

11.1. Generalidades

1. Las funciones de Green G(r,r’) del operador Laplaciano, para un problema con CB de
Dirichlet o Neumann en una regién limitada por la superficie S con normal saliente 0, estan
caracterizadas por:

Gp(r,r' € S)=0 CB de Dirichlet

V2G(r,r') = —4nd(r — ') con: A (3)
0,GN(r, v € 89) = —% CB de Neumann

2. La ecuacién diferencial de (3) para G tiene la solucién general:

N : solucién particular de V/2G = —47d(r —r')

G(r,*') = N(r,v') + F(r,r
(r,r) (x,r) (r,r) F : solucién general de V2G = 0

= F' se elige para que G satisfaga las CB.

= N se llama solucion fundamental y tiene las expresiones en 2d y 3d:

N(r,x') = 1 3d

[r—r’|

{— In((z — ') + (y — ¥')?) 2d

3. Las soluciones respectivas para los problemas electrostaticos de frontera son:

1 r i . 0Gp

O(r) = Treg /Vp( )GD(I' r ) dv yy <I>(r ) o

P(r) =<®>g5+ / p(r') Gn(r, r)dV’—i—f 8—(1)6’ ds’
- o 4eq N g on’ N

11.2. Propiedades
1. G(r,r’) es continua en r y r'.

2. Simetria:

= Gp(r,r') = Gp(r',r)

» Gn(r,r’) puede no ser simétrica. Se puede definir otra funcién de Green equivalente
mediante:

Gn(r,r') = Gy(r,r) %GNF r")ds”

y resulta: Gy (r,r') = Gn(r',r)
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11.3. Algunas funciones de Green para problemas de Dirichlet

1. Esfera de radio a (ver figura 16)

1 a
Gp(r, r) |r—r’|

1 1
(r2 4+ 172 — 277/ cosy)1/2 a ( r2p2

1/2
+ a% — 271’ cos ’y>

2. Regién entre esferas de radios a<b

)Y (0, ¢) a1t 1 7!
— Wz Z [ l( )QZ—H] <rl< - "r’l<+1> (7’[;1 - b2lil>
b

1=0 m=—1 ( 21+1

3. Cilindro finito de radio a y altura L
S S (14 8g) LV nlnl) ) cosfm(o — o)

Tmnd 1 (Tmn) senh (K, L)

m=0n=1

Zmn(2,2") = senh(kynz<) senh[kp, (L — 25)]

kmn = xmn/a

4. Regién z > 0
1 1
Gp(r,r) = _
o) V-2 +y-y)P+:E-2)7 VE-2)2+l-y)?+(+2)

5. Region entre dos planos separados L

") = ii i em(¢=¢") gon (n%z) sen (n%z') I, (n%p<> K, (n%/b)

n=1m=—o0

6. Disco de radio a (cilindro infinito de radio a)
Gp(r,r')=In (pp'/a)? + a® — 2pp’ cos(¢ — ¢')
) p2+pl2_2pp/COS(¢_¢/)

7. Rectangulo 0 <z <a,0<y<b
A & [sen(a,x) sen(Bny)] [sen(anz’) sen(Bmy’)]

G o / _
D(l'ayvxay) abnmzo a%_i_ﬁrgn
_Am 2. [sen(apnz) sen(ayz’)] [senh(ay,y<) senh(ay, (b —ys))]
o — ay, senh(a,b)
T T
Op =N— Bm = g

8. Region del plano —oco < z < 400, 0 < y <b

/ —Bn|z—a’|
Gp(z,y;2',y) = Q;T Z [sen(Bny) sen(ﬁﬁny e

n=1
T

ﬁn: 'R

S
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12. Identidades trigonométricas

1. Relaciones de funciones circulares e hiperbdlicas

L

senz = —(e

21
_1 i —ix

cosx = —(e +e ")

‘ 2
T — cosx disenw
2

, A 1
) senhz = 5(

1
hr = =
cosnx 2(

+

(& e

COS2 r+sen“z =1 COSh2 Tr — Se

(cosx + isenz)" = cos(nz) + isen(nz)

¥ = coshz £ senhz

e —e™7) senh(z) = —isen(iz)

&% + ) cosh(z) = cos(ix)

nh?z =1

2. Funciones hiperbdlicas inversas

acoshx:ln(x+\/x2—1) z>1
asenh:nzln(x—l— x2+1)
1 1+=x
hr= =1 1
atanh x 2n<1_x> x| <

d 1

T acosh(z) = o
d 1
T asenh(x) = =
d 1

% atanh( ) = 1_ x2

3. Angulos doble y mitad

Suma

‘ Suma (hiperbdlicas)

sen(x £ y) = senx cosy + cos x sen y

cos(x + y) = cosx cosy F senxseny

senh(x + y) = senh z cosh y £ cosh z senh y
cosh(z £ y) = coshz cosh y & senh x senh y

tanx + tany

tanh z + tanh y

t +y)=—""8¥8H¥#H##—#—/—
an(e +y) 1 Ftanztany

tanh(z + y)

1 F tanh x tan y

Angulo doble

‘ Angulo mitad

2tanz sen? L — 1—cosz
sen(2z) = 2senx cosx = 1o 2 9 9
9 9 + tan e o l+cosx
cos(2x) = cos” x —sen” x cos” 5 =
=92cos’x — 1 ; T sen x 1 —cosx
an — = =
=1—2sen?zx 2 1l+4cosz sen x
_ 1 —tan?zx
1+ tan?z 1—Senm:1—tan%
V1+senzx 1+tan%
2ta 1 o
tan(2z) = 71132: tan[Q(x y)] _senz —seny
1 —tan®w tan[i(z +y)] senz +seny
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Angulo doble (hiperbdlicas) Angulo mitad (hiperbdlicas)

2 tanh
senh(2z) = 2senh x coshx = Lﬁ
1 — tanh“ x .
cosh(2z) = cosh? 2 4 senh? 2 senh? g — %
2
=2cosh“x —1 th_COthJrl
= 2senh’z + 1 coshm o = ——5
— M tanh z = ﬂ
" 1 _tanh?z2 2  coshx+1
_ coshz—1
2tanh z senh x
1 + tanh“ x

4. Angulos multiples en términos de potencias

En las relaciones que siguen 7,(z) y U,(z) son los polinomios de Chebyshev de primera y
segunda especie respectivamente:

Senos de angulos multiples en términos de T, y U, ‘

—1)(n-v/2 i
sen(nz) = {( ) (sen ) n impar

sen(nz) = senx Up_1(cosz
(=1)"?~! cosz U,_1(senz) n par (na) w1 )

sen(2x) = 2cosrsenw sen(2x) = 2 cosx senx

sen(3z) = 3senx — 4sen’ x sen(3x) = senz(—1 4 4 cos® )

sen(4z) = cos z(4senz — 8sen z) sen(4z) = sen z(—4 cos x + 8 cos® )
(52) (5)

sen(bz) = Hsenz — 20sen® z + 16 sen®

»n
D
B
ot
8
I
»n
[}
B
8
—_
|
[u—y
[\]
(@]
]
n
(e}
8
_|_
—_
D
Q
o
n
S
=

Cosenos de angulos multiples en términos de T, y U, ‘

cos(nx) = {(_1)(71—1)/2 cos Un—y(senz) n impar cos(nz) = T, (cos )
(=1)™2 T, (sen z) n par
cos(2z) =1 — 2sen’z cos(2z) = —1 4 2cos’
cos(3z) = cosz(1 — 4sen® 2) cos(3z) = —3cosx + 4cos®
cos(4z) = 1 — 8sen’z + 8sen’ z cos(4z) =1 — 8cos® z + 8cos’ x
cos(5z) = cosz(1 — 12sen” z + 16 sen’ ) cos(5z) = 5cosz — 20 cos® z + 16 cos® =
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Angulos multiples - férmulas binomiales

sen(nr) = Z (—1)%@? cos" ¥ zsen®

k impar

k—1
Zk impar(_l) 2 Cl?tankx

k
cos(nx) = Z (=1)2CP cos" F zsen® x tan(nx) = -
k par Zk par(—1)§C,?tankm
5. Potencias en términos de angulos multiples
Potencias de sen y cos
2n 1 2n (_1)n = k2n
sen”" x = ﬁCn + 92n 1 Z(—l) Cj" cos[2(n — k)]
k=0
se 2n+1 . (_1)n S _1\k2n+1 — 9k
e = > (=1)FC sen[(2n + 1 — 2k)a]
k=0
1 1 &
cos™x = 277102" + 5o Z C?" cos[2(n — k)z]
k=0

1 n
cos® g = >on Z CP cos[(2n + 1 — 2k)7]

k=0
2 1 2 1
sen” x = 5[1 — cos(2x)] cos”“ T = 5[1 + cos(2z)]
1 1
sen’ z = 1[3 senz — sen(3z)] cos® z = —[3cosx + cos(3x)]

1
sentz = §[3 — 4 cos(2z) + cos(4x)]

sen® z = E[m senz — 5sen(3z) + sen(5z)]

1
cost z = g[?) + 4 cos(2x) + cos(4z)]

1
cos’ x = E[lo cosx + 5 cos(3x) + cos(bx)]

de estas relaciones se deduce:

a®cos? z + b sen’z = = [a2 + 0% 4 (a® — b?) cos(2z)]

2 4

a~ COoS 4

x—b2sentz =

O~

2(a® + b%) + (a® — b%)[cos(4x) + 3]]
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6. Sumas y productos

Producto a suma

‘ Suma a producto

2coszcosy = cos(z — y) + cos(z + y)
2senxseny = cos(x — y) — cos(z + y)

2senz cosy = sen(z + y) + sen(z — y)

Producto a suma (hiperbdlicas)

‘ Suma a producto (hiperbdlicas)

2 cosh x coshy = cosh(z + y) + cosh(z — y)
2senh z coshy = senh(x + y) + senh(x — y)
2senh x senhy = cosh(z + y) — cosh(z — y)

+
senh z &+ senhy = 2senh <362y> cosh <x * y)

cosh z + coshy = 2 cosh (W/) cosh <$ _ y)

eD

2
r+y

coshz — coshy = 2senh <
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13.

Valores de constantes

Constantes universales

Velocidad de la luz c=299792458 m/s
Constante de gravitacion G = 6,67408 x 10~ Nm?2 /kg?
Constante de Planck h = 6,626 070040 x 10~3*Js

h:

h/2m = 1,054 571800 x 10345

Constantes electromagnéticas

Carga elemental
Permeabilidad del vacio
Permitividad del vacio
Constante de Coulomb

e =1,602176 565 x 10~19C

po = 4m x 1077 H/m ~ 1,256 6370614 x 107 H/m
€0 = 1/ppc?® ~ 8,854 187817620 x 10712 F/m

ke = 1/4meq = 8,987551 787 x 109 Nm?/C?

Constantes atomicas

Masa del electrén

Masa del protén

Constante de estructura fina
Radio de Bohr

Magnetén de Bohr

me = 9,10938356 x 1073 kg

my, = 1,672 621898 x 10~%7kg

a = ppe’c/2h = €% /Areghc = 7,297 352 5664 x 1073
ap = h/amec = 5,291 7721067 x 10~ m

pup = h/2me = 9,274009 68 x 10~24J/T
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14. Desarrollos en serie comunmente encontrados

1. Serie geométrica y derivadas

1 oo
T ZJ:” lz] <1
=0
1 &
e = an"fl lz] <1
n=1
1

= (n—1)n
322 5 " x| < 1

(1 - .’E) n=2

2. Series binomiales

ala—1)...(a =n+1)

n

oo
(142)* = ;]ch” Co = o

lz] < 1 (Cr=0siaeNyn>a)

neNaeC

(1+J:)1/2:1+%x—%x2+%6x3—%x4+%1‘5—...

3/2 2 3 4 5
(14 z)% =143+ 22°— Lo’ + oot — 2a®+

-1/2 _ 1 _1 3,2 5.3, 3 4 63,5
(1+2x) =1—52+ 50" — 7527 + {552 — 952" + ...

(1+x)73/2:1—%x+%x2—%x3+% 4—%x5+...

3. Exponenciales y logaritmos

> .n 2 3
e —Zn!—1+x+2!+3!+ Vo
n=0
X n 2 3
x x x
logl—2)==) —=—2—"———--: lz| <1
=n 2 3
o0 @ 22 3
log(1+z) =Y (-1)" —=r— lz| < 1
n=1
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4. Funciones trigonométricas

= (1) x°
_ — 2n+1 . < v
o) =2 Gy 1 TR :
o
— (_1)71 2n _ z? z?
COS($>_T§(2n)!x _1_§+I_... Vo
oo
Bop(—4)" (1 —4") o, 4 3 220 T
t — = J— RN < —
D vk by o g
o
, B (2n)! x2ntt B 3 3ab
() = D G o 1 1 Sot gt b kst
arc cos(x) = g — arcsin(x)
> 2n+1 3 5
x x> T
tan(z) = ¥ (~1)" _a- T T <1 24 +i
arctan(z) 1;)( )Qn—i—l x 3+5 lz| <1, x # +i
Los nimeros de Bernoulli B,,, estan definidos por la recurrencia:
By =1
m—1
Cm
B,=1- k
k=0
5. Funciones hiperbdlicas
$2n+1 .T3 $5
Senh(x)znz_%(Qn—i—l)! :x+§+5+~- Vo
o 2n 2 4
x r© T
o) =3~ R :
o0
Bopd™ (4" — 1) o, 4 23 22° 1727 m
t h = _— n = _ — _— “e —
anh(z) ; el e T A L
o0
. B (—=1)*(2n)! 22+t
arsinh(z) = ;) PE g1 ISt
oo
(2n)! z—2"
h(z) = In(2z) — A 1
arcosh(z) = In(2z) 2 Tl on |lz| >
> p2n+l
tanh(x) = <1 +1
artanh(z) 1 lz| <1, x #

n=0
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15.

15.1. Series de Fourier

Series y Transformadas de Fourier

Series de Fourier de algunas funciones. (Refs: [15] y [11])

Funcién Serie
A
—-A —-L<t<0 ﬁisen(@k—i—l)%t)
A 0O<t<L - 0 L f o= 2k+1
—A
4
4 k
A 0<t<D AD 2AD sen (7=
— o cos(kwot)
0 0<t<T 2 T o= AR
0 D T t
A H
2t+L) —L<t<0 / 7%isen(k%t)
2t—-L) 0<t<L L0 L 7 ™=k
4 S
A
/ ’
24 L (—1)k1
4 L<i<t | s —Z( S en(k 1)
A /
A)2
S+l -L<t<0 . 4A N cos((2k — 1) F)
72*A+7TA(t7L) 0<t< L ‘ 7 7T2k=1 (2]4371)2
A
L? - AL?
A+ CHY (-1 s(kZt)
3 2 2%2 L
At* + Bt +C /\ ! /\ -
L0 \L t —Z(—l)k2BL (kzt
l . k L
k=1
2 A 24 4A X cos(kwot)
Alsen(7t)| V2 R Py
-L 0 L t a
A )
sen(%“t) 0<t<T/2 A A 4A cos(kwot)
— — t) — —
{0 T/2<t<T /\ 7 T g senlend) 77];4/%2—1

o6



15.2. Transformadas de Fourier

1. Funciones utiles

Funcién Definicién
F 3 1
-1 t<0
Signo sgn(t) = .
& gn(t) {—i—l t>0 g’
—
1
0 t<0 —
Escalon u(t) =
+1 t>0
>
( ) lh
sen(7mt
= t#£0
Sinc sinc(t) = i 7
+1 t=20 N\
3 -2\/-1 1\/2 3t
r Y
t 1 |t <Z 1
Rectdangulo || rect | = | = 2
g <T> {0 it > <
2 Tz Tt
t 1-4 <t )
Triangulo tri <) — T 2]
T 0 lt| >T
-T | T "1

Se verifica la relacién: tri(t) = rect * rect(t) = [°_rect(t — u) rect(u) du.
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2. Tabla de transformadas (Refs: [16], [13] y [14])

Funcién f(t) || F(v) F(w)
T2
rect () |T| sinc(T'v) o sinc <2>
™ T
T2 T
T2 Tw
sinc(at) |T| rect(Tv) \/;rect (2>
m s
inc?(at) T txi(Tw) T2 (Tw
mn ri(Tv o s
sinc?(a = =
! 1
—at t - .
e uld) a+ 2miv m(a—i—zw)
()2 1 w2
e,atz \/? e a s
V2a
e—alt| 2a \/E "
a2 + 471'21/2 T a’4w?
F - a + F + a F . Ja
f(t) cos(at) (v - 5) (v +52) (w—a)+ F(w+a)
2 2
F — a + F + a F . Ja
f(t) sen(at) (v = 57) 2 (v +5%) (w—a) ;— (w+a)
¢ )
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15.3. Transformada de Fourier de distribuciones (Refs: [16])

La tabla siguiente resume las transformadas de Fourier de algunas distribuciones frecuente-

mente encontradas.

Funcién f(t) F(v) F(w)
1 5(v) V27 6(w)
e o (v —2z) V27 6 (w — a)
cos(t) 5(1/—2‘;)_;_5@4_26;) m5(w—a)—2k5(w+a)
sen(t) 5(7/_2@)2_1_5(”"'2(;) m5(wa)2i5(w+a)
tm <2i7r>”5(n)(y) i"/2r 5(”)(w)
5 1) (@miv)" o
. (—2miv n—1 s )1

tn —m((ni)! sgn(v) —l\/; : ((n)l)' sgn(w)
[t|~ _ 2sen () T(a+1) 2 sem (Z) T(a + 1)
(-l<a<0) 27pjo+l on oo[otT
sgn(t) % %%
u(t) % <”1y + 5(1/)> g <z7iw + 5(w))

0o 1 & i \/ﬁ o ok

Zé(t—nT) TZé(V—T) T Zé(w—T>
n=—o00 ke —o0 anlt
In [¢| —;|i| —v(v) _\|c/u|; — V271768 (w)
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15.4. Transformadas de seno y coseno (Refs: [13] y [14])
f@) Fs(w) Fs(w)
1 w 1 w
et 27 (5) 27 (3)
o—at 2a 2w
m(a? + w?) m(a? + w?)

t"lem 0 >0,n=0,1,2,...

(=" V/Fwgan

1

[\/a2+w2(

Va2 twi—a)l/2

)

7 " [ (Va2twZ—a)l/?
(_1)n T 0 [( + )

Va2+w?

2
H(a—t = “n-
(a—t) — sen(am) — [1 — cos(wa)]
efon‘/2 1 e—w2/4a 1 e—w2/4a
Vvar Var
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16. Armonicos esféricos (Refs: [6], sec. 3.5 y [17])
16.1. Primeros armodnicos
(=0 | ¥90,0) =1/t
Y H(0,0) = 51/ 5 senfe ™ = %\/% @
(=1]Y(0,¢)= %\/g cosf = %\/gg
Vi0,¢) = —34/5 senfed = -1 /2 (fvtily)
Y, %(0,0) = i\/g sen? f e~ = i\/g (LB;#)Q
}/2_1(9,¢) = %\/g senf cosfe 1 = % % (Z’—T#
(=2 | ¥9(0.6) = 1,/2 (Beos?p — 1) = /2 Cmg)
Yy (0, 0) = %1 % sen @ cosf e = % % (xt#)z
Y2(0,0) = 11/ 32 sen?e?? = 1, /15 (%;#)2
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16.2. Primeros armoénicos reales (Refs: [17])

=0 y80=s=Yoo:\/%

w
3=

YL = Dy :i\/g(yl—l + Y1) = /£ -senfsen = |/ > -

(=1 yfozpzzyloz\/gcosez\/g.%

YL =P = \/g(yl—l —Yn) = \/g-seDQCOSQZ): 2.

318

Y3o = day = i\/g(Y2—2 — Ya9) = $1/22 - sen? f'sen(2¢) = %\/1”5 2y

51 = =iy/3 =1 /15 _1 /15 =z
y21—dyz—z\/;(Y2,1+Y21)_§ = -senflcosfseng = 54/ - %5

=2 |y5 =dz ZYzozi\/%(iicosz@—l):%\/%-W

51 = =4/3 =1,/15 1 /15
y21_dm_\g(yz—l—ym)—5\/¥-s.en&cosﬂcosqb_5 1Bz

Yoo = dy2y2 = \/5(3/'2—2 + Yao) = %\/;E sen® 6 cos(2¢0) = 14/ . T

62



Referencias

1]

L. A. Santalé - Vectores y tensores

Paul C. Matthews - Vector Calculus

C.M. Naén, R.D. Rossignoli, E.M. Santangelo - Ecuaciones Diferenciales en Fisica
Francis B. Hildebrand - Advanced Calculus for Applications (2nd. ed.)

E. C. Titchmarsh - Eigenfunction expansions associated with second-order differential equa-
tions. Part 1

J. D. Jackson - Classical Electrodynamics (3rd ed.)

Djairo Guedes de Figueiredo - Anélise de Fourier e equacoes diferenciais parciais
Anders Vretblad - Fourier analysis and its applications

Gerald B. Folland - Fourier Analysis and Its Applications

Kenneth B. Howell - Principles of Fourier Analysis

Georgi P. Tolstov - Fourier Series

V. Henner, T. Belozerova, K. Forinash - Mathematical Methods in Physics
http://eqworld.ipmnet.ru/en/auxiliary /aux-inttrans.htm

H. Bateman et. al. - Tables of Integral Transforms
(https://authors.library.caltech.edu/43489/1/Volume %201.pdf)

I. S. Gradshteyn, I. M. Ryzhik - Table of Integrals, Series, and Products
Fritz Oberhettinger - Tables of Fourier Transforms and Fourier Transforms of Distributions
https://en.wikipedia.org/wiki/Table_of spherical _harmonics

https://dlmf.nist.gov/

63



	Operaciones vectoriales
	Relaciones vectoriales
	Producto mixto
	Símbolo de Levi-Civita
	Productos de 
	Operaciones en términos de 


	Transformación entre sistemas de coordenadas
	Transformación de coordenadas
	Transformación de versores


	Operadores vectoriales en distintos sistemas de coordenadas
	Coordenadas cartesianas
	Coordenadas cilíndricas
	Coordenadas esféricas


	Identidades de operadores vectoriales
	Teoremas integrales
	Curva - Superficie
	Superficie - Volumen
	Teoremas integrales en el plano
	Teorema de Helmholtz (Refs: Santa, cap. V)

	Funciones trigonométricas y series de Fourier (Refs: Figuei, cap. 2 y Vret, cap. 4)
	Ecuación diferencial
	Base de soluciones
	Series de Fourier
	Serie de Fourier exponencial
	Serie de Fourier trigonométrica

	Criterios de convergencia (Refs: Figuei, cap. 3. Vret, cap. 4. Hild, cap. 5. Howell, cap. 13. Foll, cap. 2)
	Convergencia en media
	Convergencia puntual
	Convergencia uniforme

	Operaciones sobre las series de Fourier (Refs: Figuei, cap. 2. Hild, cap. 5. Howell, cap. 15)
	Propiedades de los coeficientes
	Identidad de Parseval (Refs: Figuei, cap. 2. Foll, cap. 2. Howell, cap. 11)
	Fenómeno de Gibbs (Refs: Vret, cap. 4. Foll, cap. 2)

	Transformada de Fourier (Refs: Foll, cap. 7)
	Transformada de Fourier en una dimensión
	Propiedades
	Teorema de Plancherel
	Convolución
	Relación de incertidumbre

	Transformada de Fourier en dimensiones mayores (Refs: Foll, cap. 7)
	Propiedades
	Teorema de Plancherel
	Convolución

	Transformada de Fourier de seno y coseno

	Funciones especiales
	Factoriales y función Gama (Refs: Hild, cap. 4)
	Factoriales dobles
	Función Gama

	Funciones de Bessel (Refs: Jack, cap. 3, Hild, cap. 4, nistDLMF)
	Ecuación de Bessel - Base de soluciones
	Ecuación modificada de Bessel
	Funciones de Hankel
	Formas asintóticas
	Relaciones de recurrencia
	Desarrollo de Fourier-Bessel (Refs: Hild, cap. 5. Tolstov, cap. 8, Henner, cap. 8)
	Desarrollos para las distintas CB
	Convergencia de la serie de Fourier-Bessel
	Primeros ceros de las funciones de Bessel

	Funciones de Legendre (Refs: Hild, cap. 4, Jack, cap. 3)
	Ecuación diferencial de Legendre
	Polinomios de Legendre
	Desarrollo de Fourier-Legendre (Refs: Henner, cap. 9)

	Funciones asociadas de Legendre (Refs: Henner, cap. 9)
	Funciones asociadas de Legendre de primer tipo
	Desarrollo en serie de funciones asociadas

	Convergencia de las series de Legendre
	Armónicos esféricos (Refs: Jack, cap. 3)
	Ecuación
	Propiedades
	Visualización de los armonicos esféricos
	Desarrollo en serie de armónicos esféricos
	Armónicos esféricos reales
	Teorema de adición


	Desarrollos de 1/R (Refs: Jack, cap. 3)
	Coordenadas esféricas
	Coordenadas cilíndricas

	Soluciones de la ecuación de Laplace
	Coordenadas cilíndricas
	Coordenadas esféricas

	Funciones de Green del laplaciano (Refs: Jack, cap. 3)
	Generalidades
	Propiedades
	Algunas funciones de Green para problemas de Dirichlet

	Identidades trigonométricas
	Valores de constantes
	Desarrollos en serie comunmente encontrados
	Series y Transformadas de Fourier
	Series de Fourier
	Transformadas de Fourier
	Transformada de Fourier de distribuciones (Refs: Ober)
	Transformadas de seno y coseno (Refs: eqnworlIntTransf y tablesBateman)

	Armonicos esféricos (Refs: Jack, sec. 3.5 y wikiYlmTable)
	Primeros armónicos
	Primeros armónicos reales (Refs: wikiYlmTable)


