Aplicaciones del Ensemble Candnico
Mecanica Estadistica (2022)

Practico 4

1. Partiendo de la distribucién de velocidades de Maxwell para un gas de n moléculas de masa m
por unidad de volumen y temperatura 7"
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donde f(v)d*v es el nimero de moléculas por unidad de volumen con velocidad de su centro
de masas entre vy U + dv.

a) Calcule g(v,)dv,, el nimero de moléculas por unidad de volumen con velocidad de su
centro de masas cuya componente de velocidad en la direcciéon x se encuentra entre v, y
vy + dv,. A partir de este resultado:

1) Calcule explicitamente el valor medio de esa componente (v,) y su valor cuadratico
medio (v2)/2. Interprete ambos resultados.

2) Demuestre que las componentes cartesianas de la velocidad son variables estadistica-
mente independientes.

b) Calcule F(v)dv, el nimero de moléculas por unidad de volumen cuyo centro de masas
tiene velocidad en médulo entre v y v 4+ dv. A partir de este resultado:
1) Calcule el valor medio del médulo (v).
2)
3) Calcule el valor mas probable o.
4)

Su valor cuadratico medio ve, = (v2)*/? y compare con la parte lal.

compare los valores calculados anteriormente.

2. Un gas de moléculas, cada una de ellas de masa m, esta en equilibrio térmico a la temperatura
absoluta T'. La velocidad ¥ de una molécula tiene componentes v,, v, y v,, mientras que su
modulo es v. Calcule los siguientes valores medios:

a) (vg)
b) (v2)
c) (v3v,)

e) {(vy + bv,)?) siendo b una constante.
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3. Considere una mezcla homogénea de gases ideales monoatémicos inertes a la temperatura 7'
en un recipiente de volumen V. Suponga que existen N; atomos del gas 1, Ny atomos del gas
2, ... Ny atomos del gas k:

a) Considerando la funcién de particion clasica del sistema, deducir su ecuacién de estado.

b) ;Cémo se relaciona esta presién P con la presiéon P; que el gas i produciria si estuviese
solo ocupando el volumen completo a la misma temperatura?

4. Un conjunto de osciladores unidimensionales esta descrito por el Hamiltoniano:

Yo omwlq?
H= 4 4+ ——= .
> (55"

Usando el formalismo del ensemble canénico, en el espacio de fases cldsico, obtenga una expre-
sion para la funcion de particion, la energia por oscilador, la entropia por oscilador y el calor
especifico. Compare con los resultados del limite clésico del oscilador cuantico. Calcule una
expresion para la desviacion cuadratica de la energia como funcién de la temperatura.

5. Considere de nuevo el problema anterior. La funcién de particién puede escribirse, en forma
integral, como:

2(8) = /0 T Q(B)e P dE.

Donde 2(FE) es el niimero de estados microscopicos accesibles al sistema por unidad de energia
con energia E. Notar que, en la expresién para Z(f) y Q(F), omitimos la dependencia con
el nimero N de osciladores. Usando la expresiéon para Z(f) obtenida en el ejercicio 4, reali-
ce una transformaciéon de Laplace para obtener una forma asintética para Q(F) en el limite
termodindmico. Compare con la expresiéon calculada en el marco del ensemble microcanénico.

6. La energia de un oscilador arménico d-dimensional puede ser escrita como:
¢, =0+d/2)hw = (ny+ - +ng+d/2)hw,
donde j esta formado por la suma de los niimeros cuanticos de cada dimensién.
a) Muestre que el nivel energético j tiene una degeneracion (j +d — 1)!/51(d — 1)!.
Considere un sistema de N osciladores armoénicos d-dimensionales a temperatura 7.

b) Halle la funcién de particién del sistema.
c¢) Calcule la energia interna y la entropia.

d) Muestre que el potencial quimico del sistema d-dimensional 4 es pg = dp;.



7. Un oscilador armodnico unidimensional en mecénica cudntica tiene una serie infinita de estados
energéticos igualmente espaciados entre si, con:

€, = shw,

donde s es un nimero entero positivo o cero y w es la frecuencia clésica del oscilador.

En la expresion anterior se eligié el nivel de referencia de la energia del oscilador como el nivel

con s = 0. Si el nivel de referencia se midiese a partir del minimo del potencial del oscilador
2,.2 . . ;. .

(U = ™22 siendo m la masa del oscilador y « la coordenada clasica del mismo):
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donde % es la llamada energia del punto cero.

a) Incluyendo la energia del punto cero, y suponiendo que este oscilador esta en contacto con
una fuente de calor a temperatura 7' suficientemente baja para que kT < hw:

1) Encuentre la razén entre la probabilidad de que el oscilador esté en el primer estado
excitado y la probabilidad de que se encuentre en el estado fundamental.

2) Suponiendo que tnicamente el estado fundamental y el primer estado excitado estan
apreciablemente ocupados, halle la energia media del oscilador como una funcién de
la temperatura T'.

b) Sin incluir la energia del punto cero:

1) Calcule la funcién de particién y demuestre que puede ser sumada para dar:
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2) Halle la energia media de un conjunto de N osciladores independientes y demuestre

que vale:

hew
U= ——

eksT — 1
3) {Coémo cambia el resultado anterior si se incluye la energia del punto cero?
4) Encuentre el limite de la energia media anterior a altas temperaturas (kg7 > hw).
5) Encuentre la dependencia con T de la energia media anterior a bajas temperaturas
(kpT < hw).
6) Halle la capacidad térmica de un oscilador realizando un bosquejo de la misma en
funcién de la temperatura. En particular estudie los limites de la misma a altas y

bajas temperaturas y cudl es la influencia de la energia del punto cero en la capacidad
calorifica.



