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Práctico 5

1. La gran función de partición o gran suma Ξ de un sistema está dada por:

Ξ =
∞∑

N=0

∑
r

eβµNZN ,

donde N es el número de part́ıculas, β = (kBT )
−1, µ el potencial qúımico y ZN es la función

de partición para el sistema de N part́ıculas.

a) Si ΞA es la gran suma para un sistema A y ΞB es la gran suma para un sistema B inde-
pendiente del anterior; demuestre que cuando ambos sistemas están en contacto térmico
a temperatura T y difusivo a potencial qúımico µ la gran suma del sistema combinado es
Ξ = ΞAΞB.

b) El número medio de part́ıculas de un sistema a temperatura T y potencial qúımico µ viene
dado por:

⟨N⟩ = kBT

Ξ

∂Ξ

∂µ
.

Demuestre entonces que:

1)

⟨N2⟩ = (kBT )
2

Ξ

∂2Ξ

∂µ2
,

2)

⟨(∆N)2⟩ = 1

β

∂⟨N⟩
∂µ

.

c) Suponiendo la presión p es función de la temperatura T y la concentración de part́ıculas
n: p = p(T, n) demuestre que: (

∂p

∂V

)
N,T

= −N

V

(
∂p

∂N

)
V,T

.

d) Utilice los resultados de las partes anteriores y alguna relación de Maxwell para vincular
la dispersión en el número de part́ıculas con el coeficiente de dilatación térmica

αT = − 1

V

(
∂V

∂p

)
T

, N = B−1,

donde B es el módulo de compresibilidad.
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2. Obtenga la gran función de partición de un sistema clásico de part́ıculas, dentro de un volumen
V , dado por el Hamiltoniano:

H =
N∑
i=1

p⃗2i
2m

+ u(r⃗i).

Escriba la ecuación de estado en la representación del potencial gran canónico. Para todas las
formas razonables de un potencial de una part́ıcula u(r⃗i), muestre que la enerǵıa y la presión
obedecen las ecuaciones t́ıpicas de un gas ideal clásico.

3. Muestre que la desviación cuadrática media del número de part́ıculas en el ensemble gran
canónico se puede escribir como:

⟨(∆N)2⟩ = z
∂

∂z

[
z
∂

∂z

(
Ln(Ξ(β, z))

)]
.

Obtenga una expresión para la desviación relativa

√
⟨(∆N)2⟩
⟨Nj⟩ de un gas ideal clásico de part́ıculas

monoatómicas.

4. A una temperatura T , una superficie con N0 centros de adsorción tienen N ≤ N0 moléculas
adsorbidas. Suponga que no hay interacción entre las moléculas. Muestre que el potencial
qúımico del gas de adsorción está dado por:

µ = kBTLn

(
N

(N0 −N)a(T )

)
.

Interprete el significado de la función a(T ).

5. Una impureza presente en un semiconductor puede perder un electrón por ionización de la
misma. Los electrones excitados por las impurezas se moverán libremente en los estados de
conducción del semiconductor comportándose, en muchos casos, como un gas ideal. Cada im-
pureza estará en equilibrio térmico y difusivo con ese gas ideal. Sea I la enerǵıa de ionización
de la impureza. Se asumirá que un solo electrón puede estar ligado a la impureza, pero que
existen dos estados de spin para el electrón ligado. Por lo tanto la impureza tiene tres estados
posibles: ionizada, electrón ligado con spin +1/2 o electrón ligado con spin −1/2; siendo sus
enerǵıas 0, –I y –I, respectivamente.

a) Encuentre la gran suma para la impureza.

b) Encuentre las probabilidades de que la impureza esté ionizada o que se encuentre neutra
(sin carga).

6. Considere centros adsorbedores de moléculas (por ejemplo ox́ıgeno en la hemoglobina de la
sangre). Un centro se comporta en forma similar a las celdas del gas reticular, es decir, tiene
dos estados posibles: uno vacante y otro ocupado (y no puede haber más de una molécula
adsorbida al centro). Pero ahora consideremos que ϵ es la enerǵıa de la molécula adsorbida en
comparación a esa molécula en reposo a una distancia infinita del centro adsorbedor. Si se debe
adicionar enerǵıa para extraer la molécula del centro ϵ < 0.

a) Encuentre la gran suma para el centro adsorbedor.
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b) Encuentre la fracción f de centros ocupados en función del potencial qúımico µ y la
temperatura T .

c) Suponiendo que el número de part́ıculas adsorbidas es mucho mayor que el número de
centros adsorbedores, encuentre una relación entre el potencial qúımico y la presión p del
gas reticular correspondiente.

d) Demuestre que la fracción f de centros ocupados calculada en la parte 6b se relaciona con
la presión p calculada en la parte 6c a través de la relación:

f =
p

p0(T ) + p
,

donde p0(T ) no depende de p.

7. Primer acercamiento a transiciones de fases: La gran función de partición para un modelo
estad́ıstico simplificado está dada por la expresión:

Ξ(z, V ) = (1 + z)V (1 + zαV ),

donde α es una constante positiva.

a) Escriba la ecuación de estado en forma paramétrica.

b) Bosqueje una curva isotérmica de presión en función de volumen espećıfico.

c) Muestre que esté sistema tiene una transición de fase de primer orden.

d) Obtenga el volumen espećıfico de las fases coexistentes en esta transición.

e) Encuentre los cero del polinomio Ξ(z, V ) en el plano complejo z, y muestre que hay un
cero en z = 1 cuando se toma el ĺımite V → ∞.

8. Obtenga la forma expĺıcita del estado base y el primer estado excitado de un sistema de dos
bosones libres, con esṕın 0, confinados a una región unidimensional de largo L. Repetir este
problema para dos fermiones de esṕın 1/2.

9. Muestre que la entroṕıa en el ensemble gran canónico se puede escribir como:

S = −kB
∑
j

PjLn(Pj),

con la probabilidad Pj dada por:

Pj =
1

Ξ
e−βEj+βµNj .

10. Muestre que la entroṕıa de un gas ideal cuántico puede ser escrita como:

S = −kB
∑
j

fjLn(fj)± (1∓ fj)Ln(1∓ fj),
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donde el signo superior (inferior) se refiere a fermiones (bosones), y

fj = ⟨nj⟩ =
1

e(ϵj−µ)±1

es la distribución de Fermi-Dirac (Bose-Einstein).

11. Muestre que la ecuación de estado:

pV =
2

3
U

es válida para bosones y fermiones libres (y también en el caso clásico). Muestre que un gas
ideal ultrarelativista, cuyo espectro de enerǵıa está dado por ϵ = cℏk obedece una ecuación de
estado similar.

12. Considere un gas ideal cuántico dentro de un recipiente cúbico de lado L, y suponga que los
orbitales de las part́ıculas están asociados con las funciones de onda que se anulan en las
superficies del cubo. Encuentre la densidad de estados en el espacio de los vectores de onda
k⃗. En el ĺımite termodinámico, muestre que se obtiene la misma expresión que calculando por
condiciones de borde periódicas.

13. Un gas ideal de N̄ átomos de masa m está confinado en un recipiente de volumen V , a una
temperatura T . Calcular el ĺımite clásico del potencial qúımico del gas.

Ahora considere un gas bidimensional de N̄A part́ıculas libres adsorbidas en una superficie de
área A. La enerǵıa de una part́ıcula adsorbida está dada por la expresión:

ϵA =
p⃗2

2m
− ϵ0,

donde p⃗ es el momento bidimensional, y ϵ0 > 0 es la enerǵıa de ligación que mantiene a
las part́ıculas en la superficie. En el ĺımite clásico, calcular el potencial qúımico µA del gas
adsorbido.

La condición de equilibrio entre un gas de part́ıculas adsorbidas y el gas de part́ıculas tri-
dimensionales puede ser expresada en términos de los respectivos potenciales qúımicos. Use
esta condición para encontrar la densidad superficial de part́ıculas adsorbidas en función de la
temperatura y la presión del gas que lo rodea.

14. Considere una mezcla homogénea de dos gases ideales monoatómicos, a temperatura T , en un
volumen V . Suponga que hay NA part́ıculas del gas A y NB part́ıculas del gas B. Escriba una
expresión para la gran función de partición asociada con este sistema (debe depender de T , V
y los potenciales qúımicos µA y µB). En el ĺımite clásico, obtenga una expresión para la función
de partición, la enerǵıa libre de Helmholtz F , y la presión p del gas. Muestre que p = pA + pB
(ley de Dalton), donde pA y pB son las presiones parciales de los gases A y B, respectivamente.
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