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Repartido 7: Algebras de monoide y bialgebras.

Se pide que escriban cada uno de estos ejercicios de manera prolija, para que el material sirva como notas
de las partes del curso para las cuales no presenté referencia bibliografica. Son todos resultados vistos en
clase y que pueden ser preguntados en el examen oral.

1. Enunciar y demostrar (a partir el Teorema de Wedderburn-Artin para anillos) el resultado (de W-A)
para k-algebras de dimensién finita, y para el caso particular en que k es algebraicamente cerrado.

2. Sean G un grupo finito y k un cuerpo. Probar que kG es semisimple si y sélo si chark no divide al
orden de G. (Ejercicio que ya estaba en el repartido anterior).

3. Sean M un monoide y k un cuerpo.

Definir la k-algebra de monoide kM.

Probar que si V, W son kM-mddulos a izquierda (derecha) entonces V @i W también lo es y que
(V @k W) @k U es isomorfo a V @y (W @k U) como kM-médulos a izquierda.

Probar que k es un kM -mdédulo a izquierda (derecha) y que V @ik, V' y k ®, V' son isomorfos
como kM-médulos a izquierda.

Probar que si M es un grupo, entonces V* es un kM -médulo a izquierda (derecha) si V' 1o es, y
que la evaluacién ev : V* Q@ V — k es un morfismo de kG-médulos a izquierda.

Escribir la definicién de k-codlgebra (C, A, ¢), k un cuerpo.

Probar que k[z] con §(2") =32, ;_, 2: ® 29, e(a™) = 8,0 definen una k-codlgebra. Observar que
¢ es un morfismo de k-dlgebras (con la estructura usual de k-algebra de k[z]) pero que A no lo
es.

Escribir la definicién de bidlgebra (A, m,u, A, ¢).

Probar que kfz] con §(z") = >, (Mzi @ 27, e(a™) = 6po definen una k-bidlgebra con la
estructura de k-algebra usual en k[z].

Probar que kM es una k-bidlgebra con la estructura trivial de k-codlgebra, para cualquier monoide
M:

5. Probar que si (A, m,u, A, ¢€) es una k-bidlgebra, entonces:

)

b)

si V, W son A-médulos a izquierda (derecha) entonces V @ W también lo es y que (V @ W)@, U
es isomorfo a V ®k (W ®g U) como A-médulos a izquierda.

k es un A -médulo a izquierda (derecha) y V @y k, V' y k ®, V son isomorfos como A-médulos a
izquierda.

6. Sean (A,m,u)y (C,A,¢) respectivamente una k-dlgebra y una k-codlgebra.



a) Definir el producto de convoluciéon en Homy(C, A) y probar que es asociativo y con neutro ue.

b) Un élgebra de Hopf es una bidlgebra B tal que idg € Homg(B, B) es invertible por convolucién.
A su inversa se le llama antipoda y se la nota S. Explicitar, por un lado con diagramas, por otro
lado con férmulas, la definicién de S.)

7. a) Probar que kG con la estructura del ejercicio 4e admite una antipoda que la hace k-algebra de
Hopf para cualquier grupo G.

b) Idem para k[z] con la estructura del ejercicio 4d.

8. Probar que la antipoda de un élgebra de Hopf es un antimorfismo de dlgebras (esto es preserva la
unidad y antipresreva el producto) y un antimorfismo de codlgebras (esto es, preserva la counidad y
antipreserva el producto).

(Sugerencia: para la parte de antimorfismo de &lgebras: considerar las funciones m, mo (S ® S) y
S om y el producto de convolucién en Hom(H ® H, H).)

9. Probar que si V es un moédulo a izquierda sobre un algebra de Hopf H, entonces V* también lo es y
la evaluacion ev : V* ® V — k es un morfismo de H-mddulos a izquierda.
Para V' de dimensién finita con base {e1, ez, - ,e,}, probar que la coevaluacién coev : k — V @ V*
dada por coev(1l) = Y"1 | e; ® €] estd bien definida y es un morfismo de H-médulos a izquierda.



