Mec. Estadistica 2022 Clase 25

Seguimos con gas clasifico con interaccién (Reif cap. 10, Kittel y Kroemer cap. 10)
Expansion virial

Para gases diluidos ( n=1/v=N/V pequefio ) es natural intentar a escribir la
ecuaciones de estado como series de potencias en 1/v

p _1 A B
R e N e T
kgT v v

Los coeficientes de las potencias, A, B, ..., se llaman coeficientes viriales. Se puede
usar esta parametrizacion para organizar datos empiricos sobre gases reales. Uno saca
valores o cotas sobre coeficientes viriales de los datos.

La ecuacion de estado, p+£2 (v—b)=k,T , del gas de van der Waals se puede
v
escribir como
p — 1 — a i:l+ b_iT i+b_2+b_3+
kBT (V—b> kBT v2 1'% kB v2 v3 v4 B

de lo cual se puede leer
A=b-2LT | B=b2 , Cc=b* ,...
kB
Claro, nuestro desarrollo heuristico de la ecuacién solo alcanza para justificar, mas o
menos, a A=b-2T
kB

Ahora veremos como se puede calcular los coeficientes viriales correspondiente a un
modelo microscépico sistematicamente.

Calculo de coeficientes viriales usando ensemble gran canonico

Estrategia: Calculamos suma de Gibbs = como serie en la fugacidad A=e”™ . De

ahi obtenemos p , n ,y e como series en A . Finalmente eliminamos A4 y
expresamos p y e como seriesen n=1/v

E=). A"z,

1 3 d3N d3N
con ZN:ﬁ eﬁH”—ZM P
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H, es el Hamiltoniano para N particulas. Vamos a suponer que es la suma de la

convencional energia cinética de N particulas, todos de la misma masa, mas la
energia potencial, ®, , de estas:

2
v p
Hy=2 5 -+ 0y(4,,q,.qy)

(Esto es un modelo para particulas sin grados de libertad internos, es decir, para un gas
monoatomico.)

zZ " Zy,
Entonces Z,= 1 ( 1) IN:MI

NIV yy o
Z s g2 [2amk, T \*" .
con 71:f|R3e 2m dh3P: hz B =ng y Isz e ﬁrb”dwq

Vamos a suponer en lo siguiente que ®, , N>2 depende solo de la posicion

relativa de las particulas, es decir, que un desplazamiento comun de todos ellos no
afecta el valor de ®, . Ademas vamos a suponer que la interacciéon es de corto

alcance — que @, varia en funcién de cualquier q; cuando este es muy cerca, en
escala macroscopica, a la posicion de alguna otra particula.

Hay una libertad en el formalismo que podemos explotar para simplificarlo un poquito.
Podemos mover el cero de u , y compensar con un ajuste a las energias potenciales:
El cambio wu=u+A , ®,>P,+NA dejaa & igual, y por lo tanto deja igual
también a todas predicciones mecanico estadisticas. Esto se puede aprovechar para
igualar I 1:f e""d’q=v (e ) a V . Yahemos usado esta convencién cuando
calculamos u=kgT In(n/n,) para un gas ideal no sujeto a fuerzas externas. Pusimos

la energia potencial de una sola particula, que es constante en este caso, igual a cero, y
por tanto la energia igual a la energia cinética.

Va ser conveniente adoptar como parametro de expansion de = a x=n,A

Paracalcular p , n ,y e vamos usar el gran potencial @=—k;TInE

- 1 1

::1+le+2—!12x2+3—!I3x3+....=1+y con y=alx+azx2+a3x3+...
2 3

Entonces lnE=1n(1+y):y—y?+y?—...

=(a, x+a,x*+a;x’+...) —% (a,x+a, x2+a3x3+...)2+%(alx+ a, X’ +a, x’+..) +...
:a1x+(az—%af)x2+(a3—alaz+%af)x3+...

Asi

Michael Reisenberger 2022 2



@p=—kzTInE=—kTV (C,x+C,x’+C3x°+...)

1 1

con C1:VI1: C,= oV L

—(I,-13) , CZZW(I3—31112+21i)

Los factores 1/V  han sido incorporado en los C, porque asi estos coeficientes solo
dependen de T y no de V . Es claro que cada integral [ N=f e "™ d™q es al

menos lineal en V | ya que la energia potencial solo depende de las posiciones

relativas de las particulas. Un desplazamiento comtn de todas las particulas no cambia

el valor de @, . Se puede entonces separar en el integral una integracion sobre la

posicién del centro de masa de todo el conjunto de N particulas en interacciéon. El
1/V  cancela este factorde V .

Pero como sabemos que I,/V es independiente de V? Es complicado mostrarlo en

términos de los integrales individuales, pero es la tGnica forma en que ¢ puede ser
extensivo.

Ahora ¢como usamos ¢ ?
Termodinamica a partir del ensemble gran canénico
En un sistema grande el gran potencial es ¢=E—ST—uN

@  E—ST—uN

Mas precisamente —=> v cuando V>

Es andlogo a %-) —% cuando N =00 para el ensemble canénico.

Para demostrar el enunciado primero mostramos que las fluctuaciones en el numero de
particulas son pequefias en relacion al numero de particulas cuando el sistema es
grande.

LSuN
e’ Z
== Z N e’ Z, vy laprobabilidad de que haya N particulas es Py=—=

N

-y v Zy_1(oInz
T4y E Bl ou

BV
y la varianza es

2 2 2. 11186 06 — 11/{0ln= 11(/0ln=E 110 0 . —
=N )—(N)'===|7—=—"=2 -_= =75 =—=|==—="hE
N < > < > :[3’2 ouo B,V EB\ ou /3,v='/5 ou B,V /f ou aﬂn B,V
it
B\ du BV

Entonces
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(V) (N)

<11f> %)( aé]!\l[> )ﬂv

La magnitud en paréntesis es intensiva, entonces si el sistema agranda manteniendo

o 1
. . . N
cantidades intensivas constantes -——ox——=>0

(N) "V(N)

¢Porque deberia ser posible agrandar el sistema manteniendo magnitudes intensivas
constantes? Es una hipotesis que hacemos. Creo que se puede justificar si no hay
potencial externo y las interacciones son de corto alcance. Entonces vecinos
subvolimenes (de la misma forma) del recipiente son sistemas son sistemas idénticas
que son en equilibrio. Dado que tienen el mismo u y T tienen estados
termodinamicos idénticos. No voy a entrar en mas detalle aqui.

Ahora volvemos al estudio del gran potencial. Si el sumando "
aproximadamente Gaussiano en N entonces

Zy es

E= ZN e ZNz\/ZraNeﬂ’”<N>Z,\N>=\/ZraNe_ﬁ(F_‘“m»
@=—kzTInE=F—u(N)—k,TIn(~2 moy)

Los primeros dos términos son extensivas, pero el ultimo va solo como el logaritmo de
(N) . Asi, si se toma el limite V-0 manteniendo magnitudes intensivas como
n=(N)/V constantes, entonces

@ _kBTlnE_)F—AuN_ E—-ST—-uN

v % % %

Usando @=E—-ST—uN tenemos

dp=dE—TdS—SdT—udN—Ndu=-SdT—pdV—Ndu

Asi S:—(%) , p=-— %) s 8(0
V,u T,u

ou

)

oT ov

T,V

Nota que ¢ es una funciéon de T , V , y u , de los cuales solo V es

)

extensivo. Pero ¢ es extensivo. Entonces ¢ debe ser lineal en V , con
coeficiente de proporcionalidad —p : ¢@=—pV

Volvemos al calculo de la expansién virial
Tenemos
@=—kyTINE=—k,TV (C, x+C,x*+C3x’+...)

(con x=n,A )y @=—pV .Entonces
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1

In=
ka: v =C1x+C2x2+C3x3+...
Pero también
0@ 0@ (aw
N=—|22] =_p|LL| =—_p)L%
(aﬂ T,V p ofu T,V p 0 T,V

Entonces n—ﬁ——x
=v=

9 p) =C, x+2C,x°+3C, X +...
T,V

p
k,T

Ahora queremos despejar x para expresar a como serie en n

Antes que empezar conviene ver como funciona en el caso mas sencillo, el gas sin
interacciones (salvo pequefias interacciones equilibradoras que no incluimos en el
Hamiltoniano aproximado que usamos para calcular = ).

®,=0 . Entonces I N:VN y, sustituyendo, vemos que C,=1 , C,=0 ,
C,=0 . De hecho ==e™=¢""™ | asi ¢=—kzTV An, 'y entonces todos
Cy=0 para N=>2

p
k,T
gas ideal, como debe ser.

p
k,T

Entonces =x y n=x ,de lo cual despejamos que =n:% - la ley de

Volvemos al caso general.

n=0 cuando x=0 . Vamos a suponer que x es determinado de manera tnica por

n (y T y V ).Estoesloque ocurre en el caso del gas ideal. Ademas, si existe
una funcion energia libre de Helmholtz para el sistema, que es de esperarse, entonces
esta determina todas magnitudes termodinamicas, incluido « ,y porlotanto x ,en
términosde n , T ,y V .

Con esta hipotesis tenemos que x=0 cuando n=0 .

Ahora vamos a calcular kp T =fp como serie de Taylor en n , sacando derivadas
B
de fBp en n en n=0 . Sea f'Z% para cualquier funcién f .
L dBp| _(Bp)| _Ci_,
. dn |,-o n' = C;
o &Bp| _d[Bp)|_1((Bp)'|_(Bp)" (Bp)'n"_2C, C4C,_ ,C,
dn’ |,., dnl\ n' n'\ n' n" n” C; C; :
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_1(Bp)"_(Bp)'n

d 3 T 2 3
n’ |, N'| n n
_(Bp)""_2(Bp)'n""_(Bp)'n" (b’p)'n ,3(Bp)'n
n* n' n n' n”
4
%GCC ~3.2C,4C, C63C+M
1 Cl
=L [(48-24)C2—(6:3-6)C,C|
C,
C; C,
=24=2-1222
Ci (o

Vamos a fijar el cero del potencial quimico tal que I,=V .Entonces C,=I,/V=1
y

ka =n—C,n*+(4C2—2C,)n’+

El segundo coeficiente virial

Ahora expresaremos la coeficiente de n? explicitamente en términos de la energia
potencial intermolecular ¢, .

1
2V

1

A=—C=- 2V

1 _
(I,—I})=—-=(1,-V*)=—= [ (e "—1)d’q,d’q,

2V

Vamos a suponer que no hay potencial externo, ¢,=0 ,yqueel ¢,(q,,q,) depende
solo de la distancia entre las moléculas. Ademas, vamos a suponer que ¢, es

practicamente cero cuando la separacion es mayor que escala atébmica — es decir, mayor
que algunas decenas de Angstrom.

Para simplificar el integral cambiamos los variables de integracién a centro de masa

R= %(q ,+q,) y desplazamiento relativo r=q,—q, .Entonces

__1 3 ~plr __1 ~pulr
A= 2 V Recipiente d R JlIR3 (e )d r= 4 ﬂf ) r dr
Nota que e ™ —1=0 cuando ®»,=0 . Entonces el integral sobre r se puede

extender hasta o0 , aunque esto es mas alla de los paredes del recipiente porque
realmente solo recibe contribuciones no ceros desde un intervalo de r entre 0 y
una decena de Angstroms.
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p
kyT
T (sobre un rango de valores), y esto da mucha informacién sobre ¢,

Si se mide sobre unrangode n y T se puede obtener A como funcién de

Recuperando van der Waals

Volvemos a la misma energia potencial intermolecular que ya propusimos antes como
modelo microscépico del gas de van der Waals monatomico: Energia potencial +c
para r<r, representando una esfera dura y negativo para r entre r, y algunas

decenas de Angstroms.

Ademas supongamos que la temperatura no es alta en comparacién con la energia de
ligadura: |B¢,|<<1 para r>r,

AZ—Zn[J.:(—1)r2dr—fi0/3¢2r2dr
1
k,T

27 3
:—r0+

3 271"[: ¢,r2dr

con b :2?31 rf; y a=-2 ﬂf:o ¢,r2dr ,la definicién que ya dimos antes.

Se reproduce la ecuacion de estado de van der Waals con los coeficientes a y b
teniendo esencialmente las mismas interpretaciones como en la motivacion heuristica

que dimos de esta ecuacion.

Asi, hasta segundo orden en la expansion virial (expansion en densidad), y mientras
k,T es mucho mayor que la energia de ligadura entre las moléculas, vdW es bueno

para esferas duras con atraccion de corto alcance.
El potencial Lennard -Jones

Es un modelo para la energia potencial intermolecular que produce un coeficiente virial
A cuyo dependencia de temperatura concuerda mucho mejor con los datos que vdW.

El potencial Lennard-Jones, también conocido como potencial 12-6, es el siguiente:

Nota que % depende solo de z:rL
0

DIBUJO Grafica de Lennard-Jones
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——2Jrf “polr r 2dr

7y[z‘272z

entonces — —BI 1)z°dz con y=PBe

( bzz?ﬂ r; eslacoeficiente b del modelo van der Waals. )

Ajustando r, y € para cada gas hay un excelente ajuste, especialmente para gases
de moléculas mas pesadas. Los mas livianas se ajustan mejor a un modelo cuantico.

Algunas L-J parametros de ajuste:
Argén Ar  r,=3,933A e=10,14eV
Criptén Kr r,=4,296A e=14,13eV

DIBUJO Grafica de A vs. T para gases reales y mejor ajuste a vdW

Véase Reif 10.4
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