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9.

Probar que si V es un médulo a izquierda sobre un algebra de Hopf H, entonces V* también lo es y la
evaluacion ev : V* ® V. — K es un morfismo de H-médulos a izquierda.
Para V de dimensién finita con base {ej,es,...,e,}, probar que la coevaluacién coev : K — V @ V* dada
por coev(l) = 3" | e; @ e} estd bien definida y es un morfismo de H-mddulos a izquierda.

Recordar que V* ={f:V — K f es K-lineal}.
Defino la accién de H en V* como (h - f)(v) = f(S(h) - v) donde S es la antipoda de H y la accién adentro
es la que tenfa V. Veamos que esto define a una accién tal que V* es H moédulo. Para esto, usamos que S
es un antimorfismo, visto en el ejercicio 8. Llamemos e al vector neutro en H.

(e- N)v) = f(S(e)-v) = fle-v) = flv) = e-f=f (1)
(hh)-(f)(v) = f(S(hI')v) = F((S(h)S(R))-v) = (B f)(S(h)-v) = (h-(W-f))(v) = (hI')-f = h-(K"-f). (2)

Obviamente es, ademds, K-lineal.

Veamos ahora que la evaluacion es un morfismo de H-médulos. Ya sabemos que es K—lineal.
La accién de H en V* ® V estd dada mediante el coproducto de H, esto es:

A(h) =Y,V ol
h-(fov)y=Sh" - feh® v,

y la accién en K esta dada por
h-X=¢e(h)A (4)

Recordemos que la antipoda S hace conmutar el diagrama

HoH —3%1Y  HeH

HoH —1% . geH,

que quiere decir que > S(hgl))hgz) = poe(h).



Por otro lado, como V' es un H-mddulo, tenemos que

KoV — Hev

IR

que nos dice que p(A) - v = Av.
Usando estas dos observaciones, tenemos que:

evo(h-(fen) = 3 eo(hV-fen o) = 37 FSRMRE ) = £ (3 S0P - v) = Flu(er)-v) (5)
= fe(h)v) = e(h) f(v) = e(h)ev(f ®v) = h-ev(f ®v)

y por lo tanto ev es un morfismo de H mdédulos.

Veamos ahora la seguna parte. Recordamos que dada una base {e;} de V, se define la base dual {e}} de
V* como e} (> agex) = ag, o sea, la indicatriz segin el elemento de la base.

Observacién 1. Para cualquier f € V* se cumple que f = Y f(e;)el, y para cualquier v € V, v =

> e (v)ei.

. Para ver que la coevalucion coev estd bien definida, tenemos que ver que no depende de la base elegida.
Sea {b1,,b,} otra base de V' con su respectiva base dual {b}}.
Usando lo visto en la observacién para los b} segun la base {e;} y para los ey, segin la base {b;}, tenemos

Zn:bi®b* Zb@(Zb*ek ) Zb@)b ek@—Z(Zb*ek >®62‘:Zn:€k®€f (6)
=1 k=1

i,k=1 k=1

y por lo tanto coev(1) vale lo mismo independientemente de la bse elegida.
Claramente coev es K—lineal. Veamos que preserva la acciéon de H.

coev(h - 1) = coev(e(h)) = Zs(h)ei ®ef = Z ei @e(h)e; = Zei ® S(h§1)) . (h§2) -el) (7)
h - coev(1 Zh e; el —Zh ez®h e; (8)
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