Expulsién de lava de una erupcién volcanica. Advierta las trayectorias
parabdlicas de las brasas proyectadas al aire. Todos los proyectiles siguen
una trayectoria parabdlica en ausencia de resistencia del aire. (© Arndt/
Premium Stock/PictureQuest)

7 - Movimiento en dos dimensiones

‘Desplazamiento,
velocidad y aceleracion
en dos dimensiones.
‘Movimiento de un
proyectil.
Componentes del
vector aceleracion.



Desplazamiento, velocidad y aceleracion en

dos dimensiones

En un movimiento en una dimension, la direccion y el sentido de una cantidad
vectorial como la velocidad o la aceleracion puede ser tomada en cuenta al
especificar la cantidad ya sea positiva o negativa. Por ejemplo, la velocidad de un
cohete es positiva si éste va hacia arriba y negativa si va hacia abajo. .

Esta solucion simple no es posible en dos o tres
dimensiones.

Se debe hacer uso completo del concepto vectorial.
Consideremos un objeto que se mueve a traves del
espacio como se muestra en la figura.

Cuando el objeto esta en algun punto P en el tiempo ¢,
Su posicion se describe mediante el vector de
posicion r, dibujado desde el origen hasta P.

Cuando el objeto se ha movido hacia algun otro punto
en el tiempo t;, su vector de posicion es r

El desplazamiento del
' —s
objeto es el vector Ar.

\H\' . -
» Trayectoria
del objeto

X

0

Del diagrama vectorial de la figura, el vector de posicion final es la suma del vector

de posicion inicial y el desplazamiento Ar: -

' — ma I A =a
lf—li‘l'a’_'ll

A partir de esta correspondencia, podemos redefinir las magnitudes fisicas que
vimos para el movimiento en una dimension, en magnitudes vectoriales para

movimiento en dos o tres dimensiones.



VECTORES DE POSICION Y VELOCIDAD

Vector posicion 7 de una particula en un instante dado es un
vector que va del origen del sistema de coordenadas al punto P.
Coordenadas x, y y z de P son las componentes x, y y z del vector.

5
LLa posicion P de una particula

en un tiempo dado tiene las r=xt+ .’V} + Z k

Yo. coordenadas x, vy, Z.

Vamos a extender las
definiciones vistas en
cinematica unidimensional de
velocidades y aceleraciones
medias e instantaneas al
caso de dos y tres
dimensiones. Pero ahora no
trataremos a magnitudes
escalares, sino vectoriales.

El vector de posicién del punto P
tiene las componentes x, y, Z: 3
r=xi+yj+ zk.



En un At la particula se mueve de P, a P-.
Desplazamiento: AT =71, — T,

AF =T, -Fy = (X - 1) i+ (J/z—}’ﬂﬁ(zz—zlﬁ

Vv La posicién en el tiempo 1. Velocidad
= media
Pyv AT durante ese
Umed = A7 intervalo At:
B Br
i v

med At T t, —t,

El vector Rapidez media: es
T A desplazamiento Ar el cociente entre la

apunta de Py a P, distancia total
P2 recorrida y el tiempo

-+ g La posicién en  InsSumido.

g e Es un escalar y no
! el tiempo 1. siempre coincide con
| X el modulo de la
Trayectoria de la particula velocidad media.



}.'

El vector velocidad \
instantdnea v es

tangente a la trayectoria
en cada punto. *,

Trayectoria de la particula

'
f\
/ A\
| - |v|:v=Jv§+v}§+v§

At—-0 At dt
RN RNz
v=d—1+E}+E
j:'i::li-l-'i,;'y}-l-vzi

El cualquier punto de la
trayectoria, el vector es tangente
a la trayectoria en ese punto, y el
sentido es el del movimiento.

El modulo de 7 es la rapidez.

)

5



El vector velocidad instantdnea ¢ En dos dimensiones:

siempre es tangente a la trayectoria.
NN 2

: . La trayectoria

' de la particula

Cenelplanoxy Ladirecciondela

I -t velocidad instantanea

" | esta dada por el
. angulo a
s 4 ; X
¥
=~ o X v
O| Wb,y v,son las componentes tana = —
xvyvdev. U,



VECTOR ACELERACION
La aceleracion describe como cambia la velocidad.

Velocidad como vector: aceleracion describe cambios tanto en la
magnitud de la velocidad (es decir, la rapidez) como en la direccion
de la velocidad (la direccion en que se mueve la particula).

[:3
'.ﬂ--}

7 Este automévil acelera frenando
mientras recorre una curva.

(Su velocidad instantinea cambia

tanto en magnitud como en direccion).

Para determinar la aceleracion I'Itl_'lli..'! del
automaovil entre Py y P,, primero obtenemos
el cambio en la velocidad A v restando

v de Uy. Observe que 'y + AU = 15

La aceleracion media tiene la misma direccion
que el cambio de velocidad, Aw.

. Av 1_72 — 7_71 )
a = =
ML N ity

Definimos la aceleracion media: 7



COMPONENTES PERPENDICULAR Y PARALELA DE LA ACELERACION

/ s El vector@d se
¢~ Tangente a la puede visualizar en
trayectoria en P, términos de una
componente
paralela a la
——==> Trayectoriade trayectoria de la
la partfcula particula
v (paralela a la
velocidad), y otra
| componente
, perpendicular a
: ~Normal a la la trayectoria,

! ; “ trayectoria en P (Perpendicular a la
Componente de a RS

La componente paralela determina los cambios en la rapidez de /a
particula.

Componente
de a paralela

a la tray ectoria.

“u
a,

La componente perpendicular indica los cambios en la direccién
del movimiento de la particula.



VECTOR ACELERACION

Definimos aceleracion instantanea:

a) Aceleracion: trayectoria curva

feaP, ] W SRR
T tomamos el limite 1 Av av a-r
- , ydo P s¢ TR et 7 Lhh ahl
0 Fre ol a= lim = =\
At-0 At dt  dt?
. dv, , dv, & AR 7 AN A5, AN 7 A
NS AL AN
T a [+dtj+dt dt2[+dtzj+dt2
El vector a no tiene que ser tangente a la
_, trayectoria.
b Si la trayectoria es curva, apunta hacia el lado

concavo de la trayectoria (interior de la curva
descrita por la particula).

eclilinea i::
;5/ La aceleracion es tangente a la trayectoria solo
- - si la particula se mueve en linea recta.

Atencién: Cualquier particula que
sigue una trayectoria curva esta
acelerando !!!



a) Aceleracién: trayectoria curva

Para obtener la aceleracion p: -

instantdnea P, b) Aceleracion: trayectoria en linea recta

d cn P] _ _
: . lomamos ¢l limne Solo s1 la trayectona _,.."'T

- 'Lk’.' ﬂT"..:,d cuando P, se ©5 rectilinea ... L)
' aproxima a P ... P,

N - i M
@ - / é=1fm AL
/ / LY, ﬂ (]
‘_,...-*"""'F_} il ... 1a aceleracion estd en
- direcci6n de la trayectona.
+“... lo que significa que
Av y At se aproximan a 0.

- La aceleraci6n apunta )
hacia el lado céncavo
de la trayectona.
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COMPONENTES PERPENDICULAR Y PARALELA DE LA ACELERACION

/ s El vector@d se
¢~ Tangente a la puede visualizar en
trayectoria en P, términos de una
componente
paralela a la
——==> Trayectoriade trayectoria de la
la partfcula particula
v (paralela a la
velocidad), y otra
| componente
, perpendicular a
: ~Normal a la la trayectoria,

! ; “ trayectoria en P (Perpendicular a la
Componente de a RS

La componente paralela determina los cambios en la rapidez de /a
particula.

Componente
de a paralela

a la tray ectoria.

“u
a,

La componente perpendicular indica los cambios en la direccién
del movimiento de la particula.



@) Aceleracion paralela a la velocidad:
Solo cambia la magnitud AD

de la velocidad: la rapidez

cambia, pero no la
direccion.

—
a

g) Cuando la rapidez es constante en una

trayectoria curva ... trayecloria curva ...

—» -
Al v

... 1a aceleracion es normal
a la trayectoria. P

b) Cuando la rapidez se incrementa en una

- A s
< ... la aceleracidn apunta hacia
adelante de la normal.

Normal en P

b) Aceleracién perpendicular a la velocidad:

Solo cambia la direccion —
de la velocidad: la particula

sigue una trayectoria curva
con rapidez constante.

Ez=ﬁ|+a‘:li;

N

€) Cuando la rapidez disminuye en una
trayectoria curva ...

—
v

... 1a aceleracion apunta hacia
atrds de la normal.
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El desplazamiento de un objeto se define como el cambio
en su vector de posicion:

AT =T, — T,

La velocidad media de un objeto durante un intervalo 5 = E
de tiempo At es su desplazamiento dividido entre At : m At

Como el desplazamiento es una cantidad vectorial y el intervalo de tiempo es una
cantidad escalar, se concluye que la velocidad promedio es una cantidad vectorial
dirigida a lo largo de AT

Cambio en el vector de posicidn de la particula

i P
® L3

Vector velocidad media de 0 L;: ;: . F Fﬂsi{;ién final
una particula durante el ﬁm od —— = - ! menos posicion
intervalo de tiempo de t, a t,. e At b =k inicial

L] #
++++++
-

)
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Resumen: desplazamiento, velocidad y aceleracién en dos

dimensiones

La velocidad instantanea de un objeto es el limite & _ ;. % — Jip Ar
de su velocidad media cuando At tiende a cero. At—»0 T At—0 At
El vector velocidad instantanea «--., o . Ar dr

de una particula ... =30 =5 ——

JAr—0 Ar dt
.. es igual al limite de su velocidad media cuando .. y es igual a la razén de cambio
el intervalo de tiempo se aproxima a cero ... instantanea de su vector de posicion.

La direccion del vector velocidad instantanea es el recorrido a lo largo de la linea
tangente a la trayectoria del objeto y con el sentido de su movimiento.
Obviamente las unidades de estas velocidades vectoriales en el S.I. son m/s.

La aceleraciéon media de un objeto durante un - Av v —V;
intervalo de tiempo At es el cambio de velocidad Av Am At At
dividido entre At :

Cambio en la velocidad de la particula

.........
_______ ol b mmm ..1."I-|.

Vector aceleracion media ... ¥ ¥’ ¢ S :
- T AU e Velocidad final
de una particula durante i, ats Uy — U :
i rialn de fiseion = ———— menos la
£ elvalo de nempo T : ol
. i i » Ar Iy I velocidad inicial
def, at, o x; * 14

[ntervalo de tiempo  Tiempo final menos tiempo inicial



Resumen: desplazamiento, velocidad y aceleracién en dos

dimensiones
La aceleracion instantanea de un objeto es el limite _ _ .. — _ . Av
. 7 F . L — 1111l — iy =, -
de su aceleracion media cuando At tiende a cero. Gy At—0 AL
El vector aceleracion---... AU dv
instantinea de una a = lim =
particula ... L At—0 At {l‘:rf
.. es igual al limite de este vector aceleracion media ... y es igual a la razén de cambio
cuando el intervalo de tiempo se aproxima a cero ... instantanea de su vector velocidad.
ATENCION:

Es importante reconocer que un objeto puede acelerar en diferentes formas:

1) La magnitud del vector velocidad (la rapidez) puede cambiar con el tiempo.

2) La direccion del vector velocidad puede cambiar con el tiempo, incluso si la
rapidez es constante, como puede suceder a lo largo de una trayectoria curva.

3) Tanto la magnitud y la direccion del vector velocidad pueden cambiar al mismo
tiempo.

15



Preguntas

¢, En cual de las siguientes situaciones el vector velocidad media v, .4 €n un
intervalo seria igual a la velocidad instantanea v al final del intervalo?

I. ncuerpo que se mueve en una trayectoria curva a rapidez constante;

li. un cuerpo que se mueve en una trayectoria curva y aumenta su rapidez;
iii. un cuerpo que se mueve en linea recta a rapidez constante;

IV. un cuerpo que se mueve en linea recta y aumenta su rapidez

ili. Si la velocidad instantanea v es constante durante un intervalo, su valor en
cualquier punto (incluyendo el final del intervalo) es igual a la velocidad media
V..eq durante el intervalo.

Enivy ii, la direccion de v al final del intervalo es tangente a la trayectoria en ese
punto; mientras que la direccion de v, .4 apunta del inicio de la trayectoria al final
de la misma (en la direccion del desplazamiento neto).

Eniv, vy v .4 Se encuentran a lo largo de la linea recta, aunque v tiene una
magnitud mayor porque la rapidez ha ido en aumento.

16



Preguntas

Un trineo viaja por la cima de una colina

cubierta de nieve. El trineo disminuye su . 7
rapidez conforme asciende por un lado = 4

de la colina y la aumenta cuando Travectoria
desciende por el otro lado. == ) T del trineo
¢ Cual de los vectores (1 a 9) en - b 7

la figura muestra correctamente la 4 8 6 A
direccion de la aceleracion del trineo en 7

la cima? 0 bien, 9: aceleracion = 0
(Considere el 9 como la aceleracién

cero). 1

3.2 Vector 7 En el punto mas alto de la trayectoria del trineo, la rapidez es minima.
En ese punto, la rapidez no aumenta ni disminuye, y la componente paralela de la
aceleracion (es decir, la componente horizontal) es cero. La aceleracion sélo tiene
una componente perpendicular hacia el interior de la trayectoria curva del trineo.
En otras palabras, la aceleracion es hacia abajo
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