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s Consultas o dudas de lo visto anteriormente?
. Peso efectivo en un ascensor.

. Concepto de producto vectorial.

. Torque: definicion, efecto y como calcularlo.

. Concepto de cuerpo rigido.

. Condiciones de equilibrio de un rigido.

. Centro de gravedad y de masa.

. Tipos de equilibrio y estabilidad.

Fuerzas de rozamiento, coeficientes de friccion estatica y
cinética.

. Fuerzas gravitatorias y peso.
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Cuestiones que pretendemos responder hoy:

—

. Maquinas simples: palancas y ventaja mecanica.

o

Aplicaciones del modelo de palanca a movimiento de animales y
mandibulas de animales.

Movimiento circular uniforme.

Movimiento circular con aceleracion angular constante.
Segunda ley de Newton aplicada al movimiento circular.
Cinematica rotacional.

o e

Relacion entre torque y aceleracion angular.



Maquinas simples: palancas y sistemas de poleas.

En cada caso, se aplica una fuerza F,. y se contrarresta una fuerza de carga F,.
La ventaja mecanica (V.M.) de la maquina se define como el cociente de los
modulos de estas fuerzas

Una palanca esen
esencia una barra
rigida utilizada con un
punto de apoyo (fulcro).

Segun las posiciones
relativas de F;, F, y el

X1 X3
l--.:-l---| fulcro, se definen tres
clases de palanca.
F,
3 s

Clase | Clase I Clase Ili \



PALANCAS Y VENTAJA MECANICA

Ventaja mecanica: cociente entre las fuerzas de F. X
carga y la aplicada. IV M = e — e
Si las fuerzas son perpendiculares a la palanca, la razon ] ] Y
de la fuerza de carga y aplicada en equilibrio se pueden a L

expresar a partir de sus distancias a fulcro:

-

Se debe considerar la fuerza o componente perpendicular a la palanca.

Ventajas mecanicas de las palancas: clase lll es siempre menor que 1, clase Il es
siempre mayor que 1y de clase | pueden ser mayor o menor que 1.

La ventaja mecanica V.M. dada por la ecuacion anterior es un valor ideal.

Las maquinas reales siempre tienen fuerzas de rozamiento que reducen la ventaja
mecanica real por debajo de su valor ideal.



PALANCAS Y VENTAJA MECANICA

Las extremidades se pueden modelar
como palancas tipo lll.

Las extremidades cortas con pequefos
valores de x, tendran V.M. relativamente
grandes y seran capaces de ejercer
grandes fuerzas.

Sin embargo, la distancia que recorre el
extremo de un miembro es proporcional a
su longitud x, por lo que el movimiento
rapido requiere extremidades largas.

Hay un compromiso entre la fuerza y la velocidad de

movimiento.

La pata delantera de un caballo de carreras tiene una ventaja mecanica de
0,08.

El armadillo, que es un animal zapador, tiene una pata delantera cuya
ventaja mecanica es 0,25. Por lo tanto, aunque no puede moverse con tanta

velocidad, tiene la fuerza suficiente para excavar.
6



Las mandibulas de los animales

Un animal debe poder morder con fuerza: esto depende del modulo,
direccion y punto de aplicacion de las fuerzas ejercidas por los musculos que
cierran la mandibula.
Ademas, los huesos de la articulacion de la mandibula superior con la inferior
deben ser lo suficientemente resistentes a fin de evitar fracturas y
dislocaciones.
Los mamiferos han evolucionado a partir de reptiles de modo que los
musculos implantados en la mandibula inferior iban creciendo
progresivamente, mientras que los huesos de la articulacion iban

| disminuyendo de tamario, lo que se explica en términos de los cambios de
direccion y de punto de aplicacion de las fuerzas musculares.



Las mandibulas de los animales

Diferencias basicas entre la mandibula inferior de un reptil primitivo
y el tipico aspecto de un mamifero actual.
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Mandibula inferior de reptil primitivo - simple barra con unos musculos que empujan
hacia arriba, implantados en un punto cercano a la articulacion. M fuerza debida al
musculo; B fuerza de reaccion que presenta el objeto a la mordida y R fuerza debida a
la articulacion de la mandibula en J.

Mandibula de mamifero- tiene una gran protuberancia (ap6fisis coronoides), en la
cual se implanta musculo temporal que empuja hacia atras y hacia arriba (fuerza T ).
El masetero y el pterygoides empujan hacia adelante y hacia arriba (fuerza M).

La fuerza R debida a la articulaciéon de la mandibula puede ser nula si las lineas de
accion de las tres fuerzas T, By M (como se muestra).




Las mandibulas de los animales

Para el reptil: calculando los Pivote
momentos con respecto al punto O, el M (articulacién
momento neto es cero si de la mandibula)

/
4 /,

M///-J e O ug

\ St L

x.B—x.R=0 =R=-EB = T
B R Xp 8 g | R
(a) Y

Como la fuerza neta sobre la mandibula debe ser cero, M— B - R = 0, la fuerza
muscular requerida es

Xp
M=E—|—R=H(l+—)
xR

Por ejemplo, si x5 = 2xz ¥y B = 100 N, entonces R =200 Ny M = 300 N.
Asi pues, la fuerza B sobre la comida es menor que las fuerzas My R
ejercidas por el musculo y la articulacidon, respectivamente.

Se ve claramente que la solidez de la articulacién es un factor que limita la
fuerza con que puede morder el reptil y el margen de seguridad del musculo.



Las mandibulas de los animales

Fuerzas sobre la mandibula de un mamifero cuando la articulacion no suministra
fuerza alguna (fuerza R=0).

-——

En la mandibula de los mamiferos, la fuerza M se aplica asimismo a partir de la
articulacion y otra fuerza muscular, T, se halla también presente.

Si las lineas de accion de T, M y B se cortan en un punto, sus momentos con
respecto a este punto son cero . Por consiguiente, la segunda condicion de

equilibrio, T = 0, requiere que también la linea de accion de R pase por este punto.
Ademas, cuando las fuerzas también satisfacen T+ M + B = 0, /a articulacion n6
debe proporcionar ninguna fuerza R para satisfacer la condicion 2 F = 0. 10



Las mandibulas de los animales

SiT+M+ B noes nula, o si sus
lineas de accion no se cortan en un
punto comun, la articulacion debera
proporcionar una fuerza R, que de
todos modos sera mucho menor
que la correspondiente en el reptil.

{2) o)

Por lo tanto, la articulacion no necesita una estructura tan grande y por lo tanto no
limita el tamafo del musculo que puede tener el animal.

Los mamiferos carnivoros usan sus poderosos incisivos para desgarrar y transportar
sus presas, mientras que los herbivoros muelen su comida lateralmente entre los
molares.

El peso del musculo temporal de un carnivoro oscila entre la mitad y los dos
tercios del peso total de los musculos que cierran las mandibulas.

Sin embargo, en los herbivoros, este musculo sélo pesa una décima parte del total.

11



Ejemplo (similar 3.11) v T

Para ilustrar la superioridad de la mandibula
los mamiferos, supongamos que las fuerzas
musculares Ty M de la figura forman ambas
un angulo de 6= 45° con la horizontal.

¢ Coémo se ha de relacionar M con T para
que la articulacion no tenga que hacer
ninguna fuerza R y cuanto valdra la fuerza B
ejercida sobre la comida?

(Suponer que las lineas de accion de B, T y M se cortan en un punto comun, de
modo que se cumple la segunda condicion de equilibrio T = 0)

Segun x: T cos 45° = M cos 45°  por lo que resulta que T=M

—

i
Seguny: T sen45° + M sen 45°=B como sen 45°= f
2

Porloqueresultaque: B=y2M=v2T

Por consiguiente, la fuerza B ejercida por la mandibula sobre la comida es mayor que
cualquiera de las dos fuerzas musculares T y M, y la fuerza debida a la articulacion
es nula. Por el contrario, en el caso del reptil hallamos que la fuerza B es menor
que la fuerza muscular o la fuerza de la articulacion.



Un automovil se mueve en una
" trayectoria circular con rapidez
" constante v: este tipo de

~.. movimiento se conoce como

movimiento circular
uniforme (MCU).

La aceleracion depende del cambio en la velocidad, y como la velocidad
es una cantidad vectorial, puede ocurrir en dos formas: por un cambio en la
magnitud de la velocidad y por un cambio en la direccion de la
velocidad.

La ultima situacion ocurre para un objeto que se mueve con rapidez
constante en una trayectoria circular.

El vector velocidad siempre es tangente a la trayectoria del objeto y
perpendicular al radio de la trayectoria circular. )

13



MOVIMIENTO CIRCULAR UNIFORME

El vector aceleracion en MCU siempre es perpendicular a la trayectoria y
siempre apunta hacia el centro del circulo.

Si eso no fuera cierto, habria una componente de la aceleracion paralela a
la trayectoria, paralela al vector velocidad, lo que provocaria a un cambio
en la rapidez del movil a lo largo de la trayectoria, esto contradice con que
el movil se mueve con rapidez constante a lo largo de la trayectoria.

En un MCU: la particula se
mueve en un circulo con

g rapidez constante y el vector
= aceleracion es perpendicular
En el movimiento circular a la trayectoria y se d|r|ge al

e uniforme, Jlu :u'u_lfi';iuwn centro de la trayectoria
\ R instantanea siempre . lar: | . 7
i punta hacia el centro CIrcuiar. aceleracion

/ a. ' ¢ ,
! o \\ del circulo. centrlpeta.
. 2

17
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Ejemplo

La Tierra tiene 6380 km de radio y gira una vez sobre su eje en 24 horas.
¢,Qué aceleracion radial (a,,4) tiene un objeto en el ecuador? Dé su
respuesta en m/s? y como fraccion de g.

R = 6380 km = 6,38 x 10°m
T=24h=24%x60X60seg =86400s

_ 2mR  2m(6,38 x 10°)

— 463,97
A 86400 e
_ v? 463,972 9
T e v 0,03374 m/s

dai=3.4x10"m/s" =3.40x10° g

15



MOVIMIENTO CIRCULAR NO UNIFORME

Trayectoria circular y la rapidez varia.

La aceleracion radial sigue valiendo lo mismo que en el
uniforme, y siempre es perpendicular a la velocidad instantanea y

dirigida al centro del circulo.
Su valor a,,, no es constante. La aceleracion radial (centripeta) es
mayor en el punto del circulo donde la rapidez es mayor.

La aceleracion tiene también una componente de aceleracion
. paralela a la velocidad instantanea (a,.,)

La componente de aceleracion tangencial a,,,, es igual a la tasa
de cambio de la rapidez

172 dlw| dv
Avndial = R Qtangencial — dt N dt

La componente tangencial tiene el mismo sentido que la velocidad si
la particula esta acelerando, y la direccion opuesta si esta frenando.



MOVIMIENTO CIRCULAR NO UNIFORME

Movimiento de un carrito de montafa rusa con rapidez variable
(se modela como particula que se mueve en circulo vertical)

Rapidez minima, a4 minima, a,, cero.
Aumento de rapidez: Disminucion
(yan €N la misma de rapidez: a,,
direccién que ©. es opuesta a v.

a
tan \amd /
lﬂl =l

Rapidez médxima: a4y maxima, a,, cero. 17



Segunda ley de Newton para una particula
en mowmlento circular uniforme

- Consideremos una bola de masa m que se ata a
una cuerda de longitud r y se la hace girar con
rapidez constante en una trayectoria circular
horizontal, sobre una mesa sin friccion, como se
muestra.

De acuerdo con la primera ley de Newton, la
bola se moveria en una linea recta si no hubiese
fuerza en ella; sin embargo, la cuerda evita el
movimiento a lo largo de una linea recta al
ejercer en la bola una fuerza radial F, que la
hace sequir la trayectoria circular.

Si se aplica la segunda ley de Newton a lo largo de la direccion radial, la fuerza neta
que causa la aceleracion centripeta se relaciona con la aceleracion asi:

12
F=ma,. =m—
r

Si la cuerda se rompe en algun instante, la bola se mueve a lo largo de la trayectoria
en linea recta que es tangente al circulo en la posicion de la bola en ese instante.



DINAMICA DEL MOVIMIENTO CIRCULAR

e :
- ~~ Cuando una particula se mueve en un

circulo con rapidez constante, su
aceleracion siempre es hacia el centro del

LF .
.:ﬁ En ¢l movimiento *\  circulo (perpendicular a la velocidad
p - reular uniforme. lanto \ . >
I i CIFCular uniiorme, Lan 1 Instantanea)
I
I
I

| ¥ N RN 5 1 5 i W P
la aceleracion como la fuerza

La magnitud a,,, de la aceleracion es

fela ¢stan dinewdas hiacia ¢l

I
I
i ¥ .
\ centro del circulo. y constante y esta dada en términos de la
"L\ +  rapidez vy el radio R del circulo por
% "
x_h ,"’I 3
HH'-. E-,': l'."l'+ '_,-"f izt 3 - - E . .
“cael i ar A= r (movimiento circular uniforme)
r
: 2
2da. Ley de Newton aplicada a U
la direccion radial en un Freta = MAgyg = M R

movimiento circular uniforme;

19



Ejemplo: ejercicio 4.2 o 2

Un carrito con masa de 0,800 kg viaja con rapidez .
constante en el interior de una pista circular
vertical de radio igual a 5,00m. Si la fuerza normal

ejercida por la pista sobre el carrito cuando esta ./

en la parte superior de la pista (punto B) es de
6,00N, ¢ cual es la fuerza normal sobre el carrito
cuando se encuentra en la parte inferior de la pista
(punto A)?

Como la rapidez es constante, la aceleracion radial
del carrito es constante, es la aceleracion centripeta.

Para calcular la normal en A (N,), debo aplicar la 2da. Ley de Newton
en el punto A, y relacionar las fuerzas actuantes y la aceleracion.
Pero desconozco la aceleracion...que depende la rapidez.

Entonces debo plantear la 2da. Ley de Newton en el punto B... donde
conozco cuanto vale la normal (N, = 6,00 N)

20



Diagramas de cuerpo libre (DCL) Vamos a representar los DCL en

-'.-'-
i

5,
- b

los puntos By A

En B: actuan 2 fuerzas el peso
del auto mg y la normal Ng
ambas dirigidas hacia el centro.

Ademas vamos a representar la
aceleracion centripeta a., dirigida
hacia el centro.

En A: actuan 2 fuerzas el peso
| del auto mg (hacia abajo) y la
normal Ny hacia arriba.

: Incluimos ademas la
Y 4 aceleracion centripeta a,

V4 dirigida hacia el centro.

21



— 2
= &, 17
Aceleracion centripeta: a = —

Diagramas de cuerpo libre (DCL)

R

2da. Ley de Newton en B: ma = Ng + mg

2da. Ley de Newton en A: ma = N, - mg

Ng + mg =N, —mg

N, = N + 2mg = 6,00 + 2(0,800) 9,8=

N,=21,7 N

22



Movimiento de rotacion- Rotacion pura si cada punto del

cuerpo rigido se mueve en trayectoria circular. Los centros de
estos circulos estan sobre una recta comun (eje de rotacion).

y* Variables de rotacion-

Angulo (: posicién angular de la
linea de referencia AP (en radianes) y
con sentido positivo de rotacion
antihorario.

¢ esta dado en radianes por la relacion:

seselarcoyr eselradiode lacfa
1802

1 rad =
T
Desplazamiento angular de P sera A = @, - @,

= 5}39

23



. . _ 9= _AY
Velocidad angular media: @D media = =
t,—t, At
: A d
. @ =lim,, $_4¢
Velocidad angular w: At dt
o 0y, -0 Ao
.- 5 media — -
Aceleracion angular media t,—t, At
W . Aw dw
Aceleracion angular (a) a=lim,, o, —=
At dt
. 27
lrev/s = 2mrrad/s y l rev/min = 1 rpm = Erad,/s

Velocidad angular positiva si el cuerpo gira en la direccion de ® creciente.




Las ecuaciones resultan ser similares a las ecuaciones vistas
anteriormente para MRUA si sustituimos x por 6, v, por w,, y a, por c,.

Consideramos que la aceleracion angular &, es constante

Tabla 9.1 Comparacion del movimiento lineal y angular
con aceleracion constante

Movimiento rectilineo con Rotacion sobre un eje fijo con

aceleracion lineal constante aceleracion angular constante

d, = constante a; = constante

v, = Uy, + ad (2.8) w, = wy, + a,l (9.7)
X =xp + vpd + 3ayt” (2.12) 0 =6y + wn,t + 3at’ (9.11)
vl = vol + 2a,(x — xq) (2.13) w? = wyl + 2a.(0 — 6p) (9.12)

x — xp = 3(vox + U (2.14) 0 — 6y = 1 (wg; + w)t (9.10)

25



Cuerpo rigido girando alrededor de un eje fijo que pasa por O. Las particulas se
mueven en una trayectoria circular, en un plano perpendicular al eje.
Punto P a una distancia constante r de O, describe circulo de radio r.

Angulo 6 (en radianes) y la longitud del arco s: S = r.0

Derivando con respecto al tiempo (r es constante) y tomando el valor absoluto:
ds dﬂ‘

del — "lae

Distancia que recorre el punto P del
cuerpo (el dngulo ¢ estd en radianes)

Rapidez lineal del punto P :
(a rapidez angular w estd en radfs)}
y : :

® . ¥
- - U = rw :
- " ]

g
-

T4
Fd

|ds/dt| valor absoluto de la tasa de cambio de Ia
] longitud de arco, igual a la rapidez lineal

{ sgmepunto ptet instantanea v de la particula.

/<3 « |dO/dt| eslarapidez angular instantanea
| W (magnitud velocidad angular instantanea en
rad/s)

K _
UV =Tdaw

Cada punto sobre el objeto rigido tiene la misma rapidez angular, pero
no todo punto tiene la misma rapidez tangencial porque r no es el
mismo para todos los puntos sobre el objeto.




Componentes de aceleracidn radial y tangencial: Derivando respecto al tiempO'
=T W

i, .
* d,4 = w-reslaaceleracion centripeta del
punto P.

* 4y, = rosignifica que I?l rotacién de_P estd dl? dm
aumentando (el cuerpo tiene aceleracion '-'lr = — =7 — _
angular). dt dt l‘.It — T{Iz
w L
4"’ Se vio que un punto que se mueve en una
f/ ] trayectoria circular tiene una aceleracion radial a,
/' lineal del dirigida hacia el centro de rotacion y cuya
to P . N, x
If i I s magnitud es la de la aceleracion centripeta vZ/r.
1
1 T X
: ¢ | Como v = r w, la aceleracion centripeta en dicho
) , . .
Hx /! punto se puede expresar en terminos de rapidez
!
N\, P angular 12
p 23 _ _ 2
Mo T A, =—=T W
i gl m A r

a=a,+a,

I
a= _Ja§+ az = (ra,)? + (r w?)? =rya2 + w* )

27



Veremos que cuando un rigido esta sujeto a un F,

torque neto, experimenta una aceleracion angular j ,_,.—‘—\ 2
: . h 3 { = e
proporcional al mismo, resultado similar a la 2da. ley | P T
- de Newton, pero para rotaciones. ‘x 0 J
b =

Sistema de la figura: objeto de masa m unido a una ":|

barra muy ligera de longitud r, que gira alrededor
del punto O sobre una mesa horizontal sin friccion.
Supongamos que una fuerza F,actua perpendicu-
larmente a la barra (tangente a la trayectoria
circular del objeto).

Debido a que no hay fuerza opuesta a la fuerza tangencial, el objeto experimenta
una aceleracion tangencial a,de acuerdo con la segunda ley del Newton: m.a, = F;

Muliplicando ambos miembros por r: m.a,.r= F;.r
Y ahora, sustituyendo: a,= a.r resulta: m.c.r’ = F,.r

Pero el 2do. miembro es el torque que actua sobre el objeto en relacion con su)je
de rotacion, asi que se puede rescribir como mo.r°=rt 28



5 El torque (7) sobre el objeto es proporcional a la aceleracion
m.r-a=rt angular («) de éste, donde la constante de proporcionalidad mr?
se conoce como el momento de inercia (I) del objeto de masa m
[. oO=T7 con respecto al punto O.
(Como la barra es muy ligera, su momento de inercia puede
despreciarse).

Sea un disco sélido que
rota sobre su eje como en
la figura.

ms

r m El disco consiste en
'y 'r ’
muchas particulas a
.—-""'.-.-----.J . . . .
e i varias distancias del eje
__— LY J de la rotacion.

3
o
o El torque en cada una de
ny , )
estas particulas esta dado
por la ecuacion anterior.
El torque neto sobre el disco esta dado por la suma de los torques individuales 7, en
todas las particulas, y etiquetando a c/u de las masas y a sus distancias con

respecto al eje con un subindice J :
ZTi = (Z mi.?‘f)ﬂ )
i I

Como el disco es rigido, todas sus particulas tienen la misma aceleracion angulay,
asi que a no esta involucrada en la suma.



Relacion entre el torque y la aceleracién angular

VRN 5 5 5 Esta cantidad es el momento
Mi.T; = MyTy + Maly + M3l + de inercia, I, de todo el cuerpo
I respecto al eje que pasa por O.:

El momento de inercia tiene unidades Sl de kg.m?.
Utilizando este resultado en la ecuacion anterior, vemos que el torque neto sobre un
cuerpo rigido en rotacion alrededor de un eje fijo esta dado por:

E T =la

La expresion indica que la aceleraciéon angular de un
objeto rigido es proporcional al torque neto que
actua sobre él, y es el analogo rotatorio de la 2da. Ley
de Newton.

En esta ecuacion el torque sustituyendo a la fuerza, el momento de inercia que
sustituye a la masa y la aceleracion angular, a la aceleracion lineal.

Aungue el momento de inercia de un objeto se relaciona con su masa, hay una
importante diferencia entre ellos.

La masa m depende solamente de la cantidad de materia en un objeto, mientras
que el momento de la inercia, I, depende de la cantidad de materia y de su
distribucion (con el término r2en | =>mr?) en el objeto rigido.

30



Momento de inercia

Como vimos una particula tiene un momento de inercia igual a mr2 en relacién con

un cierto eje.

El momento de inercia de un objeto compuesto sobre un cierto eje es justo la suma
de los momentos de inercia de los componentes del objeto

AN AEANEAN .2 .2 il
I = % m;. 17 = myry +myry +mary + o

I

La masa es una caracteristica intrinseca del objeto y que no cambia, mientras que
el momento de inercia de un sistema depende de coémo la masa se distribuye
y de la ubicacién del eje respecto al cual se calculal.

b
*n?‘ h

.i:i'?l

Y T mg

Mg

Cuando el objeto es continuo, como una esfera o un
cilindro se requieren a menudo técnicas del calculo, a
menos que una cierta simetria esté presente.

Un objeto de soluciéon simple es un aro que rota
sobre un eje perpendicular a su plano y que pasa a
través de su centro (como la rueda de una bicicleta).
Para evaluar el momento de inercia del aro, podemos
todavia utilizar la ecuaciéon | =>mr? e imaginarse que
la masa del aro M esta dividida en n pequerios
segmentos de masas m,, m,, Ms,... m,, COMo Se,ye
en la figura, con M=m, + m,+ my; +...m,.



Momento de inercia

Podemos expresar | como la suma: | = me_;? = M1 + Mory + mard + -+ m, 157

i
i
Todos los segmentos alrededor del aro estan a la misma distancia R del eje de

rotacion, asi que podemos usar subindices en las distancias y factorizar R, para

R (my + my + mg + -+ + m, )R* = MR?

Expresion que se puede usar para el momento de inercia de cualquier objeto de
forma anular, que rota sobre un eje a través de su centro y perpendicular a su
plano. Este resultado es estrictamente valido solamente si el grueso del anillo es
pequeno en relacion con su radio interno.

| Desafortunadamente, para objetos mas extensos el calculo es mas dificil porque no
todos los elementos demasa estan situados a la misma distancia del eje, por lo que
se requieren los métodos del calculo integral.

Los momentos de inercia para algunas otras formas comunes se muestran en la
proxima diapositiva.
Se puede utilizar esta tabla cuando necesite determinar el momento de inercia de

un cuerpo que tiene las formas mencionadas
32



a) Varlla delgada, eje b) Varilla delgada, eje ) Placa rectangular, eje d) Placa rectangular delgada,
a través del centro a través de un extremo a través del centro gje a lo largo de un extremo

-l _ Yo
I—IEML .F—3ML

/ L/
€) Cilindro hueco de f) Cilindro sélido q) Cilindro hueco de h) Esfera sélida i) Esfera hueca de
pared gruesa pared delgada pared delgada
Tl e _1 _ 2

I'= MR+ Ry) I= EMRI I= 3MR
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