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Introduccion

Estas son notas para el curso de Algebra Lineal 1 de la Licenciatura en Matematica de la Facultad de
Ciencias de la Universidad de la Republica. A continuacion veremos una breve descripcién de cada capitulo.

Capitulo 1. Sistemas de ecuaciones. Este tema se estudia en los cursos de ensenanza secundaria, por lo que
aparece tratado como un repaso, con énfasis en la parte operativa. La teoria y otras técnicas de resolucién
se veran al finalizar el capitulo 3.

Capitulo 2. Se estudian las propiedades de los vectores en el espacio y se ven aplicaciones a rectas y planos.
Estos temas tienen interés por sus aplicaciones geométricas, pero ademas importan porque los espacios
vectoriales, que son el tema central de estas notas, son el resultado de generalizar estas propiedades.

Capitulo 3. Comienza con el estudio de las matrices y sus operaciones; suma, producto, etc. Luego se intro-
ducen las operaciones elementales y la equivalencia de matrices, lo cual juega un rol central en este capitulo.
Después se introducen los determinantes y se prueban sus propiedades. Finalmente se ven aplicaciones a
sistemas de ecuaciones.

Capitulo 4. Se introducen los espacios vectoriales, con énfasis en los espacios dimension finita. Se defi-
nen los subespacios y se estudian las operaciones entre subespacios. Luego se introducen los conceptos de
conjunto linealmente independiente, conjunto linealmente dependiente, generador y base, y se estudian sus
propiedades. Finalmente se ven las definiciones necesarias para trabajar en dimension infinita, aunque sin
profundizar en el tema.

Capitulo 5. Se estudian de las transformaciones lineales entre espacios vectoriales, concentrandonos en las
propiedades de los espacios de dimensién finita. Luego se estudia el rango de matrices y de transformaciones
lineales. El capitulo finaliza con una breve seccién sobre espacio dual.

Apéndice A. Contiene un repaso de conceptos béasicos de teoria de conjuntos, funciones y relaciones de
equivalencia. La idea es que sirva como referencia para los capitulos anteriores.

Convenciones y notaciones. El simbolo ¢ indica que hemos llegado a una contradiccion y [ indica que
hemos llegado al final de una demostraciéon. Si X es un conjunto finito, entonces #X indica la cantidad de
elementos de X, a la cual llamamos el cardinal de X.

Al conjunto de los nuimeros reales lo escribiremos R, al de los racionales Q al de los enteros Z y al de
los naturales N = {0,1,2,...}. Para que las notas tengan un cardcter lo més universal posible, en general
trabajaremos sobre un cuerpo arbitrario k, salvo en los temas de geometria en los cuales el cuerpo serd el
de los ntimeros reales R. Sin embargo, dado que estas notas son para un curso del primer semestre de la
licenciatura, los ejemplos van a ser siempre en los reales, asi que si se prefiere se puede pensar que el cuerpo
k es R, aunque lo que veremos vale para cualquier cuerpo’, como ser el de los racionales, los complejos, los
enteros médulo un primo, etc.

'Hay algunas pocas propiedades que no valen en cualquier cuerpo, eso seré explicitado al tratarlo.
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Capitulo 1

Sistemas de ecuaciones

En este tema el énfasis va a estar en la parte practica, la fundamentacién tedrica se vera en capitulos
posteriores. En lo que sigue asumiremos que estamos trabajando con nimeros reales, aunque en general lo
que veremos vale también para otros cuerpos numéricos, como los nimeros racionales o los complejos.

Un sistema de ecuaciones (lineales) es un conjunto de ecuaciones, como son los siguientes

L r+y = 1 _ r+y+z = 0
{3ix++2y+j _ 315 vy 2x+3y = 0 7{926:)::33/ _ ; L8 2r+3y—22 = 0 . (L1
4 - —r+3y = -2 vy = —r+3y—2z = 0

El primero es un ejemplo de un sistema 2 x 3, ya que tiene dos ecuaciones y tres incégnitas (o variables), el
segundo es 3 x 2, el tercero es 2 x 2 y el cuarto es 3 x 3. En general un sistema puede tener una cantidad
arbitraria de ecuaciones y de incognitas. Una solucion del sistema es una asignacion de valores a las variables,
de forma tal que se verifiquen todas las ecuaciones del sistema. Por ejemplo, si consideramos el primer sistema
en (1.1), entonces una solucién es x = —1, y = 1 y z = —4. Cuando nos referimos a resolver el sistema
queremos decir hallar todas sus soluciones, si es que existen.

1.1. Sistemas 2 x 2

En esta seccién veremos como resolver sistemas 2 x 2. Para eso tenemos tres métodos: sustitucion, igualacion
y reduccion. Mostraremos solo sustitucién y reduccién, ya que igualacién es bastante parecido a sustitucion
y no tiene mayores ventajas. Lo ilustraremos mediante ejemplos. Consideremos

20 4+y = 3
3r—5y = 11

Notar que en la primera ecuacion es facil despejar la segunda variable, obteniendo y = 3 — 2z. Si sustituimos
este valor en la segunda ecuacién, obtenemos una ecuacion en una variable, la cual es facil de resolver

3r—53—-2z)=11 = 13z—-15=11 = 132=26 = z=2.
Ahora el valor que obtuvimos de x lo sustituimos en y = 3 — 2x, obteniendo y = 3 — 2(2) = —1. Luego la
solucion es x = 2 e y = —1. Este es el método de sustitucion.

El método anterior funciona bien cuando alguna de las variables es facil de despejar, en otros casos es mejor
el método de reduccion, que veremos a continuacion. Consideremos el siguiente sistema
{ Tr+2y = 16

3r+5y = 11 (1.2)



Notar que, en general, si multiplicamos una ecuaciéon por una constante no nula, entonces obtenemos otra
ecuacién que tiene las mismas soluciones. La técnica acd consiste en multiplicar cada ecuacién por una
constante adecuada y luego sumarlas, de forma tal que en el resultado final desaparezca una de las incognitas.
Por ejemplo, si en el sistema anterior queremos eliminar la incégnita x, entonces mutiplicando la primer
ecuacion por 3 y la segunda por —7, y después sumandolas, obtenemos

2lx + 6y = 48 (+ _ _
{—21x+—35y = -7 e A

Si ahora sustituimos ese valor de y en la primera ecuacién del sistema (1.2), obtenemos
t+21)=16 = Tr+2=106 = Tr=14 = z=2.

Luego la solucién es x = 2 e y = 1. Lo mismo obtendriamos si sustituimos ¥y en la segunda ecuacion.
Otra forma de resolver el sistema consiste en eliminar la variable y en vez de la z. Para eso, en (1.2)
mutiplicamos la primera ecuacién por 5 y la segunda por —2 y las sumamos:

{ 35w+ 10y =80 L agp 58 = z=2

—6x+—10y = —22

Para obtener y, sustituimos el valor de x en cualquiera de las ecuaciones del sistema. Por ejemplo, sustitu-
yendo en la primera obtenemos

72)+2y=16 = 14+2y=16 = 2y=2 = y=1,

asi llegamos de nuevo a la solucién r =2 e y = 1.

Observacion 1.1.1. Introduciendo un sistema de coordenadas podemos identificar el plano con el conjunto
R? = {(z,y) : 2,y € R}, siendo R el conjunto de los niimeros reales. Pensado R? de esta forma, los puntos
(x,y) que verifican una ecuacién del tipo ax + by = ¢ (con a y b no nulos simultdneamente) son puntos que
estan alineados en una recta r; en ese caso decimos que ax + by = ¢ es la ecuacion de r. Luego cuando
queremos resolver un sistema del tipo

de+ey = f

lo que estamos haciendo es buscar los puntos comunes a dos rectas, es decir hallar su interseccién. Como dos
rectas pueden ser secantes, paralelas (y distintas), o coincidentes, entonces el sistema anterior puede tener una
solucién, ninguna, o infinitas, respectivamente. Ejemplos de lo anterior son los siguientes, respectivamente.

vty = 1 r+y = 1 c+y = 1
r—y = 17 r+y = -1~ 20 +2y = 2

1.2. Sistemas en general

{ ax +by = c

En general un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones de la forma

ailxry + -+ appry, = bl

a91x1 + -+ aogpTy = bg
. (1.3)

121 + -+ Gy = by
Los ntimeros a;;j, con ¢ = 1,...,m, j = 1,...,n, son los coeficientes, by, ..., by, son los términos indepen-
dientes y x1,...,x, son las variables o incdgnitas, del sistema. Si queremos explicitar que hay m ecuaciones



y n incégnitas, diremos que es un sistema m X n. Si hay pocas variables, se suele escribir x,y, z,t en vez de
XL1,X2,T3,T4.

Una solucién de un sistema de ecuaciones, es una asignacién de valores a las variables de forma tal que
se verifiquen todas las ecuaciones del sistema Si un sistema admite alguna solucién, entonces se dice que
es compatible y en caso contrario se dice incompatible. Un sistema compatible se dice determinado si tiene
una unica solucién e indeterminado si tiene mas de una solucion. Més adelante veremos que un sistema
indeterminado siempre tiene infinitas soluciones. Cuando nos referimos a resolver un sistema, entendemos
que es clasificarlo en incompatible, compatible determinado o compatible indeterminado, y en estos tltimos
casos hallar todas sus soluciones.

Un sistema del tipo

rT+y+z = 2
2042z = 4
32 = 6

se dice que es un sistema escalerizado. Este sistema es muy facil de resolver, puesto que de la ltima ecuacion
se deduce que es z = 2, sustituyendo este valor de z en la segunda ecuacién deducimos que es y = 1, y
finalmente sustituyendo estos valores de y y 2z en la primera ecuacién deducimos que es z = —1. Luego el
sistema es compatible determinado y su solucion es x = -1, y =1y z = 2.

En general, los sistemas de ecuaciones que mas aparecen son los cuadrados, que son los que tienen tantas
ecuaciones como variables. Nosotros estudiaremos principalmente este tipo de sistemas de ecuaciones y al
final de la seccién veremos un par de ejemplos en que la cantidad de variables y de ecuaciones es distinta.

Dos sistemas de ecuaciones se dicen equivalentes si tienen las mismas soluciones'. Usaremos el simbolo ~
para indicar la equivalencia de sistemas. Vale el siguiente resultado. Para simplificar la exposicién omitiremos
la prueba, aunque es bastante simple y se puede hacer como ejercicio.

Proposicion 1.2.1. Operaciones con las ecuaciones de un sistema que dan lugar a sistemas equivalentes.
» Intercambiar el orden de las variables (es decir, el orden de los sumandos).
= Intercambiar el orden de las ecuaciones.
» Sustituir una ecuacion por un multiplo no nulo de la misma.
= Sumarle a una ecuacion un mailtiplo de otra. O

El método para resolver sistemas de ecuaciones conocido como de eliminacion Gaussiana o de escalerizacion,
consiste en aplicar reiteradamente las operaciones descritas en la proposicién anterior, hasta obtener un
sistema equivalente que esté en forma escalerizada y por lo tanto sea facil de resolver. Mostraremos el
método mediante los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.2.2. Queremos resolver el siguiente sistema

204+3y+52z = 9
x4+ 2y+ 3z
3r+4y+5z = 5

I
o

1 . . . . . . .,
Acé estamos sobreentendiendo que si uno de los sistemas es incompatible, entonces el otro también lo es.



Vamos a ir aplicando las propiedades de la proposicién anterior hasta llevarlo a un sistema escalerizado.

2r4+3y+5z = 9 r+2y+3z = 5 r+2y+3z = 5
r+2y+3z = 5 ~ 20 +3y+5z = 9 ~ —y—z = -1 ~
3x+4y+5z = 5 3r+4y+5z = 5 3x+4y+52z = 5
r+2y+3z = 5 r+2y+32 = 5 r+2y+3z =
—y—z = -1 ~ y+z =1 ~ y+z =1
—2y—4z = -10 y+2z = 5 z = 4

En el primer paso, intercambiamos la primera ecuacién con la segunda; en el segundo, a la segunda ecuacién
le sumamos la primera multiplicada por —2; en el tercero, a la tercera le sumamos la primera multiplicada
por —3; en el cuarto, multiplicamos la segunda por —1 y la tercera por —1/2; en el quinto, a la tercera
ecuacién le sumamos la segunda multiplicada por —1. Al final obtuvimos un sistema escalerizado, cuya
Unica solucién es x = —1, y = =3 y z = 4. Luego el sistema original es compatible determinado.

Ejemplo 1.2.3.

r+2y+3z = -1 z+2y+3z = -1 r+2y+3z = -1
3r—y+2z =1 ~ —Ty—T7z = 4 ~ —Ty—T7z = 4
—2x+3y+z = 2 Ty+7z = 0 0 = 4

En el primer paso, a la segunda ecuacién le sumamos la primera multiplicada por —3 y a la tercera le
sumamos la primera multiplicada por 2; en el segundo paso, sumamos la segunda ecuacién a la tercera. Este
sistema resulté ser incompatible, porque es claro que la tltima ecuacién no tiene solucién.

Ejemplo 1.2.4.

r4+2y+3z = -1 r4+2y+3z = -1 r4+2y+3z = -1
3r—y+2z = 1 ~ —Ty—T7z = 4 ~ —Ty—T7z = 4
—2r+3y+z = -2 Ty+72 = —4 0 =0

Observar que los coeficientes de este sistema son los mismos que los del sistema del ejemplo anterior, asi que
los pasos de resolucién son los mismos (solo cambian los términos independientes). Como la dltima ecuacién
no aporta nada, entonces la podemos eliminar obteniendo que el sistema original es equivalente al siguiente

r+2y+3z = -1
y+z = —

NS

La dltima ecuacién tiene infinitas soluciones (es la ecuacién de una recta en el plano y, z). Por ejemplo, si
escribimos z = A, con A € R arbitrario, entonces despejando y obtenemos que z = A ey = —\ — % es una
solucién de la dltima ecuacién. Sustituyendo estos valores en la primera y despejando obtenemos x = —\+ %

Luego las soluciones del sistema se pueden escribir de la forma

1 4
x +7, Yy z

Notar que para cada valor que le demos a A vamos a obtener una solucién, por ejemplo para A = 0 obtenemos

la solucién = = %, Yy = —%, z = 0, para A = 1 obtenemos = = g, y = —%, z = 1, etc. Otra manera de
escribir las soluciones es x = —z + %, Yy=—2— % y la variable z esta libre. Este es un ejemplo de un sistema

compatible indeterminado con un grado de libertad, dado que la variable z estd libre y fijado su valor, los
otros quedan determinados.



Ejemplo 1.2.5.

r+y—z = 1 r+y—z = 1
—T-y+z = -1 ~ 0 =20
20 +2y—2z = 2 0 =0

Aca a la segunda ecuacién le sumamos la primera y a la tercera le sumamos la primera multiplicada por
—2. Luego el sistema quedd equivalente a la ecuacion x +y — z = 1 que claramente tiene infinitas soluciones.
Por ejemplo si tomamos y = A y z = u, entonces las soluciones son

r=-A4+pu+1l, y=XA z=u MucR

Otra forma de escribir las soluciones es z = z + y + 1 y las variables x e y estan libres. Este es un ejemplo
de un sistema compatible indeterminado con dos grados de libertad. En sistemas con mas variables, pueden
aparecer soluciones que tengan mas grados de libertad.

A continuacién veremos un par de ejemplos de aplicacion del método de escalerizacién para resolver sistemas
que no son cuadrados.

Ejemplo 1.2.6. Un sistema 2 x 3:

rT+y+z = 2 N r+y+z =
x4+2y—z = 3 y—2z =1

Aca restamos la primera ecuacion a la segunda. Este sistema es compatible indeterminado y las soluciones
se pueden escribir de la forma r = 1 — 3z, y = 1 + 2z y la variable z esta libre, luego tiene un grado de
libertad.

Ejemplo 1.2.7. Un sistema 3 x 2:

r+2y = 1 z+2y =1 z+2y =1
20—y = 2 ~ -5y = 0 ~ -5y =
—r+3y = -1 5y = 0 0 =0

Acé primero a la segunda ecuacién le sumamos la primera multiplicada por —2, y a la tercera le sumamos
la primera; luego a la tercera le sumamos la segunda. El sistema es compatible determinado y la solucién es
rz=1ley=0.

1.3. Sistemas homogéneos

Un sistema de ecuaciones se dice homogéneo si todas sus ecuaciones aparecen igualadas a cero, es decir si
es de la forma

aj1ry + -+ apr, = 0
Am1T1 + -+ amnTyp, = 0
Un sistema homogéneo siempre admite la solucion trivial x1 = --- = x, = 0, por lo que siempre es

compatible. Luego es indeterminado en caso de admitir alguna solucién no trivial, y es determinado si la
Unica solucién que admite es la trivial.

En los siguientes ejemplos estudiamos los sistemas homogéneos asociados a los sistemas de los ejemplos
anteriores (es decir obtenidos cambiando la columna de términos independientes por una columna de ceros).
Como las operaciones para resolverlos son las mismas, solo describiremos el camino que lleva a su resolucién.



Ejemplo 1.3.1.

2r4+3y+5z = 0 r+2y+3z = 0 r+2y+3z = 0
r4+2y+3z = 0 ~ 20 +3y+5z = 0 ~ —y—z = 0
3zr+4y+5z = 0 3r+4y+5z = 0 3r+4y+52z = 0
r+2y+3z = 0 r+2y+3z = 0 r+2y+3z = 0
~ —y—z = 0 ~ y+z = 0 ~ y+2z = 0
—2y—4z = 0 2u4+4z = 0 2z = 0
El sistema es compatible determinado y su nica solucién es la trivial z =y = 2z = 0.
Ejemplo 1.3.2.
z+2y+3z = 0 z+2y+3z = 0 z+2y+32z = 0
3x—y+2z = 0 ~ —Ty—T7z = 0 ~ —Ty—T7z = 0
—2x+3y+z = 0 Ty+7z = 0 0 =0
El sistema es compatible indeterminado. Una forma de escribir sus soluciones es x = —z, y = —z, con z
libre; luego tiene un grado de libertad. Observar que dandole a z valores no nulos obtenemos soluciones no
triviales del sistema. Por ejemplo, tomando z = 1 obtenemos que x = y = —1 y z = 1 es una solucién no
trivial del sistema.
Ejemplo 1.3.3.
z+y—2z = 0 r+y—2z2 = 0
20 +2y—2z = 0 0 =0

El sistema es compatible indeterminado con dos grados de libertad. Las soluciones se pueden escribir de la
forma z = x + ¥y, con x e y libres.

Ejemplo 1.3.4. Un sistema 2 x 3:

T+y+z
x+2y—=z

|
o o

r+y+z = 0
y—2z = 0 °

El sistema es compatible indeterminado con un grado de libertad. Las soluciones se pueden escribir de la
forma x = —3z, y = 2z, con z libre.

Ejemplo 1.3.5. Un sistema 3 x 2:

r+2y = 0 r+2y = 0 r+2y = 0
2r—y = 0 ~ -5y = 0 ~ -5y = 0
—x + 3y 0 oy = 0 0 =0

El sistema es compatible determinado y su inica solucién es la trivial z =y = 0.



Capitulo 2

Geometria

En este capitulo daremos una fundamentaciéon matemadtica para los vectores que se estudian en fisica y
veremos aplicaciones geométricas, en particular al estudio de rectas y planos. No vamos a ser muy formales
y a menudo usaremos argumentos geométricos que no justificaremos. Al final del capitulo se incluye una
seccién donde se ve cémo se puede formalizar todo lo anterior.

2.1. Vectores

Mediante la introduccién de un sistema de coordenadas ortogonales, se puede identificar el plano con el
conjunto R? = {(x,y) : z,y € R}. Asi, cuando por ejemplo se escribe “el punto P = (1,2)”, se quiere decir
que (1,2) son las coordenadas del punto P respecto al sistema de referencia.

3 1
,| P=12)
1 £+
0
-1 1 2 3
—1 -+

Figura 2.1: Punto

Lo mismo se puede hacer con el espacio, identificindolo con el conjunto R® = {(z,y,2) : z,y,2 € R}. En
general usaremos letras maytsculas P, Q, R, etc., para los puntos del espacio, siendo O = (0,0,0) el origen
del sistema. En el caso del espacio, el sistema de coordenadas tiene tres ejes ortogonales, que llamamos Oz,
Oy y Oz. Al plano que contiene a los ejes Ox y Oy le llamamos el plano Oxy; en forma analoga se definen
los planos Oxz y Oyz.



Figura 2.2: El punto P = (1,2,3)

A cada punto P del espacio, con P # O, le podemos hacer corresponder el vector v = O?, que es la flecha
que va de O a P. Si ademds al origen O le hacemos corresponder el vector nulo, entonces obtenemos una
correspondencia uno a uno entre los puntos del espacio y los vectores que salen del origen; por esa razén
a los puntos del espacio también les llamamos vectores. Asi, cuando por ejemplo nos referimos al vector
v = (1,2,3), estamos diciendo que es v = O?, con P = (1,2,3). En general, cuando a los puntos los
pensemos como vectores, usaremos las letras mintsculas u, v, w; en particular al vector nulo lo escribiremos
o= (0,0,0).

Figura 2.3: Correspondencia punto-vector
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Al trabajar con puntos o vectores, a los nimeros se les suele llamar escalares y en general los escribiremos con
las letras minusculas a, b, c. En esta secciéon vamos a trabajar principalmente con vectores, pero al trabajar
con rectas y planos usaremos puntos y vectores.

Operaciones. Definimos el producto de un escalar por un vector y la suma de vectores mediante

a(xo, Yo, 20) := (axo, ayo, azo), (x1,y1,21)+ (22, Y2, 22) 1= (1 + x2, Y1 + Y2, 21 + 22),

para todo a € Ra (an Yo, ZO), (:belu Zl)7 (-T2a Y2, ZQ) € ]R3-

La proposicion siguiente muestra que la suma anterior coincide con la suma de vectores obtenida por la regla
del paralelogramo (la que se aprende en los cursos de fisica).

Proposicién 2.1.1. Si los puntos O = (0,0,0), P = (z1,y1,21), Q = (22,92, 22) y R = (23,y3,23) son los
vértices de un paralelogramo como en la figura 2.4, entonces s = x1 + T2, Y3 =y1 + Y2 Y 23 = 21 + 22.

Dem.

Figura 2.4: Suma de vectores

Para entender la prueba conviene seguir el razonamiento en la figura 2.4. Vamos a probar que vale z3 = 21429,
las otras igualdades se prueban en forma andloga.

Sea P el paralelogramo de vértices O, P, R, Q. Proyectamos ortogonalmente P sobre el plano Ozy, obteniendo
los puntos Pi, Ri,Q;. La altura de los puntos P, @, R corresponde a sus coordenadas en el eje Oz, por lo
cual lo que tenemos que probar es que vale d(Ry, R) = d(Pi, P) 4+ d(Q1,Q), siendo d(R1, R) la distancia

entre Ry y R, etc. Sea H la interseccion de la recta R; R con el plano horizontal que pasa por P.

Consideremos el cuadrilatero C de vértices P, H, Ry, P;. Las rectas PP y Ry1H son verticales (paralelas
al eje Oz) mientras que las rectas PiR; y PH estan en planos horizontales (paralelos al plano Oxvy).
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Esto implica que los cuatro dngulos del cuadrildtero son rectos' y por lo tanto C es un rectdngulo. Luego
d(P,P)=d(Ri,H).

Consideremos ahora ﬂe\ltriéngulo de vértices P, H, R y 7> el tridngulo de vértices 0, Q, Q1. Nosotros ya
vimos que el dngulo PHR es recto y por el mismo argumento el dangulo O@Q1Q también es recto. Por otro
lado, las rectas OQ y PR son paralelas (por ser lados opuestos del paralelogramo P) y QQ; y RH son
paralelas (por ser ambas paralelas al eje Oz), luego los dngulos O/Q\Ql y PRH coinciden. Como ademés vale
d(OQ) = d(PR) (por ser lados opuestos del paralelogramo P), conluimos que los tridngulos 71 y 72 son
congruentes. Eso a su vez implica d(Q1,Q) = d(H, R).

Juntando lo anterior, obtenemos z3 = d(R1,R) = d(Ri,H) + d(H,R) = d(P1,P) + d(Q1,Q) = 21 + 22. O

Es facil de probar, y lo dejamos como ejercicio, que el producto de un escalar por un vector coincide con el
definido en fisica (ver la figura 2.5).

— ——m —— - - - —

Figura 2.5: Producto de un escalar por un vector

Si v = (z,y, z), entonces definimos su opuesto mediante —v := (—zx, —y, —2).
Proposicion 2.1.2. Las operaciones recién definidas verifican las siguientes propiedades:
1. u+v=v+u, para todo u,v € R® (conmutativa);
2. u+ (v+w) = (u+v)+w, para todo u,v,w € R® (asociativa);
3. u+o0=o0+u=u, para todo u € R3 (eristencia de neutro);

4. u+ (—u) = (—u) +u = o, para todo u € R (existencia de opuesto);

'Recordar que si una recta r es perpendicular a un plano II, entonces r es perpendicular a toda recta contenida en II que
pase por la intersecciéon de r con II.
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5. lu = u, para todo u € R3;

6. a(u+v) = au+ av, para todo a € R, u,v € R3;
7. (a4 b)u = au + bu, para todo a,b € R, u € R3;
8. a(bu) = (ab)u, para todo a,b € R, u € R3.

Dem. Las pruebas son rutinarias, asi que demostraremos solo la propiedad asociativa, dejando las otras
como ejercicio. Sean u = (z1,y1,21), v = (z2,Y2,22) y w = (x3,y3, 23). Entonces

u+ (v4w) = (21,91, 21) + (22,92, 22) + (23,93, 23)) = (21, Y1, 21) + (T2 + @3, Y2 + Y3, 22 + 23)
= (214 (w2 + 23), 51 + (Y2 + y3), 21 + (22 + 23)),

(u+ ) = ((z1, 91, 21) + (22, Y2, 22)) + (23,Y3, 23) = (¥1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22) + (23, Y3, 23)
= (w1 +22) + 23, (Y1 + y2) + Y3, (21 + 22) + 23).

Como la suma de ntimeros reales es asociativa, valen
z1+ (22 +23) = (1 +22) + 23, 1+ (W2+ys) =1 +y2) Tys ¥y 21+ (22+23) = (21 + 22) + 23

Luego u + (v 4+ w) = (u+v) + w. O

Observaciones 2.1.3. 1. Notar que la prueba anterior de la propiedad asociativa es simple, sin embargo
probarla geométricamente usando la regla del paralelogramo parece bastante mas complicado.

2. Las propiedades anteriores caracterizan a los espacios vectoriales, que veremos mas adelante.

Diremos que dos vectores u y v son colineales o paralelos si existe un escalar a tal que u = av o v = au.

Observaciones 2.1.4. 1. Sies u=av con a # 0, entonces es v = a~ 'u.

2. Siwy v son no nulos y u = av, entonces u y v tienen el mismo sentido cuando a > 0 y tienen sentidos
opuestos cuando a < 0 (figura 2.5).

3. El vector nulo o es colineal con cualquier otro vector (o = Ov, para todo v); es el tnico vector que
verifica esta propiedad.

Norma. Dado un vector v = (0, Yo, 20), definimos su norma® mediante ||v|| := /22 + 32 + 22. La norma

mide la longitud del vector v (es decir, la distancia del origen O al punto P, si v = OP). Para verlo, notar
que si aplicamos el teorema de Pitdgoras al tridngulo de vértices (0,0,0), (z9,0,0) y (x0, Yo, 0), obtenemos
que la distancia del origen O al punto (zo,yo,0) es \/x3 + y3. Si ahora aplicamos el teorema de Pitdgoras
al tridngulo de vértices (0,0,0), (zo,%0,0) y (x0, Yo, 20), obtenemos la férmula de arriba.

Proposicién 2.1.5. La norma verifica las siguientes propiedades:
1. ||v|]| >0, para todo v € R3;
2. ||lv|| =0 si y solo siv=o;
3. |lav|| = |a| ||v||, para todo a € R, v € R3;

4. lu+ || < ||ull + |[v]|, para todo u,v € R® (desigualdad triangular).

2En fisica a la norma se le suele llamar el mddulo.
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Dem. La prueba de las tres primeras afirmaciones es directa y queda como ejercicio. Para la tltima, observar
que si se hace un dibujo con los vectores u, v y u + v (figura 2.6), entonces la desigualdad triangular se
deduce de que en un triangulo, la longitud de un lado siempre es menor que la suma de las longitudes de
los otros dos (0, equivalentemente, que la distancia més corta entre dos puntos es la linea recta). O

Figura 2.6: Desigualdad triangular

La resta de vectores se define por
(21,91, 21) — (22,92, 22) 1= (T1 — 22,41 — Y2, 21 — 22),

para todo (1, y1, 21), (22, Y2, 22) € R3. Notar que vale w = u — v si y solo si u = v + w.

Figura 2.7: Resta de vectores

Observacion 2.1.6. Si u = O—}% y o= O@, entonces u — v = @, siendo R como en la figura 2.7. Luego
la distancia entre los puntos P y @ coincide con las norma del vector v — v. Luego la distancia entre
u=(x1,y1,21) y v = (x2,y2, 22), se calcula mediante

d(u,v) = Ju—vl| = /(21 = 22)? + (y1 — 2)? + (21 — 22)%

La base candnica del espacio R? es el conjunto B = {i, j, k}, donde i = (1,0,0), j = (0,1,0) y k = (0,0,1).
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0z

A

Figura 2.8: Ejes y base canénica en R3

Notar que vale®
v=(x,y,2) < wv=zi+yj+zk

Un versor es un vector de norma 1. Por ejemplo, los vectores de la base candnica i, j y k son versores. Los

versores se suelen usar para expresar direcciones. Notar que si v es un vector no nulo, entonces o = ﬁv

[v]l
es un versor, que es colineal con v y tiene el mismo sentido que v.

Producto escalar. Siu y v son vectores no nulos, su producto escalar u - v se define mediante
v = lul[|v] cos(6), (2.1)
siendo 0 < 6 < 7 el dngulo* que forman v y v. Si u o v es nulo, se define u - v = 0.
Teorema 2.1.7. Siu = (z1,y1,21) y v = (x2,Y2, 22), entonces
U~V = X122 + Y1y2 + 2129, (2.2)

Dem. Es claro que la férmula (2.2) vale cuando u o v es el vector nulo, asi que de ahora en més supondremos
que ninguno es nulo. Si aplicamos la férmula del coseno al tridngulo de lados v y v (figura 2.7), obtenemos

lu = ol = lul® + [Jv]|* = 2[full []v]| cos() = llu—vl* = [[ul* + o[> = 2u - v.
Luego
1
usv =g {lull® + [ol* = [Ju = ]I}
1
=3 {zl+yi + 4 +ad+u3+ 25 —((01 —22)” + (11 —92)° + (21 — 22)°) }
1
=3 {23+ i + 28+ 23+ 95 +25 — (2] — 2ma0 + 23 + yf — 2y1y0 +v3 + 21 — 22120+ 23) }
= 2122 + Y1y2 + z122. U
Notar que en términos de la base candnica, la férmula (2.2) se escribe:

(x1i +y1j + 21d) * (x2l 4+ y2j + 22]) = 122 + Y1y2 + 2122

38i v = zi + yj + zk, entonces en fisica se suele decir que z,y, z son las componentes de v en las direcciones de i, j y k.
4Los 4ngulos los mediremos siempre en radianes.
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Proposicion 2.1.8. El producto escalar verifica las siguientes propiedades.

I

1. v-v = ||v||?, para todo v € R3;

2. u-v=uv-u, para todo u,v € R® (conmutativa);
3. (u+v) w=u-w+v-w, para todo u,v,w € R3 (distributiva);
4. (au) -v = a(u-v), para todo a € R, u,v € R3.

Dem. Ejercicio (usar la férmula (2.2)). O

Observacion 2.1.9. La propiedad conmutativa implica que las propiedades 2 y 3 valen también “del otro
lado”:

w-(v+w)=u-v+u-w, Yu,v,weR3; u- (av) = a(u-v), VaeR, u,ve R

Teorema 2.1.10 (Desigualdad de Cauchy-Shwarz). Para todo u,v € R3 vale |u-v| < ||lul| |v]. Ademds vale
lu+v| = ||ul| [|[v]| siy solosiu yv son colineales.

Dem. Tomando valor absoluto en la férmula (2.1) obtenemos

[u- o] = [[|ull|v]| cos(8)| = ullllv]| | cos(8)] < [ulll|v].
Esto prueba la desigualdad de Cauchy-Shwarz. Ademads la férmula de arriba implica que vale |u-v| = |Ju|| ||v||
si y solo si
[cos(f)|=1 & cos()=+1 < 6H=000=m.
Esto ultimo ocurre si y solo si u y v son colineales. O

Observacion 2.1.11. El producto escalar sirve para calcular angulos: si u y v son dos vectores no nulos,
entonces el dangulo 6 (0 < 6 < m) que forman u y v queda determinado por cos(f) = m

Si dos vectores u y v verifican u - v = 0, entonces decimos que v y v son ortogonales y escribimos u L v; si u
y v son no nulos, esto equivale a que formen un dngulo recto. Los vectores i, j y k de la base candnica son
ortogonales dos a dos. Notar que el vector nulo es ortogonal a cualquier otro vector del espacio; es el tinico

vector que verifica esta propiedad?.

Si u es un vector no nulo y v es un vector cualquiera, entonces la proyeccion ortogonal de v en la direccién
de u, es el vector II,(v) definido por

Uu-v u-v
II = = —
w() = R = Ta

siendo ug := ”Z—” un versor colineal con u. La componente de v en la direccion de u es el escalar ﬁ Notar
UV

il = ||v]| cos(), siendo 6 el dngulo entre v y w.

que vale

Figura 2.9: Proyeccién ortogonal

®Bsto se debe al célculo siguiente: siv-u=0, Yu = v-v=0 = [[v|?=0 = |v|=0 = v=o.
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Ejemplo 2.1.12. Sean u =i+ jy v =2i+j+ 2k. El coseno del angulo 6 que forman u y v es
UV 3 1

Cllllel  v2Zx3 V2

por lo tanto # = w/4. La proyeccion de v en la direccién de u es

cos(6)

UV 3 3 3
Hu = — = —(i 1) = —i 7.'

El plano. Las férmulas que vimos para el espacio valen también para el plano R? = {(z,y) : z,y € R},
“omitiendo la coordenada z2”. Por ejemplo la suma de dos vectores, el producto de un escalar por un vector,
el producto escalar de dos vectores y la norma de un vector, estan definidos por

(x1,91) + (w2, 92) = (21 + 22,91 +42),  a(z,y) = (ax,ay), (2x1,y1)- (T2,Y2) = 172 + Y1Y2,

11yl = /23 + vt

Es usual pensar el plano R? dentro del espacio R?, identificando (x,%) con (z,y,0). En esa identificacién
al elemento (1,0) € R? le corresponde el (1,0,0) € R3, por lo cual tiene sentido escribir i = (1,0) en R?
y también i = (1,0,0) en R3; lo mismo sucede con j = (0,1) y j = (0,1,0). En ese sentido, si escribimos
v = zi+ yj y estamos en R?, entonces es v = (x,%), pero si estamos en R3 es v = (z,y,0).

Producto vectorial. Si w y v son dos vectores no colineales, entonces su producto vectorial es el vector
u X v definido por las siguientes propiedades.

» la norma de u x v verifica ||u X v|| = ||ul|||v] sen(f), siendo 0 < § < 7 el dngulo entre u y v;
= la direccién de u X v es ortogonal al plano determinado por u y v;

= el sentido de u x v viene dado por la regla de la mano derecha, que dice que si uno cierra esa mano de
u hacia v, entonces el pulgar apunta en el sentido de u x v.

Si u y v son colineales, se define u x v = o (el vector nulo).

uxw

U uXu
Figura 2.10: Producto vectorial

Proposiciéon 2.1.13. El producto vectorial verifica las siguientes propiedades.
1. v xu=—ux v, para todo u,v € R® (anticonmutativa);

2. (u+v)Xw=uxw+uv xw, para todo u,v,w € R (distributiva);
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3. (au) x v =a(u x v), para todo a € R, u,v € R3; O

Observaciones 2.1.14. 1. Las propiedades 1 y 3 de la proposicién 2.3 son faciles de probar. La propiedad
2 no lo parece tanto, pero también asumiremos que se deduce de la definicién de producto vectorial.

2. La propiedad anticonmutativa implica que las propiedades 2 y 3 valen también “del otro lado”:
ux (v+w)=uxv+uxw, VYuvweR% u x (av) = a(u x v), Va €R, u,v € R
Si realizamos los productos vectoriales entre los elementos de la base canénica de R?, obtenemos
ixj=k, jxk=1i kxi=j, jxi=-k kxj=-i ixk=-j, ixi=jxj=kxk=o.
Proposicion 2.1.15. Vale la férmula siguiente
(1,91, 21) X (22,92, 22) = (Y122 — 212, 212 — T122, T1Y2 — Y172). (2.3)
Dem. La prueba consiste en desarrollar el producto escribiendo los vectores en funcién de la base candnica,

y usar las formulas anteriores y la proposicién 2.1.13.

(T1,91,21) X (@2,Yy2, 22) =

= (211 + y1j + 21k) X (221 + y2j + 22k)

= (211) X (@2l + y2J + 22K) + (y1J) ¥ (w21 + y2J + 22K) + (21k) X (221 + 2] + 22k)

=x1xol X 14+ 21yod X j+ z120i X K+ y120j X 1+ y1y2) X j+y122] X k4 z120k X i+ 2190k X j+ 2120k x k
= 1Yok — 2129 — y1xek 4+ Y1201 + 2120 — 21921 = (Y122 — 2192)i + (2122 — 2122)j + (21Y2 — y122)k

= (Y122 — 2192, 2172 — T122, T1Y2 — Y172). O

Observacion 2.1.16. Si tomamos la férmula (2.3) como definicién de producto vectorial, entonces todas las
propiedades de la proposicién 2.1.13 se prueban facilmente.

Observacion 2.1.17. Una manera de recordar la férmula (2.3) es utilizando los determinantes. El determi-
nante es un nimero que se asocia a un cuadro de ntimeros. Mas adelante estudiaremos el tema en detalle,
pero ahora solo necesitamos los determinantes de orden 2 y 3, que definimos a continuacion.

El determinante de orden 2 esta definido por

a b
=ad—b
. d‘ a C
y el determinante de orden 3 estd definido por

a; ag as

ba b b1 b b1 b
b1 by b3::a12 3 — ! 3—|—a31 2.

C2 C3 c1 €3 c1 C2
Cc1 C2 cC3

Por ejemplo,

2 3

‘4 5‘_2><5—3><4_10—12_—2,
2 3 -2
4 5 o2 Mgt Ui ot P oax10-3x9-2x5= 14
10 9 0 2 ~1 2 10
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Con estas notaciones, si calculamos el siguiente “determinante” obtenemos®

i j k

1 21. r1 Z1f. x1 1 . .
z1 oy oz =" i— Yl — (y122 — 21y2)i + (2122 — 2122)j + (21y2 — Y122k
Ty Y2 2 Y2 22 T2 22 T2 Y2

= (31122 — 21Y2, Z1T2 — T122, T1Y2 — y1062)-

Esta ultima férmula coincide con el lado derecho de (2.3) y por lo tanto

ik
(T1,91,21) X (22,92,22) = |21 Y1 21. (2.4)
T2 Y2 22

Ejemplo 2.1.18. Vamos a calcular el producto vectorial de (1,2, 3) por (4,5, 6).

i— J+45

4 6

i
(1’2’3)X(4’5’6):i -

(20 R
D w R

_’2 3

i ’1 3" ‘1 2‘k:—3i+6j—3k:(—3,6,—3).
Luego (1,2,3) x (4,5,6) = (—3,6,—3).

Proposiciéon 2.1.19. Siu y v son dos vectores con u no nulo, entonces existen dos unicos vectores vy y vo
tales que vy es colineal con u, vy es ortogonal a u y v = v + V9.

Figura 2.11: Descomposiciéon v = v1 + v

Ademds ||vy| = &l v = luxl
|| 1H Tl Y || 2“ Tl
Dem. Empezamos probando la unicidad. Supongamos que existen vy y vo que verifican la tesis. Como vy

es colineal con u, entonces existe a € R tal que vy = au. Calculando la proyeccién ortogonal de v sobre u,
obtenemos

U+ u - (v + v2) UV U V2 u- (au)+0 al|ul|?

I, (v) = u= u= u= u= u=au=v;.
b Ju? lul? J[ul]? Jul? ll?

Entonces v; = I, (v) y por lo tanto vo = v —v; = v — I, (v). Por lo tanto, si existen v; y v que verifican la
tesis, entonces v = I, (v) y vg = v — II,(v). Esto prueba la unicidad.

Reciprocamente, si definimos vy := IL,(v) y ve := v —II,(v), entonces es claro que vy es colineal con u y que
v = v1 + vg. Ademsds, si calculamos el producto escalar de v — II,,(v) por u, obtenemos

(U—Hu(v))-u:v-u—Hu(v)-u:v-u—<1|L.H1;u>-u:v-u—(ﬁ.||g>u-u:v-u—u-v:O,
u u

Luego vg = v — II,,(v) es ortogonal a u. Esto termina la prueba de la existencia.

SEscribimos “determinante” entre comillas, porque lo que aparece en (2.4) no es en realidad un determinante, dado que
involucra escalares y vectores. En realidad la férmula (2.4) es solo una manera de recordar la definicién del producto vectorial.
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Ahora calcularemos ||v;| y ||vz]|. La suma v = v; + vg con vy y vg ortogonales, implica (ver figura 2.11)
que es ||vi|| = ||v]| |cos(8)| v [|v2|| = ||v|| sen(@), siendo 0 < § < 7 el dngulo entre u y v. Notar que en ||v||
tenemos que tomar | cos(f)|, porque puede ser § < 6 < 7. Luego

ul[||v]] | cos(8 UV ull[|v]|| sen(6 U XV
onll — o] cos(ey) = el leos@] _uevl o ullsens) _ luxo)

[l [l

Ejemplo 2.1.20. Sean u =i+ jy v = 2i + j + 2k. En el ejemplo 2.1.12 vimos que la proyecciéon de v en
la direccién de u es II,(v) = 3i + 2j. Restando obtenemos v — II,(v) = 3i — 3j + 2k. Luego tenemos la

descomposicién
3'+3° + = 1'—i—2k
=|zi+- —-i—-
YT\t Tl T\t Y ’

con %i + %j colineal con u y %i — %j + 2k ortogonal a u.

Corolario 2.1.21. El drea del paralelogramo generado por dos vectores u y v es ||u X v||.

uXv||
. . , [[ull
(por la proposicién anterior); luego el drea es bh = |ju X v||. O

Dem. El drea del paralelogramo es base por altura. Tomando b = ||u|| como base, la altura es h = I

u

Figura 2.12: Paralelogramo

Producto mixto. El producto mixto de tres vectores u,v,w es el escalar definido por (u x v) - w.

Proposicién 2.1.22. Siu = (z1,y1,21), v = (T2,Y2,22) y w = (x3,ys3, 23), entonces vale

1 Y1 2
(uXv)-w=|x2 Y2 2.
r3 Y3 =3

Dem. Aplicando las férmulas del producto vectorial y escalar ((2.3) y (2.2), respectivamente), obtenemos

(uxv)-w= ((z1,y1,21) X (2,92, 22)) * (3,93, 23) = (Y122 — 21Y2, 2122 — T122, T1Y2 — Y122) * (T3, Y3, 23)
= (y122 — z1y2)x3 + (2102 — x122)Y3 + (T1Y2 — Y122)23
= Y122X3 — 21Y2X3 + 21X2Y3 — T122Y3 + T1Y223 — Y12223

= x1(y223 — 22u3) — y1 (2223 — 2223) + 21(x2y3 — Y2u3)

Y2 22 x2 2 T2 Y2 A
=1 Vs 2 — Y2 R + 21 — T2 Yo 2of. O
T3 Y3 23
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Proposicion 2.1.23. Vale
(uxv)-w=u-(vxw),

para todo u,v,w € R3.

Dem. Sean u = (x1,y1,21), v = (T2,Y2,22) y w = (x3,ys3, 23), entonces

u- (vxw) = (z1,y1,2) * (T2, Y2, 22) X (T3, Y3, 23))

= ($1,y1, 21) . (y223 — 22Y3, 22X3 — T2Z3, T2Y3 — y2$3)

1 1 A
= x1(Y223 — 2293) + Y1 (2223 — 223) + 21(T2y3 — y2w3) = (T2 Y2 22|
T3 Y3 =3
Luego usando la férmula de la proposicién anterior obtenemos la tesis. O

Observacion 2.1.24. Para quienes sepan del tema, la formula anterior también se puede probar usando
propiedades de los determinantes, pero no es realmente necesario.

Proposicion 2.1.25. El volumen del paralelepipedo generado por tres vectores u, v y w, es el valor absoluto
del producto mizto de u, v y w, es decir |(u x v) - w|.

Dem. El volumen del paralelepipedo es el area de la base por la altura. Si tomamos la base como el

paralelogramo generado por u y v, entonces su area es a = |lu X v||. Por otro lado u X v es un vector

perpendicular al plano de u y v, luego la altura es (por la proposicién 2.1.19) h = % Entonces el
uxv)w| _

volumen es ah = |ju X v ‘(”uva (u X v) - w|. O

r X v

Figura 2.13: Paralelepipedo

2.2. Rectas y planos

Cuando trabajamos en geometria, a los elementos de R? a veces es mejor pensarlos como puntos y otras
veces como vectores flecha. Recordar que usaremos las letras P, @), R cuando los pensamos como puntos y
u, v, w cuando los pensamos como vectores.
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Recta que pasa por un punto y es paralela a una direccién. Sea r la recta que pasa por el punto
P = (x0,Y0,20) y es paralela al vector no nulo v = (vq,v9,v3). Si X = (z,y,2) es un punto arbitrario del
espacio, entonces X € r si y solo si el vector X — P es colineal con v, lo cual equivale a que exista t € R tal
que

X=P+tv < (x,9,2)=(x0,Y0,20) + t(v1,v2,03). (2.5)

Esta es la ecuacion vectorial de r.

Figura 2.14: Recta

Si desarrollamos la segunda igualdad de (2.5) obtenemos

T =z + tvy
y=yo+tua , teR. (2.6)
z = zp + tus

Esta es la ecuacion paramétrica de r y t es el pardmetro de la ecuacién. Si vy, ve y v3 son no nulos, entonces

despejando ¢ obtenemos
T—2To _Y—Y _ 2~ %0

U1 V2 U3

(2.7)

Esta es la ecuacion cartesiana de r. Notar que esta ecuacién equivale a cualquiera de los siguientes sistemas

T=ZTo _ Y—Yo T—r0 _ Y—=¥Y0 T—Xo _ Z—Z0
v1 v2 U1 U2 v1 v3
Y=Y __ z—=z20 ~ T—x0g zZ—20 ~ Y=Y __ z—=20

vy T w3 v1 v3 v2 3

Ejemplo 2.2.1. Sea r la recta que pasa por el punto P = (1, —1,2) y es paralela al vector v = (4,3, 1).
Las ecuaciones vectorial, paramétrica y cartesiana de r son, respectivamente

=144t 1 1
(z,9,2) = (1, —1,2) + t(4,3,1); y=-1+3t; T -=YT2_, o
z=2+t 4 3

Para saber si un punto esta en la recta, hay que ver si sus coordenadas verifican alguna de las ecuaciones
anteriores. Por ejemplo, si Q = (9,5,4), para ver que verifica la ecuacién cartesiana hay que probar que vale

9-1 541

4-2,
4 3

lo cual se verifica facilmente; luego () esta en r.
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Ejes coordenados. Si consideramos Oz = {(z,0,0) : = € R}, entonces un punto estd en Ox si y solo
y =
z =

si sus dos ultimas coordenadas son nulas. Luego la ecuacién cartesiana de Ox es . Analogamente la

=0

z = y:0'

. . =0
ecuaciéon cartesiana de Oy es { 0 y la de Oz es {
Rectas ortogonales y perpendiculares. Decimos que dos rectas son ortogonales si lo son sus direccio-
nes; si ademas las rectas se cortan, entonces decimos que son perpendiculares. Por ejemplo los ejes coorde-

. . . z=0
nados son perpendiculares dos a dos, mientras que el eje Ox y la recta ) son ortogonales pero no son
z =

perpendiculares.

Recta que pasa por dos puntos. Sea r la recta que pasa por dos puntos distintos P y Q. La recta r
pasa por P y es paralela al vector QQ — P, por lo tanto su ecuacion vectorial es:

X=P+4+t(Q—-P) & X=tQ+(1-1t)P.

Figura 2.15: Recta por 2 puntos

Ejemplo 2.2.2. Si P = (1,2,3) y Q = (2,2,2), entonces Q — P = (1,0,—1) y por lo tanto las ecuaciones
de la recta que pasa por Py ) son

=1+t b r—d
(x,y,z) = (172’3)+t(1’0a_1)7 y:2 ) { _
z2=3—1 y=2

Segmento de recta. El segmento de recta determinado por dos puntos P y ) es el conjunto
PQ:={tQ+(1—-t)P: 0<t<1}={P+t(Q—-P): 0<t<1}.

Notar que en el conjunto anterior, para t = 0 obtenemos el punto P y para t = 1 obtenemos el punto Q.
Para t = 1/2 obtenemos el punto medio entre P y @, dado por M = %(P + Q).

Distancia entre un punto y una recta. Queremos hallar la distancia’ entre un punto P y una recta r
de ecuacién vectorial X = Q + tu. Sea H el pie de la perpendicular a r que pasa por P.

"La distancia entre dos subconjuntos de R? se define como el infimo de las distancias entre los puntos de los conjuntos; en
nuestro caso coincide con la distancia entre P y el pie de la perpendicular a r que pasa por P.
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p
gt
H

qQ
Figura 2.16: Distancia entre punto y recta

Entonces aplicando la proposicién 2.1.19 (con v = Q_}%) obtenemos
d(P,r)=d(P,H)=||P—H| = I

_ lP-Q)xul

Luego la distancia del punto P a la recta r es d(P, ) i

Rectas en el plano. Lo que vimos de rectas en el espacio, se aplica también al caso de rectas en el plano.
Para eso solo tenemos que omitir la tercera coordenada. Sea r la recta que pasa por el punto P = (xo,y0) ¥y
es paralela al vector no nulo v = (v1, v2). Las ecuaciones (2.5), (2.6) y (2.7) quedan, respectivamente

T =xqo+ tv T — X Y — Yo
(@) = (o) + oo { 2R _uw

Y = yo + tvg U1 Vo
En la dltima férmula hay que asumir v; # 0 y vo # 0. Partiendo de esta tltima obtenemos
Yy —yo = m(x — zo),

siendo m = %v que es la férmula que su suele usar para la recta r que pasa por el punto P = (zg,y0). En
ese caso a m se le llama el coeficiente angular de r. Ese nombre viene de que es m = tan(«), siendo « el

angulo que forma 7 con el eje Oz. De esta férmula se obtiene
Yy=mx-—+n,

siendo n = yo—mzo (llamado la ordenada en el origen de r), que es una férmula que permite describir todas
las rectas del plano, menos las verticales. En general la ecuacion cartesiana de una recta r tiene la forma
ax + by = ¢, en que a y b no son simultdneamente nulos. Si es b = 0, entonces obtenemos ax = ¢ que es la
ecuacién de la recta vertical que pasa por el punto (¢/a,0). Si es b # 0, entonces despejando y obtenemos
una ecuacion del tipo y = ma + n, que vimos anteriormente.

Plano que pasa por un punto y es ortogonal a una direccién. Sea II el plano que pasa por el punto
P = (x0,Y0, 20) y es ortogonal al vector no nulo n = (a,b,c). Un punto X = (x,y, z) estd en II si y solo si
el vector X — P es ortogonal a n, es decir si X verifica

n-(X—-P)=0.
Escribiendo la férmula anterior en coordenadas obtenemos

a(x —xo) + by —yo) +c(z—20) =0 <& ax+by+cz=d,
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siendo d = axg + byg + czp. Esta dltima es la ecuacion cartesiana del plano II.

P

Figura 2.17: Plano por P ortogonal a n

Ejemplo 2.2.3. Si II es el plano que pasa por P = (1,2,3) y es ortogonal a n = (2,4, —1), entonces su
ecuacion cartesiana se obtiene mediante

2 —-1)4+4(x—2)—(2—3)=0 = 2r+4y —2="1.

Planos coordenados. El plano horizontal Ozy es el plano que pasa por O = (0,0,0) y es ortogonal a
k = (0,0,1). Luego su ecuacion cartesiana es z = 0. Andlogamente se deduce que las ecuaciones cartesianas
de los planos Oxz y Oyz son, respectivamente, y =0y x = 0.

Plano que pasa por un punto y es paralelo a dos vectores. Sea P = (zg,%0,20) un punto, y
u = (uy,ug,us)y v=(v1,v2,vs) dos vectores no colineales. Consideremos primero el plano Iy que pasa por
el origen O y es paralelo a u y a v. Un punto X = (z,y, z) estd en Ilj si y solo existen s,¢ € R tales que

X=su+tv < (z,y,2)=s(u1,uz,u3)+t(vi,va,v3).

Esta es la ecuacion vectorial de Ily. Consideremos ahora el plano II que pasa por P y es paralelo a u y a v.
Un punto X = (z,y, z) estd en I si y solo si X — P € IIy. Luego X € Il siy solo si existen s,t € R tales que

X=P+su+tv < (x,9,2) = (T0,Y0,20) + s(u1,u2,u3) + t(v1,v2,v3).

Esta es la ecuacion vectorial de II (notar que la ecuacién vectorial de Iy es un caso particular de esta). Para
obtener su ecuacién cartesiana, observamos que II pasa por el punto P y el vector u X v es ortogonal a II,
luego la ecuacién de IT es (X — P) - (u x v) = 0. Notar que (X — P) - (u X v) es un producto mixto, luego la
ecuacion cartesiana de I se obtiene desarrollando la siguiente igualdad
T—To Y—Y 22— %20
Ui u9 us =0. (28)
V1 () V3
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Ejemplo 2.2.4. Sea II el plano que pasa por P = (2,1,2) y es paralelo a u = (1,2,3) y v = (2,—-2,1). La
ecuacion vectorial de II es

r=2+s+2t
(r,y,2) = (2,1,2) +5(1,2,3) + ¢(2,-2,1) = y=1+2s—2t
z2=24+3s+1
Para obtener la ecuacion cartesiana, desarrollamos
r—2 y—1 z—-2
1 2 3 |=(x-2) 2 3—(y—1)1 3—%(,2—2)1 2 =8x+5y—6z—09.
9 9 1 -2 1 2 1 2 =2

Luego la ecuaciéon cartesiana de Il es 8x + by — 62 = 9. Es un ejercicio el verificar que se llega a la misma
ecuacion despejando s y t en la ecuacion vectorial.

Plano que pasa por tres puntos. Sean P = (z1,y1,21), Q = (v2,%2,22) vy R = (x3,y3, 23), tres puntos
no alineados. El plano II que pasa por P, Q y R coincide con el plano que pasa por P y es paralelo a Q — P
y R — P, luego de la férmula (2.8) deducimos que la ecuacién cartesiana de II es

r—r1 Yy—yr <2—z

To—x1 Y2 —Yy1 22— 21| =0.
T3—T1 Ys—Yy1 23— 21

Interseccién de planos. La interseccion de dos planos no paralelos da una recta. Veremos con un ejemplo
c6mo obtener su ecuacion.

Consideremos la interseccion r de los planos II: z +y —2 =4y II': 2x —y — 2 = 1. Las coordenadas de
los puntos de 7 tienen que verificar las ecuaciones anteriores, y por lo tanto son las soluciones del sistema

r+y—z=4
20 —y—z=1

Vamos a operar con las ecuaciones del sistema para obtener uno equivalente en que cada ecuacién tenga

solo dos variables.
r+y—z=4 —By+z=-7 z=—-T+3y
{Qw—y—z:l N{x—Zy:—S N{x:—3+2y
En el primer paso de la equivalencia anterior, a la primera ecuacién la multiplicamos por -2 y le sumamos
la segunda, y a la segunda le restamos la primera. Observar que este sistema es compatible indeterminado
con un grado de libertad. La solucién se puede escribir de la forma

r= -3+ 2t
y=t ;
z=—-74+3t

siendo t € R libre. Esta ultima es la ecuacion paramétrica de r. Si nos interesa su ecuacion vectorial o
cartesiana, las podemos deducir de la ecuacién paramétrica:

3 7
(2,7, 2) = (=3,0,—7) + (2, 1,3); m;r :y:zg .
Observacion 2.2.5. La ecuacion cartesiana de la recta lo que hace es describirla como interseccion de dos
planos. Por ejemplo, si consideramos la recta de ecuacion cartesiana xT_l = yTH =z—2, €8
ac—l_y—i—l_z_2 - ”"’T_lzz—Q - r—4z+7=0
4 3 =y -2 y—32+7=0
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Distancia entre un punto y un plano. Queremos hallar la distancia entre un punto P y un plano II.
Supongamos primero que II es el plano pasa por un punto () y es ortogonal a un vector n. Sea H el pie de
la perpendicular a II que pasa por P. En el plano determinado por @, H y P tenemos la figura siguiente

Entonces

d(P,T) = d(P, H) = d(R,Q) = [[Il,(P - Q)| =

Supongamos ahora que II tiene ecuacién cartesiana ax + by + cz = d y P tiene coordenadas (z, yo, 20)-
Sabemos que n = (a,b,c) es ortogonal a II. Sea @ = (z1,y1, 21) un punto cualquiera de II. Entonces

(P—Q) - n=P-n—Q -n=axy+ by + czo — (ax1 + by; + cz1) = axg + byo + czo — d.

Luego si P = (z0, Y0, 20) y la ecuacién de II es ax + by + cz = d, entonces la distancia entre P y II es

_laxg + byo + czo — d

d(p 1) = va? + b2 +c?

2.3. Formalizacion.

En las secciones anteriores estuvimos trabajando con los puntos y los vectores desde un punto de vista
intuitivo. Lo que sigue estd pensado para quienes quieran saber como se puede formalizar todo lo anterior.
Es bastante abstracto y no es necesario leerlo si no hay interés.

Partimos de R? con las operaciones de suma y producto por un escalar definidas anteriormente. Definimos
una relacién ~ en R3 x R3 = {(P, Q): PQe RB}, mediante

(P,Q)~(R,S) & Q-P=S-R

Es facil de probar que ~ es una relacién de equivalencia en R? x R3. A la clase de equivalencia del par (P, Q)

la escribimos ]@ y decimos que es el vector que va de P a (). Asi
PO=RS & (PQ)~(RS) < Q-P=S—R

Al conjunto de todos los vectores lo escribiremos V = {]@ : PQ e R?’}.

Nos interesa definir una suma de vectores y un producto por escalares. Dejamos como ejercicio el verificar
que si (P,Q) ~(P,Q") vy (R,S) ~(R',S"), entonces (P+ R,Q+S) ~ (P'+ R',Q +5’). Esto implica que
tiene sentido definir

PO+ RS:=(P+R)(Q+S)
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En forma andloga se prueba que tiene sentido definir a - ]@ = (aP)(aQ;, para todo a € R. Notar que
los vectores que acabamos de definir corresponden a la idea de “vectores libres”, es decir sin un punto de
aplicacién. Eso nos permite sumar ]@ y RS, aunque sean P # R.

Ahora vamos a ver como formalizamos la idea de que “podemos identificar los vectores con los puntos”.
Para eso, observar que si ]@ = }ﬁ, entonces Q@ — P = S — R, y por lo tanto tiene sentido definir ¢ : V — R3
mediante Qﬁ(%) = @Q — P. Consideremos ¢ : R? — V definida por ¢(P) = OP (siendo O el origen de R3).

Veamos que las funciones ¢ : R> — V y 9 : V — R? son inversas entre si.
b(p(P) = p(0P) =P-0=P;
o(4(PQ)) =w(@-P)=0(Q - P} L PG = ~01Q-P s Q-P=Q-P

Luego ¢ : R3 =V y 9 : V — R3 son inversas y por lo tanto establecen una correspondencia uno a uno entre
los vectores y los puntos de R3. Ademds

o(P+Q) =0(P+Q)=(0+0)(P+Qj=0P+0Q = #(Q),
o(aP) = O(aP) = (a0)(aP) = aOP = ap(P).

Luego esta correspondencia preserva la suma y el producto por escalares. En particular esto implica que V
con esas operaciones verifica todas las propiedades que vimos anteriormente.

Cuando trabajamos con rectas y planos a menudo necesitamos sumar puntos y vectores, lo cual ahora no
tiene mucho sentido porque son elementos que no estdn en un mismo conjunto. Para arreglarlo definimos

una “suma” entre puntos y vectores, mediante P + Cﬁ =P+ w<6ﬁ> = P+ @ — R. Notar que esta nueva

operacién + le asocia a un punto y a un vector un punto, es decir, es una funcién R? x ¥ & R3. Cambiando
un poco de notacién, si escribimos a los vectores mediante ,v,... y al vector nulo 6 = 023, entonces esta

suma verifica
P+3=P, (P+id)+v=P+(i+7), VPeR® @,veV.

Esas dos propiedades son las que su usan habitualmente. Notar que con esta definicion vale Q+ 7= P siy
solo si ¥ = PQ). Ademds, vale P+ OQ = P + ). Luego si identificamos los vectores con los puntos mediante
Q < OQ), entonces la suma + coincide con la suma usual de R3. Con estas definiciones se puede hacer una
construccién bien formal de todo lo que vimos en este capitulo.
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Capitulo 3

Matrices y determinantes

Los temas de este capitulo tienen aplicaciones en diversas areas de la matemadtica, en particular en las
transformaciones lineales que veremos mas adelante. El final del capitulo contiene aplicaciones a sistemas
de ecuaciones. En lo que sigue k es un cuerpo arbitrario.

3.1. Matrices

Una matriz es una tabla de nimeros, por ejemplo

(7 o 1)

es una matriz 2 x 3 (tiene 2 filas y 3 columnas)!. En general una matriz 2 x 3 tiene la forma

a b c

d e f
con a, b, ..., f nimeros arbitrarios. Para matrices de tamano relativamente grande es preferible usar subindi-
ces en vez de letras distintas. Por ejemplo, la matriz anterior se escribe

a1 a2 a3
a1 a2 Q23
con a;; € k, para todo ¢ = 1,2, j = 1,2,3. Notar que en la notacién a;;, el indice i indica la fila y el indice

j la columna, en las cuales estd el elemento. Generalizando el ejemplo anterior, dados dos enteros positivos
m y n, diremos que una matriz m X n es una tabla de nimeros de la forma

ail a2 o Qip
az1 a2 - A2p
A == . . . )
Gml Am2 - amn
en la cual los a;; son elementos de k, para todoi =1,...,my j =1,...,n. Observar que una matriz m x n

tiene m filas y n columnas. Los elementos a;; se llaman los coeficientes o entradas de la matriz. En general
una matriz m x n la escribiremos de la forma A = (aij)mxn y cuando no dé lugar a confusion usaremos la
notacién abreviada A = (a;;). Si A es una matriz m x n, entonces a diremos que m x n es el tamano de A.
Al conjunto de las matrices m x n con coeficientes en k lo escribiremos M, x, (k) o simplemente M, x,.

'Notar que 2 x 3 es solo una notacién y no se refiere a un producto.
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Observacion 3.1.1. Si queremos formalizar la definicién de matriz, podemos hacer lo siguiente. Para cada
entero positivo n, consideremos el conjunto I, = {1,2,...,n} y para cada par de enteros positivos m,n
consideremos el producto cartesiano I, x I,. Notar que dada una matriz A = (ai;)mxn, podemos definir
una funcién A : I, x I,, = k mediante A(i,j) = a5, para todo (i, j) € I, x I,,. Reciprocamente, dada una
funcién A : I, x I, = k, le podemos asociar una matriz A = (ai;)mxn, definiendo a;; = A(3, j), para todo
(,7). Luego tenemos una correspondencia uno a uno entre matrices y funciones, y por lo tanto podemos
definir las matrices m X n como las funciones de I, X I, en k. Como esta formalizacién no aporta nada
nuevo, en lo que sigue continuaremos pensando las matrices como tablas de niimeros y no como funciones.

Una matriz columna es una matriz m x 1 y una matriz fila es una matriz 1 x n:

a1

a1
matriz columna; (au aig - aln) matriz fila.

am1

Decimos que dos matrices A = (ajj)mxn ¥ B = (bij)rxs son iguales y escribimos A = B si tienen la misma
cantidad de filas, la misma cantidad columnas y coinciden coeficiente a coeficiente, es decir, sim =r, n=s
Yy aj; = bija para todo Z,]

Una matriz se dice cuadrada si tiene el mismo nimero de filas que de columnas, es decir si es de la forma

ail; a2 - Alin

az; a2 - a2n
A=

anl1 Aap2 - Aapp

Para simplificar, al conjunto M,,x, (k) de matrices cuadradas n x n lo escribiremos M, (k) o M,. Si A € M,
entonces diremos que A es una matriz cuadrada de orden n. Si A = (a;;) es una matriz cuadrada de orden
n, entonces la diagonal principal de A es la n-upla (a11,a22,...,an,). La matriz identidad I,, es la matriz
cuadrada de orden n que tiene el valor 1 en la diagonal principal y 0 en el resto

01 0
In: )
00 - 1

Si introducimos el simbolo d;;, llamado la delta de Kronecker, definido por

1 sii=j,
bij = L,
0 sii#£j
entonces I, = (;j)nxn. Cuando no de lugar a confusién, escribiremos simplemente I en vez de Ij,.

Hay ciertos tipos de matrices cuadradas que aparecen con frecuencia y reciben nombres particulares. Si
A = (a;j) es una matriz cuadrada, entonces decimos que A es

» simétrica si a;j = aj;, para todo 4, j (es simétrica respecto a la diagonal principal).
» antisimétrica si a;; = —aj;, para todo i, j.

= triangular superior si a;; = 0, para todo i > j (las entradas abajo de la diagonal principal son nulas).
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= triangular inferior si a;; = 0, para todo ¢ < j (las entradas arriba de la diagonal principal son nulas).
» diagonal si a;; = 0, para todo i # j (las entradas fuera de la diagonal principal son nulas).

Observacion 3.1.2. En las matrices simétricas y en las antisimétricas importa el cuerpo k, dado que en un
cuerpo arbitrario puede ser a = —a, para todo a € k (por ejemplo en el cuerpo k = {0, 1} formado por solo dos
elementos). En ese caso las matrices antisimétricas coinciden con las simétricas y aparecen complicaciones.
Por esa razén en los ejemplos con matrices simétricas o antisimétricas siempre impondremos que el cuerpo
sea R, aunque lo mismo valdria en cuerpos donde no pase lo antes mencionado (por ejemplo, en Q o C). En
particular, notar que si A = (a;;) € My(R) es antisimétrica, entonces vale a;; = 0, para todo i = 1,...,n.

A continuacién veremos operaciones que se pueden realizar con matrices y sus propiedades.
Suma y producto por un escalar. Las operaciones de suma y producto por un escalar que vimos en

R? y R? se generalizan naturalmente a k™ = {(21,...,2,) : Z1,...,%, € k}, n entero positivo arbitrario,
definiendo

a(xy,...,zp) = (azxy,...,azy), (T1,...,2n) + Y1, Yn) = (@1 + Y1y, Tn + Yn)

para todo a € k, (x1,...,2n), (y1,...,yn) € k™. A su vez estas operaciones las podemos generalizar a una
suma y producto por un escalar en M,,«, definiendo

a1 a2 -+ Qln cail caiz -+ Caip
a1 @2 -+ G2 cas1 cazp -+ Caoy
C . . . == . . . ) cE ka

am1 Am2 - amp Cam1 Cam2 - Chmn
ailr a2 - Qip bin b2 - bip air +bir aip+bi2 - aip +bi,
az1 a2 -+ Q2 bo1  bao - by, ag1 +ba1  aza+bn - ag, +boy

+ = . . .

aml am2 - Amn bml bm2 e bmn am1 + bml Am?2 + bm2 e Amn + bmn

En notacién abreviada, si A = (a;;) y B = (b;;) entonces cA = (di;) y A+ B = (e;j), siendo d;; := ca;j y
€;j 1= a;j + b;j, para todo 1, j. La matriz nula de tamano m X n es la matriz que tiene todas sus entradas
nulas. Usamos el simbolo 0 para denotar a la matriz nula?. Si A = (aij) € My, xn, entonces su opuesta es la
matriz —A = (bij) € Myuxn, definida por b;; := —a;j, para todo i, j. Por ejemplo, en matrices 2 x 3 es

O:<OOO> _(2 -3 0>:<—2 3 O)'

0 0 0/ -5 1 2 5 -1 =2

La prueba de la siguiente proposicién es directa y queda como ejercicio.

Proposiciéon 3.1.3. La suma y el producto por un escalar verifican las siqguientes propiedades.
1. A+ B =B+ A, para todo A, B € M,xn (conmutativa).
2. A+ (B+C)=(A+ B)+C, para todo A, B,C € My,xy, (asociativa).

3. A+0=0+ A=A, para todo A € My« (ezistencia de neutro).

2El uso del simbolo 0 (el del nimero cero) para la matriz nula es un poco confuso al principio, pero es lo usual y resulta
cémodo en su uso. Observar que hay una matriz nula para cada tamafio m X n.
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A+ (-A)=(-A)+ A=0, para todo A € My« (existencia de opuesto).
lu = A, para todo A € Myxn.

¢(A+ B) =cA+¢B, para todo c €k, A, B € Myxn.

(b+c)A =bA+ cA, para todo b,c € k, A € Myxn.

o RS G

b(cA) = (bc)A, para todo byc €k, A € My, xn. O

Observaciones 3.1.4. 1. Las propiedades anteriores son las mismas que verifica R? con la suma y el
producto por escalares.

2. Una n-upla (z1,x2,...,2,) es esencialmente lo mismo que una matriz fila 1 x n, luego podemos
identificar k™ con M, (k), y por lo tanto en k™ valen también las propiedades anteriores.

Producto de matrices. Si A = (ai;) € Myxn y B = (bij) € Myxp, entonces su producto es la matriz
AB = (¢ij) € Mpxp, en la cual el coeficiente ¢;; estd definido por

n
Cij = a;1b1j + azeboj + -+ + ainby; = Z aikbp;j (3.1)
k=1
paratodoi=1,...,my j=1,...,p. Para recordar esta formula, es util armar el siguiente diagrama
bn;
0/7,1 PR G/Zn DY C'ij
El elemento ¢;; se obtiene haciendo una especie de “producto escalar” del vector fila (a;1,- - ,am) por el
vector columna (b;j,- - ,by;). Notar que para poder multiplicar A por B, es necesario que el nimero de

columnas de A coincida con el de filas de B.

0 2
Ejemplo 3.1.5. Si A = <le g 2) vy B= 11 0], entonces su producto se calcula mediante
5 3

\ 0 2

! 10

| 17 11
,,,,,,,, ‘F,,,,,,,,,,,,,5,,3,,,,,,,,,,,,,, = AB_<35 26>'

El siguiente ejemplo muestra varias particularidades del producto de matrices.

-2 =2 6 3 5 4

8 4 00
apoac (5 1), man (00).
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Notar que

» es AB # BA, luego el producto de matrices no es conmutativo;

= es BA =0, pero AB # 0;

= es BA=0,siendo B#0y A #0.

= es AB = AC, con A+# 0y B # C. Luego no vale la propiedad cancelativa del producto.
Proposicién 3.1.7. Propiedades del producto de matrices.

1. A(BC) = (AB)C, para todo A € My, xpn, B € Myxp, C € Myy, (asociativa).

2. A(B+C)=AB+ AC, para todo A € My,xn, B € Myxp, C € Myy, (distributiva).

3. (A+ B)C = AC + BC, para todo A € Myxn, B € Mpyxn, C € Myx, (distributiva).

4. AL, = I,,A = A, para todo A € M, «n.

5. A0 =0A =0, para todo A € M, «n, siendo cada 0 una matriz nula de tamano adecuado.

6. A(cB) = (cA)B = c(AB), para todo A € Mp,xn, B € Myxp y c € k.

Dem. Todas estas propiedades se prueban de forma similar, asi que solo demostraremos la propiedad
asociativa dejando las otras pruebas como ejercicio.

Sean A = (a;j) € Mumxn, B = (bij) € Myxp vy C = (¢ij) € Mpxq. Escribamos
AB = (x”) € Mm><p7 (AB)C = (yij) S meq, BC = (ZU) € Mnxqa A(BC) = (tij) € Mm><q-

Luego aplicando reiteradamente la férmula (3. 1) obtenemos

p P n
Yij = > TinChj = Z aikbin =3 aibrncn;,
h=1 h=1k=

1k=1
p P P

= § ik 2kj = E ik E brncnj | = E § @ik b Chj-
k=1 h=1 k=1 h=1

Como el orden en que sumamos no altera el resultado, podemos intercambiar las sumatorias > p_; ¥ > r—;
y por lo tanto es y;; = t;;, para todo i, j, es decir (AB)C = A(BC).

Observaciones 3.1.8. 1. La propiedad asociativa permite escribir ABC = (AB)C = A(BC) y en general
escribir Aj - -+ A, para un producto de n matrices (que se puedan multiplicar).

2. El tnico caso en que dadas dos matrices A y B, podemos calcular A+ B y AB, es cuando A y B son
dos matrices cuadradas del mismo orden.

3. El producto de matrices diagonales es particularmente simple

al 0 0 b1 0 0 CL1b1 0 0
0 as - 0 0 b2 0 0 a2b2 0
0o 0 - ap 0o 0 - by 0 0 - apby

Notar que en la férmula anterior usamos un punto (-) para el producto, porque aqui queda més claro
que la yuxtaposicién. Esa notacion la seguiremos usando cuando resulte conveniente.
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Trasposicién. Si A € M,,x,, entonces su traspuesta es la matriz A® € M,,»,, obtenida intercambiando
las filas con las columnas de A, es decir, si A = (a;;), entonces A" = (b;;) en que b;; = aj;, para todo 1, j.
Notar que vale lo siguiente.

» Para toda matriz A es (A')! = A.

» Uma matriz A es simétrica si y solo si A® = A.

» Uma matriz A es antisimétrica si y solo si A' = —A.

» Uma matriz A es triangular superior si y solo si A? es triangular inferior.
La siguiente proposiciéon describe la relacién entre la trasposicion y las operaciones anteriores.
Proposicion 3.1.9. Valen las siguientes propiedes.

1. (A+ B)t = At + Bt y (cA)t = cA?l, para todo A, B € My,xn ¥y ¢ € k.

2. (AB)! = B'A!, para todo A € Mpxn y B € Myxyp.

Dem. Probaremos solo la propiedad del producto, dejando la prueba de las otras como ejercicio.

Sean A = (a;j) € Myxn y B = (bij) € Myxp. Entonces A' = (a;j) € Myxm y B' = (8ij) € Mpxn, siendo
ai; = aj; y Bij = bji, para todo i, j. Luego

n n n
AB = (cyj), cij = ambi; B'A"=(nj), nig = Bikakj = brijk-
k=1 k=1 k=1

Entonces

(AB)' = (vij), i =cii= Y apbi =Y buaj=mny, Vij = (AB)'=B'A" O
k=1 k=1

Los conceptos que veremos a continuacién se definen solo para matrices cuadradas.
Potencias. Si A € M, y k € N, entonces definimos la potencia k-ésima A* de A mediante: A% = I (la
matriz identidad) y A¥*!1 = AFA, para todo k € N. Es decir, A = I, A’ = A, A2 = AA, A% = AAA, etc.

Las potencias de matrices verifican algunas de las propiedades de las potencias de los nimeros reales, por
ejemplo, es facil de probar que valen A"A™ = A™t™ y (A™)™ = A" para todo n,m € N. Las propiedades
que involucran matrices distintas no suelen ser vélidas, por ejemplo, en general es (AB)"™ # A" B", aunque
si Ay B conmutan, entonces vale (AB)" = A" B" para todo n.

Invertibilidad. Decimos que una matriz cuadrada A € M,, es invertible si existe una matriz B € M, tal
que AB = BA = I (la matriz identidad).

Proposicién 3.1.10. Sea A € M,,. Si existen B,C € M, tales que AB = CA = I, entonces B = C y por
lo tanto A es invertible.

Dem. La tesis se obtiene del calculo siguiente: C' = CI = C(AB) = (CA)B=1B=B. O
Corolario 3.1.11. Si A € M, es invertible, entonces la matriz B € M, que verifica AB = BA =1 es

unica.
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Dem. Si dos matrices B,C € M, verifican AB=BA =1y AC =CA =1, entonces es AB=CA=1yse
aplica la proposiciéon anterior. O

Por el corolario anterior, si A € M, es invertible entonces existe una tnica B € M, tal que AB = BA = I;
esta matriz B se llama la inversa de A y se escribe B = A7, Luego la inversa de A (en caso de existir)
queda caracterizada por ser la tnica matriz que verifica AA™1 = A71A =1T.

Ejemplos 3.1.12. 1. La matriz identidad I verifica I? = I, luego I es invertible y I=! = I.
2. La matriz nula 0 € M, verifica 0B = B0 = 0, para toda B € M,,. Luego 0 no puede ser invertible.

Proposicién 3.1.13. 1. Si A, B € M, son invertibles, entonces AB es invertible y (AB)™! = B~1A~1L.

2. Si A es invertible, entonces A™' es invertible y (A_l)_l = A.
Dem. Si A, B € M, son invertibles, entonces
(AB)(BT'A™')=ABB'A' = ATAT = AAT =1,
(BT'A™Y)(AB)=B'A'"AB=B'IB=B'B=1.

Esto prueba la primera afirmacién. Para la segunda, la matriz A~! verifica AA~! = A='A = I; luego (por
definicién) A~! es invertible y su inversa es A. O

Observacion 3.1.14. Aplicando reiteradamente la primera parte de la proposicién anterior, deducimos que si
Ay, ..., A € M, son invertibles, entonces su producto Aj - -- A, es invertible y (A --- Ap) ™! = A;l e Afl.

Proposiciéon 3.1.15. Supongamos que A € M, es invertible.
1. 8i B,C € My, entonces AB = C si y solo si B= A"'C.
2. Si B,C € Myxy, entonces BA = C siy solo si B=CA™1L.
Dem. Para la primera equivalencia, multiplicando por la izquierda obtenemos
siAB=C = A 'AB=A"'C = IB=A"'C =B=A47'C,
siB=A"'C = AB=AA"'C = AB=IC = AB=C.

La prueba de la segunda equivalencia es analoga y queda como ejercicio. O

Como consecuencia de lo anterior, veremos que vale la propiedad cancelativa del producto, con la condicién
de que la matriz que multiplica a ambos lados sea invertible.

Corolario 3.1.16. Supongamos que A € M, es invertible.
1. SiAB =00 BA=0, entonces B =0.
2. 8t AB = AC o BA=CA, entonces B=C.

En lo anterior se entiende que en cada caso B y C tienen tamanos adecuados para poderse multiplicar por

A.

Dem. Si AB =0, entonces B = A~10 = 0. Si AB = C, entonces B = A~'AC = IC = C. Los otros casos
se prueban igual. O

El siguiente resultado permite determinar si una matriz de orden 2 es invertible y, en caso afirmativo, hallar
su inversa.
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Proposiciéon 3.1.17. Una matriz A = (‘CZ g) es invertible si y solo si ad — bec # 0. En caso afirmativo, la
inversa de A es
1 d —b
Al = :
ad — be (—c a )

Dem. Para la matriz nula el resultado es obvio, asi que supondremos A # 0. Definimos A = ad — be
y A= ( d _b). Operando obtenemos AA = AA = AI, con A y A no nulas. Si A = 0, entonces es

—C a

Afil = f:lA =0 con A # 0; luego el corolario 3.1.16 implica que A no es invertible. Si A # 0, entonces de
AA = AA = Al, deducimos

A(A‘Ui) - (A_lfl) A=1.
Luego A es invertible (por definicién) y su inversa es A~!A. O
A continuacién veremos un par de casos en los que es facil determinar la invertibilidad.

Proposicién 3.1.18. 1. Si una matriz tiene una fila o columna formada solo por ceros, entonces no es
invertible.

2. Una matriz diagonal es invertible si y solo si todas las entradas de la diagonal principal son no nulas.
En ese caso es

a; 0 - 0\ " a0 - 0
0  ag 0 0 ayy -+ 0

. -1 . - (3.2)
0 0 G 0 0 G

Dem. Sean A, B € M,. Si A tiene una fila de ceros, entonces AB también tiene una fila de ceros y si B
tiene una columna de ceros, entonces AB también tiene una columna de ceros; luego en ninguno de estos
casos puede ser AB = 1.

Consideremos ahora la segunda afirmacién. Sea A una matriz diagonal. Si A tiene una entrada diagonal
nula, entonces A tiene una fila y una columna nulas, y por la parte anterior sabemos que A no es invertible.
Si todas las entradas diagonales de A son no nulas, entonces usando la férmula para el producto de matrices
diagonales se ve que la matriz de la derecha en (3.2) es la inversa de A. O

La traza. Si A = (a;j) € M,, entonces definimos su traza mediante tr(A4) := > " | a; (la suma de los
elementos de la diagonal principal). La siguiente proposicién describe propiedades de la traza.

Proposicion 3.1.19. Sean A, B € M,, y c € k. Valen las siguientes propiedades.
1. tr(A") = tr(A).
2. tr(A+ B) = tr(A) + tr(B) y tr(cA) = c- tr(A4).
3. tr(AB) = tr(BA).
4. Si P € M, es invertible, entonces tr(PAP™') = tr(A).

Dem. La prueba de las dos primeras propiedades es simple y queda como ejercicio. Consideremos la tercera.
Sean A = (a;j) y B = (bij). Entonces AB = (¢;j) y BA = (dij), siendo ¢;; = > p_; airbr; y dij = > p_q bikag;,
para todo i, j. Luego

n

tl"(AB) = Z Cii = Z Z aipbri y tl"(BA) = Zd“ = Z Z biar; = Z Zakzbzk
i=1 =1

1=1 k=1 1=1 k=1 i=1 k=1
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Si en la ultima sumatoria se intercambian ¢ con k y se invierte el orden de sumacién, se obtiene tr(AB) =
tr(BA). Para probar la cuarta propiedad, escribimos Q = AP~! y aplicamos la tercera propiedad

tr(PAP™!) = t1(PQ) = tr(QP) = tr(AP'P) = tr(A). O
Observacion 3.1.20. La propiedad 3 nos dice que siempre vale tr(AB) = tr(BA), aun cuando AB # BA.

3.2. Operaciones elementales
Se llaman operaciones elementales en una matriz a las siguientes.
= Operacién de tipo I: intercambiar dos filas o columnas.
= Operacién de tipo II: multiplicar una fila o columna por una constante no nula.

= Operacién de tipo I1I: sumarle a una fila o columna un multiplo de otra fila o columna, respectivamente.

Se llaman matrices elementales de tipo I, I o III a las matrices que se obtienen aplicando las operaciones
elementales correspondientes a la matriz identidad.

1 1

Tipo IL:

Tipo III:

)

1

Tipo II:

1

. 0#pek;

, q€k.

Proposicién 3.2.1. Realizar una operacion elemental de tipo I, II o III en las filas (columnas) de una
matriz A, equivale a multiplicar a A por la izquierda (derecha) con una matriz elemental del mismo tipo.

Dem. La prueba es directa y queda como ejercicio. O
1 2 3 10 00
Ejemplo 3.2.2. Sea A = L1l Consideremos Ep = 0010 matriz elemental de tipo I
jemplo 3.2.2. Sea A = |, , , | . Consideremos Ey = | /| [, matriz elemental de tipo I y
4 5 6 0 001
1 0 0
E,=|0 1 —1], matriz elemental de tipo III. Si realizamos los productos E1 A y AE5, obtenemos
0 0 1
1 2 3 1 2 1
2 2 2 1 1 0
BEiA=1y 10 AB= |y 2
4 5 6 4 5 1
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Luego multiplicar del lado izquierdo por E; equivale a intercambiar las filas 2 y 3, mientras que multiplicar
del lado derecho por E5 equivale a restarle a la columna 3 la columna 2.

Observacion 3.2.3. Notar que la traspuesta de una matriz elemental, es una matriz elemental del mismo tipo.
Ademas, si realizar una operacién elemental en las columnas de A corresponde a multiplicar por la derecha
a A con una cierta matriz elemental F, entonces realizar la misma operacion en las filas de A corresponde
a multiplicar por la izquierda a A con E*.

Proposicion 3.2.4. La inversa de una matriz elemental es una matriz elemental del mismo tipo.

Dem. Usaremos las siguientes notaciones para las matrices elementales. Llamaremos M;; a la matriz corres-
pondiente a intercambiar la fila i con la fila j de la matriz identidad, P;(p) a la correspondiente a multiplicar
la fila i por el escalar p # 0y @Q;;(¢) a la correspondiente a sumarle a la fila j la fila ¢ multiplicada por ¢ € k.
Veremos que esas matrices son invertibles y que sus inversas verifican:

M =My, Pp) ' =Pp "), Qi@ =Qiu(—a).

Para matrices de tipo I, aplicando la proposiciéon 3.2.1 obtenemos que el producto M;;M;; lo que hace es
intercambiar en M;; la fila ¢ con la fila j y por lo tanto M;;M;; = I; luego M;; es invertible y Mlgl = M;;.
La prueba para las matrices de los otros tipos es similar y queda como ejercicio. O

Equivalencia de matrices. Sean A, B € M,,x,. Decimos que A es equivalente a B y escribimos A ~ B,
si A se puede obtener realizando una serie de operaciones elementales en las filas y columnas de B. De
la proposicion 3.2.1 se deduce que A ~ B si y solo si existen matrices elementales Fy,...,Er € M, y
..., Fy, € M, tales que

A=Ey---E\BF|---F,. (3.3)

Proposiciéon 3.2.5. La equivalencia de matrices es una relacion de equivalencia en My, xn, es decir verifica
A~ A, A~B = B~ A, A~ByB~C = A~C.

Dem. Propiedad refleja. Sea A € My, xn. Notar que la matriz identidad es una matriz elemental de tipo II,
luego de I,,Al, = A se deduce A ~ A.

Propiedad simétrica. Sean A, B € M,,«, tales que A ~ B. Entonces existen matrices elementales E1, ..., Ej
en M, vy Fi,...,Fpen M, talesque A = Ej --- F1BF} - - - F},. Como las matrices elementales son invertibles,
entonces teniendo en cuenta la observacion 3.1.14, obtenemos

B= (B E) YA(F,--- F,) 7! :El_l"'Ek_lAFh_l“'Ffla

Como la inversa de una matriz elemental es también una matriz elemental, deducimos B ~ A.

Propiedad transitiva. Sean A, B, C' € M, «, talesque A ~ By B ~ C'. Entonces existen matrices elementales

tales que
A=Ey---E\BF,---F,, B=F --F,CG-Gpn.

Esto implica
A=E, --E(F---FICGy---Gn)F - Fy=(Ey---E\F,---F)C (G- G Fy - - - F,),

luego A ~ C. O
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Observacion 3.2.6. Si A € M,,xn se obtiene realizando operaciones elementales solo en las filas de B,
entonces A es equivalente a B, dado que si es A = Ej, --- E1B, entonces vale A = E}, - -- E1BI,, y la matriz
identidad I,, es una matriz elemental de tipo II. Lo mismo sucede si A se obtiene realizando operaciones
elementales solo en las columnas de B.

Proposicion 3.2.7. Si A, B € M,, son equivalentes, entonces A es invertible si y solo si B es invertible.

Dem. Empezaremos probando que si A ~ B y B es invertible, entonces A es invertible. Como es A ~ B,
entonces existen matrices elementales E1, ..., E, Fi,..., F; € M, tales que

A=E-- E.BF - Fy. (3.4)

Como las matrices elementales son invertibles, y el producto de matrices invertibles es también una matriz
invertible, entonces (3.4) implica que A es invertible. Reciprocamente, si A ~ B y A es invertible, entonces
es B~ Ay A es invertible. Luego por lo recién probado deducimos que B es invertible. O

Una pregunta natural es, jcudl es la forma ma&s simple que podemos obtener realizando operaciones elemen-
tales en las filas y columnas de una matriz arbitraria? Notar que la tnica matriz equivalente a la matriz
nula es ella misma, asi que el caso interesante es cuando la matriz no es nula.

Sean m,n € N, con m,n > 1, para cada r € N tal que 1 < r < min{m,n}, definimos ®;"" = (IT 8) € Myuxn,
siendo I, € M, la matriz identidad. En la definicién anterior entendemos que es ®,;" = (1
" =(In) sim >ny ®" = I,,. Por ejemplo,

10 1 00 10 0 1 0 1 0 00
0 0 1 0 0 00 0O

El siguiente teorema responde la pregunta anterior.
Teorema 3.2.8. Si A € My,x, y A #0, entonces existe r, 1 <r < min{m,n}, tal que A ~ &;"".
Antes de ver la prueba del teorema veremos algunos ejemplos que ayudan a entenderla.

Ejemplos 3.2.9. Mostraremos en casos concretos cémo obtener las matrices ®;"" del teorema 3.2.8.

12 3 10 100 100 100 100 100
25 8|~[21 8]~[212]~[012]~]012|~|010]~[010
3 7 13 3 1 13 31 4 31 4 01 4 01 2 00 2

100

~(0 1 0|=0) =1,

001

En la primera operacién elemental, le sumamos a la columna 2 la columna 1 multiplicada por —2; en la
segunda, le sumamos a la columna 3 la columna 1 multiplicada por —3; en la tercera, le sumamos a la fila 2
la fila 1 multiplicada por —2; en la cuarta, le sumamos a la fila 2 la fila 1 multiplicada por —3; en la quinta,
le sumamos a la columna 3 la columna 2 multiplicada por —2; en la sexta, le sumamos a la fila 3 la fila 2
multiplicada por —1; en la séptima, multiplicamos la fila 3 (o la columna 3) por 1/2.

2 4 4 12 2 1 0 0 1 0 0 1 0 0 100
2 3 4| ~[2 3 4|~[|2 -1 0|~[0 -1 0)]~[0 -1 0)|~[0 1 0|=0"
396 13 2 1 1 0 0 1 0 0 0 0 000



Ahora fuimos un poco mas rapido, haciendo més de una operacién por paso. En el primer paso multiplicamos
la primera fila por 1/2 y la tercera por 1/3; en el segundo le sumamos a la segunda columna la primera
multiplicada por —2 y le sumamos a la tercera columna la primera multiplicada por —2; en el tercero
le sumamos a la segunda fila la primera multiplicada por —2 y le sumamos a la tercera fila la primera
multiplicada por —1; en el cuarto le sumamos a la tercera fila la segunda; en el ultimo paso multiplicamos
la segunda fila (o columna) por —1.

110 1 100 0 100 0 10 0 0 10 0 0
232 1|~(212 -1|~{012 -1|~{01 0 0]~{01 0 0
341 4 311 1 011 1 01 -1 2 00 —1 2

10 0 0 1000

~101 0 0)]~{0 10 0]=ad3"

00 —1 0 0010

En este caso hicimos al principio operaciones de tipo I en las columnas para “hacer ceros” en la primera fila,
luego hicimos lo mismo en las filas para hacer ceros en la primera columna y después seguimos razonando
como en los casos anteriores.

La prueba del teorema requiere del lema siguiente.
Lema 3.2.10. Si A € My,xy, es no nula (m,n > 2), entonces existe B € My, _1)x(n—1) tal qued A ~ ((1] %).

Dem. Sea A = (a;;). Como es A # 0, entonces existen k, tales que aj; # 0. Si intercambiamos la columna
1 con la columna [ y luego intercambiamos la fila 1 con la fila k, obtenemos una matriz cuyo coeficiente en
el lugar (1,1) es ag;. Si ahora multiplicamos la primera fila o columna de esa matriz por al;ll, obtenemos
una matriz C' = (¢;;), tal que ¢11 =1y A ~ C. Ahora es claro que siendo ¢1; = 1, haciendo operaciones
elementales de tipo III se otiene una matriz como en la tesis. O

Observacion 3.2.11. Con las notaciones anteriores, dadas B,C € My,xn, si B ~ C, entonces (é %) ~ ((1) 8)
Esto se debe a que si C se obtiene haciendo ciertas operaciones elementales en las filas y columnas de
B, entonces ((1) 8) se obtiene haciendo las mismas operaciones en las filas y columnas correspondientes de
((1) ]_03). Notar que estas operaciones en ((1) ]%) no afectan su primera fila ni su primera columna, dado que son
operaciones en las otras filas y columnas.

A continuacién veremos la edmostracién del teorema 3.2.8. Haremos la prueba en etapas, considerando
primero el caso m = n y luego los casos m > ny m < n.

I. Caso m = n. La prueba es por induccién en n. Para n =1, es A = (a), con a # 0, luego multiplicando
A por a~! (operacién elemental de tipo IT) obtenemos A ~ (1) = @}’1.

Supongamos ahora que vale la tesis para matrices cuadradas de orden n y sea A # 0 una matriz cuadrada
de orden n + 1. Aplicando el lema 3.2.10 obtenemos que existe B € M, tal que A ~ ((1) g,). Sies B =0,
entonces A ~ <I>7f+1’"+1. Si es B # 0, entonces aplicando la hipétesis de induccién a B obtenemos que existe
r, 1 <r<n,tal que B~ ®"". Luego A ~(} %)y B~ (%0) . Teniendo en cuenta la observacién anterior,

00
obtenemos

1 0 O I 0
+1 +1,n+1
am (o n o)< (D) <ot
0 0 O

II. Caso m > n. La prueba es por induccion en m. El caso m = n es lo que probamos en el caso anterior.
Supongamos ahora que vale la tesis para matrices de tamano m x n con m > n y sea A # 0 una matriz de
tamano (m + 1) x n. Consideremos A; € M,,x, la matriz formada por las primeras m filas de A.

3 Al escribir (§ %) queremos decir que la fila de arriba estd formada por un 1 en el primer lugar y luego el resto son ceros. Lo
mismo acurre con la primera columna.
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Si A; = 0, entonces A es una matriz de la forma A = (g), siendo B = (by,...,b,) una matriz fila no nula.

Razonando como en el lema 3.2.10, obtenemos B ~ (1,0,...,0). Luego
0 --- 0 00 --- 0 10 --- 0
: : Do : o0 -0
o --- 0 00 --- 0 o :
by - bn 10 0 00 --- 0

entonces A ~ &7 ¢ se cumple la tesis.

Supongamos ahora A; # 0. Entonces aplicando a A; la hipdtesis de induccién obtenemos que existe 7,

1 <r < min{m,n}, tal que A; ~ ®;"". Esto implica que existen ci, ..., c, € k tales que A ~ C, siendo
1 -« 0 0 --- 0
0 1 0 0
C=10 0 0
o --- 0 0 - 0
cl .. CT cr+1 ... Cn

Como en las primeras r filas de C hay unos en la diagonal, entonces realizando operaciones elementales de
tipo III en las filas obtenemos que A es equivalente a la matriz D obtenida poniendo ¢ = --- = ¢, = 0 en
la matriz C.

Sicry1=---=c, =0, entonces A ~ P Gi existe algin i € {r +1,...,n} tal que ¢; # 0, entonces la

ultima fila de D es equivalente a la matriz F' = (0,...,0,1,0,...,0) € My, (el 1 estd en el lugar r + 1).
Esto implica que A es equivalente a la matriz F obtenida cambiando la ultima fila de D por la fila F'. Ahora

intercambiando en E la tltima fila con la fila 7 4+ 1 (operacién elemental de tipo I), obtenemos A ~ @T:ll’"

III. Caso m < n. Trasponiendo la matriz A € M,, ., obtenemos A* € M, ,, con n > m y At # 0. Luego
aplicando a A? la parte anterior, obtenemos que existen matrices elementales F1, ..., Ej, F1,..., F}, tales
que Al = Ey --- By &, F - - - Fy,, para cierto r tal que 1 < r < min{m, n}. Entonces

A=(Ep-- BEy®"™F, .- F,)! = F} ... F{(®»™)' Et ... E! = F} ... Flo™"Et ... Bt
Como la traspuesta de una matriz elemental vuele a ser una matriz elemental, concluimos A ~ ®;"". O

Nota: La relacién de equivalencia ~ parte al conjunto M,, . en clases de equivalencia. El teorema anterior
nos dice que si h = min{m,n}, entonces hay a lo mas hay h + 1 clases, que corresponden a la clase de
la matriz nula (que tiene un solo elemento) y a las clases de las matrices ®,"", para r = 1,...,h. M4s

. . . . m,n m,n
adelante, después de ver transformaciones lineales, probaremos que si r # s, entonces ®, " y &5’ no son
equivalentes, por lo que hay exactamente h + 1 clases de equivalencia.

El teorema anterior tiene aplicaciones importantes. La primera es la siguiente.
Teorema 3.2.12. Una matriz es invertible si y solo si es producto de matrices elementales.

Dem. Para que una matriz A € M,, sea invertible, tiene que ser no nula. Entonces sabemos que es A ~ ®;"",
para cierto 1 < r < n y por lo tanto A es invertible si y solo si ®;"" es invertible (proposicién 3.2.7). Si es
r = n, entonces ®,;""" = I,, es invertible, por otro lado, si es r < n, entonces en ®,»" hay una fila de ceros y
por lo tanto ®;" no es invertible. Luego ®;" es invertible si y solo si r = n y por lo tanto A es invertible si y
solo si A ~ ®;" = I,,. Esto tltimo equivale a que existan matrices elementales E1, ..., Ey, F1,...,F, € M,
tales que A= Ek s EllnFl cee th €s decir, A= Ek . -E1F1 e 'Fh~ O
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Corolario 3.2.13. Dos matrices A, B € Mp,«n son equivalentes si y solo si existen matrices invertibles
UeM, yV e M, tales que A =UBYV.

Dem. Sies A ~ B, entonces existen matrices elementales E1,...,E, € M, v Fi,...,F, € M, tales que
A=Ey---E1BF| - Fy. Como las matrices elementales son invertibles y la invertibilidad se preserva por el
producto, obtenemos A = UBV, siendo U := Ey---E1 y V := Fy --- F}, matrices invertibles.

Reciprocamente, si es A = UBV, con U y V matrices invertibles, entonces aplicando el teorema 3.2.12
obtenemos que existen matrices elementales E1,...,FEy € My, y Fi,...,F, € M, talesque U = F,---E1 y
V=F - Fy. Luego A=UBV = E}--- E1BF} - - - Fy, lo cual implica (por definicién) A ~ B. O]

Nota 3.2.14. En la seccién siguiente veremos una condicidon necesaria y suficiente para que una matriz sea
invertible y luego mostraremos cémo usar las transformaciones elementales para calcular la inversa.

3.3. Determinantes

En esta seccién trabajaremos solo con matrices cuadradas.

El determinante de una matriz cuadrada A € M, es un nimero que escribimos det(A) o |A| y que para
n = 1,2, 3 se define por lo siguiente.

n=1. Si A= (a), entonces det(a) := a.

_ : _(ab ab| ._ _
n=>2. SlA—(cd),entonces‘cd|.—ad be.
ailr a2 a3
n=3. SiA=|[ao a2 a3 |, entonces

azy asz2 ass

ailp aiz2 a3

L ag2  a23 as1  a23 az1  G22
a21 Q22 G23| 1= a1l — a2 + ais
as2 as1 ass asy as2
a31 asz2 as3
= (11022033 — (11023032 — (12021033 + 12023031 + 13021432 — A13022031- (3.5)

Observacion 3.3.1. Hay una manera de recordar la férmula (3.5) llamada el método de Sarrus. Consiste en
construir una tabla repitiendo abajo las dos primeras filas de la matriz

ail a2 as
a1 a2 a23

El determinante se obtiene sumando los productos de las diagonales que van de izquierda a derecha y luego
restando los productos de las diagonales que van de derecha a izquierda. El resultado queda

(11022033 + A21032013 + 431012023 — 13022031 — 023032011 — (33012021,

que claramente coincide con la férmula (3.5). El método de Sarrus solo sirve para matrices 3 X 3 y no
recomendamos su aplicaciéon. El método general que veremos mas adelante es mucho mas eficiente.
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La férmula para el determinante de una matriz n x n se define recursivamente, generalizando el método que
usamos para el caso n = 3. Para la misma necesitamos introducir los cofactores, que definimos a continuacién.

Consideremos A = (a;j) una matriz de orden n. Para cada i,j = 1,...,n, sea flzj la matriz de orden n — 1
obtenida suprimiendo la fila ¢ y la columna j de A. El cofactor correspondiente al lugar (i, ) de la matriz
A es el nimero A;;(A) := (1) det ([l,]> En lo que sigue, para simplifcar la notacién, cuando no genere
ambigiiedad escribiremos A;; en vez de A;;(A).

a1 a2 a13
Por ejemplo, para una matriz A = | as1 a2 as3 | , los cofactores Ay, A2, A1z v Asy, son

azy as2 ass

Ay |02 a2) _ A, — _|G21 @23 _

1= = 22033 — (23032, 12=— = —ag1a33 + azasi,
asy as3 asy ass
a1 G2 aiz a3

Az = = ag1a3z — axazy, Ao =— = —a12a33 + a13032.
asl ass az2 ass

Notar que la féormula (3.5) se puede escribir usando los cofactores:

ail a2 a3
ag1 az agz| = a11Ai + a1z + a1zAis.
asi asy ass

Esa es la formula que vamos a generalizar. Si A = (a;;) € M, entonces el determinante de A se define por
recurrencia mediante
n
det(A) = Z alelj = a11A11 + a10A19 + - - - + a1, A1 (3.6)
j=1

Esta formula escrita més explicitamente queda

ai;p a2 - aln
o1 Gy - D R ) a - Qgp a ccr A2p-1
n
. . . . 14+n
) =aj| ! Dl —az] Dl ()T a,
an2 - Qanpn anl - Aapn anl - Ann-1
anl Qp2 -+ Qpn

Si A es una matriz de orden n, entonces se dice que det(A) es un determinante de orden n. La férmula anterior
nos dice que para calcular un determinante de orden n, tenemos que calcular n determinantes de orden n—1.
Luego, como sabemos calcular determinantes de orden 3, entonces podemos calcular determinantes de orden
4, sabiendo estos podemos calcular los de orden 5, y siguiendo asi podemos calcular determinantes de orden
n, para cualquier entero positivo n.

Ejemplo 3.3.2. Veremos cémo calcular un determinante de orden 4.

Lo P09 o9 o9 oo

0100:2100—3000+4010—5010

00 10 01 0 010 0 0O 0 01
0 0 1 0 1 0

_2><O—3><1 O‘+4x‘0 O‘—S ‘O 1‘ 5.




En general calcular determinantes requiere bastante esfuerzo, pero para las matrices diagonales es facil.

Proposiciéon 3.3.3. El determinante de una matriz es diagonal es el producto de los elementos de la diagonal
principal.

Dem. Sea A € M, una matriz diagonal. La prueba por induccién en n. El caso n = 1 es trivial. Supongamos
ahora que vale la tesis para matrices diagonales de orden n — 1, entonces

a0 -0 Ay -+ 0

0 ago 0

: : . | =eun| o | F0+-+0=an(a2: - ann) = an1az - app. O
00 e oo 0 - ap,

Aplicacién 3.3.1. Las matrices identidad y nula son matrices diagonales, luego aplicando la proposicion
anterior deducimos que el determinante de la matriz identidad vale 1 y el de la matriz nula vale 0.

Observacion 3.3.4. Existe una férmula explicita para el determinante de una matriz n X n, que en el caso
n = 3 es la férmula (3.5). Para quienes tengan conocimientos de permutaciones, la férmula del determinante
de una matriz A = (a;;) € M, es

det(A) = > 58(0)a10(1)020(2) * ** Tno(n)-
nESy
En la férmula anterior, S, es el conjunto de todas las permutaciones de n elementos (pensadas como
biyecciones del conjunto {1,2,...,n} en si mismo) y sg(c) = £1 es el signo de la permutacién o. La férmula
del determinante tiene n! (factorial de n) sumandos; por ejemplo, para una matriz 5 x 5 tiene 120 sumandos.
Como es de imaginar esta formula no es muy préactica para hacer calculos y tampoco tiene demasiada utilidad
en la teoria, asi que no vamos a seguir mas por esta linea.

Observacion 3.3.5. Al operar con determinantes hay que tener cuidado, porque el determinante no se com-
porta bien respecto a las operaciones de suma y producto por un escalar, es decir en general es
det(A + B) # det(A) + det(B); det(cA) # cdet(A), c € k.

A continuacion veremos algunas propiedades de los determinantes, que en particular sirven para simplificar
los calculos. En general las primeras pruebas van a ser por induccién, usando la férmula (3.6).

Proposicién 3.3.6. Si la matriz B se obtiene multiplicando una fila de una matriz A por una constante c,
entonces det(B) = ¢ - det(A), es decir

ail A1n ail A1n
Caq1 Clin| = C|G41 Ain
anl Gnn an1 Gnn

Dem. Sea A = (aij) € My. Sin =1, entonces es det(ai1) = a1, luego det(cair) = cai; = cdet(aqr). Sea
ahora n > 2. Supongamos, razonando inductivamente, que se cumple la tesis para matrices de orden n — 1.
Sea i la fila de la matriz A = (a;j) € M,, que aparece multiplicada por la constante c. Sii =1, es
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cal Ca1in a1 A1n
a1 ain | = cantA11(A) + -+ carnAin(A) = c(a11 A1 (A) + - - + anA1n(A)) = c|an Qjn, | -
anl Qnn anl Qnn




Supongamos ahora i > 2. Aplicando la definicién del determinante y la hipdtesis inductiva, obtenemos

al - Qg azy - Qg a1 - A2p—1
. = ) ) 1)1+n ) )
cajl - COp| =ai |cap o Caip| + oo+ (1) ar, jcan o0 caipo
Gpl1 -+ Adnp Gp2 -+ Qpp apl -+ Adpn-1
aza - a2n asy az n—1
_ 14+n
=anc|ap - Gp|+-o+ (1) ame|an 0 aipo
an2 - Qnn anl - QAnn-1
aza - a2n asr azn—1 ailp A1n
— . . —_1)itn . . — . ) ]
=clai |2 - Gip|+--+ ( ) Qin |Gi1  *°  Ain—1 =ClQi1 - Qin |-
Gp2 - QOnn Gnp1 - Gpn-—1 an1 - 0Ann

Corolario 3.3.7. Si una matriz tiene una fila formada solo por ceros, entonces su determinante es nulo.

Dem. Tomar ¢ = 0 en la proposicién anterior. O

El siguiente resultado se prueba por induccién de la misma forma que el anterior.

Proposicién 3.3.8. El determinante es aditivo respecto a cada fila, es decir, para cada i =1,...,n, vale
a1 e G1n a1 v Qin air ot Qlin
bit+ci1 o+ bintcpm|=|bag 0 b |+l o Cin
anl T Ann L2275 R ) an1 -+ Qnn

Dem. La prueba es similar a la anterior. Si n = 1, entonces el resultado es obvio. Supongamos ahora n > 2.
Para i =1, es

biin +ci1 -0 bip+cip
aoy aon
= (b11 +c11)A11 + -+ (bin + c1n)A1n
anl e Ann

=bi1A1n + -+ bipAip + 1A 4+ -+ e,

bir - bin €11t Clp

ag -+ Ggp| |az;1 o a2,
= . LT

ap1 -+ Gpp Gp1 -+ Qpp
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Ahora consideremos i > 2. Aplicando la definicién del determinante y razonando inductivamente, obtenemos

aii e Q1n ag2 T a2n a1 T a2 n—1
_ 14+n
bit +ci1 -+ bintcn|=an|bio+c2 - bintcn|t+-+(=1) " am [bin Feir o0 bip—1+ Cin—1
anl ce Qnn Gn2 T Gnn Gnl T anpn—1
aza a2n aza - a2n asy v az n—1 azr - a2,n—1
_ 14+n
=an| b2 - bin|+|c2 - cm| |+ H+ (1) am]| | 0 bim—1 |+ |1 o Cin—1
an2 - dpn Gn2 - Qnn Gnp1 - Gpn-—1 anl1 - QGnn-1
aza a2n azy a2 n—1
— a11 | bio -+ b cee e (=) bie e b
— a11 12 in + + ( ) A1n | Y51 i,n—1 +
an2 - QAnn an1 " Gnn-1
azy - Qg asy -+ G2p—1
14+n
air|Ce 0 Cip |+ (1) A |en 0 Gt
Qp2 -+ Qann Gp1 - QGpn-1
ail v Q| (a1 o aQip
=\bp - bin|+|ca - Cin|. U
an1 - Qnn Gn1 - QOnpn

La prueba del siguiente teorema requiere esfuerzo, pero el resultado es importante. Todo lo que demostra-
remos en el resto de esta seccién se apoya en el mismo.

Teorema 3.3.9. Si una matriz A = (a;;) € My, (n > 2) tiene una fila i en la cual para algin j es a;; = 1
y el resto de los elementos de la fila son nulos, entonces det(A) = Ayj.

Dem. En el caso i = 1 tenemos
det(A) =0-Ap+--+0-A1j1+1-A;+0-Agjp1+---+0- Ay = Ay

Luego la tesis vale para ¢ = 1. De ahora en adelante asumiremos ¢ > 2.

La prueba es por inducciéon en n. Paran = 2, esi = 2. Si A = (‘11 8), entonces det(A) = —b = Ag; y si
A= (8 i’), entonces det(A) = a = Agy. Luego la tesis vale para n = 2. Supongamos ahora que la matriz A
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tiene orden n y que la tesis vale para matrices de orden n — 1. La matriz A € M, tiene la forma

aii a1,5—1 ai,j a15+1 co A1n
a21 a1 az,; a2 j+1 s a2n,
A= a;—1,1 - Qi—1,45-1 QAi—1j5 Qi—14+1 " Qi—1n
0 0 1 0 - 0
Ai+1,1 - Qilj—1 Qi1 Qil54+1 0 Qigln
Gn,1 ce Gn,j—1 Gn,j an,j+1 ce an,n

Sea B € M, _1 la submatriz de A obtenida eliminando la fila ¢ y la columna j

ai e a15-1 arj+1 Ain

a21 T a2 -1 a2 j+1 s a2n
B=1lai—11 - @i-1j-1 Gi—1j41 - Gi—1n
Ai+1,1 0 Qi1 Qil5+1 0 Qitln

an,1 T Un,j—1 Qn, j+1 tee an,.n

Lo que tenemos que probar es que vale det(A4) = (—1)"/ det(B).

Aplicando la definicién del determinante, obtenemos
det(A) = allAll(A) —+ -+ al,jflAl,jfl(A) + alelj(A) + a17j+1A17j+1 (A) + 4 alnAln(A).

En el determinante que aparece en Ay;(A) la fila i-ésima esta formada solo por ceros, luego Ay;(A) = 0.
Entonces aplicando la definicién del determinante para B obtenemos

det(A) = annAn(A) + - +ar ;1815 1(A) + a1 141 j41(A) + - - + a1, A1n(A),
det(B) = a11A1i(B) + - +a1j—1A1-1(B) + a1,j4141,;(B) + - - - + a1n A1 n—1(B).
Notar que en la primera fila de B, en el lugar j estd el coeficiente aq j41, en el lugar j + 1 estd a1 j4o y asi

seguimos hasta llegar al lugar n — 1 donde estd a1 5. Esa es la razén por la cual en det(B) hay una diferencia
entre los subindices de los primeros j — 1 sumandos y los siguientes.

A continuacién probaremos que vale

(=) A1(B), 1<k<j-1

i+ : 3.7
(—1)*A 1 (B), j+1<k<n (3.7)

Agp(A) = {

Luego es claro que esta férmula junto con las dos de arriba, implican det(A) = (—1)**7 det(B).

47



La idea de la prueba es la siguiente. Empezamos describiendo?

los cofactores Ay (B) involucrados en (3.7).

a21 a2 k-1 42 k+1 az -1 Q2541 a2n
_ E+1 . . . . .
A(B) = (-1) , 1<k<j—1,
Qn,1 nk—1 Onk+1 an,j—1 GQnj+1 an,n
as1 az,ji—-1 a2;j+1 ag k—1 a2 k+1 Qa2n
Ay p-1(B) = (-1) , J+H1<k<n-1
an,1 Gpj—1 Qngj+1 An k-1  Onk+1 Apn

Tener en cuenta que los cofactores anteriores se obtienen eliminando la i-ésima fila de A, lo cual no estamos
explicitando. Ahora calculamos los cofactores de A, aplicando la hipétesis inductiva. Para 1 < k < j—1, es

a21 a2 k—1 a2 k+1
a;—1,1 A;—1 k-1 QAj—1k+1
Ap(A) = (=)L 0 0 0
a;+1,1 @it1,k—1  Aj41,k+1
Qn,1 Qp fe—1 Qp, k+1
a21 a2 k-1 a2 k+1
_ k+1 i—14j—1 . .
= (=" (-1)
an,1 Up k—1 QAnk+1

= (=)™ A(B).

a2 -1 a2; a2,5+1 a2n
Ai—1,5-1 Gi—1,5 Ai—1,5+1 a;—1n
0 1 0 0
Qit1,5—1 Gi+1,5 Q41,541 Ai+1,n
Qp,j—1 An, j Gp j+1 Qnn
azj—1 a;j+1 a2n
Qpj—1 Qnj+1 an,n

Respecto al calculo anterior, en el primer determinante el coeficiente 1 se encuentra en la fila ¢ — 1 (porque
habfamos eliminado la primera fila) y en la columna j — 1 (porque habfamos eliminado la columna k, y
es k < j), de ahf el factor (—1)""1*7~1 Notar también que el segundo determinante se obtiene eliminando
la i-ésima fila y la j-ésima columna del primero, pero no estamos explicitando la fila eliminada. Ahora

consideramos el caso j + 1 < k < n.

a1 a2,j-1 az,j az,j+1
ai—1,1 Ai—1,5—-1 @Gi—1,5 GAi—1,5+1

Ap(A) = (-D)F| 0 0 1 0
Ai+1,1 Ai+1,j—-1 Qi+1,j Gi+1,5+1
an71 a'nvjil an7] an7]+1

a21 a1 Q2;5+1

_ (_1)1+k(_1)i+j—1 . .
Qn,1 Gnp,j—1 Onj+1

= (—1)"M Ay _1(B).

Este caso difiere del anterior en que en el primer determinante

a2 k—1 a2 k+1 a2n
Ai—1,k—1 Q-1 k+1 Ai—1,n
0 0 0
Qit1,k—1 @i+1,k+1 Ai+1,n
an k—1 An k+1 Ann
ag k—1 a2 k+1 a2n
Qp k—1  Ank+1 Qnpn

, el coeficiente 1 se encuentra en la fila 7 — 1
y la columna j, de ahi el factor (—1)"~!'*7. Con esta tiltima igualdad completamos la prueba.

O

4Si nos ponemos muy estrictos, los casos A1,;-1(B) y A1,;(B) hay que discutirlos por separado, porque no quedan bien
descritos por las férmulas que presentamos. En ambos casos también vale (3.7) y se pueden hacer las pruebas como ejercicio.
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Corolario 3.3.10. Si una matriz cuadrada A tiene una fila i en la cual todos los elementos son nulos salvo
eventualmente el a;j, entonces det(A) = a;;A;;.

Dem. La prueba consiste en aplicar primero la proposicién 3.3.6 en la fila i, y luego el teorema anterior:

aiy ... a17j_1 alj a17j+1 “ o A1n aiy ... a17j_1 alj a17j+1 “ o A1n
0 0 Qij 0 0 = Qg5 0 0 1 0 0 :aiinj. [l
[277% R anvj,l anj an7j+1 c.. Qpn [277% R anvj,l anj an7j+1 .. Qpn

Ejemplo 3.3.11. Veamos un par de determinantes en los cuales se puede aplicar el corolario anterior.

1 2 3 1 3 1 2 3 1 9
07 0:7><A22:7><4 6'——847 00 9—9><A23—9><<—‘4 5‘)—27.
4 5 6 4 5 6

Proposicién 3.3.12. El determinante de una matriz triangular (superior o inferior) es el producto de los
elementos de la diagonal principal.

Dem. Sea A € M, una matriz triangular superior. Vamos a probar el resultado por induccién en n. Si
n = 1, el resultado es obvio. Supongamos ahora n > 1y que el resultado vale para n — 1. Entonces aplicando
el corolario 3.3.10 en la ultima fila y la hipdtesis inductiva, obtenemos

ai;p a2 - a1n—1 ain
ainl a2z - A1p-1
0 azx - agp-1 a2n 0
) age -+ A2p-1
= Qnn . . . . = Ann * (CL]_]_ . an—l,n—l) = a1l Apnp-
0 0 *rr Qp—1n—1 Qn—1,n 0 0 oy .
0 0 R 0 nn, n—1,n—

Si A € M, es triangular inferior, entonces la prueba es esencialmente la misma, pero aplicando el corolario
3.3.10 en la primera fila:

a 0 ‘e 0 0
e 0 0
as1 ag - 0 0 a,22 .
|l =an : - : " =an (a2 apn) = ai1 - ang.
an-12 *°° Apn—-1n—1
p—11 Gn-12 *** Gp-1p-1 O
an?2 te Gn.n—1 Gnn
an1 an2 ce Gn.n—1 Gnn
O
Proposicién 3.3.13. Sea A = (a;;) € M,,. Para cada i =1,...,n, el determinante de A se puede calcular
desarrollando a partir de la fila i:
n
det(A) = Z aijAij = a1 i1 4+ aiplip + - - + ainAin. (3.8)

Jj=1
Dem. La i-ésima fila de A se puede descomponer en

(ail,aig,...,am):(ail,O,...,O)—i—(O,Qig,O,...,O)+~--+(O,0,...,O,am).
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Luego, aplicando reiteradamente la proposicion 3.3.8 en la fila ¢, obtenemos

ail  ai G1n ail a2 a1in ail a2 ain ail a2 a1in

a1 ain | =|ai 0 0 1+|0 ap 0+ 0 0 Ain

anl Qan2 Gnn Gn1 Aan2 Unn anl Aan2 Ann Gnl Aan2 Ann
Finalmente la tesis se obtiene aplicando el corolario 3.3.10 en cada sumando de la férmula de arriba. O

Proposicion 3.3.14. Si una matriz tiene dos filas iguales, entonces su determinante es nulo.

Dem. Sea A = (a;j) una matriz n X n. En el caso n =2 es

ail  ai2

= ar1ai2 — ar1aiz = 0.
a2

ail

Supongamos ahora que es n > 3. Razonando inductivamente, supongamos que vale la tesis para matrices
de orden n — 1 y que tenemos una matriz A = (a;;) € M, en la cual las filas i y j son iguales. Sea k una fila
de A distinta de i y de j. Entonces desarrollando el determinante de A a partir de la fila k obtenemos

det(A) = a1 Ak + ar2lp2 + -+ + A Apenr.-

Notar que cada cofactor Ag; es nulo (1 <1 < n), por ser (—1)¥*! multiplicado por un determinante de una
matriz de orden n — 1 que tiene dos filas iguales. Luego det(A) = 0. O

Corolario 3.3.15. Si una matriz tiene una fila que es multiplo de otra, entonces su determinante es nulo.
Dem. Aplicar la proposicién 3.3.6 y luego la proposicién 3.3.14. O

Proposicion 3.3.16. Si la matriz B se obtiene de la matriz A intercambiando dos de sus filas, entonces

det(B) = —det(A).

Dem. Supongamos que B se obtiene de A = (a;;) intercambiando las filas ¢ y j. Entonces

ail A1n ail Aln ail A1n
a;1 + aj1 Qin + Gjn a1 + a1 Qin + Ajn a;1 + aj1 Qin + Gjn
0= . _ . . i . .
a;1 + aj1 Qin + Gjn a1 Qin a;1 Qjn
anl Ann anl Ann an1 Ann
ail Aln ail A1n ail A1n ail Aln
aq1 Qin a1 Qjn aq1 Qin a1 Qjn
=1 : N I I : | =0+ det(B) + det(A) + 0.
a1 Qin a1 Qin aj1 ajn aj1 ajn
an1 Ann anl Ann an1 Ann Gn1 Ann

Luego det(B) + det(A) = 0, lo cual implica la tesis.
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Proposicion 3.3.17. Si en una matriz le sumamos a una fila un multiplo de otra fila, entonces su deter-
minante no varia.

Dem. Supongamos que a la fila ¢ le sumamos un multiplo de la fila j, entonces

ain e ain air - Glp air - Qin air - Glp
a1 +cajr - Gin + cajpn ail o Qjn caj1 - CQjn aip o Qjn
ajl e ajn ajl ... ajn ajl e ajn ajl e ajn
anl T Ann an1 - Qnn Gn1 -  QAnn an1 - Qnn

A continuacién estudiaremos el comportamiento el determinante frente al producto y la trasposicién. Para
ello necesitamos conocer los determinantes de las matrices elementales.

Proposicion 3.3.18. Sea E una matriz elemental.
1. Si E es de tipo I, entonces det(F) = —1.
2. Si E es de tipo II y k es la constante que aparece en la diagonal de E, entonces det(E) = k.
3. Si E es de tipo I1I, entonces det(E) = 1.

Dem. Si E es de tipo I, entonces F se obtiene intercambiando dos filas de la matriz identidad I, luego
det(E) = —det(I) = —1. Las matrices de tipo II son matrices diagonales y las de tipo III son matrices
triangulares, luego en cada caso su determinante es el producto de los elementos de la diagonal principal. [

Teorema 3.3.19. Para todo A, B € M, vale det(AB) = det(A) det(B).

Dem. Haremos la prueba en etapas, discutiendo segin la matriz A.

I) A es una matriz elemental. Discutimos segun el tipo de la matriz elemental (recordar la proposicién
3.3.18). Si A es de tipo I, entonces AB es una matriz que se obtiene de B intercambiando dos de sus filas,
luego

det(AB) = —det(B) = (—1) det(B) = det(A) det(B).

Si A es de tipo Il y 0 # k es la constante que aparece en la diagonal de A, entonces AB es una matriz que
se obtiene de B multiplicando una de sus filas por k, luego

det(AB) = kdet(B) = det(A) det(B).

Si A es de tipo III, entonces AB es una matriz que se obtiene de B suméandole a una fila un multiplo escalar
de otra fila. Como esto no afecta el determinante, deducimos

det(AB) = det(B) = 1det(B) = det(A) det(B).

IT) A es una matriz invertible. Como A es invertible, entonces el teorema 3.2.12 nos dice que existen
matrices elementales F1,..., E; € M, tales que A = F - - - Ej. Luego necesitamos probar que vale

det(ElEQ ce EZB) = det(ElEQ ce El) det(B).
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La prueba es por induccion en la cantidad de factores [. Notar que el caso [ = 1 es la parte anterior. A partir
de ahora asumimos [ > 1 y que el resultado vale para [ — 1. Entonces

det(ElEg ce ElB) = det (El(EQ s EZB)) = det(El) det(EQ ce EZB) = det(El) det(EQ s El) det(B)
= det (El(EQ cee El)) det(B) = det(E1E2 cee El) det(B).
En la segunda igualdad aplicamos la parte I, en la tercera la hipétesis inductiva y en la cuarta aplicamos de
nuevo la parte I.

IIT) A es una matriz no invertible. Empezaremos probando que vale det(AB) = 0, para toda B € M,,.
Si A = 0, entonces AB = 0 y por lo tanto det(AB) = 0. Si A # 0, entonces existe 1 < r < n y matrices
invertibles U,V € M, tales que A = U®,""V (teorema 3.2.8). Como A no es invertible, entonces es 7 < n y
por lo tanto la matriz ®;" tiene sus tltimas n — r filas nulas. Esto implica que la matriz ®,"V B también
tiene sus tltimas n — 7 filas nulas y por lo tanto det(®;""V B) = 0. Como U es invertible, entonces aplicando
la parte II obtenemos

det(AB) = det(U®™"V B) = det(U) det(®™"V B) = det(U) - 0 = 0.

Luego hemos probado que si A no es invertible, entonces det(AB) = 0, para toda B € M,,. Tomando B = I
en det(AB) = 0, obtenemos det(A) = 0, lo cual implica det(A)det(B) = 0. Por lo tanto cuando A no es
invertible, vale det(AB) = det(A) det(B) = 0, para toda B € M,,. O

Teorema 3.3.20. Una matriz A € M, es invertible si y solo si det(A) # 0. En caso afirmativo,
det(A_l) = det(A)7L.

Dem. Si A € M, no es invertible, entonces en la prueba de la parte III del teorema anterior vimos que es
det(A) = 0. Si A € M, es invertible, entonces existe su inversa A~ que verifica AA™ = I. Luego

1 =det(I) = det(AA™") = det(A)det(A™1).
Esto implica det(A) # 0y det(A™1) = det(A)~". O
El siguiente resultado muestra que si A, B € M, verifican AB = I, entonces también verifican BA = I.
Corolario 3.3.21. Si A, B € M,, verifican AB = I, entonces A y B son inversas entre si.
Dem.
AB=1 = det(AB)=det(I) = det(A)det(B)=1 = det(A)#0y det(B)#D0.
Entonces A y B son invertibles. Luego multiplicando por A=! en AB = I obtenemos B = A~L. O

Observacion 3.3.22. Es un ejercicio el probar que si A € M,, es invertible, entonces su traspuesta A! también
lo es y vale (At)_1 = (A_l)t. Aplicando esto deducimos que si A? es invertible, entonces A = (At)t también
lo es. Es decir, A es invertible si y solo si A’ es invertible.

Teorema 3.3.23. Para toda matriz cuadrada A, vale det(A") = det(A).

Dem. Si A no es invertible, entonces A’ tampoco lo es y por lo tanto det(A?) = det(A) = 0.
Supongamos ahora que A es invertible. Entonces existen matrices elementales F1, ..., By € M, tales que
A=FE;---Eyporlotanto A" = E,i -+ Et. Entonces aplicando reiteradamente el teorema 3.3.19, obtenemos

det(A) = det(Ey, ..., Ey) = det(Ey) - - det(Ey); det (A") = det(E},--- E}) = det(E}) - - - det (EY).

Para completar la demostracién, alcanza con probar que vale det (Et) = det(F) para toda matriz elemental
E, lo cual es inmediato (recordar la observacién 3.2.3 y la proposicién 3.3.18). O

Como la trasposicion intercambia las filas con las columnas, entonces el teorema anterior implica que todas
las propiedades que vimos para filas, valen también para columnas. Las resumimos en el siguiente teorema.
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Teorema 3.3.24. Propiedades del determinante respecto a las columnas.

1. St una matriz B se obtiene intercambiando un par de columnas de A, entonces det(B) = — det(A).

2. Si una matriz tiene una columna formada solo por ceros o tiene una columna que es maultiplo de otra

columna, entonces su determinante es nulo.

3. Si B se obtiene multiplicando una columna de A por una constante ¢, entonces det(B) = cdet(A)

all PN calj PN a/l?’l, a/ll PPN al]

anl DY Canj DY a/nn anl .« .. a/nj
4. El determinante es aditivo respecto a cada columna

ail b1j+01j a1n all b1] a1n
: = | : L+

anl [ bTLj _|_ an “ee Ann anl o bn] [ Qnn

Q1n

ann

clj o a1n

an “e . ann

5. Si en una matriz le sumamos a una columna un multiplo escalar de otra columna, entonces su deter-

minante no varia.

6. Si A es tal que en una columna j todos los elementos son nulos salvo el a;;, entonces det(A) = a;;A;;.

7. Sea A = (aij) € M,. Para cada j =1,...,n, el determinante de A se puede calcular desarrollando a

partir de la columna j:

det(A) = ) aijAij = a1j01) + azjDaj + -+ + ap Ay, O

=1

Observacion 3.3.25. La técnica para calcular determinantes consiste en aplicar reiteradamente la propiedad
5 del teorema 3.3.24 (o la correspondiente en filas), hasta llegar al determinante de una matriz que tiene
solo un elemento no nulo en una fila o columna. Luego se reduce su orden mediante la propiedad 6 del
teorema 3.3.24 (o la correspondiente en filas), usando también las otras propiedades para ir simplificando
los calculos. Reiterando este procedimiento se reduce el calculo de un determinante de orden n, al de uno

de orden 2.

A continuacién veremos ejemplos de cédlculo de determinantes. En lo que sigue, si por ejemplo escribimos
F, — F} quiere decir que a la fila 2 le estamos restando la fila 1, analogamente C3 + 2C; quiere decir que
a la columna 3 le estamos sumando la columna 4 multiplicada por 2. Notar que en las sumas o restas
anteriores siempre escribimos primero la fila o columna que es modificada. Solo vamos a aclarar, este tipo

de operaciones, identificar las otras es simple y queda a cargo del lector.

Ejemplo 3.3.26.

157 1 5 7
03 1= 3 1 :‘_38 _]‘11
2 2 3 |0 -8 -1l

El primer paso fue F3 — 2F}.
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Ejemplo 3.3.27.

2 3 5 2 3 5 2 35 2 3 5 0 -1 11
6 10 4(=2(3 5 2[=2013 5 2/=20|1 2 —-3/=20]1 2 -3
50 20 30 50 20 30 52 3 52 3 5 2 3
0 -1 11
=20{1 2 -3 :20';13 1513‘240’:411 11‘:1400.
0 -8 18

El tercer paso es Fy — F) (para obtener ag; = 1), el cuarto Fy — 2F, y el quinto F3 — 5F5.

Ejemplo 3.3.28.

W N Ot =
Qo
NN O W

7
3 -1
3 -1

La primera igualdad es porque en la fila 3 todos los elementos son mitiplos de 2 y en la 4 todos son miltiplos
de 3. El determinante final es nulo por tener dos filas iguales.

Ejemplo 3.3.29.

0 1 2 5
5 25 |0 01
N ot o [ S | e S}
0 -1 2 4 |0 -1 2 4 e 24 |5 2.4 17 2
1 3 12 |0 5 24

El primer paso es F} + 2Fy y Fy + F5 (dos cambios al mismo tiempo), luego F; — Fj.

Ejemplo 3.3.30.

29 5 7 29 57 -7 9 5 7 -7 371 5 7 37 5 7
4232:4232:2232:2—632:__632
7T 4 2 3 7 4 2 3 3 4 2 3 3 -8 2 3 8 2 3
9 6 3 2 5 4 00 1 400 10 00
37 5 2 25 11 0
=—|-6 3 -1|=—|-6 3 -1 :(—1)'_2154 151‘ = 279.
-8 2 1 -14 5 0

El primer paso es Fy — Fy, luego C7 — Co (para obtener ajq = 1), luego Cy — 4C, reducimos a orden 3,
C3— Cy, F| +2Fy y F3+ F» (dos cambios al mismo tiempo).

Método para hallar la matriz inversa. Sabemos que una matriz es invertible si y solo si su determinante
es distinto de cero. A continuacién veremos un método para hallar su inversa.

Supongamos que A € M, es invertible. Sabemos que existen matrices elementales Fj1,..., F, tales que
Al = E,..-E,. Por otro lado, si Ej,...,E, son matrices elementales, entonces A™'A = I implica
A YAE,---E,) = Ey---E,. Luego si elegimos Ej,...,E, de forma tal que AE;---E, = I, entonces
A™' = E; ... E,. Observar que multiplicar a A por la derecha por matrices elementales equivale a hacer
las operaciones elementales correspondientes en las columnas de A, por lo tanto si realizando ciertas ope-
raciones elementales en las columnas de una matriz A llegamos a la matriz identidad (AE;---E, = I),
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entonces realizando las mismas operaciones elementales en las columnas de la matriz identidad I obtenemos
A™'=FE,..--E, =IE; --- E,. De la misma forma, operar con las filas equivale a multiplicar por la izquierda,
y por lo tanto partiendo de la otra igualdad AA~! = I, se obtiene un algoritmo anslogo operando con filas
en vez de columnas.

Notar que cuando operamos con columnas partimos de A~'A = I, pero cuando operamos con las filas
partimos de AA~! = I. Por esa razén para hallar la inversa no podemos realizar operaciones elementales
con filas y columnas al mismo tiempo.

A continuacién veremos algunos ejemplos donde estudiamos la invertibilidad de matrices y calculamos las
inversas. En lo que sigue, si por ejemplo escribimos F» — F} quiere decir que a la fila 2 le estamos restando la
fila 1, analogamente C5+ 2Cy quiere decir que a la columna 3 le estamos sumando la columna 4 multiplicada
por 2. Notar que en las sumas o restas anteriores siempre escribimos primero la fila o columna que es
modificada. Si escribimos F5 <+ F3, quiere decir que intercambiamos la fila 2 con la fila 3, y andlogamente
para columnas.

2 3 1
Ejemplos 3.3.31. Sea A= | —1 0 —1|. Primero estudiamos su invertibilidad.
1 1 1
2 3 1 1 3 1
-1 0 -1|=0 0 -1 :'(1) _11‘:1.
1 1 1 01 1

En el primer paso, a la primera columna le restamos la tercera. Como es det(A) = 1 # 0, entonces A es
invertible. Para calcular su inversa tenemos que elegir primero si operar con columnas o con filas. En este
caso elegimos las columnas.

2 3 1|1 0 0

-1 0 -1{0 1 O

1 1 110 0 1

1 3 1,1 0 O

0 0 =10 1 0 |C—Cs
o 1 1]-1 0 1

1 2 1,1 0 O

0 1 —1 1 0| Ca—0Cs
0o 0 1 |]-1 -1 1

1 2 1 0 -1

0 1 =110 1 0] Cs—-0C
0O 0 1 |-1 -1 2

1 0 0|1 -2 -1

0O 1 =110 1 0 | Cy—20C4
0O 0 1 |-1 1 2

1 0 o1 -2 -3

0 1 0[]0 1 1| Cs3+0C
0 0 1 |]-1 1

1 -2 -3
Luego lainversaes At = 0 1 1
-1 1 3
2 -2 1
Sea A= (2 —1 0. Dejamos como ejercicio verificar det(A) = —1, luego A es invertible. Hallaremos su
1 -2 1
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inversa operando con las filas.

Esta vez iremos mas rapido, haciendo a veces més de una operacién por paso.

2 -2 1|1 0 O
2 -1 0|0 1 O
1 -2 10 0 1
1 0 01 0 -1
2 -1 0|0 1 O Fy — F;
1 -2 1/0 0 1
1 0 01 0 -1
-2 1 0/0 =1 0 (—1)Fy
1 -2 1/0 0 1
1 0 01 0 -1
-2 1 0/0 =1 0 I3 4+ 2F
-3 0 1]0 -2 1
1 0 01 0 -1
0 1 0|2 -1 =2|FK+2FyF3+3F)
0 0 1({3 -2 -2
1 0 -1
Luego la inversaes A1 = [2 —1 -2
3 -2 =2
3 11
Sea A= |2 3 2. Notar que vale det(A) = 6, luego A es invertible. Trabajaremos con columnas.
3 3 3
3 11 1 0 0
2 3 2 0 1 0
3 3 3 0 0 1
2 01 1 0 0
01 2 0 1 0 01 — 03 y 02 - 03
00 3] -1 -1 1
10 1] 1/2 0 0
012 0 1 0 10
00 3|-1/2 -1 1
10 0|12 0 -1/2
0 1 2 0 1 0 Cs — C
0 0 3[-1/2 -1 3/2
1 00|12 0 -1/6
010 0 1 -2/3 Cs — 20,
00 3[-1/2 -1 7/6
1 00|12 0 -1/6
010/ 0 1 -2/3 1Cs
00 1|-1/2 -1 7/6
/2 0 -1/6
Luego la inversa es A~ = 0 1 -2/3
-1/2 -1 17/6
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Observacion 3.3.32. Notar que en los ejemplos anteriores lo que hicimos primero fue transformar la matriz
A en una matriz triangular y luego llevarla a una forma diagonal. Es importante verificar que la matriz
hallada es realmente la matriz inversa (haciendo el producto), dado que es facil cometer errores de calculo.

Observacion 3.3.33. Conviene remarcar que hay dos situaciones distintas.

1. Si queremos investigar si una matriz es invertible, entonces necesitamos ver si su determinante es cero
o no, y para calcularlo podemos usar operaciones elementales en sus filas y/o columnas.

2. Siyasabemos que una matriz es invertible y queremos hallar su inversa, entonces aplicamos el algoritmo
de arriba, pero tenemos que elegir trabajar con filas o columnas, y no podemos mezclar.
Foérmula general de la matriz inversa. Para probar la férmula necesitamos el siguiente resultado, el

cual tiene interés en si mismo.

Lema 3.3.34. Si A € M,, y definimos

Ay A o Agy Ay Ay o Ay
e Agr Agg -+ Ay, B Atz Agg -+ Apa
Anl An? e Ann Aln A2n e Ann

entonces AA = AA = det(A)I.

Dem. Sea AA = (¢ij). Entonces para todo i,j =1,...,n, es

n
Cij = Z @ik ji.
k=1

Luego ¢i; = Y p_y @i = det(A) (desarrollo a partir de la fila i), para todo ¢ = 1,...,n. Por otro lado, si
i # j, entonces ¢;j =y p_; aixA i = 0, porque esta suma corresponde al desarrollo a partir de la fila ¢ del
determinante de una matriz que tiene dos filas iguales (la i y la j). En conclusién es ¢;; = det(A)d;; y por
lo tanto AA = det(A)I. La prueba de AA = det(A)I es andloga, usando desarrollos por columnas. O

Teorema 3.3.35. Si una matriz A € M, es invertible, entonces su matriz inversa se obtiene mediante

t

A A - A A Ao - A

, 1 Agi Aoy -+ Ay, 1 Ap Ay -+ Ay
Tdet(A) | | T den : :

Ayt Ao - A A Aoy oo A

Dem. Usando el lema anterior obtenemos AA = AA = det(A)I. Como A es invertible, es det(A) # 0, luego
vale A(det(A)*lfl) = (det(A)*lfl) A =1, lo cual implica A~! = det(A4) 'A. O

Observacion 3.3.36. Lo interesante de este teorema es que nos da una descripcién explicita de la inversa,
pero como método para invertir una matriz, el algoritmo que vimos antes es mucho més rapido (salvo para
matrices 2 X 2).
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3.4. Aplicacion a sistemas de ecuaciones

Consideremos un sistema de ecuaciones

az1 + -t aprn = b
(3.9)
Am1T1 + -+ GppTn = by
Si definimos
ain o Qi T b1
A= ol € Mpxnk), X=|: | €Myak), B=|:|€Mnxk),
am1 -+ Omn In bm
entonces el sistema (3.9) es equivalente a la ecuacién matricial
AX = B. (3.10)

La ventaja de (3.10) es que tiene una sola incégnita (matricial). Para el estudio de (3.9) conviene considerar
el sistema homogéneo asociado:

a1y + -+ apr, = 0
(3.11)
am1T1+ -+ amnry, = 0
y la correspondiente ecuacién matricial
AX =0. (3.12)
Recordar que el sistema homogéneo siempre admite la solucién trivial x; = --- = x, = 0, por lo que siempre

es compatible. Lo que interesa en este caso es saber si admite alguna solucién no trivial, es decir si es
indeterminado. Sea Sp el conjunto de soluciones de la ecuacion AX = B y Sy el conjunto de soluciones de
la ecuacion AX = 0, es decir

Sp={X€ek": AX = B}, So={X ek: AX =0},

Notar que en lo anterior estamos identificando M,,x1 (k) con k™.
Proposicion 3.4.1. Propiedades de Sy y Sp.

1. §i X1 € Sy y c €k, entonces c X1 € 8.

2. 8i X1,Xo € Sp, entonces X1 — X9 € 8p.

3. 51 X1 €S8p y Xo €Sy, entonces X1+ X € Sp.

4. SiSp#0 y X1 € Sp, entonces Sp ={X1+X: X € S}.
Dem.

1. X1 €85 = A(cX1)=cAX1=c0=0 = cX; €8

2. X1,X0€8p = AX1 —X2)=AX1 —AXo9=B-B=0 = X;—X2¢€8.

3. X1€SByX0€S() = A(Xl—i-X()):AXl—I—AXg:B—i-O:B = X1+ Xp € Si.
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4. La parte 3 implica {X; + X : X € Sy} C Sp. Si Xg € Sp, entonces X9 = X; + (X2 — X1), con
X9 — X € 8y, luego Sp C {X1+ X : X € Sy}. Esto termina la prueba. O

Observaciones 3.4.2. Respecto a la proposicién anterior.

1. El sistema puede ser compatible o no, pero en caso de ser compatible, entonces la parte 4 nos dice que
es determinado si y solo si la unica solucidon que admite el sistema homogéneo asociado es la trivial.
Esto depende solo de la matriz A y no de la columna de resultados B.

Los comentarios siguientes se refieren a cuando el cuerpo k es infinito (como es el caso de k = R).

2. La parte 1 nos dice que si el sistema homogéneo (3.11) admite alguna solucién no trivial, entonces
tiene infinitas soluciones.

3. La parte 2 muestra que si el sistema no homogéneo admite méas de una solucién (es indeterminado),
entonces el sistema homogéneo asociado admite alguna solucién no trivial y por lo tanto tiene infinitas
soluciones. Luego la parte 4 implica que el sistema no homogéneo también tiene infinitas soluciones.
Es decir, un sistema compatible indeterminado (homogéneo o no) siempre tiene infinitas soluciones.

Recordar que llamamos sistemas cuadrados a los que tienen tantas ecuaciones como variables. En ese caso
llamamos determinante del sistema al determinante de la matriz formada por sus coeficientes (la matriz A
de (3.10).).

Proposicion 3.4.3. Si en un sistema homogéneo hay mds incdgnitas que ecuaciones o hay la misma cantidad
pero el determinante del sistema es cero, entonces el sistema admite alguna solucion no trivial.

Dem. Mantenemos las notaciones anteriores. Si A = 0, el resultado es obvio. Si A # 0, entonces sabemos
que existen matrices invertibles U € M,,, y V € M, tales que A = U(Ig 8) V, siendo 1 < r < min{m,n}.
Si hay mds incognitas que ecuaciones, es decir, si n > m, entonces es r < min{m,n} = m < n. Por otro
lado, si es m = n y det(A) = 0, entonces A € M, no es invertible y por lo tanto es r < n (si fuese r = n,
valdria A = UV y por lo tanto A serfa invertible). Luego en cualquiera de los dos casos es A = U( IOT 8) Vv,

con 1 <r < n. Sea
0

1
en el cual hay r ceros y n — 7 unos. Definimos Yy = VY7, de forma tal que Y; = VY;. Entonces

A =U(5)VY=U(§9)vi=B-0=0
Ademsds notar que Y7 # 0 implica Yy # 0. Luego Yy es una solucion no trivial del sistema. O
Teniendo en cuenta la parte 1 de las observaciones 3.4.2, deducimos lo siguiente.

Corolario 3.4.4. Si en un sistema hay mds incégnitas que ecuaciones o hay la misma cantidad pero el
determinante del sistema es cero, entonces el sistema es incompatible o compatible indeterminado. O

El siguiente ejemplo muestra que se pueden dar cualquiera de las dos opciones anteriores.

99



Ejemplo 3.4.5. Consideremos los siguientes sistemas

rty+z 1 r+y+z 1
r+y+z = 1, r+y+z = 0 | {
r+y+z =1 r+y+z = -1

r+y—+=z

1 r+y+z = 1
T+y+z ’

1 r+y+z = -1

En los dos primeros casos el determinante del sistema es cero, pero el primero es compatible indeterminado y
el segundo es incompatible. En los casos tercero y cuarto hay méas incégnitas que ecuaciones, pero el tercero
es indeterminado y el cuarto es incompatible.

Proposicion 3.4.6. Si en un sistema hay la misma cantidad de ecuaciones que de incognitas, entonces el
sistema es compatible determinado si y solo si su determinante es distinto de cero.

Dem. Mantenemos las notaciones anteriores. En el corolario anterior vimos que si det A = 0, entonces el
sistema es incompatible o compatible indeterminado. Por otro lado, si det(A) # 0, entonces A es invertible
y por lo tanto AX = B implica X = A~ B; luego en este caso el sistema es compatible determinado. O

Corolario 3.4.7. Si en un sistema homogéneo hay la misma cantidad de ecuaciones que de incognitas,
entonces el sistema admite alguna solucion no trivial st y solo si su determinante es cero. O

Los siguientes ejemplos muestran que si en un sistema hay menos incégnitas que ecuaciones, entonces no se
puede anticipar nada.

Ejemplos 3.4.8. Consideremos los siguientes sistemas

z+y = 0 z4+y = 0 r+y = 2 z+y = 2 z+y = 1
z—y = 0 , 20 4+2y = 0 , z—y = 0, z—y = 0 | 204+ 2y =
2c+y = 0 3r+3y = 0 2c+y = 3 2c+y = 1 3r+3y = 3

Respecto a los dos primeros sistemas (homogénos), el primero es compatible determinado y el segundo
es compatible indeterminado. El tercer sistema es compatible determinado, el cuarto es incompatible y el
quinto es compatible indeterminado.
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Capitulo 4

Espacios vectoriales

Los espacios vectoriales son conjuntos en los cuales estan definidas unas operaciones de suma y producto
por un escalar, con propiedades que generalizan las que verifican los vectores en el plano y el espacio. Es
una estructura muy general, que tiene aplicaciones en la mayoria de las dreas de la matematica. En este
capitulo trabajaremos sobre un cuerpo arbitrario k, aunque los ejemplos van a ser en R.

4.1. Definiciones y propiedades basicas

Un k-espacio vectorial es un conjunto V en el cual estan definidas dos operaciones

VxV 5V kxV 5V
(u,v) = u+v’ (a,v)—a-v

que llamamos suma y producto por un escalar, que verifican los siguientes axiomas:
1. u+v =v+u, para todo u,v € V (conmutativa);
2. u+ (v+w) = (u+v) +w, para todo u,v,w € V (asociativa);
3. Existe un elemento o € V' tal que v + 0 = v, para todo v € V' (existencia de neutro);
4. Para cada v € V existe un elemento u € V', tal que v+u = o, para todo v € V' (existencia de opuesto);
5. 1-u = u, para todo u € V;
6. a-(u+v)=a-u+a-v, para todo a € k, u,v € V;
7. (a+b)-v=a-v+b-v, paratodo a,b ek, veV,
8. a-(b-v)=(ab)-v, para todo a,b ek, v e V.

A los elementos de V les llamamos wvectores y en general los escribimos con las letras u, v, w, ..., mientras
que a los de k les llamamos escalares y los escribimos con las letras a,b,c,.... Cuando no sea necesario
explicitar el cuerpo k, diremos simplemente que V' es un espacio vectorial.

Observaciones 4.1.1. 1. La propiedad conmutativa implica que en el axioma 3 vale v+o0=o04+v=vy
en el axioma 4 vale v +u =u+v = o.

2. La propiedad asociativa permite sacar paréntesis y escribir v + v 4+ w = u + (v + w) = (u + v) + w,
para todo u,v,w € V. Lo mismo sucede cuando hay més sumandos.
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Ejemplos 4.1.2. Ejemplos de espacios vectoriales.

1.
2.

3.

El plano R? y el espacio R3.

El conjunto k™ (n > 1), con las operaciones usuales. En particular el cuerpo k es un k-espacio vectorial,
con la suma y producto usuales.

El conjunto de las matrices My, xn (k) (m,n > 1), con las operaciones usuales.

Proposicion 4.1.3. Si V es un espacio vectorial, entonces valen las siguientes propiedades.

1.

X S o

Dem.

. La prueba consiste en multiplicar en ambos lados de la igualdad por a™

Exzxiste un inico elemento o € V' que verifica el axioma 3; se llama el vector nulo de V.

Para cada v € V' existe un unico elemento en V' que verifica el axioma 4; se llama el opuesto de v y
lo escribimos —v. El opuesto queda caracterizado por verificar v + (—v) = (—v) + v = o.

Siu,v,w € V werifican u +v = u+ w, entonces v =w (cancelativa de la suma).
Para todo v € V vale 0-v = o.
Para todo a € k vale a -0 = o.

1

Sia €k yu,veV son tales que a-u =v con a # 0, entonces u=a~ " - v.

Sia €k yveV verifican a-v = o, entonces a =0 o v = o.

. Si o € V verifica v + o’ = v, para todo v € V, entonces tomando v = o0 obtenemos o + ¢ = o. Pero

aplicando la propiedad 3 a v = o/ obtenemos o’ +0 = 0o'. Luego o’ =o' +o=0+0 = o.

. Sea v € V. Supongamos que existen u,w € V tales que v+ u =0y v+ w = 0. Entonces

w=o+w=@wW+u)+w=w+v)+w=u+WV+w)=u+o=u.

Luego hemos probado la unicidad del opuesto.

. La propiedad cancelativa se obtiene del calculo siguiente

utv = utw = —ut(utv) = —u+(utw) = (—utu)+v = (—utu)+w = o+v=o0+w = v=w.

. Observar que valen

0cv=0+0)-v=0-v+0-v y 0-v=0-v+0 = 0-v+0-v=0-v+o,

luego la propiedad cancelativa implica 0 - v = o.

. Esta propiedad se prueba en forma andloga a la anterior:

a-o=a-(0o+0)=a-0+a-0 = o+a-0=a-0+a-0 = o=a-o.
1

v=a-u = a ' v=a"'(au)=(@la)u=l-u=u = ol v=u

Esta propiedad se deduce de la anterior: si a # 0, entonces a - u = o implica u = a~' - 0 = o. O
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Observacion 4.1.4. Vale —v = (—1) - v, para todo v € V. Esto se debe al calculo siguiente

v+ (-1 v=1-v+(-1)-v=(1+(-1)-v=0-v=o.

Se define la resta de dos vectores u y v mediante u — v := u + (—v).
Proposicion 4.1.5. La resta verifica las propiedades siguientes.
1. Valeuw=v —w st y solo st u+ w = v, para todo u,v,w € V.
2. Valea-(u—v)=a-u—a-v, para todo a € k, u,v € V.

Dem. Ejercicio. O

Si V es un espacio vectorial y D es un conjunto arbitrario (no vacio), entonces podemos considerar el
conjunto F(D, V) de las funciones de D en V. Si f,g: D — V son funciones y a € k, entonces definimos la
suma y el producto por un escalar f +¢g: D — V ya- f: D — V mediante

(f+9)@) = f(@)+g(x), (a-f)(x)=a-f(z), VoeD. (4.1)
Proposicién 4.1.6. El conjunto F(D,V) con las operaciones anteriores es un espacio vectorial.

Dem. Tenemos que probar que en F(D,V) se verifican los 8 axiomas de espacio vectorial. Probaremos la
existencia de neutro y de opuesto. Consideremos la funcion nula 6 : D — V definida por 6(z) = o, para
todoz € D. Si f: D — V es una funcién arbitraria, entonces

(f+0)(z)=f(x)+60(z)=f(x)+o=f(z), VeeD = f+0=Ff.

Esto prueba que la funcién nula es el neutro de la suma. Dada f : D — V, definimos su opuesta —f : D — V'
mediante (—f)(z) := —f(x), para todo z € D. Luego

(f+ D)) = f@) + (=)= fl@) + (~ f(z)) =0, Yz e D = f+(-f)=0.
La prueba de que en F(D, V) se verifican los restantes axiomas es rutinaria y queda como ejercicio. O

Ejemplo 4.1.7. Como R es un espacio vectorial, si D es un conjunto arbitrario, entonces F(D,R) es un
espacio vectorial. En particular, conjuntos del tipo F(R,R), F(]0,1],R), etc., son espacios vectoriales.

Sucesiones. Una sucesion en k es una funcién de N en k. Si a : N — k es una sucesion, entonces lo usual
es escribir a, en vez de a(n) y referirnos a la sucesién mediante (ag, a1, ...), 0 (ay)nen 0 simplemente (a,).
Como k es un k-espacio vectorial, entonces el conjunto de las sucesiones en k con la suma y producto por un
escalar definidos en (4.1), forman un k-espacio vectorial. Notar que si a = (ay,) y b = (b,) son dos sucesiones
y ¢ € k, entonces la suma y el producto por un escalar estan definidos por a +b := (a, +b,) y c-a := (cay).

Nota: Por comodidad de notacién, de ahora en adelante al producto por un escalar lo vamos a escribir av
en vez de a-v y al vector nulo lo escribiremos 0 (cero) en vez de o. Esto ultimo puede ser un poco confuso al
principio, pero es la notacién habitual y resulta comoda de usar. También a menudo abreviaremos “espacio
vectorial” escribiendo solo “espacio”.

En lo que sigue de este capitulo, V' denotard un espacio vectorial arbitrario.
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4.2. Subespacios
Un subespacio de V' es un subconjunto W C V' que verifica las siguientes propiedades:
0eW; w,weeW = wi+wreW; acekweW = aweW.

La siguiente proposiciéon da una forma mas rapida de chequear la condicién de subespacio.

Proposicion 4.2.1. Sea W un subconjunto de un espacio V. Entonces W es un subespacio de V' si y solo
st se verifica
0eW; wi,upaeW,ack = wi+awy € W.

Dem. Ejercicio. O

Ejemplos 4.2.2. 1. En todo espacio V, los subconjuntos {0} y V son subespacios. Al subespacio {0} se
le llama el subespacio trivial.

2. En R2, toda recta que pasa por el origen, es decir todo conjunto de la forma W = {(z,y) € R? :
ax + by = 0} con a y b no simultdneamente nulos, es un subespacio.

3. En R3, toda recta y todo plano que pasen por el origen son subespacios.

4. En el espacio de las matrices cuadradas, el conjunto formado por las matrices triangulares superiores
es un subespacio. Lo mismo sucede con las matrices triangulares inferiores.

5. Si I es un intervalo abierto de R y escribimos
CI)={f:1—TR: fescontinua} y D(I)={f:I—R: f esderivable},
entonces D(I) C C(I) C F(I,R) son subespacios.
6. Los siguientes subconjuntos de R? no son subespacios
Wi={(z,y): zy=0}, We={(z,y): ©=>0ey =0}
Notar que cada uno de ellos verifica solo dos de las tres condiciones de subespacio.

Observacion 4.2.3. Los tnicos subespacios del cuerpo k pensado como k-espacio son k y {0}. Esto se debe
a que si W C k es un subespacio tal que W # {0}, entonces existe 0 # a € W, luego 1 = a~ta € W y por
lo tanto b = bl € W, para todo b € k. Esto implica W = k.

El interés en los subespacios viene dado por la siguiente proposicién. La prueba es directa y queda como

ejercicio.

Proposicion 4.2.4. Si W C V es un subespacio, entonces W es un espacio vectorial con las operaciones
de V restringidas a W . 0

Polinomios. En la ensenanza secundaria se suele definir un polinomio como una funcién p : R — R de la
forma
p(x) =ap + a1z + - +apz", VreR,

para ciertos ag,aj . ..,a, € Ry n € N. Si escribimos R[x] al conjunto de todos los polinomios, entonces R[z]
estd contenido en el espacio F(R,R) y es claro que R[z] es un subespacio de F(R,R).

La definicién anterior funciona bien para los nimeros reales y se puede extender naturalmente para todo
cuerpo k, pero lo que estamos llamando polinomio es en realidad una funcion polindmica. Intuitivamente,
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un polinomio con coeficientes en k es una expresién del tipo ag+a1x+---+a,x™, en la cual ag,ay...,a, €k
y la letra x es una indeterminada, es decir, un simbolo que se puede cambiar por cualquier otro. Uno opera
con los polinomios de la manera usual, sumando coeficiente a coeficiente, etc.

Una manera de formalizar esta idea, es considerar un polinomio como una “sucesién finita”, es decir identi-
ficar el polinomio con la sucesion de sus coeficientes y luego completar con ceros

ap+ a1z + -+ apx™ < (ap,a1,...,a,,0,0,...).

En ese sentido, si V es el espacio de las sucesiones en k, entonces los polinomios se pueden pensar como el
subconjunto

W = {(an)neny € V : Ik € N tal que a,, =0, Vn > k}.

Es claro que la sucesién nula estd en W y que si (a,) € W y ¢ € k, entonces c(a,) € W. Ademsds, si
(an), (bn) € Wy k,h € N son tales que a, = 0, para todo n > k y b, = 0, para todo n > h, entonces
an~+by, =0, para todo n > max{h, k}. Luego W es un subespacio de V' y por lo tanto es un espacio vectorial.
El producto de polinomios corresponde a un producto definido en W mediante lo siguiente: si a = (ay,) y
B = (bn), entonces a8 = (¢y,), siendo

Cpn = agby, + a1bp_1 + - an_1b1 + anby, Vn € N.

La funcién f : k — W definida por f(a) := (a,0,0,...) es inyectiva y preserva la suma y el producto, es
decir

(@,0,0,...) + (b,0,0,...) = (a+5,0,0,...), (a,0,0,...)-(5,0,0,...) = (a-b,0,0,...).

Luego podemos pensar k C W identificando k con f(k) C W. En base a lo anterior, escribiremos a =
(a,0,0,...). Notar que con esta identificacién vale

a(bo,...,bn,0,0,...) = (aby,...,ab,,0,0,...).
Ademés, si llamamos x = (0,1,0,0, - - ), entonces usando la férmula del producto obtenemos
z=(0,1,0,0,---), 2*=1(0,0,1,0,0,---), 2*=(0,0,0,1,0,0,--),
Lo anterior implica

(ag,a1,...,an,0,0,...) = (ap,0,0,...)+ (0,a1,0,0,...)+---4+(0,...,0,a,,0,0,...)
= (a0,0,0,...) +a1(0,1,0,0,...) + -+ an(0,...,0,1,0,0,...)

=ag+ a1 x4 -+ apa”.

Luego (ap,ai,...,an,0,0,...) =ap+aix+---+apz™ y asi retomamos la notacién usual de los polinomios.

Al conjunto de los polinomios con coeficientes en k lo escribimos k[z]. El polinomio nulo es p(x) = 0y
corresponde a la sucesién nula (0,0,...). Si p(z) = ap + a1z + - - - + a,z™ con a, # 0, entonces decimos que
el polinomio p(x) tiene grado n. El polinomio nulo se dice que tiene grado —oo y convendremos en que tiene
grado menor que n, para todo n € N. Al conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual a n lo
escribimos k,[z]. Notar que k,[z] contiene al polinomio nulo y es cerrado bajo la suma y el producto por
escalares, asi que k,[z] es un subespacio de k[z], para todo n € N.

Observacion 4.2.5. En contextos algebraicos conviene pensar los polinomios como objetos méas que como
funciones. No hay problemas en pensar los polinomios como funciones cuando el cuerpo es R, pero aparecen
complicaciones al trabajar con cuerpos finitos (lo cual no haremos).
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Combinaciones lineales y subespacios generados por conjuntos. Una combinacion lineal de un

conjunto de vectores vi,...,v, € V es un vector de la forma w = aiv1 + -+ + anv,, siendo aq,...,a,

escalares arbitrarios. Consideremos el conjunto formado por todas las combinaciones lineales de vy, ..., v,
V1, 0n] == {avr + -+ apvy a1, ..., a, €k}

Proposicién 4.2.6. Para todo vy,...,v, € V, el conjunto [v1,...,v,] es un subespacio de V.

Dem. El vector nulo 0 verifica 0 = Ovy + - -+ 4 Ovy, luego 0 € [v1,...,v,]. Sean u,v € [v1,...,v,] ¥ ¢ € k.

Sabemos que existen escalares a;,b; € k tales que u = ajvy + -+ + apv, y v = byvy + - - - + byv,, entonces

u+cv = (a1v1 + - - + apvy) + c(b1vr + - - + byvy) = (a1 + cbr)vy + - -+ + (ap + cbyp)vy, € [v1, ..., 0,). O

Observacion 4.2.7. Es facil de probar por induccién, que si un subespacio W contiene a v1, ..., v,, entonces
W contiene también a toda combinacién lineal de vy, ..., v, y por lo tanto [v1, ..., v,] C W. Luego [v1, ..., vy]
es el “menor” subespacio de V' que contiene a vy, ..., v,.

Al conjunto [vy, ..., vy] se le llama el subespacio generado por vy, ..., vp.

Ejemplos 4.2.8. 1. Si v es un vector no nulo de R? o R3, entonces [v] = {tv: t € R} es la recta por el

origen que pasa por v.

2. Si u,v € R? son dos vectores no colineales, entonces [u,v] = {su +tv : s,t € R} es el plano por el
origen que pasa por u y v (o paralelo a u y v).

Finalizando, definimos [()] := {0}, el cual es el menor subespacio que contiene al conjunto vacio (). Asi
tenemos definido [X], para todo subconjunto finito X de V.

4.3. Dependencia lineal

Sean vy, ...,v, € V. Decimos que el conjunto {v1,...,v,} es linealmente dependiente (LD) si existen esca-
lares no todos nulos ay, ..., a, tales que ajvy +- - - 4+ a,v, = 0. En caso contrario decimos que {v1,...,v,} es
linealmente independiente (LI). También se dice que los vectores vy, ..., v, € V son linealmente dependientes
o linealmente independientes, respectivamente.

La combinacion lineal trivial de vy, ...,v, es Ovy + -+ + Ov, = 0. Luego {v1,...,v,} es LI si y solo si la
unica forma de escribir el vector nulo como combinacién lineal de vy, ..., v, es la trivial, y es LD si y solo
si el vector nulo se puede escribir como una combinacion lineal no trivial de v, ..., v,.

Ejemplos 4.3.1. 1. Consideremos el conjunto X = {(—4,1), (1,1), (1,—1)} C R% Para estudiar su
dependencia lineal, tenemos que ver si la tnica solucién de la ecuacién

a(l,—1)+b(—4,1) + ¢(1,1) = (0,0)
es la trivial. Operando, obtenemos

a—4b+c¢c = 0

(a—4b+c,—a+b+c>=<070>©{ —atbtc = 0

Este sistema es compatible indeterminado (tiene més incégnitas que ecuaciones). Luego el sistema
admite soluciones no triviales y por lo tanto X es LD. Las soluciones del sistema son de la forma
a = %b, c= %b y b libre. Eligiendo b = 2, obtenemos a = 5 y ¢ = 3. Luego una combinacién lineal no
trivial que da el vector nulo es

5(1,—1) +2(—4,1) + 3(1,1) = (0,0).
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2. Sea X = {(1,1,1), (1,2,1), (2,3,3)} C R3. Para estudiar su dependencia lineal, planteamos la ecuacién
a(1,1,1) +b(1,2,1) + ¢(2,3,3) = (0,0,0).
Esta ecuacién equivale al sistema homogéneo

a+b+2c = 0
a+2b+3¢c = 0
a+b+3¢ = 0

1 1 2
Calculando el determinante del sistema, obtenemos [1 2 3| = 1. Como el determinante es distinto
1 1 3

de cero, la tnica solucién que admite el sistema es la trivial y por lo tanto X es LI.

3. Sea X = {(2,1,3), (—1,3,2), (1,11,12)} C R3. Razonando como en el caso anterior, planteamos la

ecuacion
a(2,1,3) + b(—1,3,2) + ¢(1,11,12) = (0,0,0), (4.2)
y X es LI si y solo si la unica solucién de (4.2) es la trivial. La ecuacién (4.2) equivale al sistema
homogéneo
2a —b+c = 0
a+3b+1lc = 0
3a+2b+12¢ = 0
2 -1 1
El determinante del sistema es |1 3 11| = 0. Luego el sistema admite alguna solucién no trivial,
3 2 12

y por lo tanto X es LD. Para obtener la combinacién lineal no trivial hay que resolver el sistema.
Realizando los célculos se obtiene que una solucion es

2(2,1,3) + 3(—1,3,2) — (1,11,12) = (0,0, 0),
4. Sea X = {1, 14+, 14+ z+2?} C Ry[z]. Si escribimos la combinacién lineal
al +b(1+z) +c(l+ 2 +2%) =0,

a+b+c = 0
entonces operando obtenemos: a +b+c+ (b+c)z +cx? =0 = b+c = 0
c =0

Claramente la tnica solucion de ese sistema es la trivial, por lo tanto X es LI.

5. Es facil de probar que si en k™ consideramos

e1 =(1,0,...,0), e2 =(0,1,0,...,0), ..., e, = (0,0,...,0,1),
entonces {e1,es,...,e,} C k™ es LI. En particular la base canénica {i, j, k} de R? es un conjunto LI.
Observaciones 4.3.2. 1. Dado v € V, el conjunto {v} es LD si y solo si v = 0 (esto se debe a la tltima

afirmacién de la proposicién 4.1.3).
2. Sien X ={v1,...,v,} CV se cumple que existe algin i tal que v; = 0, entonces vale
Ovi + -+ 4+ 0vj—1 + 1v; + 0vj41 + -+ 0v, =0

y por lo tanto X es LD.
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Proposicién 4.3.3. Un conjunto X = {vi,...,v,} CV (conn > 2) es LD si y solo si X contiene un
vector que es combinacion lineal de los restantes.

Dem. Si v; es combinacion lineal de vy, ..., v;—1, 011, ..., Uy, entonces v; se puede escribir de la forma
v; = a1v1 + -+ a;—10i—1 + @i 41041 + - - + apVp, luego

arv; + -+ ai—1vi—1 + (=1)v; + aip1vi41 + -+ apvy, =0

es una combinacién lineal no trivial de vy, ..., v,. Reciprocamente, si {v1,...,v,} es LD, entonces existen
escalares no todos nulos by, ..., b, tales que byvy +- - -+ byv, = 0. Luego si b; # 0, entonces podemos despejar
v; de la igualdad anterior, obteniendo

(b —bi—1) —bit1) —bn
v,—(bi)vl—l— +< b, >v1_1+( b, >vz+1+ —i—( bi)U"' O

Corolario 4.3.4. Un conjunto {u,v} es LD si y solo si existe a € k tal que v = av o v = au. O

Ejemplo 4.3.5. En el primer ejemplo 4.3.1.1 vimos que el conjunto X = {(—4,1), (1,1), (1,—-1)} C R% es
LD y que vale
5(1,—1) +2(—4,1) + 3(1,1) = (0,0).

A partir de esta férmula vemos que podemos escribir cualquier vector de X como combinacién de los

restantes, por ejemplo
-2 -3
(1,-1) = = (—4,1) + 5 (1,1).

A continuacién veremos que si achicamos un conjunto LI vamos a seguir obteniendo un conjunto LI y que
si agrandamos un conjunto LD volvemos a obtener un conjunto LD.

Proposicién 4.3.6. Sean A y B subconjuntos finitos de V', tales que A C B.
1. Si A es LD, entonces B es LD.
2. Si B es LI, entonces A es LI

Dem. Supongamos A = {v1,..., v,y B={v1,...,0n,Vn+1, - ,Um}. S1 A es LD, entonces existen escalares
no todos nulos ay,...,a, tales que a;v; + - - - 4+ a,v, = 0. Luego

avy + -+ apvy +0vpgr + -+ 00, =0

es una combinacién lineal no trivial de los elementos de B que da el vector nulo y por lo tanto B es LD.
Supongamos ahora que B es LI. Si A no fuese LI, entonces seria LD y por la primera parte obtendriamos
que B es LD, contradiciendo lo supuesto. Luego A es LI'. O

Si agrandamos un conjunto LI no tenemos porqué seguir obteniendo un conjunto LI, de la misma forma que
si achicamos un LD no tenemos porqué seguir obteniendo un LD. Alcanza con pensar en

A={(1,0),(0,1)}, B=1{(1,0),(0,1),(1,1)}, A,BCR.
Es claro que Aes LI, Bes LD yes A C B.
El siguiente resultado nos da una condicién para agrandar un conjunto LI y que siga siendo LI.

Proposicién 4.3.7. Si{vi,...,v,} CV es LI yv,y1 € V no es combinacion lineal de vy, ..., vy, entonces
{v1,...,Un,Vn41} es LI

'En realidad ambas afirmaciones son légicamente equivalentes, dado que cada una es el contrarreciproco de la otra.
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Dem. Sean aq,...,a,+1 escalares tales que ajvy + -+ + apVn + apt1Vn+1 = 0. Si fuese a,+1 # 0, entonces

podriamos despejar v, 11 de la igualdad anterior y obtendriamos que v,11 es combinacion lineal de vy, - -+, v,
en contra de nuestras hipétesis. Luego es a,,+1 = 0y por lo tanto vale ajv1+- - -+anv, = 0. Como {vy, -+ ,v,}
es LI, deducimos que es a; = --- = a, = 0. Luego ay,...,an, apy1 son todos nulos. O

Por razones que veremos més adelante, nos interesa definir si el conjunto vacio () es LD o LI. Como queremos
que se verifiquen todas las propiedades anteriores, entonces la proposicién 4.3.6 nos fuerza a definir que el
conjunto vacio es LI (si fuese LD, entonces todos los subconjuntos finitos de V' serfan LD). De esta forma
tenemos definido el concepto de LD o LI para todo subconjunto finito de V.

Generadores. Sea B = {vy,...,v,} un subconjunto de V. Decimos que B es un generador? de V si todo
vector de V' se puede escribir como combinacién lineal de vy, ..., vy, es decir, si [v1,...,v,] = V.

Ejemplo 4.3.8. Consideremos en R? los conjuntos A4; = {(1,2),(1,1),(=3,5)}, 42 = {(1,2),(2,3)} y
Az = {(3,—6),(—5,10)}. Vamos a investigar si son generadores de R2. Empezamos por A;.

a+b—3¢c = =z

(z,y) = a(1,2) + b(1,1) + (~3,5) = {2a+b+5c .,

Este sistema es compatible indeterminado (para todo valor de z,y). Esto nos dice que A; es un generador.
Consideremos ahora As.
a+2b = =z
(z,9) = a(1,2) +b(2,3) =

20 +3b = y

Este sistema es compatible determinado (para todo valor de z,y). Luego Ay es un generador. Consideremos
As.
3a—5b = =z

(z,y) = a(3,—6) + b(—5,10) = { 6+ 106 — y

Si multiplicamos la ecuacion de arriba por 2 y la sumamos a la de abajo, obtenemos 2x + y = 0. Luego si

(x,y) es tal que 2z + y # 0, entonces el sistema es incompatible. Esto nos dice que A3 no es un generador.

Es claro que si agrandamos un generador, entonces seguimos obteniendo un generador, pero si lo achicamos
el conjunto obtenido no tiene por qué seguirlo siendo. El siguiente resultado nos da una condicién para poder
achicar un generador y que siga siendo generador.

Proposicién 4.3.9. Si G = {vy,...,0p, Unt1} €s un generador de V y vp41 es combinacion lineal de
V1, .., U, entonces G' = {v1,...,v,} también es un generador de V.

Dem. Sean by,...,b, € k tales que vp41 = b1v1 + -+ 4+ bpv,. Siv € V es un vector arbitrario, como G es un
generador de V', sabemos que existen ay,...,ap+1 € k tales que v = a1v1 + - - - 4+ anvp + apr1Vp41. Luego

UV =a191 + -+ @pUn + Any1Vnt1 = Q101 + -+ -+ GpUn + an—l—l(blvl +--+ bnvn)
= (a1 + apnt1b1)vr + - + (an + +ans1bp)vn.
Esto prueba que todo vector de V' se puede escribir como combinacién lineal de G’. O

El siguiente resultado es importante.

Teorema 4.3.10. En un espacio vectorial, la cantidad de elementos de un conjunto LI siempre es menor o
igual que la cantidad de elementos de un generador.

2También se usan otros nombres, como conjunto generador o conjunto de generadores o sistema generador, aunque en
Uruguay lo normal es llamarle simplemente generador.
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Dem. Sea A = {v1,...,v,} un conjunto LI y G = {wy,...,wy,} un generador del espacio V. Queremos
probar que es n < m.

Como v; € V' y G es generador de V, entonces existen ay,...,a, € k tales que v1 = ajwy + -+ + apWnm,.
Si fuesen a; = - = a,, = 0, entonces seria v; = 0, pero esto es imposible porque v;1 € Ay A es LI. Luego
alguno de los escalares es no nulo. Eventualmente reordenando los elementos de GG, podemos suponer a; # 0.
Luego

1 —an —Qm,
v = ajwy +awy + -+ apw, = wi=—uv+|{—|wy+---+ Wy,
al aq al

Veamos que G := {v1,ws,...,wy,} es un generador de V. Como G es un generador, entonces G U {v1} =
{v1,w1,ws, ..., wy} también es un generador. Pero recién probamos que w; es combinacién lineal de
V1, W2, . . ., W, luego la proposicién 4.3.9 implica que {vi, ws,...,w,} es un generador.

La prueba sigue por induccién. Partimos de que existe k > 1 tal que Gy := {v1, ..., Uk, Wgt1, ..., Wy} €s un
generador de V. Como vy € V' y Gy es un generador, entonces existen cp,--- , ¢ € k tales que

Vg1 = €101 + -+ + CpUk + Chp1Wit1 + - + CrWim,. (4.3)

Si fuese cx41 = - -+ = ¢, = 0, entonces seria vg1 = cjv1+- - - Vg, contradiciendo que A es LI. Luego existe
algtin i, con k 4+ 1 < i < m, tal que ¢; # 0. Como antes podemos suponer ciy1 # 0, y por lo tanto podemos
despejar wy41 de (4.3) obteniendo que wy41 es combinacion lineal de vy, ..., Vg, V11, Wkt2,s - -+, Wiy

Probaremos que Ggy1 := {v1, ..., Vg, Vg1, Wkt2, - - ., Wi} s un generador de V. La idea es la misma que al

principio. Como Gy, es un generador, entonces

GrU{vks1} = {vi, -0 Uk, kg1, Wht 1, Wht 25 - -, Win }

es también un generador. Pero recién vimos que wg4; es combinacién lineal de los otros, luego podemos
sacarlo y el conjunto resultante

Gk+1 = {vlu ey 'Uk,'l)k+1,wk+2, s o 7wm}

sigue siendo un generador.

Luego probamos que para cada k = 1,2,... se cumple (eventualmente reordenando los elementos de G) que
Gy =A{v1,..., 0k, Wks1, ..., Wy} es un generador de V. Si fuese n > m, entonces podriamos sustituir todos
los elementos de G por elementos de A obteniendo G, = {v1,...,vn} que es un generador a V. Pero esto
es imposible porque en ese caso el elemento v,,+1 € A seria combinacion lineal de vy, ..., v,,, contradiciendo
que A es LI. Luego necesariamente es n < m. 0

Bases. Sea B = {vj,...,v,} un subconjunto de V. Decimos que B es una base de V' si B es un generador
y ademds es un conjunto LI. Si V' = {0} (el espacio trivial), entonces definimos que el conjunto vacio ) es la
base de V. Esto es coherente con la definicién anterior, ya que @) es LTy [()] = {0}.

Proposicién 4.3.11. Un conjunto B = {v1,...,v,} es una base de V' si y solo si todo vector de V' se puede
escribir de forma unica como combinacion lineal de vy,. .., v,.

Dem. Empezamos probando el directo. Como B es un generador de V', sabemos que todo vector de V se
puede escribir como combinacion lineal de los elementos de B; lo que tenemos que probar es la unicidad.
Sea v € V' y supongamos que podemos escribir v de dos formas

v =aiv1 + -+ apUn, v=>bvy + -+ byun,.
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Restando ambas igualdades obtenemos (a1 — by)vi + -+ + (an — bp)v, = 0. Como B es LI, deducimos
a; — b; = 0, para todo i, es decir a; = b;, para todo 7. Esto prueba la unicidad.

Consideremos ahora el reciproco. Es claro que B es un generador. Para probar que es LI, observemos que si
ai,...,a, son escalares tales que ajvi + - - - + a,v, = 0, entonces

ajvy + -+ apvp = 001 + -+ - + Ovp,.
Como hay unicidad en la descomposicion, deducimos que es a1 = - -+ = a, = 0. Luego B es LI O

Ejemplo 4.3.12. Si consideramos los conjuntos A1, As y As del ejemplo 4.3.8, entonces A; es un generador
pero no es base, Ao es una base y Az no es un generador, asi que tampoco es una base.

Ejemplo 4.3.13. Consideremos el plano W = {(x,y, 2)ER3: 22+ y+ 2= 0}. Si (z,y,z) € W, entonces
2z +y+ 2z =0y por lo tanto z = —2z — y. Luego podemos escribir

(z,y,2) = (z,y, —2x —y) = (x,0,—2x) + (0,y, —y) = (1,0, —2) + y(0,1, —1).

Esto nos dice que B = {(1,0,-2), (0,1,—1)} es un generador de W (notar que (1,0,—2) y (0,1,—1)
pertenecen a W). Ademds es facil de probar que B es LI, luego B es una base del plano W.

En algunos espacios hay ciertas bases estandar a las que se les suele llamar la base candnica del espacio.

1. La base candnica de k™ es el conjunto {ey,es,...,e,} definido en el ejemplo 4.3.1.5. Notar que para
n =2y n =3 obtenemos las bases canénicas {i, j} de R? y {i, j, k} de R3.

2. La base canénica de? k,[z] es el conjunto {1,z,...,2"}.
3. La base candnica de My,xn, es el conjunto {e;; : i =1,...,m, j =1,...,n}, donde e;; es la matriz
m X n que tiene todas sus entradas nulas, salvo la entrada (7,j) que vale 1. Por ejemplo, la base

candnica de M es B = {e11, €12, €21, €22}, siendo e11 =(§9) , e12=(83) , e21=(09) y e22 =(§ 7).

Los siguientes resultados son consecuencia del teorema 4.3.10.

Proposicion 4.3.14. Si V es un espacio vectorial, A es un subconjunto LI, B es una base y G es un
generador, entonces #A < #B < #(. O

Dem. Dado que B es base, entonces B es un generador y es LI. Como A es LI y B es un generador, entonces
#A < #B,ycomo B es LI y G es un generador, es #B < #G. O

Proposiciéon 4.3.15. 57 B; y By son bases de V', entonces #B1 = #B>.

Dem. Dado que By y Bs son bases, entonces son generadores y son LI. Como Bj es LI y By es un generador,
entonces # B < # Bs. Intercambiando lo roles de By y Bo, obtenemos #Bs < #B;. Luego #B1 = #B>. [

La proposicién anterior implica que podemos dar la siguiente definicion.

3 Acé hay dos posibilidades dependiendo de si escribimos los polinomios en potencias crecientes o decrecientes; en el segundo
caso conviene tomar como base canénica a {z",...,z,1}.
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Dimensién. Si en un espacio V existe un conjunto finito B C V tal que B es una base de V, entonces
diremos que V tiene dimension finita, llamamos dimension de V' a la cantidad de elementos de B y escribimos
dim V' = #B. En caso contrario diremos que V' tiene dimension infinita. En particular el espacio trivial {0}
tiene dimensién finita y dim{0} = 0.

Ejemplos 4.3.16. 1. Teniendo en cuenta las bases candnicas de la pagina 71, deducimos dimk"” = n,
dimk,[z] =n+ 1y dim M,,x, = mn, para todo m,n.

2. El conjunto B = {(1,0,-2),(0,1,—1)} es una base del plano W = {(z,y,2) €R3: 224+ y+2=0}
(ejemplo 4.3.13), luego dim W = 2.

Notar que ahora la proposicién 4.3.14 puede enunciarse de la siguiente manera.

Proposicion 4.3.17. En un espacio de dimension finita la cantidad de elementos de un conjunto LI es
menor o igual que la dimension del espacio y la cantidad de elementos de un generador es mayor o igual a
la dimension del espacio. O

El siguiente resultado es 1til cuando se conoce la dimensién del espacio.

Proposicion 4.3.18. Sea V' un espacio de dimension finita. Si A C V tiene la misma cantidad de elementos
que la dimension de V', entonces para que A sea una base alcanza con que sea un generador o que sea LI.

Dem. En ambos casos vamos a razonar por el absurdo. Supongamos que A es LI. Si A no es base, entonces
no es un generador de V' y por lo tanto existe un vector v € V que no es combinacién lineal de A. Esto
ultimo implica que A U {v} es LI (proposicién 4.3.7). Entonces A U {v} es un conjunto LI que tiene més
elementos que la dimension del espacio #.

Supongamos ahora que A es un generador. Si A no es base, entonces A no es LI y por lo tanto contiene
un vector w que es combinacién lineal de los restantes. Luego A \ {w} sigue siendo un generador de V
(proposicién 4.3.9) y tiene menos elementos que la dimensién del espacio £. O

La siguiente proposiciéon establece un criterio simple para saber si un conjunto es una base de k™.

Proposicién 4.3.19. Sea B = {v1,...,v,} un subconjunto de k™ y sea A el determinante de la matriz
cuyas columnas son v1, . ..,v, escritos verticalmente. Entonces B es base de k™ si y solo si A # 0.
Dem. Sean vi = (a11,...,an1), **+, Un = (@1ny...,ann). Si x1,..., 2, € k verifican z1v; + -+ + zpv, =0,
entonces
apry + -+ awpr, = 0
xl(an,...,anl)+---+xn(a1n,...,am):(0,...,0) = :
Ap1T1 + -+ AppTp, = 0

Por la proposicién 4.3.18 sabemos que B es base de k™ si y solo si es LI, y esto ocurre si y solo si la tnica
solucién que admite el sistema homogéneo anterior es la trivial, lo cual sucede si y solo si A # 0. O

Ejemplo 4.3.20. Consideremos los siguientes subconjuntos de R3: By = {(1,2,3), (4,0,1), (3,0,1)} y
By ={(1,-1,-1), (5,—-3,—4), (1,5,2)}. Aplicando la proposicién anterior obtenemos

1 5 1 |t 51
=—240; |-1 -3 5:026:‘
01 3

:_2‘
-1 —4 2

4 3
11

W N =

4
0
1

_— o W

Luego Bj es base y By no lo es.
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Los dos resultados siguientes muestran que todo generador contiene una base y que todo conjunto LI esta
contenido en alguna base.

Proposicion 4.3.21. Si existe un conjunto finito G C V tal que G es un generador de V, entonces G
contiene una base de V y por lo tanto la dimension de V es finita.

Dem. Si G es LI, entonces es base y ya estd probado. Si no, entonces G es LD y por lo tanto contiene un
vector que es combinacién lineal de los restantes. Sea (1 el conjunto obtenido quitdndole a G ese vector.
Entonces G es un generador de V' (por la proposicién 4.3.9) y tiene un elemento menos que G. Si G; es
LI, entonces es base y ya estd probado. Si no, entonces razonamos con GG; como con G para obtener un
generador Go C G con un elemento menos que G y asi seguimos. Como la cantidad de elementos de G es
finita, en algin momento tenemos que llegar a un subconjunto de GG que es generador y LI, y por lo tanto
es base. O

Proposicion 4.3.22. Sea V un espacio de dimension finita. St A C V es LI, entonces A estd contenido en
alguna base de V.

Dem. Sea dimV =ny A C V un LI con m elementos. Sabemos que es m < n. Si m = n, entonces la
proposicion 4.3.18 implica que A es una base de V. Supongamos ahora m < n. Entonces A no es una base
de V' y por lo tanto no es un generador de V. Luego existe un vector v,,+1 € V tal que v,,41 ¢ [A] y por
lo tanto AU {vy,41} es LI. Si m + 1 = n, entonces A U {v,4+1} es un conjunto LI con n elementos y por lo
tanto es una base de V. Si m + 1 < n, entonces repetimos el razonamiento con AU {v,,+1} en lugar de A y
asi seguimos hasta llegar a un conjunto LI con n elementos, que por lo tanto es base de V. O

Decimos que A C V es un conjunto LI mazimal si A es LI y no estd contenido estrictamente en ningin
otro conjunto LI. Analogamente, decimos que G es un generador minimal si es un generador y no contiene
estrictamente a ningtin otro generador.

Proposicion 4.3.23. Sea V un espacio de dimension finita. Si A es un subconjunto de V', entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

A es un generador minimal de V., A es un conjunto LI mazimal, A es una base de V.

Dem. Sea A una base de V', entonces A es LI y es un generador de V. Si a A le sacamos un elemento,
entonces obtenemos un conjunto con menos elementos que la dimensién de V' y por lo tanto ese conjunto
no pude ser un generador. Esto prueba que una base es un generador minimal. Por otro lado, si a A le
agregamos un elemento, entonces obtenemos un conjunto con mas elementos que la dimensién de V' y por
lo tanto ese conjunto no pude ser LI. Esto prueba que una base es un LI maximal.

Sea A un generador minimal de V. Como A es un generador, entonces existe B base de V tal que B C A.
Como B es un generador y B C A, entonces la minimalidad de A implica B = A. Luego A es una base de
V. El caso en que A es un LI maximal se prueba en forma andloga, aplicando la proposicién 4.3.22. O

Dimension de subespacios. Definimos la dimension de un subespacio W de un espacio V', como la
dimension de W como espacio vectorial.

Proposicion 4.3.24. Sea V' un espacio de dimensidn finita. Si W es un subespacio de 'V, entonces W tiene
dimension finita y dim W < dim V. Ademds, si dimW = dimV, entonces W = V.

Dem. Sea n = dimV. Si W = {0}, el resultado es obvio. Supongamos ahora W # {0}. Como todo
subconjunto de W es también un subconjunto de V', entonces un subconjunto de W con maés de n elementos
es LD. Esto prueba que todo subconjunto LI de W tiene a lo méas n elementos. Sea A un subconjunto LI de
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W con la cantidad méaxima posible de elementos. Por lo anterior es #4 < n y ademéas A es un subconjunto
LI maximal de W, luego A es una base de W. Esto a su vez implica dim W < dim V.

Respecto a la segunda afirmacion, si dimW = dim V' y B es una base de W, entonces B es LI y tiene tantos
elementos como la dimensién de V', luego B es una base de V' y por lo tanto V = [B] = W. OJ

Subespacios de R? y de R3. Si W es un subespacio de R?, entonces dim W < dimR? = 2. Si dim W = 0,
entonces W = {0} y si dimW = 2, entonces W = R2. Si dim W = 1, entonces existe 0 # v € R? tal que
W = {tv: t € R}, luego W es una recta que pasa por el origen.

Si W es un subespacio de R3, entonces dim W < 3. Si dimW = 0, entonces W = {0}, si dimW = 3,
entonces W = R3 y si dim W = 1, W entonces es una recta que pasa por el origen. Si dim W = 2, entonces
existe {u, v} C R3 conjunto LI tal que W = {tu + sv: t € R} y por lo tanto W es un plano que pasa por
el origen.

4.4. Operaciones con subespacios

Sean W7, W5 subespacios de V. Como los subespacios son conjuntos, entonces podemos considerar su inter-
seccién

WlﬂWQ::{’UGVZ UEle’UEWQ}.
Definimos la suma de W7 y Ws, mediante
Wi+ Wy = {w1 4w wp € Wi, wo € WQ}.
Proposicion 4.4.1. 57 Wy y Wy son subespacios, entonces W1 N\ Wy y Wi + Wy también son subespacios.

Dem. Probaremos que la suma es un subespacio, dejando la prueba de la interseccién como ejercicio. Lo
primero es notar que, como el vector nulo 0 esta en Wy y Wa, luego de 0 = 0+ 0 se deduce que 0 € Wy + Wo.
Supongamos ahora que tenemos u,v € W1 +Ws y a € k. Como u,v € W;+ W, entonces existen wy, wj € Wi
y wa, wh € W tales que u = wy +we y v = w) +wh. Luego au+v = awy +w) + aws +wh, con awy +w) € Wi
y awy + wh € Wy. Esto implica au + v € Wy + Wa. O

Observacion 4.4.2. Dados dos subespacios W1, Wa, su interseccion W1 NWs es el mayor subespacio contenido
en W1 y Ws, mientras que Wi 4+ Ws es el menor subespacio que contiene a Wi y Ws. Notar que la unién
W1 U Wy en general no es un subespacio.

Ejemplos 4.4.3. 1. Consideremos el espacio R>.
a) Si W1 ={(x,y,z): z=0} (plano Oxy) y Wa = {(z,y,2) : y =0} (plano Oxz), entonces
WiNWy ={(z,y,2): y=z=0} (eje Ox), Wi+ Wy = R

Para ver esto ltimo, notar que hay varias formas de escribir un vector de R? como suma de uno
en W1 con uno de Wa, por ejemplo

(z,y,2) = (2,94,0) + (0,0,2), (x,y,2) =(0,9,0)+ (2,0,2), (x,y,2)=(2/2,9,0)+ (2/2,0,z).
b) Si Wy ={(z,y,2): y=2=0} (eje Ox) y Wo = {(x,y,2) : x =2z =0} (eje Oy), entonces
Wi N Wy ={(0,0,0)}, Wi+ Wy ={(z,y,2): z=0} (plano Oxy).

Esto ultimo sale de escribir (x,y,0) = (2,0,0) + (0,y,0); esta es la tnica forma de escribir un
vector del plano Oxy como suma de uno en Wi con uno de Ws.
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Ejemplo 4.4.4. Consideremos el espacio R* y los subespacios
Wy = {(J:,y,z,t) PY=z= t)}’ Wy = {(xayvzvt) =Y, 2= t)}

Su interseccién es Wi N Wy = {(x,y,2,t): x =y=2=1t)} ={(z,z,z,z) : = € R)}. Consideremos ahora
la suma. Primero observar que podemos escribir

Wi =A{(z,y,y,y) : xz,y eR)}, Wy={(z,2,2,2): z,z € R)}. (4.4)

Luego para saber si un vector (z,y,z,t) estd en Wi + Wy tenemos que ver si la siguiente ecuacién en las
variables a, b, ¢, d tiene solucién

(x7 y?z7t> = (a7 b7 b7 b) + (C7 C7 d7 d)' (4'5)

Operando obtenemos que la ecuacién de arriba equivale a

at+c =
b+c
b+d
b+d =

(x,y,2,t) = (a+c,b+c,b+d,b+d) <

I
SRS SIS

Las dos ultimas ecuaciones implican que, para que haya solucion, tiene que ser z = t. En ese caso, eliminando
la dltima ecuacién obtenemos un sistema compatible (indeterminado). Esto nos dice que, dado (z,y, z,t) €
R?* si z = t, entonces siempre existen a, b, ¢,d € R que verifican (4.5). Luego W1 +Ws = {(z,y, z,t) : z = t}.

De ahora en adelante supondremos que V' es un espacio de dimensién finita.

Proposicion 4.4.5. Sean W1 y Wo dos subespacios de V. Si G1 un generador de Wy y Go un generador
de Ws, entonces G := G1 U Go es un generador de Wy + Wa.

Dem. Sean G1 = {ui,...,un} y Goa = {v1,...,vm}. Si v € Wi + Wy, entonces existen w; € Wy y wy € Wo
tales que v = w1 + we. Como G y GG son generadores respectivos de Wy y Wa, entonces existen escalares
a1,..-,0ap y b1,..., by, tales que w1 = aju; + -+ + aply y Wy = byv1 + - - - + by Un,. Luego

V=W, +wy = aiuy + -+ apty, +b1v1 + -+ by,

Esto prueba que G = {uy,...,up,v1,...,0y} es un generador de Wy + Wha. O]

Observacion 4.4.6. Si W1 y Ws dos subespacios de V', By es una base de W7 y By es una base de Ws,
entonces B := By U By es un generador de W; + Ws, pero no es necesariamente una base, dado que puede
ser LD (ver més adelante el ejemplo 4.4.9).

Teorema 4.4.7. Si Wy y Ws son subespacios de V, entonces
dim(W1 + WQ) = dim W7 + dim Wy — dim(W1 N WQ).

Dem. Sea By = {uy,...,u,} una base de Wiy NW,. Como By es un subconjunto LI de W y de Wa, entonces
existen v1,...,vp € Wi y wr,...,wy € Wa, tales que si

By ={ui,...,up,v1,...,0} vy Ba={ui,...,up,wr,...,wy},
entonces B; es base de W1 y By es base de W5. Probaremos que

B:=B1UBy ={ui,...,Up,V1,...,Up,W1,..., W4}
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es una base de Wy 4+ Ws. Notar que la proposicién 4.4.5 implica que B es un generador de W; 4+ Ws. Veamos
ahora que B es LI. Sean a;,bj, ¢, € k tales que

arur + -+ apuy +b1vr + -+ bpvy + crwr - -+ cqwg = 0. (4.6)

Luego
crwy -+ cqwg = —(a1u1 + - - + apty + bivg + -+ byuy). (4.7)

Como el lado izquierdo de (4.7) estd en W5 y el derecho en W7, deducimos cjwy - - - + cqwg € Wi NWa. Como
By es una base de W7 N Ws, entonces existen escalares d; tales que

awi -+ cqwg =dug + - +dpuy, = cqwy -+ cqwg + (—di)ug + -+ (—dp)u, = 0.

Dado que By es LI, deducimos ¢; = --- = ¢; = di = --- = dy, = 0. Sustituyendo estos valores en (4.6)
obtenemos
ajui + -+ + app + brvy + -+ + byv, = 0.

Ahora usando que B; es LI deducimos a1 = --- =a, =b; = --- = b, = 0. Esto prueba que B es LI y por lo
tanto es base de Wi + Ws. Luego

dim(Wh +Wa) =#B=n+p+q=(n+p)+(n+q) —n=dimW; +dim Wy — dim(W; N Wsy). O

Observacion 4.4.8. El resultado anterior se suele usar para calcular la dimensién de la suma, ya que en
general es mas facil determinar la interseccion que la suma.

Ejemplo 4.4.9. Consideremos el ejemplo 4.4.4. Usando la descripcién de Wy y Wo dada en (4.4) obtenemos
que B; = {(1,0,0,0), (0,1,1,1)} es una base de W1 y By = {(1,1,0,0), (0,0,1,1)} es una base de Wha.
Ademas es claro que {(1,1,1,1)} es una base de W; N Wa. Entonces aplicando el teorema 4.4.7 obtenemos

dim(Wy + Wa) = dim Wi + dim Wy — dim(Wy N Ws) =242 -1 = 3.
Por otro lado aplicando la proposicién 4.4.5 obtenemos que
B := By U By ={(1,0,0,0), (0,1,1,1), (1,1,0,0), (0,0,1,1)}
es un generador de Wi 4+ Ws. Notar que #B = 4 y dim(W;+W3) = 3, Asi que B es LD. Operando obtenemos
(1,0,0,0) + (0,1,1,1) — (1,1,0,0) — (0,0,1,1) = (0,0,0,0).

La igualdad anterior nos dice que a B podemos quitarle uno cualquiera de sus vectores y seguiremos obte-
niendo un generador, asi que por ejemplo

C ={(1,0,0,0), (0,1,1,1), (1,1,0,0)}

es un generador de Wy +Ws. Como ademés #C = dim(W; + Ws), concluimos que C' es una base de Wy +Wj.
Notar que de esta forma hallamos una base de W7 + Ws, sin hallar explicitamente W7 + Wh.

Ejemplo 4.4.10. Sea V = R* y consideramos los subespacios
Wy = {(a:,y,z,t) eR*: 2 =0, y—i—z—i—t:O} y W= {(x,y,z,t) eR*: t:O}.
Es facil de probar que es dim W7 = 2 y dim W5 = 3. Ademas
WinW, = {(a:,y,z,t) eRY: z2=t=0, y+2= 0} =1[(0,1,—1,0)].
Luego dim(W; N W3) =1 y por lo tanto
dim(W; + Wa) = dim Wi + dim Wy — dim(Wy N Wa) =243 — 1 =4.
Como W; + Ws es un subespacio de R* y vale dim(W; 4+ Ws) = 4 = dim R*, concluimos Wi + Wy = R%.
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Suma directa. Sean Wi, Wy subespacios de V. Si V. =W, + Wy y W1 N Wy = {0}, entonces se dice que
V' es suma directa de W1 y Wy v se escribe V = Wy & Wa.

Teorema 4.4.11. Si W1 y Wa subespacios de V, entonces las siguientes condiciones son equivalentes.
1. V=W & Ws.
2.V =W+ Wy ysiw € Wi ywy € Wy verifican w1 + wg = 0, entonces w1 = wo = 0.

3. Para todo v € V' existen unicos w1 € W1 y we € Wo tales que v = wi + wo.

Dem. (2 = 1). Lo tnico que hay que probar es que vale Wi N Wy = {0}. Si v € Wi N Wa, entonces vale
v+ (—v) =0, conv € Wy y —v € Wa; luego es v = —v = 0. Esto implica W3 N Wy = {0}.

1=3). Seav € V. ComoesV =W; + W, entonces existen w1 € W7 y wy € Wy tales que v = wy + ws.
y
Supongamos que ademds existen otros elementos w) € Wy y wj € W tales que v = w} + wj. Esto implica

/ / / /
W)+ w2 =w; +wy = W] — W] = Wy — wa.

Como es w; —wy € Wi y we — wh € Wy, entonces la igualdad de arriba implica w; — w] = wh —wy €
Wi N Wy = {0} y por lo tanto w1 — w] = we — wh = 0, lo cual implica w1 = w| y we = w). Esto prueba la
unicidad de la descomposicion v = wy + ws.

(3 = 2). Es claro que vale V.= W; 4+ Wy. Si w; € W y wy € Wy verifican wy + we = 0, como también vale
04+0=0con0€ Wy y0 € W, entonces la unicidad de la descomposicién implica wy = wg = 0. O

Ejemplo 4.4.12. Si consideramos los ejemplos 4.4.3, deducimos del primero que el espacio R? es suma del
plano Oxy con el plano Oxz, pero esta suma no es directa, y del segundo que el plano Oxy es suma directa
de la recta Ox y la recta Oy.

Proposicién 4.4.13. Si V = W1 & Wy, entonces dimV = dim W7 + dim Ws. Ademds, si By es una base
de W1 y By es una base de Ws, entonces By N\ By =0 y B1 U By es una base de V. O

Dem. La primera afirmacion es consecuencia del teorema 4.4.7. Consideremos ahora la interseccion de B; y
Bs. Si existiese v € By U By, entonces v € W1 NWs = {0} y por lo tanto v = 0; pero eso es imposible porque
v € By y By es LI. Luego By N By = (). Sabemos que By U By es un generador de V- = W; + Wy, Ademés,
como es By N By = (), obtenemos

#(Bl @] BQ) =#B1 + #By =dim W; + dim Wy = dim V,
esto implica que B; U Bs es una base de V. O

Proposicién 4.4.14. Sean Wi, Wy subespacios de un espacio de dimension finita V.. St Wi N Wy = {0} y
dimV = dim W; + dim Ws, entonces V.= W1 @ Ws.

Dem. Aplicando el teorema 4.4.7 obtenemos dim(W; + Ws) = dim Wj + dim Ws. Luego dim(W; + Ws) =
dim V' y por lo tanto V' = W; + Wj. Como ademéds es Wi N Wy = {0}, concluimos V = Wy @ Wh. O

Ejemplo 4.4.15. Consideremos el espacio R? y los subespacios
Wi={(r,9,2): 20+y+2=0} y We={(wy.2): y=2=0}
Si (z,y,2) € W1 N Wa, entonces vale

{ 2r+y+2=0

Y=z =0 = z=y=2=0 = (z,y,2)=(0,0,0).

Luego Wi NWs = {(0,0,0)}. Por otro lado Wj es un plano y Ws una recta (el eje Ox), asi que es dim W; = 2
y dim Wy = 1 y por lo tanto dim Wy + dim W5 = 2 + 1 = 3 = dim R3; luego R3 = W; @ Ws.

Observacion 4.4.16. Dados dos subespacios W1, Wy de V', no alcanza con que valga dim V' = dim W7 +dim W
para que la suma sea directa, hay que probar que también vale W7 N Wy = {0} (recordar el ejemplo 4.4.9).
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Operaciones con méas de dos subespacios. A continuacién generalizaremos lo anterior a una cantidad
finita arbitraria de subespacios.

Sean W1, ..., W, subespacios de V. Definimos su interseccidn (" W; y su suma Y ;- W;, mediante
m m m
ﬂWi ={veV:veW, VYi=1,...,n}, ZW' = {Zwi: w; € W, Vi:1,...,n}.
i=1 i=1 i=1

La prueba de la siguiente proposicién es andloga al caso de dos subespacios y queda como ejercicio.

Proposicién 4.4.17. Si Wy,..., W, son subespacios de V, entonces (oy Wi y Y imy Wi son también

subespacios. O
Decimos que una familia {Wi,...,W,,} de subespacios de V es independiente si verifica la siguiente condi-
cién:
m
siwy € Wh,...,w, € Wy, son tales que E w; = 0, entonces wy; = --- = wy, = 0.
i=1

En lo que sigue escribimos

ZW]’::W1+"‘+Wi71+Wi+1+"'+Wm, Yi=1,...,m.
J#1

Proposicién 4.4.18. Sea {Wy,...,W,,} una familia de subespacios de V. Entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1. La familia {W1,..., Wy} es independiente.
2. Para cadai=1,...,m, vale W; N3, ,, W; ={0}.
3. Para cada w € "\ W, existen inicos w; € Wi, i =1,...,m, tales que w =Y ;" | wj.

Dem. (1= 2).Seai€{l,....,m}. Siwe W;N} ., Wj, entonces w € W; y existen w; € Wj, para todo
j # i tales que

w=wp A+ A Wil F Wi+ Wy = Wit F Wiy + (W) + Wi+ wm = 0.

Como la familia es independiente, entonces todos los sumandos de la suma anterior son nulos, luego w = 0.

(2 = 3). Siunelemento w € > | W; se escribe de dos formas w = )" w; y w = Y1 w}, con w;, w) € W;,

para todo ¢ = 1,...,m, entonces > ;*, w; = > ., w, y por lo tanto para cada i =1,...,m es
m
;. / )
wi == 3w} — wy)
J#i

Como w; —wj € Wy y Y71, (w) — wy) € 37,4, Wj, entonces w; —w; € Wi N Y2, W; = {0}. Luego w; = wj,
para todoi=1,...,m.

(3 = 1). Sean w; € W;, i = 1,...,m, tales que > ;* w; = 0. Como 0 € W; para todo i = 1,...,m
y >ir,0 = 0, entonces la unicidad implica que es w; = 0, para todo ¢ = 1,...,m. Luego la familia
{W1,...,Wp} es independiente. O]
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Observacion 4.4.19. Una familia de dos subespacios {1, Wa} es independiente si y solo si W3 N Wa = {0}.
Una familia de tres subespacios {W7, Wa, W3} es independiente si y solo si

Wi n (W2 + Wg) = {0}, Wsn (W1 + W3) = {0}, W3 n (W1 + WQ) = {0}

Notar que las condiciones W1 N Wy = Wi NW3 = Wy N W3 = {0} no implican las condiciones de arriba. Por
ejemplo, si consideramos V = R? y

Wi ={(z,0): z€R}, Wo={(0,y): yeR}, Ws={(z,z): z€R},

entonces es facil de probar que las intersecciones dos a dos son triviales (son rectas que pasan por el origen),
pero Wi + Wy = R% Tuego W3 C Wy + Wa y por lo tanto W3 N (W7 + Wa) = W3 # {(0,0)}.

Decimos que un subespacio W de V' es suma directa de una familia de subespacios {W7, ..., W, } y escribimos
W=, W;,siW=>",W;y la familia {Wi,...,W,,} es independiente.

La proposicién 4.4.18 implica directamente el siguiente resultado.

Corolario 4.4.20. S5i Wy,..., Wy, CV son subespacios, entonces las siguientes condiciones son equivalen-
tes.

LV =@r,W.
2. V=310 Wi yWin 3, ;Wi = {0} para todoi=1,...,m.

3. Para todo v € V, existen inicos w; € Wy, i =1,...,m, tales que v =", wj. ]

Observaciones 4.4.21. 1. Notar que el corolario anterior implica que vale V. = W1 & Wy si y solo si

V =W, + Wy y Wy N Wy = {0}; esta fue la definicién que dimos para la suma directa de dos
subespacios.

., . . m m

2. La notacién de suma directa puede ser un poco confusa, porque como conjuntos es ;" W; = > " W,.
Lo tnico que estamos diciendo al escribir W = @;", W; es que en W = > " | W; hay una forma tnica
de escribir cada vector w € W como w = ;" | w;, con w; € Wj, para todo 1.

De ahora en adelante supondremos que V' es un espacio de dimension finita. La misma idea que usamos en
la demostracion de la proposicién 4.4.5, sirve para probar el siguiente resultado.

Proposicion 4.4.22. Sean W7y,...,W,, subespacios de V y consideremos W = ZZZIVVZ Si G; es un
generador de W;, para todo i =1,...,m, entonces su unién \J;-, G; es un generador de W. O

A continuacién veremos como se relaciona la suma directa con la dimension.

Proposicién 4.4.23. Sea {W1,...,W,,} una familia independiente de subespacios de V. Consideremos
W =@, W; y sea B; una base de W;, para todo i. Entonces

1. B;NBj =0, para todo i # j.
2. B=;~, B; es una base de W.
3. dimW = 3", dim W;.

Dem. Si existiesen i # j tales que B;NB; # (), entonces existirfa v € B;NB;. Como B; es una base, entonces
v # 0; luego
UEWiﬁWjCWiﬂZVVl = WZQZVVZ#{O} z.
I£i I£i
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Luego B; N Bj = (), para todo i # j.

Probaremos ahora que B es una base de W. Por la proposicién anterior sabemos que B es un generador de
¢ . . - : R 7 i

W, asf que solo resta probar que es LI Para cada i = 1,...,m, sea B; = {w],...,w; }. Supongamos que

tenemos escalares a;- tales que

1,1 1,.1
a1w1++allwl1++a’inw’in++a;7nwzzln:0

Como alwt + -+ a}iwfi € W; (para todo i) y la familia {W7,..., W,,} es independiente, deducimos que es
aiwi%—'--—i—a}'iwf‘i =0, Ve=1,...,m.

Luego como cada B; es LI, deducimos que es a;'- = 0, para todo 4,7 y por lo tanto B es LI. La tercera
afirmacion se deduce directamente de las anteriores. O

Corolario 4.4.24. Sean Wy, ..., Wy, subespacios de V. Si {W1,..., Wy} es una familia independiente y
dimV = 3"", dim W;, entonces V = @;", W;.

Dem. La proposicién anterior implica dim(@D;", W;) = > 7", dim W; = dim V, luego ;% , W; = V. O

4.5. Dimension infinita.

Lo que veremos en esta seccién es complementario y no se necesita para entender el resto.

Las definiciones que vimos anteriormente de conjuntos LD o LI, generadores y bases, son para espacios de
dimensién finita. A continuacién veremos las definiciones generales. En esta seccién V' es un espacio vectorial
arbitrario.

Si X C V es un subconjunto no vacio (posiblemente infinito), definimos el subespacio generado por X como
el conjunto de todas las combinaciones lineales (finitas) que podemos lograr con elementos de X, es decir

X]={veV:In>1, vy,...,v, € X, aq,...,a, €Kk, tales que v =ajv; + - + apv, }.

Notar que si W C V es un subespacio tal que X C W, entonces [X| C W. Luego el subespacio generado
por X es el menor subespacio de V' que contiene a X. Como antes definimos [()] = {0}.

Decimos que un conjunto X C V es linealmente dependiente (LD) si existe una cantidad finita de elementos
v1,...,0, € X y escalares no todos nulos ay,...,a, € k tales que ajvy + - - - + a,v, = 0. En caso contrario
se dice que X es linealmente independiente (LI). Notar que X es LD si y solo si X contiene un subconjunto
finito que es LD y X es LI si y solo si todos sus subconjuntos finitos son LI. En particular esta definicién
implica que el conjunto vacio es LI.

Decimos que A C V es un generador de V si el subespacio generado por A es todo V' y decimos que A es
una base de V si es un generador y es LI. Notar que esto implica que () es una base del espacio trivial {0}.

Teorema 4.5.1. Todo espacio vectorial admite una base.

Dem. Sea V un espacio no trivial. Consideremos A = {X C V : X es LI}, pensado como conjunto
parcialmente ordenado con la inclusién. Sea C una cadena en A (es decir, C es un subconjunto no vacio de .4
tal que si X,Y € C, entonces X CY oY C X). Consideremos M = (Jxco X. Si Z C M es un subconjunto
finito, al ser C una cadena obtenemos que existe X € C tal que Z C X. Como X es LI, entonces Z también
es LI. Luego todo subconjunto finito de M es LI y por lo tanto M es LI. Entonces M € A y por lo tanto
M es una cota superior de C. Luego el lema de Zorn implica que A tiene un elemento maximal B. Entonces
probamos que en V existe un conjunto B que es un LI maximal, y es facil de probar que esto implica que
B es una base de V. O
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Observacion 4.5.2. En general todo lo que vimos en dimensién finita para conjuntos LD y LI, generadores y
bases, vale también en dimensién infinita (eventualmente acomodando un poco los enunciados). Sin embargo
en dimensién infinita las bases tienen menos utilidad que en dimensién finita, ya que en general no es posible
determinar una base de un espacio de dimensién infinita, aun cuando en teoria sabemos que existe (ver los
ejemplos siguientes). También perdemos los resultados que involucran argumentos de conteo, como por
ejemplo la proposicién 4.3.18.

El siguiente resultado lo usaremos en los ejemplos siguientes. Recordar que si V' es un espacio de dimensién
finita n, entonces todo subconjunto de V' con més de n elementos es LD (proposicién 4.3.17). Luego si en V
existe un subconjunto LI infinito, entonces la dimensién de V' es infinita.

Ejemplo 4.5.3. Probaremos que el conjunto B = {z": n=0,1,2,...} es una base del espacio de los
polinomios k[z] y por lo tanto k[z] tiene dimensién infinita. Es claro que B es generador, asi que solo falta
probar que es LI. Para cada n = 1,2,..., consideremos el conjunto B, = {1,z,...,2"}. Si ag,...,a, €k
son tales que agl + a1z + - -+ + a,z"™ = 0 (el polinomio nulo), entonces ag = - -+ = a,, = 0. Esto prueba que
B,, es LI, para todo n. Si C' es un subconjunto finito de B, entonces existe algiin n tal que C' C B,, y por lo
tanto C' es LI (por la proposicién 4.3.6). Luego todo subconjunto finito de B es LI y por lo tanto B es LI.

Ejemplos 4.5.4. 1. Pensando al espacio de los polinomios R[z] como el espacio de las sucesiones reales
finitas, entonces el espacio V' de las sucesiones reales contiene a R[z] como subespacio y por lo tanto
V tiene dimensién infinita.

2. Si consideramos el espacio D(R) = {f : R — R : f es derivable}, entonces R[z] es un subespacio de
D(R) (identificando los polinomios con las funciones polinémicas) y por lo tanto D(R) tiene dimensién
infinita. Por lo mismo C'(R) = {f : R — R: f es continua} también tiene dimensién infinita.

Respecto a estos ejemplos, salvo en los polinomios, en los otros casos no se conocen bases de esos espacios.

En espacios de dimension infnita tiene sentido considerar sumas de familias infinitas de subespacios. Si
{Wys : «a € A} es una familia de subespacios de V' (posiblemente infinita), entonces su interseccion es el
conjunto

(N Wa:i={veV: veW,, VYacAl.

a€A

Es fécil de probar que [),cp Wa es un subespacio de V. En este caso se define ) ., Wa como el conjunto de
todas las sumas (finitas) de vectores que estdn en | J ., Wa. Notar que ) ., W, coincide con el subespacio
generado por |J,ep Wa, luego Y o Wo también es un subespacio de V. La definicién de suma directa
también se extiende a familias arbitrarias, en forma analoga a como definimos la suma directa de una
familia finita de subespacios. Por ejemplo, con esa definicién vale R[z] = @, Ry [z].
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Capitulo 5

Transformaciones lineales

En este capitulo estudiaremos las funciones entre espacios vectoriales que preservan la estructura lineal. Dado
que los resultados més interesantes se obtienen en espacios de dimension finita, en este capitulo asumiremos
siempre que estamos en esa situacién, aunque las definiciones y algunos de los resultados valen en general.

5.1. Definiciones y propiedades basicas

Sean V' y W dos espacios vectoriales. Una funcién T : V — W es una transformacion lineal si verifica:
» T(u+v)=T(u)+T(v), para todo u,v € V,
» T(av) = aT(v), paratodoa ek yv e V.
La siguiente proposicién da una forma maés rapida para chequear si una funcién es una transformacién lineal.

Proposicion 5.1.1. Sean V y W dos espacios vectoriales. Una funcion T : V. — W es una transformacion

lineal si y solo si verifica:
T(au+v) =aTl(u) +T(v), Yu,veV, ack. (5.1)

Dem. SiT es una transformacién lineal, entonces
T(au+v) =T(au) + T(v) = aT(u) + T(v), Yu,v €V, ack.
Reciprocamente, si T" verifica (5.1), entonces tomando a = 1 en (5.1), obtenemos
T(u+v)=T(u)+T(v), Yu,vel.

Tomando u = v = 0 en esta ultima igualdad, obtenemos T'(0) = T'(0) + 7'(0), lo cual implica T'(0) = 0.
Ahora tomando v = 0 en (5.1), obtenemos

T(au) =aT(u)+T(0)=aT(u) = T(au)=aT(u), YueV,ack O
Ejemplos 5.1.2. Ejemplos de transformaciones lineales.
1. La funcién nula T : V' — W definida por T'(v) = 0, para todo v € V' (V y W espacios arbitrarios).
2. La funcién identidad Id : V' — V definida por Id(v) = v, para todo v € V' (V espacio arbitrario).

3. La funcién T : R? — R? definida por T(x,y) = (x, —y), para todo (z,y) € R2. Notar que T es la
simetria axial respecto al eje Ox.
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4. La funcién T : Myyxn — My definida por T(A) = At (la traspuesta), para todo A € M.
Proposicion 5.1.3. Sea T : V — W wuna transformacion lineal.
1. Siay,...,an €k yvy,...,v, €V n=1,2,...), entonces

T(avy + -+ apvy) = a1T(v1) + -+ 4+ anT(vy).

2. T(0) =0 (la imagen por T del vector nulo de V es el vector nulo de W ).
3. T(—v) = —-T(v), para todo v € V.
4. T(u—v)=T(u) —T(v), para todo u,v € V.
Dem. Ejercicio (la segunda afimacién ya fue probada en la demostracién de la proposicién 5.1.1). O

En lo que sigue veremos como son las transformaciones lineales de k™ en k™.

Proposicién 5.1.4. SiT : k" — k'™ es una transformacion lineal, entonces existen unicos escalares a;; € k
tales que

T(x1,...,2n) = (@121 + - 4+ Q1nThy - , GpAT1 + ** + QGmny), (5.2)
para todo (x1,...,x,) € k™.

Dem. Si existen a;; € k que verifican (5.2), entonces calculando las iméagenes por 1" de los vectores de la
base canénica B = {ey,...,e,}, obtenemos

T(e1) = (a11y---yami1), -+, T(en) = (a1ny- -, Gmn)- (5.3)
Esto prueba la unicidad de los a;;. Reciprocamente, si definimos los a;; por las férmulas (5.3), entonces

T(x1,...,xy) =T(x167 + -+ + THER)
=x1T(e1)+ -+ x,T(ep)
=z1(a11, ... am1) + -+ xp(@in, .., amn)
= (ap1z1+ -+ a1pnTn, .oy Gn1T1 4+ F QGppxy). O

Observacion 5.1.5. Si escribimos los vectores en forma vertical, entonces la férmula (5.2) queda

T ap1xy + -+ a1y T aip -+ Qln T

In Am1T1 + * + AppTp Tn am1 *°° OGmn Tn

En general, dada una matriz A € M,,xy, definimos una funcién Ly : k™ — k™ mediante L4(v) = Av para
todo v € k™. Notar que L4 : k™ — k™ es una transformacién lineal:

Ly(au+v) = A(au +v) = aAu+ Av =aLla(u) + La(v), Vaek, uveV.

Con esta notacién, la proposiciéon 5.1.4 nos dice que si T : k™ — k™ es una transformacién lineal, en-
tonces existe una unica matriz A € M, «, tal que T' = L4. Ademds, las columnas de A son los vectores
T(e1),...,T(ey), escritos en forma vertical, siendo {ei,...,e,} la base canénica de k™.
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Ejemplo 5.1.6. Sea T : R? — R? definida por T(z,y, z) = (x + 2y + 32, 2 — y) para todo (z,y,2) € R3.
Aplicando la proposicién anterior sabemos que T’ es una transformacién lineal. Entonces es T' = L4 para
cierta matriz A € Mayg. Para hallar A podemos usar las férmulas (5.3) obteniendo 7°(1,0,0) = (1,1),

T(0,1,0) = (2,—1) y T(0,0,1) = (3,0), luego A — G 2 g) .

A continuacién veremos que toda transformacion lineal queda determinada por sus valores en una base.

Proposicién 5.1.7. Sean V y W dos espacios vectoriales. Si B = {v1,...,v,} es una base de V ywy, ..., wy,
son vectores arbitrarios en W, entonces existe una unica transformacion lineal T : V' — W tal que T(v;) =
w;, para todo 1 =1,...,n. La misma estd definida por

T(x1v1 + -+ Tpvp) = T1W1 + - - + Tpwp, (5.4)
para todo x1,...,x, € K.

Dem. Si existe una transformacion lineal T': V' — W que verifique T'(v;) = w;, para todo i, entonces para
todo x1,...,x, €k es

T(xivr + -+ xpvy) = 21T (v1) + - + 2, T(vy) = zrw1 + -+ - + Tpw,.

Esto prueba que T' queda definida por la féormula (5.4) y por lo tanto es tnica. Para probar la existencia,
como B es base de V, entonces todo vector de V se escribe en forma tnica como combinacién lineal de

v1,. .., V. Luego tiene sentido definir una funciéon 7' : V' — W mediante la férmula (5.4). Probaremos que T
definida de esa manera es una transformacién lineal. Sean v,w € V y a € k. Como B es base de V', entonces
existen escalares z;,y; €k, i =1,...,n, tales que v = Y ;" | z;v; y w = > ; y;v;. Entonces
n n n n
T(av+w)=T (az T;v; + Z yivi> = T(Z(axi + yi)vi> = Z(awz + yi)w;
i=1 i=1 i=1 i=1

n n
= aZmiwi + Z yiw; = aT(v) +T(w). O
i=1 =1

Ejemplo 5.1.8. Buscamos encontrar una transformacién lineal 7 : R? — M(R) tal que T(1,1) =(23) v

T(1,-1) = ((1] 31). Como B = {(1,1), (1,—1)} es una base de R?, entonces podemos aplicar la proposicién
5.1.7. Para encontrar T tenemos que ver cémo escribir un vector arbitrario (z,y) de R? como combinacién
lineal de la base B. En este caso es (x,y) = Lgy(l, 1) + %54(1, -1), luego

xr+y

T(.9) =7
_xt+y (2 3 +x—y 0 -1\ [(z+y x+2
2 \30 2 \1 2) \224+y z—y)’

Entonces T : R? — Mj(R) est4 definida por T'(z,y) = ( oty mHy), para todo (z,y) € R2.

(Ln+x;ymu):$;yﬂLn+x;yT@n

2c+y x—y
Observacion 5.1.9. Dados vi,...,v, € V y wi,...,w, € W, no siempre existe una transformacion lineal
T :V — W que verifique T'(v;) = w;, para todo ¢ = 1,...,n. Por ejemplo, si existiese una transformacién

lineal T': R? — M3 (R) tal que T'(1,0) = (2,3,3) y T(2,0) = (0, —1, 1), entonces valdria
(07 _1a 1) = T(2¢ O) = 2T(17 0) = 2(2a 3a 3) = (47 6> 6) = (07 _1> 1) = (4a 6a 6) ‘.

Por otro lado, si buscamos una transformacién lineal T' : R? — M(R) tal que T(1,1) = (33), entonces
existen infinitas transformaciones lineales que lo verifican. Alcanza con completar el vector (1,1) a una base
de R? y aplicar la proposicién 5.1.7 (el ejemplo 5.1.8 es un caso particular de esta construccion).
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Operaciones con transformaciones lineales.

Proposiciéon 5.1.10. S: T :V - W y S : W — U son transformaciones lineales, entonces la funcion
compuesta SoT :V — U es una transformacion lineal.

Dem. Sean u,v € V' y a € k. Entonces
(SoT)(au+v) = S(T(au+v)) = S(aT(u) + T(v)) = aS(T(w)) + S(T(v)) = a(SoT)(u) + (SoT)(v). O

Recordar que si V' es un espacio vectorial y D es un conjunto, entonces el conjunto F (D, V') formado por
las funciones de D en V, es un espacio vectorial con las operaciones punto a punto.

Sean V' y W espacios vectoriales y L(V, W) el conjunto de transformaciones lineales de V' en W. El conjunto
L(V,W) esta contenido en F(V,W), el cual por lo que vimos recién es un espacio vectorial. Luego dadas
S, T : V — W transformaciones lineales y ¢ € k, entonces tenemos definida su suma S+7 :V — W y el
producto por escalar ¢- T : V — W mediante

(S+T)(v):=5w)+Tw); (c-T)v):=c-T(w), YveV (5.5)

En general escribiremos ¢1' en vez de ¢ - T, aunque en ciertas pruebas usaremos la notacién con el punto
porque es mas explicita.

Proposicién 5.1.11. Si V y W son espacios vectoriales, entonces L(V,W') con las operaciones definidas
en (5.5) es un subespacio de F(V,W) y por lo tanto L(V,W) es un espacio vectorial.

Dem. Empezamos recordando que la funcién nula 0 : V- — W es una transformacion lineal y por lo tanto
estd en L(V,W). Probaremos ahora que si S,7 : V — W son transformaciones lineales y ¢ € k, entonces
S+T:V—->Wyc-T:V — W son también transformaciones lineales. Sean u,v € V y a € k. Entonces
(S+T)a-ut+v)=Sa-ut+v)+T(a-u+v)=a-Su)+Sw) +a-T(u)+T(v)
=a-(S(w)+Tw)+Sw)+Tw) =a-(S+T)(u)+ (S+T)().
(c:T)a-u+tv)=c-T(a-ut+v)=c-(a-T(u)+T(w)) =c-(a-T(u)+c-T()=ca-T(u)+c-T(v)
=ac-Tw)+c-Tw)=a-(c-T(w)+c-Tw)=a-(c-T)(u)+ (c-T)(v).
Luego S+T € L(V,W)yc-T € L(V,W). O
La siguiente proposicién describe cémo se relaciona la composicion con la suma y el producto por escalares.
Proposicién 5.1.12. 57 5,571,595, : U -V yT,11,15 : V. — W son transformaciones lineales y a € Kk,
entonces
O(Sl—i-SQ):TOSl—l—TOSQ Y (Tl—I—TQ)OS:TlOS—i-TQOS,
To(aS)=(aT)oS =a(ToS).

Dem. Sea v € V. Entonces

(T o (S1+ 52)) (v) = T((S1 + S2)(v)) = T(S1(v) + Sa(v)) = T(S1(v)) + T(S2(v))
— (T 81)(v) + (T 0 Sy)(v) = (T Sy + T o Sy)(v).
((T1 +T2) 0 ) (v) = (T1 + T)(S(v)) = T1(S(v)) + T2(S(v)) = (T1 © S)(v) + (T2 0 S)(v)
=(T1 08+ T505)(v)
(To(a-9)(w)=T((a-S)(v)) =T(a-Sw)) =a-T(Sw)) =a-(ToS)(v)=(a-(ToS))().
((a-T)oS)(w)=(a-T)(S(v) =a-T(Sw)) =a-(ToS)(v)=(a-(To8))(v). O
A continuacién veremos cémo se comportan las transformaciones lineales de k™ en k™ respecto a las opera-
ciones anteriores.
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Proposicién 5.1.13. 1. Si A,B € Myxn yc €k, entonces Laoyp=La+ L y Lea=cLy.
2. Si A€ Myxn y B € Myxp, entonces Lyo Lg = Lap.
Dem. Sea v € k™. Entonces
Laip(v)=(A4+ B)v=Av+ Bv = Ly(v)+ Lp(v) = (La+ La)(v),
¢ o(L

Lea(v) = 4(v)) = (eLa)(v),
(LaoLp)(v) =La(Lp(v)) = A(Bv) = (AB)v = Lag(v). O

5.2. Inyectividad y sobreyectividad.

Sea T': V — W una transformacién lineal. Definimos
Ker(T) :={veV: T(v) =0}, Im(T) :={w e W: JveV tal que w =T(v)}.
El conjunto Ker(T) es el nicleo' de T y el conjunto Im(7) es la imagen o recorrido de T.

Proposicién 5.2.1. Si T : V — W es una transformacion lineal, entonces Ker(T') es un subespacio de V
y Im(T') es un subespacio de W.

Dem. Para que quede més claro, vamos a escribir Oy y Oy a los vectores nulos de V' y W, respectivamente.
Como T es lineal, entonces verifica T'(0y ) = Ow; luego Oy € Ker(T') y Ow € Im(T).
Sean vy, vy € Ker(T') y a € k, entonces

T(avi +va) = aT'(v1) + T(v2) =aly + 0y =0y = av; +v2 € Ker(T).
Sean wi,wy € Im(7T') y a € k, entonces existen vy,vy € V tales que wy = T'(v1) y wy = T'(v2). Luego
awy + wy = aT (v1) + T'(v2) = T(avy +v2) = aw; +wy € Im(T).

Esto termina la prueba de que Ker(T) C V' y Im(7T") C W son subespacios. O

La siguiente proposiciéon relaciona el niicleo de una transformacion lineal con su inyectividad.

Proposiciéon 5.2.2. i T : V — W es una transformacion lineal, entonces T es inyectiva si y solo si
Ker(T') = {0}.

Dem. Si T es inyectiva y v € V es tal que v # 0, entonces T'(v) # T(0) = 0; luego Ker(T) = {0}.
Reciprocamente, si Ker(T') = {0} y u,v € V son tales que T'(u) = T'(v), entonces T'(u—v) = T'(u) =T (v) = 0.
Luego u — v € Ker(T') = {0} y por lo tanto v — v = 0, es decir u = v. O
Observacion 5.2.3. Dado que una transformacion lineal T': V' — W es sobreyectiva si y solo si Im(7T") = W,
entonces conociendo su ntucleo e imagen, podemos saber si es inyectiva, sobreyectiva o biyectiva.

Observacion 5.2.4. Sea T : V — W una transformacién lineal. Si vy,...,v, € V y a1,...,a, € k, entonces
avr+ -+ av, =0 = aT(v)+--+a,T(v,) =0.

Esto implica que si A es un subconjunto LD de V', entonces T'(A) es un subconjunto LD de W. Por otro lado,
si consideramos T' : R? — R? definida por T'(z,y) = (z — y,y — x) y la base canénica B = {(1,0), (0,1)},
entonces T(B) = {(1,—1), (—1,1)}. Notar que T'(B) no es un conjunto LI ni es un generador de R

Luego las transformaciones lineales llevan conjuntos LD en conjuntos LD, pero en general no llevan conjuntos
LI en conjuntos LI, ni generadores en generadores. Por esa razén es que tiene interés la siguiente proposicién.

1La abreviacién Ker viene de kernel, que es un término que se suele usar para denominar el nicleo.
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Proposiciéon 5.2.5. Sea T : V — W una transformacion lineal.

1. Si T es inyectiva y A es un subconjunto LI de V', entonces T(A) es un subconjunto LI de W.

2. Si A es un generador de V, entonces T(A) es un generador de Im(T'). Luego si T es sobreyectiva y A
es un generador de V, entonces T(A) es un generador de W.

3. Si T es biyectiva y A es una base de V', entonces T(A) es una base de W.

Dem. La tercera afirmacién se deduce de las otras, asi que solo hay que probar las dos primeras. Por
simplicidad haremos la prueba cuando el conjunto A es finito, pero el resultado vale en general.

Supongamos que T es inyectiva y A = {vy,...,v,} es un subconjunto LI de V. Queremos probar que
T(A) ={T(v1),...,T(v,)} es un subconjunto LI de W. Sean ay,...,a, € k tales que
a1T(v1) + -+ a,T(v,) = 0. Entonces

T(aivi+ - +apvy,) =0 = av1+ -+ apv, € Ker(T) ={0} = a1 +---+ayv, =0.

Como A es LI, se concluye que es a; = -+ = a,, = 0. Luego T'(A) es LI.
Veamos ahora la segunda afirmacién. Sea A = {vi,...,v,} un generador de V. Si w € Im(T), entonces
existe v € V tal que w = T'(v). Como A es un generador de V', entonces existen ay,...,a, € k tales que

v =a1v1 + -+ anv,. Luego
w=T(w)=T(a1v1 + -+ apvy) = a1T(v1) + - - - + a,T(vy,).

Esto muestra que todo elemento de Im(7") es combinacién lineal de T'(A) = {T(v1),...,T(vn)}. O

Observacion 5.2.6. Si T : V — W es una transformacién lineal arbitraria y B es una base de V, entonces
T(B) es un generador de Im(7T'), pero no es necesariamente una base (ver el ejemplo siguiente).

Ejemplo 5.2.7. Consideremos la transformacién lineal 7 : R3 — R* definida por
T(z,y,2)=(x4+y+z,x4+y—2z 2x+2y+2z, —z—y+2). (5.6)

Para determinar el nticleo de T tenemos que resolver el sistema homogéneo

r+y+z = 0 r+y+z = 0 r+y+z = 0

z+y—2 = 0 z+y—z2 = 0 2z = 0 o _
2%w+2+22 = 0 0 = 0 0 =0 *=hy=-w
—z—y+z = 0 0 = 0 0 = 0

Luego Ker(T) = {(z, —z,0) : z € R} =[(1,—1,0)] y es claro que {(1,—1,0)} es base de Ker(T).
Para saber si un vector (a,b,c,d) € R* estd en la imagen de 7', tenemos que averiguar si existe un vector
(z,y,2) € R3 tal que (a,b,c,d) = T(x,y,z), es decir si el sistema

r+yt+z = a
r+y—2z = b
—r—y+z = d

es compatible. Si a la tercera ecuacién le sumamos la primera multiplicada por —2 y a la cuarta le sumamos
la segunda, obtenemos que el sistema anterior es equivalente al siguiente

r+y+z = a
r+y—2z = b
0 = ¢c—2a
0 = d+b
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Luego para que el sistema tenga solucién, necesariamente debe ser ¢ = 2a y d = —b, y es claro que si esto
sucede, entonces de las dos primeras ecuaciones siempre podemos despejar z, y, z (no en forma tnica). Luego
el sistema (5.7) es compatible si y solo si ¢ = 2a y d = —b, por lo tanto la imagen de T es

Im(T) = {(a,b,c,d) € R*: ¢c=2a, d= —b}. (5.8)

Notar que determinar Im(7") fue bastante mas complicado que determinar Ker(7"). Una alternativa es aplicar
la proposicién 5.2.5. Si consideramos B = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} la base canénica de R?, entonces

7(1,0,0) =7(0,1,0) = (1,1,2,-1), T(0,0,1) = (1,—-1,2,1).

Luego T'(B) = {(1,1,2,—-1), (1,—1,2,1)} es un generador de Im(T") y claramente es LI. Asi que T(B) es
una base de Im(7) y por lo tanto

Im(T) =[(1,1,2,-1), (1,-1,2,1)]. (5.9)
Es un ejercicio el verificar que las dos formas de describir Im(7") dadas por (5.8) y (5.9), coinciden.
El siguiente resultado muestra que el nicleo y la imagen de una transformacién lineal estan relacionados.
Teorema 5.2.8. SiT :V — W es una transformacion lineal, entonces

dim Ker(7T) + dimIm(7") = dim V.

Dem. Sea By = {v1,...,v,} una base de Ker(7T'). Como {vy,...,v,} C V es LI, entonces existen wy, . .., Wy,
en V tales que By = {v1,...,vp, w1,...,wy} es una base de V. Luego

T(B2) ={T(v1),...,T(vn), T(w1),...,T(wm)}

es un generador de Im(7"). Pero T'(vy) = --- = T'(v,) = 0, asi que By = {T'(w1),...,T(wp)} también es un
generador de Im(7"). Veamos que Bz es LI. Sean aj ..., a, € k tales que a1T(w1) + -+ + anT (wy,) = 0.
Luego

T(awy + -+ apwp) =0 =  aqwi + -+ apwy € Ker(T) = [v1,...,0,].

Entonces existen b; ..., b, € k tales que
QW+ 4 AWy = b1v1 4+ byvy = bog + - 4 buvn + (—a1)wy + -+ + (—am)wy, = 0.

Como B; es base de V', deducimos que es by =---=b, =a; =--- = a,, = 0. Luego Bs es LI y por lo tanto
es base de Im(T"). Entonces

dimKer(T') + dimIm(T) = #B1 + #Bs =n+m = #By = dimV. [
Ejemplo 5.2.9. Sea T : R? — R3 definida por
T(x,y,2)=(x+y+2z,x+2y+2)

Razonando como en el ejemplo 5.2.7 se obtiene que {(—1,—1,1)} es una base de Ker(T) y que el conjunto
G = {(1,1,0), (1,0,1), (2,1,1)} es un generador de Im(7). Luego dimKer(T) = 1 y como dimR? = 3,
entonces el teorema anterior implica dimIm(7") = 2. Como el generador G de Im(T') tiene tres elementos,
para obtener una base de Im(7") alcanza con tomar dos elementos de G' que sean LI; en este caso cualquier
par de esos elementos lo verifica, luego

{(1,1,0), (1,0,1)}, {(1,1,0), (2,1,1)}, {(2,1,1),(1,0,1)}

son bases de Im(T).
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Isomorfismos. A las transformaciones lineales biyectivas se les llama isomorfismos. Si existe un isomor-
fismo entre dos espacios vectoriales, entonces se dice que los espacios son isomorfos. Si dos espacios son
isomorfos, entonces existe una correspondencia uno a uno entre sus vectores y esta correspondencia respeta
las operaciones. Luego los espacios isomorfos tienen las mismas propiedades como espacios vectoriales.

Proposicién 5.2.10. Si T : V. — W es un isomorfismo, entonces su funcion inversa T=1 : W — V es
también una transformacion lineal y por lo tanto es un isomorfismo.

Dem. La funcién inversa T~! : W — V estd definida por T~ !(w) = v si y solo si w = T(v), para todo
veV, weW. Sean wi,wy € Wy a € k. Consideremos v; = T~ (wy) y v = T~ (ws). Como T es lineal, es

T(avi + va) = aT(v1) + T(v2) = awy + wy = T_l(awl +wo) = avy + vy = aT_l(wl) + T_l(wg). O

Dados dos espacios V' y W, escribiremos V ~ W para indicar que V' y W son isomorfos. Notar que la
relacion entre espacios de “ser isomorfos” es de equivalencia, es decir, verifica

VeV, VoW == WV, VeWyW~U = VU

La primera propiedad se debe a que la funcién identidad es un isomorfismo, la segunda a la proposicién
anterior y la tercera a que claramente la composicion de isomorfismos da un isomorfismo.

Proposicion 5.2.11. Si dos espacios son isomorfos, entonces tienen la misma dimension.

Dem. Si existe un isomorfismo 7' : V. — W y B es una base de V, entonces T(B) es una base de W
(proposicién 5.2.5) y por lo tanto dim W = #T'(B) = #B = dim V. O

El siguiente resultado es interesante, porque la inyectividad y la sobreyectividad no suelen estar relacionadas.

Teorema 5.2.12. Si T : V — W es una transformacion lineal entre dos espacios que tienen la misma
dimension, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. T es inyectiva,
2. T es sobreyectiva,
3. T es un isomorfismo.

Dem. Es claro que la tercera afirmacién implica las dos primeras. Asi que solo hay que probar que T es
inyectiva si y solo si es sobreyectiva.

Recordar que en el teorema 5.2.8 probamos que vale la siguiente férmula
dim Ker(7) + dimIm(7) = dim V. (5.10)

Si T es inyectiva, entonces Ker(7") = {0} y usando (5.10) deducimos dim Im(7") = dim V. Como por hipétesis
es dimV = dim W, entonces dim Im(7") = dim W y por lo tanto Im(7") = W.

Si T es sobreyectiva, es Im(T') = W y por lo tanto dim Im(7") = dim W = dim V. Entonces usando de nuevo
(5.10) deducimos dim Ker(7") = 0; luego Ker(T") = {0} y por lo tanto T" es inyectiva. O

Proposiciéon 5.2.13. Sean T :V - W y S: W — V transformaciones lineales entre espacios de la misma
dimension. Si S oT = Idy, entonces T y S son isomorfismos y T = S~1.

Dem. Es fécil de probar que S oT = Idy implica que T es inyectivo y S es sobreyectivo (esto vale para
funciones, no requiere linealidad). Luego el teorema anterior implica que 7"y S son isomorfismos. Entonces

SoT=Idy = S 'oSoT=81oldy = IdygoT=5"! = T=51 @O
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Coordenadas. Sea V un espacio un espacio de dimensién n y B = {vy,...,v,} una base ordenada de
V', es decir una base para la cual fijamos un orden en sus elementos. Si v € V, entonces existen tnicos
x1,..., Ty € k tales que v = xyv1 + -+ + 20, La n-upla (x1,...,2,) € k™ son las coordenadas del vector
v en la base B y escribimos coordp(v) = (z1,...,2,). En lo que sigue vamos a considerar la funcién
coordp : V' — k", que asocia a cada vector v € V su vector de coordenadas coordp(v) € k™. Dejamos como
ejercicio el probar que coordp : V' — k™ es una transformacién lineal (esto se puede probar directamente o
usando la proposicién 5.1.7).

Proposicion 5.2.14. S§i V es un espacio de dimension n, entonces V ~Kk". O
Dem. Sea B = {vi,...,v,} una base ordenada de V. Si v € V es tal que coordg(v) = (0,...,0), entonces
v =0v; + -+ 0v, = 0. Luego coordp : V — k™ es una transformacién lineal inyectiva entre dos espacios
de la misma dimensién y por lo tanto es un isomorfismo (teorema 5.2.12). O

Ejemplos 5.2.15. En los ejemplos siguientes las bases son ordenadas.

1. Si consideramos la base canénica B = {1, x,...,z"} de k,[x], entonces
coordp(ag + a1z + - - - + axz™) = (ag, ay, ..., a,) € K"
2. Si B=/{ey,...,ey} esla base canénica de k™, entonces para cada (x1,...,x,) € k" vale (z1,...,z,) =
xie1 + -+ + xpey y por lo tanto coordp(xy, ..., zn) = (x1,...,2,). Luego coordg = Id : k™ — k™.

3. Si B = {e11, €12, €21, €22} es la base canénica de Myx2(k), entonces (‘c‘ Z) = ae11 + beis + ceoan + deaa,
luego coordp : Maxo(k) — k* estd definida por coordp ((‘g Z)) = (a,b,c,d).

4. El conjunto By = {(1,1), (1, 1)} es una base de R2. Para hallar las coordenadas de un vector genérico
(z,y) € R?, tenemos que resolver

_ a+b = =z rt+y . x—yY
R R B A

Luego
@) =520+ ) = oot = (P52 TG0

5. Consideramos ahora la base By = {(1,—1), (1,1)} de R%. Si (z,y) € R?, entonces

T —y T4y r—y ﬂf+y>

2

(z,y) = (1,-1) +

(17 1) = COOI‘dBQ (CU, y) = < 9 2

Notar que By y B3 coinciden como bases, pero no como bases ordenadas. Por eso es que las coordenadas
en la base B; son distintas que en la base Bs.
Proposicion 5.2.16. Dos espacios son isomorfos si y solo si tienen la misma dimension.

Dem. Sean V' y W dos espacios. El directo lo vimos en la proposiciéon 5.2.11. Para el reciproco, si dimV =

dim W = n, entonces V ~ k™ y W ~ k™ luego V ~ W. O
Observacion 5.2.17. Supongamos que V y W son espacios tales que dimV = dimW = n. Si elegimos
B ={vi,...,v,} y C ={wi,...,w,} bases ordenadas de V' y W, respectivamente, entonces el isomorfismo

dado por la proposiciéon anterior es el mapa 7' : V' — W definido por
T(z1v1 + - 4+ Tpop) = Trw1 + - -+ + Tpwy, Vrp,...,z, €k

Este resultado también se puede obtener aplicando la proposicién 5.1.7.
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5.3. Matriz asociada

En esta seccién veremos que dada una transformacion lineal T : V. — W, si elegimos bases de V' y W,
entonces a T' le podemos hacer corresponder una cierta matriz. Esa matriz contiene toda la informacion de
T, por lo que, conociéndola, conocemos 7.

De ahora en adelante vamos a asumir siempre que las bases estéan ordenadas. Ademaés, usaremos la siguiente

notacién: si vy,...,v, € k™, entonces [v1]---|v,] € Mpxn(k) es la matriz cuyas columnas son los vectores
v1,. .., Uy escritos en forma vertical. Por ejemplo, si v1 = (1,2), vo = (3,4) y v3 = (5,6), entonces
orloalos] = (23 2).
2 46
Matriz asociada. Sea T : V — W una transformacién lineal. Si B = {vy,...,v,} y C = {w1,..., wn}

son bases de V' y W respectivamente, entonces la matriz asociada a T en las bases B y C, es la matriz
o Tlg € Mpxn definida por

o [Tg == [coorde (T(v1))] -+ |[coorde (T'(vn))] -

Mas explicitamente, si escribimos

T(v1) = anwi+agqwa + -+ apmiwp,
T(v,) = apwi + azpws + -+ + AW,
entonces
ailr o Qln
clTp = a:m a?n : (5.11)
Ami ° Qmn

Proposicion 5.3.1. 5i T :V — W es una transformacion lineal y B y C' son bases de V. y W respectiva-
mente, entonces

coorde (T'(v)) = ¢ [T]p - coordp(v), Vv e V. (5.12)
En la férmula anterior, coordp(v) y coorde (T (v)) estdn pensados como vectores columna.

Dem. Sean B = {v1,...,v,} y C = {wi,...,wy}. Definimos  [T]z = (aij) € Mpxn como en (5.11). Si
v € V, entonces existen xy,...,x, € k tales que v = x1v1 + - - - + x,v,. Luego

T(v) =T(x1v1 + - + xTpvy)
=x1T(v1) + -+ x,T(vy)
= z1(apiwy +  + Gm1wWm) + -+ T (@1pW1 + -+ GpnW)

= (r1a11 + -+ Tpaip)wr + -+ (T1am1 + -+ Tpamn)Wn

Lo anterior prueba que si coordg(v) = (z1,...,,), entonces
coordc (T(v)) = (x1a11 4+ + TpQin, -y T1Qm1 + -+ Tplmn)-
Esta ultima férmula equivale a (5.12). O
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Observacion 5.3.2. Si T : k™ — k™ es una transformacion lineal, entonces sabemos que existe A € M, xy
tal que T'= L4, es decir, T'(v) = Awv, para todo v € k™. Es facil de probar (usando la proposicién anterior o
las férmulas (5.3)) que si B C k™ y C' C k™ son las bases candnicas respectivas, entonces A = . [T 5.

Ejemplos 5.3.3.

1. Sea T : Ry[x] — R3 definida por T'(a+bz) = (a+b, a+2b, 2a+Db), para todo (z,y) € R% Consideremos
la base B = {1+, 1 —x} y la base canénica C = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}. Luego

2 0
T(1+2)=(233), T(1—2)=(0,-1,1) = ,[T)z=[3 -1
3 1

Observar que en este caso fue facil obtener [T, porque C es la base canénica de R3.

2. Consideremos la transformacién lineal 7' : Ry[z] — R3 del ejercicio anterior, pero ahora con las bases
B={l4z 1-z}yC=1{(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)}. Calculando las coordenadas de un vector genérico
(z,y,2) en la base C, obtenemos coordc(z,y,2) = (2, y — z, x — y). Luego

coorde (T(1 + z)) = coorde(2,3,3) = (3,0,—1), coorde(T(1 — z)) = coorde(0,—1,1) = (1,-2,1).

Entonces la matriz asociada es [T]z =1 0 -2
-1 1

3. Consideremos las bases B = {(1,0), (1,1)} de R? y C' = {(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)} de R3. Suponga-

mos que T : R? — R3 es una transformacién lineal de la cual su matriz asociada es

S =N

1
clTlp=1{0
1

Veamos cémo obtener 7. Hallando las coordenadas de un vector genérico (z,y) en la base B obtenemos
coordp(z,y) = (z — vy, y). Luego
()=
Y

coorde (T'(z,y)) = (1) ?
1 0 T—y
y por lo tanto
T(z,y) = (x+y)(1,1,1) + y(1,1,0) + (z — y)(1,0,0) = 2z +y, x + 2y, T +y).
Entonces T estd definida por T(z,y) = (2z +y, = + 2y, = + y), para todo (z,y) € R%.

El siguiente resultado muestra que la férmula (5.12) caracteriza a la matriz asociada.

Proposicién 5.3.4. Sea T : V — W wuna transformacion lineal, B una base de V' y C una base de V. Si
una matriz A verifica

coorde (T (v)) = A - coord(v), (5.13)

para todo v € V, entonces A= [T p.
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Dem. Sea B = {v1,...,v,}. Entonces coordp(v;) = e;, para todo i, siendo {ey,...,e,} la base candnica de
k™. Notar que el producto Ae; nos da la columna i-ésima de A. Por otro lado (5.13) implica

coordc(T(vi)) = Ae;, Vi=1,...,n.

Entonces
A = [Aey| - |Aey] = [coorde (T (v1))] - [coorde (T'(vn))] = ¢ [T]. O

A continuacién veremos c6mo se relaciona la matriz aociada con las operaciones en transformaciones lineales.
Proposicion 5.3.5. Sean V, W y U espacios vectoriales. Consideremos bases respectivas B, C' y D.

1. Sean T, Ty : V. — W dos transformaciones lineales y a € k, entonces
clli+adhg =Ml +acTp. (5.14)

2. Sean T :V =W yS: W — U dos transformaciones lineales, entonces
plSoTlg=plSle-cTlp (5.15)
Dem. Sabemos que para todo v € V, valen
coorde (T1(v)) = ¢ [Th] g - coordp(v), coorde (T (v)) = - [Ta] g - coordp(v).
Entonces usando la linealidad de coords, obtenemos
coorde ((Ty + aT»)(v)) = coorde (T1(v) + aTz(v)) = coorde (T1(v)) + acoorde (Ta(v))
= o [T1] g - coordp(v) + a o [To] 5 - coordp(v) =(p [Th]g + a - [T2] ) - coordp(v).

Como esto vale para todo v € V', aplicando la proposicién 5.3.4 obtenemos (5.14). Veamos ahora la segunda
afirmacion. Para todo v € V' y w € W, valen

coorde (T'(v)) = ¢ [T] - coordp(v), coordp (S(w)) = p [S]c - coorde(w).
Entonces

coordp ((S o T)(v)) = coordp (S(T(v)))= p [S]¢ - coorde (T'(v)) = f [S]e - (¢ [T]g - coordp(v))
= (plSle - ¢ [T]p) - coordp(v), VveV.

Luego aplicando de nuevo la proposicién 5.3.4, obtenemos (5.15). O

Observacion 5.3.6. Sea T': V' — W una transformacion lineal. Si B C V'y C C W son bases y A =  [T]p,
entonces la férmula (5.12) se puede escribir de la forma

coorde (T'(v)) = La(coordp(v)), Vv eV,

lo cual equivale a coordc oT' = L 4 o coordp. Esa relacién se suele escribir diciendo que el siguiente

v—L.ow (5.16)
coordBi lcoordc

k" —— k™
A

es un diagrama conmutativo. La conmutatividad de (5.16) nos dice que si identificamos un vector con sus
coordenadas en la base correspondiente (v € V' con coordg(v) € k™ y w € W con coordc(w) € k™), entonces
T :V — W se identifica con la transformacién lineal L4 : k™ — k™, siendo A = [T .
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Recordar que L(V, W) es el espacio de las transformaciones lineales de V' en W.

Proposicion 5.3.7. Sean V y W espacios vectoriales tales que dimV =n y dimW = m. Sean B una base
de V y C una base de W. Definimos una funcion ® : LIV,W) = My, xn(k) mediante ®(T) = [T, para
todo T € L(V,W). Entonces ® : LIV,W) = My, xn(k) es un isomorfismo.

Dem. La primera parte de la proposicién anterior implica que ® : L(V, W) — M, «n (k) es una transforma-
cién lineal. Ademds es claro por la férmula (5.12) que si T' € L(V, W) verifica  [T]z = 0, entonces T' = 0.
Luego Ker(®) = {0} y por lo tanto ® es inyectiva.

Probaremos ahora que ® es sobreyectiva. Dada A € M, «n(k), consideremos L4 € L(k", k™) y definamos
T € £(V, W) mediante la composicién T :=(coorde) " o L4 o coordp. Luego

coordc o T = Lyocoordg = coorde (T (v)) = A-coordg(v), YveV.
Entonces la proposicién 5.3.4 implica [Tz = A, es decir, ®(T) = A. Esto prueba la sobreyectividad. O
Corolario 5.3.8. Si V y W son dos espacios vectoriales, entonces dim L(V, W) = (dim V')(dim W).
Esto se debe a que si dimV =n y dim W = m, entonces L(V, W) ~ M,,x,(k) implica
dim L(V, W) = dim My xn(k) = mn = (dim V) (dim W). O

A continuacién veremos como se refleja en la matriz asociada el que una transformacién lineal sea un
isomorfismo. Recordar que si existe un isomorfismo 7' : V' — W, entonces V' y W tienen la misma dimensién.

Proposicion 5.3.9. Sea T : V — W wuna transformacion lineal entre dos espacios de la misma dimension y
sean B y C bases de V' y W respectivamente. Entonces T es un isomorfismo si y solo si o [T es invertible.
En ese caso vale

B [T_l}c =(5 [T]c)_l : (5.17)

Dem. Si T es un isomorfismo, entonces existe su inversa T~ que verifica 77! o T' = Idy. Luego

B [T_l OT]B =B [Id]B = B [T_l]c ) C[T]B =1

Como ambas matrices son cuadradas, esto implica que son invertibles y que vale (5.17).
Reciprocamente, supongamos ahora que [Ty es invertible. Si v € Ker(T'), entonces

T(v)=0 = coordc(T(v)) =0 = [T]g-coordg(v)=0 = coordg(v)=0 = v=0.
Luego T': V. — W es inyectiva y como es dim V = dim W, concluimos que T es un isomorfismo. O

Corolario 5.3.10. Si A € M, entonces L4 : k™ — k" es un isomorfismo si y solo si A es invertible. En
caso afirmativo es(Ly) "' = L.

Dem. Si C' es la base candnica de k™, entonces  [La], = A. Luego se aplica la proposicién 5.3.9. O

A continuacién veremos que invertibilidad de una matriz esté relacionada con la dependencia lineal de sus
filas y de sus columnas. Este resultado serd usado en la seccién siguiente.

Proposicién 5.3.11. Sea A una matriz cuadrada. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. La matriz A es invertible.

2. Las columnas de A forman un conjunto linealmente independiente.
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3. Las filas de A forman un conjunto linealmente independiente.

Dem. Supongamos A € M, (k) y sean Ay, ..., A, € k™ las columnas de A. Recordar quesi {ey,...,e,} esla
base candnica de k™, entonces es A; = Ae; = La(e;), para todo i = 1,...,n; luego Im(L4) = [A44, ..., Ay].
La equivalencia entre las afirmaciones 1 y 2 se debe a lo siguiente.

A es invertible < L4 : k™ — k™ es un isomorfismo < L4 : k™ — k™ es sobreyectiva
< Im(Ly) =k" & [A1,..., A, =k" & {4;,..., Ay} es un generador de k"
< {A1,...,A,} es una base de k" < {4;,...,A,} es LL

La afirmacién 3 es equivalente a las otras, dado que las filas de A son las columnas de A?, y A es invertible
si y solo si lo es A O

Matriz de cambio de base. Si By C son dos bases de un mismo espacio V', entonces a la matriz . [Id] 5
se le llama la matriz de cambio de base de B a C. En este caso la férmula (5.12) queda en

coordc(v) = - [Id] 5 - coordp(v), Vv e V. (5.18)
Esto nos permite conocer las coordenadas de un vector en la base C' sabiendo sus coordenadas en B.
Lo que sigue muestra cémo se relacionan g [Id] con  [Id] 5.

Proposicion 5.3.12. Sean B y C dos bases de un mismo espacio V. Entonces la matriz de cambio de base
g Id]o es invertible y su inversa es la matriz de cambio de base  [Id]p.

Dem. Como la funcién identidad Id : V' — V es un isomorfismo, entonces aplicando la proposiciéon 5.3.9
obtenemos que g [Id]; es invertible y (5 [Id],) ™" = o [Id~1] 5=cldp. O

Ejemplo 5.3.13. Consideremos en el espacio Ry[z] los conjuntos B = {3z + 2,20 + 1} y C = {z + 1,1}.
Dejamos como ejercicio el verifcar que B y C son bases de Ry[z]. Operando, obtenemos que las coordenadas
de un polinomio genérico a+ bz en la base C' son coordc(ax +b) = (a,b—a). Luego coord¢(3z+2) = (3, —1)
y coordc(2z + 1) = (2,—1) y por lo tanto

o], = (_31 _21> .

Luego aplicando la proposiciéon 5.3.12 obtenemos

pldle = (_31 _21> R - <_11 _23> :

Luego aplicando la férmula (5.18) obtenemos

1 2 a 2b—a
coordp(ax +b) = 5 [Id]~ - coordc(ax + b) = <_1 _3) <b B a> = <2a _ 3b> .
Entonces
coordg(ax +b) = (2b—a, 2a —3b) = ar+b=(20—a)B3x+2)+ (2a —3b)(2z +1).

El siguiente resultado tiene varias aplicaciones, por ejemplo sirve para probar que un conjunto es una base.

95



Proposicién 5.3.14. Sea B = {vy,...,v,} una base de un espacio V' y consideremos wy, ..., w, € V. Sean
aij € k tales que wj = Y1 | a;jv;, para todo j =1...,n. Consideremos A = (a;j) € My(k) y A = det(A).

Entonces C' = {wy,...,wyp} es base de V' si y solo si A # 0. Ademds, en caso afirmativo es p[Id]c = A.
Dem. Sixy...,x, €k, entonces
n n n n n n n
ijwj = Za:jZaij v; = Zz%aij v; = Z Ai5Tj | Uj.
j=1 j=1 =1 j=1i=1 i=1 \ j=1
Como B = {v1,...,v,} es LI, entonces vale Z?Zl zjw;j = 0siy solo si 22:1 a;jjz; =0, paratodoi=1...,n.
Esto 1dltimo puede escribirse
a1ty + -+ apr, = 0
: (5.19)
11+ + apptp = 0

Como C tiene la misma cantidad de elementos que la dimensién de V', entonces C es una base de V siy
solo si es LI, y esto ocurre si y solo si el sistema (5.19) es compatible determinado, lo cual equivale a A # 0.
La ultima afirmacién es consecuencia de cémo estan definidos los vectores wq, ..., ws,. O

El siguiente resultado describe como se relacionan las matrices asociadas a una misma transformacién lineal
en bases distintas.

Proposicion 5.3.15. Sea T : V — W wuna transformacion lineal. Sean By, By bases de V' y C1, Cy bases de
W. Entonces
Co [T]BQ = Co [Id]Cl ’ C1 [T]Bl ’ B1 [Id]BQ )

siendo ¢, [Id]¢, vy g, [Id]g, las matrices de cambio de base.

Dem. La prueba consiste en aplicar reiteradamente la férmula (5.15):

Co [T]Bg = Co [Id oTo Id]Bg = Co [Id © T]Bl "By [Id]B2 = Co [Id]Cl ‘Cy [T]Bl "By [Id]Bg U

Ejemplo 5.3.16. Queremos saber cémo cambian las coordenadas de un vector en el plano R? cuando
rotamos nuestro sistema de coordenadas un dngulo 6 en sentido positivo (antihorario). Sea B = {i, j} la
base canénica. El nuevo sistema de coordenadas va a tener una base C' = {ip, jo}, en que iy y jo estdn
definidos por

ip =cosfi+senfj, jo= —senfi+ cosbj.
l\ l
\ 1Y
\ 1
VY I
\ ~ P
\ J Pae
Jo -7
”
s
”
s
”
e
27X
”
iy
e 0
__________ 5 e
e \ 7 T

Figura 5.1: Rotacién de ejes
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Si consideramos un vector v € R?, entonces v va a tener ciertas coordenadas (r,y) en la base B y otras
coordenadas (X,Y") en la base C, por lo cual

v=xi+ yj y v = Xig+ Yjp.
Queremos saber cémo se relacionan (x,y) y (X,Y). La matriz de cambio de base de C' a B es

cosf) —senb
g d]o = ( )

senf)  cosf

Luego (z,y) se obtiene de (X,Y) usando la férmula de cambio de base

- — Xcosh —Y
coordg(v) = 5 [Id] coordc(v) = (i) — <COS‘9 Sen@) <X> N {IE cos 0 sen 6

senf  cosf Y y=Xsenf +Y cosé

Si ahora queremos saber cdmo obtener las coordenadas (X,Y) a partir de las coordenadas (x,y), tenemos
dos caminos: o las despejamos de la formula anterior, o si no usamos la proposicién 5.3.12:

—1
cos@ —senfd cosf —send cosf senf
B[Id]C:( > = C[Id]B:< > :< )

senf  cosf senf)  cosf —senf cosd

Luego usando de nuevo la férmula de cambio de base, obtenemos

X cosf  send x X =xcosf +ysenb
coorde(v) = ~ [Id] 5 coordg(v = = =
c(v) = ¢ [ld]g B(v) <Y> <—sen6 cos@) (y) {Y = —xsenf + ycosb

Resumiendo, las férmulas para pasar de un sistema de coordenadas al otro son las siguientes.

v=Xipg+Yjy = v=(Xcosf —Ysenf)i+ (Xsenf +Y cosb)j,
v =i+ Yyj = v=(xcosf +ysend)ig+(—xsend + ycosh) jg.

5.4. Rango

Si A es una matriz, entonces llamamos rango o rango por columnas de A, a la cantidad méaxima de columnas
linealmente independientes que tiene A.

Ejemplo 5.4.1. Consideremos las matrices
10 01 1 001 1 20 3 0 00O
A=(0 101}, B=|0111|, C=1(12 0 3], D=0 0 0 O
0 011 0000 1 20 3 0000
Entonces rango(A) = 3, rango(B) = 2, rango(C') = 1 y rango(D) = 0.
Observacion 5.4.2. Si A € M, entonces el rango de A es n si y solo si las columnas de A forman un

conjunto linealmente independiente. Pero en la proposicién 5.3.11 vimos que esto equivale a que A sea
invertible. Luego A € M,, es invertible si y solo si el rango de A es n.

97



En estas notas hemos visto varias condiciones que equivalen a la invertibilidad de una matriz. Las resumimos
en el siguiente teorema.

Teorema 5.4.3. Si A € M,,, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

= La matriz A es invertible.

= FExiste una matriz B € M, tal que AB = 1.

= Fxiste una matriz B € M, tal que BA =1.

= El determinante de A es distinto de cero.

s Las columnas de A forman un conjunto LI

s Las filas de A forman un conjunto LI.

= El rango de A es n. O
Es claro que el teorema anterior implica lo siguiente.
Corolario 5.4.4. 5i A € M,,, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

= FEl determinante de A es cero.

s FExiste una columna de A que es combinacion lineal de las restantes columnas.

= FExiste una fila de A que es combinacion lineal de las restantes filas.

= El rango de A es menor que n. 0
A continuacién veremos otra forma de pensar el rango.

Proposicién 5.4.5. El rango de A € My,xn(K) coincide con la dimension del subespacio de K™ generado
por las columnas de A.

Dem. Sean Aj,...,A, € k™ las columnas de A. Consideremos W = [Aj,...,A,] el subespacio de k™
generado por Aj, ..., A,. Sirango(A) = r, entonces existe B = {4;,,...,A4;,} conjunto LI de columnas de
A. Si existiese otra columna Ay, de A que no es combinacién lineal de A;,, ..., A;,, entonces {A4;,, ..., A; , Ax}
serfa un conjunto LI de columnas de A, contradiciendo la maximalidad de r. Luego todas las otras columnas
de A son combinacién lineal de A4;,,...,A4; y por lo tanto B es un generador de W. Como ademaés B es LI,
concluimos que B es una base de W. Luego dimW = #B = r. O

SiT:V — W es una transformacion lineal, entonces llamamos rango de T' a la dimensién de la imagen de
T. El siguiente resultado muestra cémo se relacionan las dos definiciones anteriores de rango.

Proposicién 5.4.6.
1. SeaT € L(V,W). Si B y C son bases de V' y W respectivamente, entonces rango(T") = rango( [Tg).

2. Sea A € My,xn y consideremos Ly : k™ — k™. Entonces rango(A) = rango(Ly).
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Dem. Consideremos la primera afirmacién. Si B = {v1,...,v,}, entonces T'(B) = {T'(v1),...,T(vy)} es un
generador de Im(7") y por lo tanto el rango de T es la cantidad méxima de vectores LI que hay en T'(B).
Por otro lado es

o [T = [coorde (T (v1))]- - - [coorde (T (vn))] -

Como el mapa coordg : W — k™ (m = dim W) es un isomorfismo (y por lo tanto lleva conjuntos LI en
conjuntos LI), deducimos que la cantidad méxima de vectores LI que hay en T'(B) coincide con la cantidad
maxima de columnas LI que hay en - [T]g. Luego rango(T') = rango(. [T]g). La segunda afirmacién se
deduce de la primera, dado que A es la matriz asociada a L4 en las bases candnicas correspondientes. [

A continuacién veremos como se relaciona el rango con la equivalencia de matrices. Para eso necesitamos el
siguiente resultado.

Proposicion 5.4.7. Sean Vi Sviwh W1 transformaciones lineales.
1. Si S es sobreyectiva, entonces Im(T o S) = Im(T).
2. Si R es inyectiva, entonces dimIm(RoT') = dim Im(T).
3. 8t S y R son isomorfismos, entonces dimIm(R o T o S) = dim Im(T").

Dem. La primera afirmacién es valida aun cuando S y T son solo funciones. Para probarlo, notar que
siempre vale Im(7'0 S) C Im(T"). Por otro lado, si w € Im(T"), entonces existe v € V' tal que w = T'(v). Como
S es sobreyectiva, entonces existe v; € V; tal que v = S(vy). Luego w = T'(v) = T(S(v1)) = (T o S)(v).
Esto implica Im(7") C Im(7" o S) y por lo tanto Im(7 0 .S) = Im(T)).

Consideremos la segunda afirmacién. Sea dimIm(7) = ny B = {wy, ..., w, } una base de Im(7"). Probaremos
que C' = {R(w1),...,R(wy,)} es una base de Im(R o T'), lo cual implica la segunda afirmacién.

Como R es inyectiva y B es LI, se deduce que C' = R(B) es LI. Luego solo resta probar que C genera a
Im(RoT). Sea w € Im(RoT). Consideremos v € V tal que w = R(T'(v)). Como T'(v) € Im(T) y B es base de
Im(T), entonces existen a1, . . ., a, € k tales que T'(v) = Y"1 ; a;w;. Entonces w = R(T(v)) = Y1 | a; R(w;).
Esto prueba que C' es un generador de Im(R o T)).

La tercera afirmacién se deduce de las dos anteriores:
dimIm(RoT o S) =dimIm (Ro (T 0S)) =dimIm(T o S) = dimIm(7). O
Corolario 5.4.8. Si A, B € My,«n, son matrices equivalentes, entonces rango(A) = rango(B).

Dem. Como es A ~ B, entonces existen matrices invertibles P € M,, y Q € M,, tales que A = PB(. Luego
Ly = Lppg = LpoLpoLg. Como Py @ son invertibles, entonces Lp y Lg son isomorfismos y por lo
tanto rango(A) = dimIm(L,4) = dimIm(Lpg) = rango(B). O

Observacion 5.4.9. Cuando estudiamos la equivalencia de matrices, vimos que si A € Myxn v A # 0,
entonces existe un ntnero r, con 1 < r < min{m,n}, tal que 4 ~ &;"" := (IOT 8) € My xn, siendo I, € M,
la matriz identidad. Notar que el rango de ®," es r, dado que sus primeras r columnas son parte de la base
canénica de k™ y las otras columnas son nulas.

Proposicién 5.4.10. Si A € M,,xn, y A # 0, entonces existe un unico r, con 1 < r < min{m,n}, tal que
A~ &, Este niimero r es el rango de A.

Dem. Sabemos que existe 7, con 1 < r < min{m,n}, tal que A ~ ®;". Entonces aplicando el corolario
anterior obtenemos rango(A) = rango(®,"") = r. Luego r = rango(A), lo cual implica la unicidad de r. [
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El siguiente teorema muestra que dos matrices son equivalentes si y solo si tienen el mismo rango.
Teorema 5.4.11. Sean A, B € My, xn. Entonces A ~ B si y solo si rango(A) = rango(B).

Dem. El directo es el corolario de arriba. Supongamos ahora rango(A) = rango(B) = r. Si r = 0, entonces
A= B =0y porlotanto A ~ B. Sir > 0, entonces A ~ &;"" y B ~ &"" luego A ~ B. O

Observacion 5.4.12. La equivalencia de matrices parte al conjunto M,,x, en clases de equivalencia. El

teorema anterior nos dice que si k¥ = min{m,n}, entonces en M,,x, hay exactamente k + 1 clases de
. . . . . m,n m,n

equivalencia, que son las correspondientes a la matriz nula y a las matrices 7, ..., & "

Ahora veremos que la trasposicién no afecta el rango.
Proposicién 5.4.13. Si A € My, xn, entonces rango(A) = rango (A').

Dem. Sea r = rango(A). Entonces A ~ ®;"" y por lo tanto existen matrices invertibles P € M,, y Q € M,
tales que A = P®;""(Q. Luego

t t
At — (P(I)T’HQ) — Qt(q)?z,n) Pt — th);z,mpt‘
Como P!y Q! son matrices invertibles, deducimos A* ~ ®;"™ y por lo tanto rango(A?) = r = rango(A). O

Si A € M,,xn, entonces llamamos rango por filas de A a la cantidad méxima de filas linealmente indepen-
dientes que hay en A. Como la trasposiciéon de matrices intercambia las filas con las columnas, entonces la
proposicién anterior prueba que el rango por filas coincide con el rango por columnas.

Observacion 5.4.14. Como matrices equivalentes tiene el mismo rango, para calcular el rango de una matriz
siempre podemos realizar operaciones elementales en sus filas y columnas, con el objetivo de transformarla
en una matriz en la cual sea mas simple calcular el rango.

-7 4 1
Ejemplo 5.4.15. Sea A= | 4 -2 —2| € M3(R). Para calcular el rango de A, observar que si primero
1 -2 7

le sumamos a la primera columna la segunda multiplicada por 2 y luego a la tercera fila le sumamos la
primera multiplicada por 3, obtenemos:

-7 4 1 1 4 1 1 4 1
4 -2 2|~10 -2 =2]~|0 =2 =2
1 -2 7 -3 -2 7 0 10 10

Luego el rango de A coincide con el rango de la tltima matriz, que claramente es 2 (rango por filas).

Ahora veremos otra forma de calcular el rango, usando determinantes.

Sea A € Myxn(k). Los menores de orden h de A (1 < h < min{m,n}) son los determinantes de las
submatrices cuadradas de A de orden h, obtenidas suprimiendo m — h filas y n — h columnas de A.

1 2 5 0
Ejemplo 5.4.16. SiA=| 3 6 7 0 | € M3x4(R), entonces A tiene menores de orden 1, 2 y 3. Los
4 8 12 0

menores de orden 1 son simplemente los coeficientes de A. Los menores de orden 3 se obtienen suprimiendo
una columna de A:

2 5 0 1 5 0 1 2 0 1 2 5
6 7 0|=0, 3 7 0|=0, 3 6 0]=0, 3 6 7 |=0
8§ 12 0 4 12 0 4 8 0 4 8 12
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Los menores de orden 2 se obtienen suprimiendo una fila y dos columnas de A; por ejemplo los menores de
orden 2 que se obtienen eliminando la ultima fila son:

1 2 15 2 5 5 0 2 0 10
R R R e R e O P P
Los menores de orden 2 que se obtienen eliminando la fila del medio son:
1 2 1 5 2 5 5 0 2 0 10
‘4 8’_0’ ’4 12‘__8’ g 12 |~ 10 ‘12 0’_0’ ’8 0'_0’ ‘4 0‘_0
Los menores de orden 2 que se obtienen eliminando la primera fila son:
3 6 3 7 6 7 7 0 6 0 3 0
‘4 8‘_0’ ‘4 12'_8’ 8 12 =16, ‘12 0‘_0’ ’8 0‘_0’ ‘4 O‘_O'

Teorema 5.4.17. Si A € My,xn(k), entonces rango(A) = max{orden de M: M menor no nulo de A}.

Dem. Sean r = rango(A) y | = max{orden de M : M menor no nulo de A}. Queremos probar r = .

Sea B una submatriz cuadrada de A de orden ¢. Si ¢ > r, entonces como todo conjunto de ¢ columnas de
A es LD, deducimos que las columnas de B son LD y por lo tanto el determinante de B es cero. Luego si
q > r, entonces todos los menores de orden ¢ de A son nulos. Esto implica | < r.

Para probar | = r alcanza con mostrar que existe un menor no nulo de orden r de A. Como el rango de
A es r, entonces existen r columnas de A que son LI. Si C' es la matriz m x r formada por esas columnas,
entonces el rango de C' es r y por lo tanto existen r filas de C' que son LI. Sea D la submatriz de C' formada
por esas filas. Entonces D es una matriz r X r que tiene r filas LI y por lo tanto su determinante es distinto
de cero (proposicién 5.3.11). Asi que D es un menor de A que es no nulo y tiene orden 7. O

Ejemplo 5.4.18. En el ejemplo 5.4.16 obtuvimos que todos los menores de orden 3 son nulos y existe algin
menor de orden 2 no nulo, luego el rango de A es 2.

Si A € My,«n(k), entonces al nimero max{orden de M : M menor no nulo de A} se le llama el rango por
determinantes de A. Lo que hemos probado en esta seccidn es que, para una matriz dada, es lo mismo el
rango por columnas, el rango por filas y el rango por determinantes. Esto nos da tres alternativas para
calcular el rango de una matriz.

5.5. Espacio dual

En la proposicién 5.1.11 vimos que si V' y W son espacios vectoriales, entonces L£(V, W) es también un
espacio vectorial. Como el cuerpo k es un espacio vectorial, entonces a todo espacio V' le podemos asociar el
espacio V* := L(V,k) llamado el espacio dual de V. A los elementos de V* se les suele llamar funcionales.

Ejemplos 5.5.1. 1. Aplicando la proposicién 5.1.4, obtenemos que una funcién « : k™ — k esté en (k™)*
si y solo si existen aq,...,a, € k tales que
a(r1, ..., o) =a1x1 + -+ apxn, V(z1,...,7,) € K"

Asi que los elementos de (k)" son las funciones de la forma anterior.

2. Recordar que la traza de A = (a;;) € M, (k) estd definida por tr(A) = > " | a;;. Haciendo variar A en
M,, (k) obtenemos la funcion traza tr : M,(k) — k. Sabemos que vale tr(A + ¢B) = tr(A) + ctr(B),
para todo A, B € M, (k) y ¢ € k, luego tr € M,,(k)*.
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Proposiciéon 5.5.2. Sea o € V*. Si a no es la funcion nula, entonces a : V. — k es sobreyectiva y
dim Ker(a) = dimV — 1.

Dem. Si a € V* no es la funcional nula, entonces Im(a) # {0}. Como Im(a) C k es un subespacio y
dimk = 1, esto implica Im(a)) = k y por lo tanto « es sobreyectiva. Luego

dimV = dimKer(a) + dimIm(a) = dimKer(a) +1 = dimKer(a) =dimV —1. O

Sea V' un espacio vectorial. Si B = {ej,...,e,} es una base de V, entonces para cada ¢ = 1,...,n existe
una transformacion lineal e} : V' — k tal que

1 sii=y
ei(ej) = 0y = R E (5.20)
0 sii#j
Explicitamente, e : V' — k estd definida por e (xie1 + - + zpe,) = x4, para todo z1,...,z, € k.
Ejemplo 5.5.3. Si B = {ej,...,e,} es la base candnica de k™, entonces €7, ..., e} € (k™)* son las funciones
definidas por €} (z1,...,z,) = z;, para todo (z1,...,z,) € k™.
Proposicién 5.5.4. Sea B = {ei,...,e,} una base de V. Si definimos e7,... e € V* como arriba,

entonces:
1. Para todov €V, vale v =731, e(v)e;.
2. Para todo o € V*, vale v = 37" | ae;)er.

Dem. Siv eV, entonces existen escalares z; € k tales que v =) " | z;e;. Luego es ef(v) = x;, para todo i
y por lo tanto v = > | e¥(v)e;. Sea ahora a € V*. Si v € V, entonces usando la primera parte obtenemos

a(v) = a (Z ef(v)ez) = alefw)e) =) ef(v)ale) =Y aler)ei (v) = (Z a(@i)ﬁf) (v)-
i=1 ‘

i=1 i=1 i=1 i=1
Como esto vale para todo v € V, deducimos av = > | av(e;)er. O
Proposicién 5.5.5. Si B = {ey,...,e,} es una base de V', entonces B* := {e},...,e;} es una base de V*.

Dem. Como dimk = 1, entonces dim V* = dim £(V, k) = dim V. Ademas, la segunda parte de la proposicién
anterior implica que B* es un generador de V*. Entonces B* es un generador de V* con la misma cantidad
de elementos que la dimension de V* y por lo tanto B* es una base de V*. O

Si B ={e1,...,en} es una base de V, entonces B* = {ej,...,e}} es la base dual de B en V*.

Dual de una transformacion lineal. Si T : V — W es una transformacién lineal, entonces definimos
T : W* — V* mediante

T*(B) :=PoT, VBeW™
Notar que T*(3) : W — k estd definida de forma tal que el siguiente diagrama conmute

v-—L.w
AN

AN
T(8) N iﬁ
k

A la funcién T : W* — V* se le suele llamar la dual o la traspuesta de T.
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Proposiciéon 5.5.6. SiT : V — W es una transformacion lineal, entonces T* : W* — V* también es una
transformacion lineal.

Dem. Sean o, f € W* y a € k. Entonces T*(a+af) = (a+af)oT = aoT+a(foT) =T*(a)+aT*(B). O

Proposicién 5.5.7. Dados V y W, la funcion L(V,W) — L(W*,V*) definida por T — T*, para toda
T € L(V,W), es una transformacion lineal.

Dem. Consideremos T1,T» € L(V,W) y a € k. Sea § € W*, entonces
(T +aT2)"(B) = Bo (T1 + al) = Bo Ty +a(B o Tp) = T (B) + aT5 (B) = (17 + aT3) (B).
Como lo anterior vale para todo € W*, concluimos (71 + aT2)* = T + aT5 . O
La proposicién siguiente describe otras propiedades de la correspondencia T' +— T™*.
Proposicién 5.5.8. 1. Para todo espacio V, vale (Idy )" = Idy« : V* — V*.
2. 515:U—=V yT:V =W son transformaciones lineales, entonces (T o S)* = S* o T™*.
3. 51T :V - W es un isomorfismo, entonces T* : W* — V* es un isomorfismo y(T*)_1 = (T‘l)*.

Dem. La prueba de la primera afirmacién es inmediata: (Idy)*(«) = @ oIdy = «, para todo a € V*. Para
la segunda, es

(ToS)(a)=ao(ToS)=(aoT)oS =S (aoTl)=5((T"(a) =(S*oT")(a), YaecW*
Para la tercera, al ser ToT~! = T~! o T = Idy, aplicando las dos partes anteriores obtenemos
(ToT™) =(T ' oT) =1dy)* = (T oT*=T"o(T")" =Idy-.
Esta ultima igualdad implica que T™ es invertible y su inversa es (T‘l)*. O

A continuacién veremos que, en bases adecuadas, la matriz asociada a T™ es la traspuesta de la matriz
asociada a T'.

Proposicion 5.5.9. Sea T : V — W una transformacion lineal. Si B y C' son bases respectivas de V. y W,
entonces

B* [T*]C* = (c [T]B)t .

Dem. Sean B = {e1,...,en} vy C ={f1,..., fm}. Supongamos ~ [T]|z = (aij) y g« [I*]c+ = (bsij), entonces

D= aifi,, Yi=1,...n, (5.21)
=1
)= buer, Vi=1,....m. (5.22)

Aplicando la segunda parte de la proposicién 5.5.4 y la férmula (5.21), obtenemos

n

T*(f7) =Y (T*(f)) Zfz ) e =Y ff (Z aikfi)
k=1 \i=1

n

Zazkfl fz k

k=1 k=1 1i=1
=303 audieci = Z a .
k=1 1i=1
Comparando esta expresién de T*(f*) con la de (5.22), deducimos a;, = by, para todo [, k. O
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Apéndice A
Conjuntos, relaciones y funciones

Si bien en este texto asumimos que el lector tiene los conocimientos béasicos sobre teoria de conjuntos que se
suelen ver en los cursos de ensenanza secundaria, vamos a hacer un breve repaso de los mismos con énfasis
en las relaciones y funciones, lo que de paso nos permite fijar ciertas ideas y notaciones que se usan en este
texto. En lo que sigue no vamos a ser muy formales y a menudo usaremos conceptos que no definiremos
pero que deben ser bien conocidos por el lector.

En teoria de conjuntos partimos de tres conceptos primitivos, que son conjunto, elemento y pertenencia. En
general usaremos letras mayusculas para los conjuntos, minusculas para los elementos y el signo € para la
pertenencia. El simbolo () denota al conjunto vacio, que es el conjunto que no tiene elementos. Decimos que
dos conjuntos son iguales si tienen los mismos elementos. En particular estamos asumiendo que los conjuntos
no tienen elementos repetidos y que no estan ordenados. Por ejemplo, vale

{a,b} = {b,a} = {a,a,b}.

Decimos que el conjunto A estd contenido en el conjunto B o que A es un subconjunto de B y escribimos
A C B si todos los elementos de A estdn en B. Si ademés existen elementos de B que no estan en A, entonces
decimos que A estd contenido estrictamente en B y escribimos' A C B. Observar que A y B son iguales si
y solo si A estd contenido en B y B estd contenido en A. En simbolos,

A=B & ACByBCA.

Dados dos subconjuntos A y B de un conjunto X, su unién AU B y su interseccion A N B se definen

mediante
AUB:={zx e X: z€ Aoz e B}, ANB:={rxreX: ze€Ayxc B}

También definimos su resta A\ B mediante
A\B:={zx € A: x ¢ B}.

La unién e interseccién de dos conjuntos se generaliza naturalmente a una familia arbitraria {A,}aea de
subconjuntos de X

UAO(::{xEX: Ja € A tal que z € A, }, ﬂAa::{xeX: x € An, Va € A},
acA acA

Cuando consideremos un conjunto cuyos elementos son a su vez conjuntos, a veces le llamaremos familia
para evitar confusiones. Dado un conjunto A, su conjunto potencia o conjunto de las partes de A es la familia
de todos los subconjuntos de A; la potencia de A la escribiremos P(A) (también se escribe 24).

!Conviene tener cuidado con estas notaciones, porque hay quien escribe A C B en vezde AC By AC Ben vez de A C B.

104



Para simplificar, de ahora en adelante asumiremos que los conjuntos con los que trabajamos son no vacios.
Eso nos evita entrar en discusiones técnicas, que no ayudan en una primera aproximacion a estos temas.

Un par ordenado es un conjunto de dos elementos en el cual fijamos un orden para los mismos. Formalmente,
dados dos elementos a, b el par ordenado (a,b) se define por (a,b) := {{a}, {a,b}}. De esta forma vale

(a,b) =(c,d) & a=cyb=d.

Dados dos conjuntos A y B, su producto cartesiano es el conjunto A x B := {(a,b) : a € Ayb € B}.
Muchos conceptos matematicos se definen por medio de relaciones entre conjuntos. Una relacidn R entre
dos conjuntos A y B es, por definicién, un subconjunto de A x B. Las relaciones que més aparecen, son las
relaciones de orden, las relaciones de equivalencia y las funciones.

Relaciones de orden. Un orden parcial en un conjunto A es una relacion R C A x A que verifica las
siguiente propiedades.

» Refleriva: (a,a) € R, para todo a € A.
» Antisimétrica: si (a,b) € Ry (b,a) € R, entonces a = b.
» Transitiva: si (a,b) € Ry (b,c¢) € R, entonces (a,c) € R.

En general se suele usar el simbolo < para el orden parcial y escribir a < b para (a,b) € R. Con esta notacién
las propiedades anteriores se escriben:

a<a, Va€eA, a<byb<a = a=b a<byb<c¢c = a<c

Un conjunto parcialmente ordenado es un par (A, <), en el cual A es un conjunto y < es un orden parcial
en A. Si un orden parcial verifica que todos los elementos de A son comparables, es decir que dados a,b € A
vale siempre a < b o b < a, entonces se dice que el orden < es total y que (A, <) es un conjunto totalmente
ordenado. Por ejemplo el conjunto de los niimeros reales con el orden usual es un conjunto totalmente
ordenado. Por otro lado, dado un conjunto arbitrario A, su potencia P(A) es un conjunto parcialmente
ordenado con el orden dado por la inclusién, es decir, definiendo X <Y cuando X C Y. Este tltimo orden
en general no es un orden total (depende del conjunto A).

Supongamos que (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado. Veremos algunas definiciones.
= Sia,be A verifican a < by a # b, entonces escribimos a < b.
= Un elemento a € A es mazimal si no existe b € A tal que a < b.

= Si B es un subconjunto de A, entonces un elemento a € A es una cota superior de B si a verifica b < a,
para todo b € B.

= Una cadena en A es un subconjunto B de A tal que B es un conjunto totalmente ordenado, con el
orden de A a restringido a B .

Con las definiciones anteriores estamos en condiciones de enunciar el siguiente.

Lema de Zorn: si en un conjunto parcialmente ordenado se cumple que toda cadena tiene una cota superior,
entonces el conjunto tiene algin elemento maximal.

El lema de Zorn no se puede deducir de los otros axiomas de la teoria de conjuntos, pero se puede probar
introduciendo el axioma de eleccion, aunque en realidad son equivalentes. Se utiliza para probar propiedades
en conjuntos infinitos, por ejemplo, para demostrar que todo espacio vectorial admite una base.
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Relaciones de equivalencia. Sea A un conjunto. Una relacion R C A x A es de equivalencia si verifica
las siguiente propiedades.

» Refleriva: (a,a) € R, para todo a € A.

» Simétrica: si (a,b) € R, entonces (b,a) € R.

» Transitiva: si (a,b) € Ry (b,c) € R, entonces (a,c) € R.
En este caso se suele usar el simbolo ~ para la relacién R y escribir a ~ b para (a,b) € R. Con esta notacién
las propiedades anteriores se escriben:

a~a, YVa€A, a~b=>b~a, a~byb~c = a~c

Supongamos que ~ es una relaciéon de equivalencia en A. Si a € A, entonces la clase de equivalencia de a es
el conjunto @ := {x € A: x ~ a}. Al conjunto de las clases de equivalencia A/~:= {a: a € A} se le llama
el conjunto cociente de A por la relacién ~. El conjunto cociente A/~ es un subconjunto de P(A).

Las relaciones de equivalencia en A estan directamente relacionadas con las particiones de A. Una particion
de un conjunto A es un subconjunto X de P(A) que verifica las siguientes condiciones:

SXeX=X#A0 siX,YeXyXnY#£0=Xx=Y; [JX=4
Xex

Observar que si a,b € Ay anb # (), entonces es a ~ b y por lo tanto @ = b. Ademés si a € A, entonces es
a € @, luego @ # (), para todo a € A, y también es claro que vale | J,.4 @ = A. Esto prueba que el conjunto
cociente A/~ es una particién de A. Reciprocamente, si X C P(A) es una particién de A y definimos una
relaciéon ~ en A mediante a ~ b si y solo si existe X € X tal que a,b € X, entonces es ficil de probar que
~ es una relacién de equivalencia en A. Luego existe una correspondencia uno a uno entre relaciones de
equivalencia en A y particiones de A.

Funciones. La idea de funcién entre dos conjuntos, es la de una correspondencia que asocia a cada
elemento de uno de ellos un tnico elemento del otro. Lo que sigue es una manera de formalizar esa idea.
Una funcion es una terna (X,Y, f) en la cual X e Y son dos conjuntos y f C X x Y es una relacién que
verifica que para todo x € X existe un unico y € Y tal que (z,y) € f.

La notacién f : X — Y quiere decir que (X, Y, f) es una funcién; en ese caso decimos que f es una funcién de
X enY y escribimos y = f(z) en lugar de (z,y) € f.Si f: X — Y es una funcién, entonces X es su dominio
e Y essu codominio. La imagen o recorrido de f es el conjunto Im(f) :={y €Y : Jz € X tal que y = f(z)}.

En todo conjunto X tenemos la funcién identidad idx : X — X, definida por idx(z) = x, para todo = € X.

Sif: X =Y yg:Y — Z son dos funciones, entonces su composicion es la funciéon go f : X — Z definida
por (go f)(x) = g(f(a:)), para todo x € X. La composicién verifica las siguientes propiedades.

m Si f: X — Y esuna funcion, entonces idy o f = foidx = f.

= La composicién es asociativa, es decir si tenemos funciones f : X - Y, g:Y > Zy h: 2 > T,
entonces (hog)o f="ho(go f).

A continuacién veremos algunas definiciones. Sea f : X — Y una funcién.
» [ es inyectiva, si xy # xo implica f(x1) # f(x2); esto equivale a f(x1) = f(z2) implica z1 = x2.

» [ es sobreyectiva, si para todo y € Y existe x € X tal que f(z) = y; esto equivale a Im(f) =Y.
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= f es biyectiva, si es inyectiva y sobreyectiva.

A continuacién veremos como se relacionan estos conceptos con la composicién. Sean f: X - Y yg:Y — Z
funciones y consideremos su composicién go f : X — Z. Entonces

= Si f y g son inyectivas o sobreyectivas, entonces g o f es inyectiva o sobreyectiva, respectivamente.

= Si go f esinyectiva, entonces f es inyectiva y si g o f es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva.

Estas propiedades implican las siguientes.
= Si f y g son biyectivas, entonces g o f es biyectiva.

= Si go f es biyectiva, entonces g es sobreyectiva y f es inyectiva.

Invertibilidad. Decimos que una funcién f : X — Y es invertible si existe una funcién g : ¥ — X tal
que
9(f(@)) =z, fl9(y)) =y, VreX, yeY <& gof=idx, fog=idy. (A.1)

Notar que si otra funcién h : Y — X verifica lo mismo que g, entonces
h=hoidy =ho(fog)=(hof)og=idxog=9g = h=g.

Luego si existe una funcién g que verifique (A.1), entonces g es tnica. En ese caso a g se le llama la inversa
de f y se escribe f~! = g. Notar que f~!:Y — X queda caracterizada por verificar

fTlof=idx, fof '=idy. (A.2)

Si f es invertible, como idx e idy son biyectivas, entonces de (A.2) se deduce que f es biyectiva. Reciproca-
mente, si f es biyectiva, entonces para cada y € Y existe un unico x € X tal que f(x) =y, eso nos permite
definir una funcién g : Y — X mediante g(y) = x. Notar que de acuerdo a esta definicién es

9(f(@) ==, f(9v) =y, VezeX, yeY.

Eso nos dice que f es invertible y f~! = ¢g. En resumen, probamos que una funcién f : X — Y es invertible
si y solo si es biyectiva, y en ese caso su inversa se obtiene como acabamos de ver.

Notar que (A.2) implica que si f es invertible, entonces f~! es invertible y su inversa es f, es decir ( f *1) .

f. A su vez esto implica que si f es biyectiva, entonces f~! también es biyectiva. Respecto a la composicién,
si f: X —=Yyg:Y — Z son funciones biyectivas, entonces es facil de probar que g o f es biyectiva y vale

(gof)t=fTog™
Decimos que dos conjuntos X e Y son equipotentes si existe una funcién biyectiva f : X — Y. Notar que la

relacion entre conjuntos de “ser equipotentes” es de equivalencia. Si X e Y son conjuntos finitos, entonces
son equipotentes si y solo si tienen la misma cantidad de elementos.

Finalmente notar que si ~ es una relacién de equivalencia en un conjunto A y A/~ es el conjunto cociente,
entonces existe una funcién sobreyectiva 7 : A — A/~ definida por m(a) = @, para todo a € A. Esta funcién
7 se llama la proyeccion canénica de A en A/~.
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