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PRACTICO 7: DIFERENCIACION, VARIACION ACOTADA Y CONTINUIDAD ABSOLUTA

1.

(Ejercicio 10 cap. 3 [RA]). Construir una funcién estrictamente creciente F' en R cuyos
puntos de discontinuidad sean exactamente Q.

. (Ejercicio 11 cap. 3 [RA]). Si a,b > 0, sea

[ a%sen(z7?) si0<2z<1
ﬂ@_{o siz=0.
Probar que f es de variacién acotada en [0, 1] si y s6lo si a > b.

Dado 0 < a < 1 probar que existe a = b tales que f satisface la condicién de Lipschitz
de exponente « para cierta constante A > 0:

[f (@) = f)] < Alz —y|*

pero que no sea de variacién acotada.

(Sugerencia: Notar que si h > 0, la diferencia |f(z + h) — f(x)| puede ser estimada por
C(z + h)*, o bien C'h/x por teorema de valor medio. Luego, considerar dos casos, o
bien ¢! > h o bien 29! < h. ;Qué relacién existe entre a y a?)

(Ejercicio 12 cap. 3 [RA]). Sea F : [-1,1] — R la funcién dada por F(z) = x?sin(1/x?)
siz # 0y F(0) = 0. Probar que la derivada F’(x) existe para todo x pero que F’ no
es integrable en [—1,1].

(Ejercicio 13 cap. 3 [RA]). Probar que la funcién de Cantor-Lebesgue (Ejercicio 1.d del
Practico 1) no es absolutamente continua.

. Mostrar que la funcién z — /x es absolutamente continua en [0, 1] (Sugerencia: Es

primitiva de una funcién en L!). Notar que dado § > 0 se cumple que si se toma
(ai,bi) = (0,6/n) con 1 < i < n tenemos que la suma de las longitudes es J pero
S 1f(b) — f(a;)] = VN6. Esto muestra la importancia de que los intervalos sean
disjuntos en la definicién de continuidad absoluta.

. Sea f : [a,b] — R continua tal que la derivada f’ existe en todo punto y es integrable.

Mostrar que f es absolutamente continua.

(Ejercicio 15 cap. 3 [RA]). Supongamos que F' : [a,b] — R es de variacién acotada y
continua. Probar que F' = F} — Fy, donde ambas F; y F5 son mondtonas y continuas.

(Ejercicio 16 cap. 3 [RA]). Probar que si F' es de variacién acotada en [a, b] entonces:



a) J; |F'(2)] dx < Tr(a,b).
b) fab |F'(x)| dx = Tr(a,b) siy sblo si F es absolutamente continua.
9. (Ejercicio 19 cap. 3 [RA]) Probar que si f : R — R es absolutamente continua, entonces

a) f lleva conjuntos de medida cero en conjuntos de medida cero.

b) f lleva conjuntos medibles (Lebesgue) en conjuntos medibles (Lebesgue).

10. (Ejercicio 20 cap. 3 [RA]) Se consideran funciones F' crecientes y absolutamente conti-
nuas en [a, b] tales que F(a) = Ay F(b) = B para ciertos A < B dados.

a) Probar que existe una tal F' que ademds es estrictamente creciente pero tal que
F'(xz) = 0 es un conjunto de medida positiva.

b) Probar que la F' de la parte anterior puede ser escogida de forma tal que existe
E C [A, B] medible con m(E) = 0, tal que F~}(E) no es medible.

c¢) Probar que, sin embargo, para toda tal F' creciente y absolutamente continua, y
para todo E C [A, B] medible, el conjunto F~1(E) N {F'(x) > 0} es medible.

(Sugerencia: Para la parte a) considerar F(z) = [ xp con D el complemento de un
conjunto de Cantor C' C [a,b] de medida positiva. Para la parte b) notar que F(C)
tiene medida 0. Para la parte ¢) probar primero que m(0) = [,._, ) F'(x)dz para
todo abierto O.)

11. Funciones convexas (recordar Ejercicio 11 de Practico 5).

a) (Problema 4 cap. 3 [RA]) Mostrar que f: I C R (con I C R conexo) es convexa si
y s6lamente si es absolutamente continua, su derivada f’ existe para todo punto
de I excepto a lo sumo en un conjunto numerable de puntos X C Iy f’ restricta
a I\ X es no decreciente.

(Sugerencia: En el libro [RA] este ejercicio estd més guiado)

b) Mostrar que si f es convexa entonces f” existe ctp z y cumple que f” > 0.
12. Funciones continuas no derivables en todo punto.

a) Sean a, =10""y b, = 10", La funcién f : R — R definida como

f(z) = Z ap, cos(bpx)
n=1

es uniformemente continua, pero no es derivable en ningin punto! Este es un
ejemplo de funcién de Weierstrass'(ver Figura 1). Pero probar que no es deri-
vable en ningin punto puede ser bastante trabajoso (el lector curioso puede buscar
pruebas de este hecho en internet.)

Ver por ejemplo https://en.wikipedia.org/wiki/Weierstrass_function


https://en.wikipedia.org/wiki/Weierstrass_function

Figura 1: Grafico de la funcién de Weiers-
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Figura 2
b) La Figura 2 representa los graficos de una sucesién de funciones f, que conver-

ge uniformemente a una funcién continua f. Esta funcién limite f se denomina
funcion de Bolzano y los docentes del curso creemos que es no derivable en todo
punto. Es as{? Imaginan una prueba de este hecho? (Nota: No sabemos si existe
una prueba elemental o no.)

Ahora si, una funcién para la que sabemos que existe una prueba relativamente
sencilla (de su no diferenciabilidad en todo punto):

Consideremos ¢ : R — R dada por g(z) = |z| para todo z € [-1,1] y g(z + 2) =
g(x) para los restantes x. Para cada k > 0 sea

3

4)kg(4k:v).

gr(x) = (

Para cada n > 0 sea
n
fn(x) = ng($)
k=0

i) Graficar los primeros iterados go, g1, g2, etc...
ii) Graficar los primeros iterados fy, f1, f2, etc...
iii) Probar que la sucesién de funciones continuas f,, converge uniformemente a
una funcién continua f : R — R.
iv) Para cada n > 0 sea A, = {4 }yez. Probar que para todo m > n el valor
de la funcién f,, en los puntos de A, coincide con el valor de f, en dichos
puntos. Concluir que f|a, = fnla,-



v)

vi)

Probar que si [an,b,] = [52, £2E1] es una sucesién de intervalos para cierta

sucesion de enteros k,, entonces

‘f(bw—f(an)
I

lim
n—-+4o0o

= OQ.

(Sugerencia: La funcién f, restringida a [an,by] es lineal. Ver que |f]| >
1+3+...+3" en [ay,by,)]. Luego usar la parte anterior.)

Dado x un punto de R cualquiera, sea k, una sucesion de enteros tales que
T € [an,by) = [22, #2tL] para todo n > 0. Sean hy, = b, —x y hl, = a, — z.

Probar que o bien

Him f(x_'_hn)_f(x) = 00
hn—50 hn
o bien )
| fE ) = )|
hl, =0 han .

Concluir que f no es derivable en . Como z era un punto cualquiera de R,
entonces f no es derivable en todo punto de R!



