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Capitulo 1

Principios de la Mecanica

Este capitulo desarrolla algunos principios fundamentales sobre los que
se basa la teoria de la mecanica cldsica, en la que se centra este curso. Cono-
cer dicho punto de partida, asi como las limitaciones de la teoria empleada,
resulta imprescindible para una asimilacién adecuada de la materia.

1.1. La Mecanica como Teoria Cientifica

DEFINICION: La mecdnica es una teoria cientifica que estudia el movimien-
to de los cuerpos y sus causas, o bien el equilibrio, es decir, la falta de
movimiento.

Se trata de una teoria cientifica porque pretende interpretar fenémenos
fisicos que se observan experimentalmente. Para ello la mecanica parte de
unos postulados o principios fundamentales, sobre los que se basa una teoria
a través de modelos matematicos, dando asi una interpretacion coherente a
las observaciones experimentales. En la actualidad existen diversas teorias
de la mecénica, y a lo largo del tiempo han existido muchas més que han
quedado obsoletas bien por no ser practicas en su aplicacién, o bien por no
adecuarse sus predicciones a la realidad fisica observada.

Para juzgar las teorias cientificas, y en concreto la mecanica, no tiene
sentido emplear criterios de «veracidad absoluta.» A pesar de que la mecéa-
nica tenga un elevado contenido de modelos matematicos, habiendo sido a
lo largo de la historia una de las motivaciones principales para el desarrollo
de las matemadticas, no es la elegancia ni el rigor formal de estos modelos
matematicos un criterio adecuado para valorar una teoria de la mecéanica.
Cada teoria (y sus principios subyacentes) es tan buena como la interpre-
tacion que realiza de las observaciones experimentales de la realidad fisica.

1.1
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Si las predicciones tedricas se corresponden adecuadamente con las obser-
vaciones experimentales, la teoria serd adecuada, independientemente de su
«elegancia» matemadtica. Por el contrario, si los resultados no se correspon-
den con las observaciones, llegaremos a la conclusién de que se precisa otra
teoria distinta para el fenémeno en cuestion.

Asi, las tres teorias principales de la mecénica existentes en la actualidad
son:

La Mecanica Clasica, cuyo desarrollo moderno se considera generalmen-
te iniciado por Newton (1686: «Philosophiae Naturalis Principia Mat-
hematica») y continuado hasta nuestros dias por diversos matemé-
ticos y cientificos: Juan, Daniel y Jacobo Bernouilli, L. Euler, J.
D’Alembert, J.L. Lagrange, W. Hamilton, etc. Los modelos newtonia-
nos, enunciados por Isaac Newton, y desarrollados algo mas tarde por
Euler, fueron los primeros que lograron explicar satisfactoriamente al
mismo tiempo el movimiento de los cuerpos celestes (observaciones
de Kepler y otros sobre el movimiento de los planetas) y el de los
cuerpos a escala humana (observaciones de Galileo sobre la caida de
los cuerpos).

La Mecanica Relativista, que suple la inexactitud de la mecéanica clési-
ca para velocidades préximas a la de la luz (teoria de la relatividad
restringida) o para campos gravitatorios muy intensos (teoria de la re-
latividad generalizada). Ha sido propuesta por Albert Einstein en este
mismo siglo, e involucra una complejidad matematica notablemente
mayor.

La Mecanica Cuéantica, que surge de las observaciones de las particulas
elementales, en las que intervienen acciones —productos de energia
por tiempo— tan pequenas que son comparables a la constante de
Planck (Et ~ h). En estos casos se aplica el principio de indetermina-
cién de Heisenberg, que establece la imposibilidad de medir de manera
precisa la posicién y velocidad de la particula al mismo tiempo, valo-
res que conocemos tan so6lo de manera probabilista. También ha sido
propuesta este mismo siglo (Congreso de Solvay de Bruselas en 1927),
por un grupo de cientificos entre los que destacan L. de Broglie, E.
Schrodinger y P. Dirac.

A pesar de las nuevas teorias de la mecdnica surgidas recientemente,
se puede afirmar que la mecdnica cldsica constituye una teoria coheren-
te, capaz de proporcionar interpretaciones suficientemente precisas para la
mayoria de los fendmenos que observamos.
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La teoria de la relatividad es de un orden ma&s general que la meca-
nica clasica. Cuando la velocidad es pequena en relacién con la de la luz
v los campos gravitatorios no son muy intensos, sus predicciones corres-
ponden con las de la mecédnica cldsica. Sin embargo, es capaz interpretar
correctamente otros fenémenos que la mecanica cldsica no explica de mane-
ra adecuadal. Serfa posible por tanto estudiar el movimiento de los objetos
cotidianos como un automoévil o un balén, por ejemplo, mediante la teoria
de la relatividad. Sin embargo, los modelos y los desarrollos matematicos
resultarian de una complejidad extraordinaria, por lo que este método es
practicamente inviable.

La mecéanica clasica, a pesar de lo que su nombre parece indicar, no
constituye una teoria muerta ni agotada en su desarrollo. En nuestros dias
se continta investigando, especialmente en campos como la mecdnica de
medios continuos, o en los métodos cualitativos para el estudio de siste-
mas dindmicos complejos (estabilidad de sistemas dindmicos no lineales y
movimientos de tipo cadtico).

La Mecdnica de Medios Continuos es un subconjunto especializado de
la mecénica clésica. En ella se estudia el movimiento y la deformacion de los
medios continuos (es decir, aquéllos que no se pueden representar mediante
idealizaciones discretas con un numero finito de grados de libertad, como el
punto material o el sélido rigido). Los modelos mas simples de la mecénica
de medios continuos son la teoria de la elasticidad lineal y la de los fluidos
newtonianos, permitiendo estudiar respectivamente la deformacién de los
sélidos eldsticos y las estructuras en régimen lineal y el flujo de los fluidos.
Recientemente, se han propuesto modelos més generales para comporta-
mientos no lineales, asi como métodos y algoritmos muy potentes para su
resolucién numérica mediante el ordenador (método de los elementos fini-
tos). Es necesario también una investigacion experimental constante para
conocer las propiedades mecdnicas de los nuevos materiales (o incluso de
los tradicionales, ya que algunos como el hormigdn o los suelos son todavia
insuficientemente conocidos).

La Dindmica de sistemas no lineales complejos permite estudiar el com-
portamiento de sistemas que no pueden ser caracterizados de manera de-

1Un ejemplo lo constituye el corrimiento del perihelio (punto de la érbita mas cercano
al Sol) observado para algunos planetas, especialmente el de Mercurio, el planeta més
cercano al Sol y cuya drbita es la mds excéntrica (salvo la de Plutén). En efecto, se
observa un avance de su perihelio de unos 574 segundos de arco por siglo, y considerando
el efecto gravitacional de los restantes planetas, la dindmica clasica sélo predice unos 531
segundos por siglo. Los restantes 43 segundos son obtenidos de manera muy precisa por
la teoria de la relatividad, lo que constituye una contundente confirmaciéon de la misma.
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terminista. La aparente falta absoluta de orden en su respuesta es debida
a menudo a una sensibilidad extrema a la variacién de las condiciones ini-
ciales u otros parametros del sistema, lo que conduce a la denominacién de
«sistemas cadticosy. Estos sistemas precisan ser analizados mediante mé-
todos cualitativos, propuestos a final del siglo pasado por H. Poincaré y
Liapounov, en lugar de los métodos cuantitativos y deterministas habitua-
les. También en este caso el ordenador es una herramienta de gran utilidad.

Este curso estd basado en la Mecdnica Cldsica, desarrollada a partir de
los principios y teoremas newtonianos. Esta se aplicard fundamentalmente
a sistemas discretos formados por particulas o masas puntuales, solidos rigi-
dos, resortes, etc., aunque se hara alguna incursiéon en medios deformables,
como por ejemplo los cables. La mecénica de medios continuos se tratara en
otras asignaturas de cursos posteriores, como la resistencia de materiales,
elasticidad y plasticidad, la geotecnia, el calculo de estructuras, la hidrauli-
ca, etc. Sin embargo los conceptos basicos para todas estas asignaturas son
los mismos que se estudian en este curso de mecanica.

Como se ha dicho, en la mecénica juegan un papel importante las ma-
tematicas, ya que se basa en modelos matematicos que interpreten las ob-
servaciones experimentales. El aparato matematico en algunos casos puede
resultar de cierta complejidad. Es importante no perder de vista, sin em-
bargo, el sentido fisico de los conceptos: Las matematicas no son un fin en
si, sino un medio para interpretar conceptos y fenémenos fisicos. Aunque
los modelos matematicos empleados aqui puedan ser més generales (y més
complejos por tanto) que los estudiados en cursos anteriores, no conviene
que oscurezcan nunca la interpretacion fisica intuitiva de los conceptos.

Uno de los postulados esenciales de la mecéanica es la causalidad deter-
minista, lo que ha permitido superar interpretaciones mégicas o religiosas
existentes antano para algunos fenémenos, como el movimiento de los astros
y otros fenémenos del firmamento celeste. Alin en nuestros dias existen per-
sonas que creen en dicho tipo de interpretaciones (por ejemplo los astrélogos
y sus seguidores), fruto por lo general de la ignorancia o del miedo a la ver-
dad cientifica. Sin embargo, conviene admitir que, en ciertas situaciones, el
postulado de la causalidad determinista en sentido estricto es cuestionable,
siendo necesario acudir a métodos probabilistas para describir los fenéme-
nos (como en la mecénica estadistica, basada en la causalidad probabilista)
o a métodos cualitativos de anélisis (por ejemplo en los sistemas cadticos,
en los que no es posible predecir el movimiento como ecuaciones horarias,
ya que cualquier pequefia perturbacién inicial lo modifica). En cualquier
caso, es conveniente evitar un exceso de celo en la aplicacién de los mode-
los deterministas de la mecanica, ya que no debemos olvidar que nuestra
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percepcion de la «realidad fisica» es necesariamente subjetiva.

Por otra parte, se postula también la capacidad de definir un conjunto
de causas suficientemente reducido para explicar los fenémenos. Las cau-
sas muy alejadas en el espacio o en el tiempo no tienen efecto sobre las
observaciones de fendmenos presentes. Esto también es cuestionable para
interpretaciones muy generales: No es posible prescindir de la estructura del
cosmos en el instante posterior a la primera gran explosién (big-bang) para
explicar la existencia de las galaxias, estrellas y planetas actuales; asimis-
mo parece que algunos fenémenos cosmolégicos no se pueden interpretar
sin recurrir a la materia oscura existente en el universo, de naturaleza ain
desconocida (agujeros negros, neutrinos,. .. ).

1.2. Sistemas de Referencia; Espacio y Tiempo

Los fenémenos mecéanicos se describen mediante «sistemas de referen-
cia®,» basados en los conceptos de espacio y tiempo. Por su importancia
conviene enunciar los postulados que asume la mecanica clasica para estos
conceptos.

El espacio, y por tanto su métrica, tiene las propiedades siguientes.

1. Independencia de los objetos en él inmersos. (La métrica del espacio
no se ve afectada por los mismos.)

2. Constancia a lo largo del tiempo.

3. Homogeneidad: es igual en todos los puntos, no existiendo puntos
privilegiados.

4. Isotropia: es igual en todas las direcciones, no existiendo direcciones
privilegiadas.

El espacio se caracteriza por una métrica Euclidea®, lo que lo convierte
en un espacio puntual Euclideo en 3 dimensiones, R3.
El tiempo se caracteriza a su vez por las siguientes propiedades.

1.  Homogeneidad, al no existir instantes privilegiados.

»  2No se debe confundir el término sistema mecdnico (conjunto de particulas o cuerpos
cuyo movimiento se desea estudiar) con sistema de referencia (triedro de ejes, coordenadas
o pardmetros que sirven para describir dicho movimiento).

3La distancia entre dos puntos definidos por sus coordenadas cartesianas rectangulares
(z1,y1,21) y (22, Y2, 22) viene dada por d = /(z2 — 21)2 + (y2 — y1)2 + (22 — 21)?
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2.  Fluye constantemente en un sentido, por lo que no se puede retroceder
ni volver al pasado (desgraciadamente para algunos). Asimismo, los
fenédmenos futuros no pueden condicionar los presentes. No se cumple
por tanto la isotropia, existiendo un unico sentido en el que puede
discurrir el tiempo.

3.  Simultaneidad absoluta: Los fenémenos considerados simultaneos pa-
ra dos observadores en sendos sistemas de referencia, lo son asimismo
para cualquier otro observador ligado a cualquier otro sistema de re-
ferencia.

FEn mecénica clésica, el tiempo se considera una variable de naturaleza
distinta de las variables espaciales, y la métrica euclidea no estd influenciada
por él.

Algunos de estos postulados basicos no son aceptados por la mecénica
relativista. La teorfa de la relatividad restringida establece una referencia
en cuatro dimensiones espacio-tiempo. La teoria de la relatividad general
establece un espacio curvado, con métrica Riemanniana no Euclidea, debido
a la presencia de masas que condicionan dicha métrica. De esta forma el
espacio no seria independiente de los objetos en él inmersos.

1.3. Principio de la Relatividad de Galileo
El principio de la relatividad galileana® establece que:

‘Dos sistemas de referencia en movimiento relativo de traslacion
rectilinea uniforme son equivalentes desde el punto de vista me-
canico; es decir, los experimentos mecanicos se desarrollan de
igual manera en ambos, y las leyes de la mecdnica son las mis-

mas.’

Uno de los ejemplos puestos por Galileo es el de un observador viajando
en un barco que navega placidamente sobre un rio, en contraste con un
observador fijo en la orilla. Ambos interpretan de la misma manera la caida
de un cuerpo hacia el suelo en su propio sistema, que como sabemos sigue
un movimiento vertical uniformemente acelerado.

4Galileo Galilei, Discursos y demostraciones en torno a dos ciencias nuevas relacio-
nadas con la mecdnica, 1602. Galileo, que vivié entre 1564 y 1642, realizé contribuciones
importantes a la mecénica y a la astronomfa, estudiando por primera vez los cielos me-
diante el telescopio que disend él mismo. Fue condenado como hereje por la inquisiciéon
catélica, que no aceptaba su teoria segin la cual la tierra gira alrededor del sol.
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Transformacién de Galileo®.— Sea un sistema mévil (O'z'y’2’), que se

traslada respecto a otro fijo (Ozxyz) con velocidad v, manteniéndose parale-
los los ejes de ambos. Puesto que podemos elegir las direcciones del triedro

A A

O o'

(Ozyz) (O'z'y'2")

Figura 1.1: Sistemas de referencia en movimiento relativo rectilineo y uni-
forme, con velocidad v en la direccion de Ox

de referencia, elegimos la direccién Ox segin la direccién de la velocidad
de traslacién (recordemos que el espacio es es isétropo, por lo que es licito
elegir una orientacion arbitraria para los ejes, sin pérdida de generalidad).
Consideraremos también que Inicialmente (para t = 0) O y O’ coinciden.

Sean (x,y, z) las coordenadas de un punto en el sistema fijo, (2, 7/, 2’)
en el movil y v el médulo de la velocidad. Las ecuaciones de transformacion
para las coordenadas son:

x =x— vt
Yy =y (1.1)
2=z

Derivando sucesivamente®, obtenemos las velocidades vy aceleraciones en
)

5En el apartado 6.3.5 se ofrece una generalizacién de esta transformacién y se discute
la relacién de las simetrias que expresa (invariancias cuando se produce la transformacién)
con las constantes del movimiento y los principios de conservacion.

5En lo sucesivo se emplears la notacién de uno o dos puntos superpuestos para indicar

derivadas (totales) respecto al tiempo: & dof dz/dt, & def d?z/dt®. También emplearemos

la notacién mediante negritas para identificar vectores o tensores: a = {a;}, I = [Ixi].
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ambos sistemas:
. / . -u/

=3 —w ¥ =i
g .

y=y y =y
=z =3

Se observa por tanto que las derivadas segundas (aceleraciones) coin-
ciden. Esto nos permite intuir —admitiendo como postulado el principio
de la relatividad galileana— que las leyes de la dinamica estan basadas
en las derivadas segundas respecto al tiempo, Unica forma de que las leyes
sean invariantes cumpliéndose dicho principio. En efecto, segiin sabemos, el
estado de un sistema formado por un particula en movimiento segin una
direccién fija se caracteriza en un instante dado por su posiciéon y su velo-
cidad (z, ). La evolucién del movimiento viene gobernada por la ecuacién
dindmica (F' = mi).

1.4. Las Leyes de Newton

Formuladas por Isaac Newton en su obra «Philosophiae Naturalis Prin-
cipia Matematicay (1686), constituyen el primer intento de formular una
base axiomaética para una teoria cientifica de la mecanica. Debe aclararse
que no fueron formuladas por Newton de forma precisa como se suelen reco-
ger hoy en dia en los libros de texto. También debe advertirse que en sentido
riguroso no recogen de forma completa toda la axiomatica necesaria para
la mecanica clésica, siendo necesario incorporar aportaciones adicionales de
Euler, Cauchy y otros. A pesar de esto, la publicacién de los «principia»
constituye un hito monumental de enorme valor, sobre el que se cimienta
la mecéanica clasica.

Para aclarar el modelo axioméatico de Newton citaremos aqui textual-
mente de los «Principia» . Newton parte en primer lugar de cuatro defini-
ciones:

‘DEFINICION PRIMERA. La cantidad de materia es la me-
dida de la misma originada de su densidad y volumen conjun-
tamente.’

‘DEFINICION II. La cantidad de movimiento es la medida
del mismo obtenida de la velocidad y de la cantidad de materia
conjuntamente.’

‘DEFINICION 1III. La fuerza insita de la materia es una
capacidad de resistir por la que cualquier cuerpo, por cuanto

"Las citas han sido extraidas de Isaac Newton, Principios Matemdticos de la Filosofta
Natural (2 tomos), traduccién espafiola de Eloy Rada, Alianza Editorial, 1987.
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de él depende, perservera en su estado de reposo o movimiento
uniforme y rectilineo.’

‘DEFINICION 1V. La fuerza impresa es la accion ejercida
sobre un cuerpo para cambiar su estado de reposo o movimiento
uniforme y rectilineo.’

La definicién primera (cantidad de materia de un cuerpo) equivale a lo
que conocemos por masa. La tercera caracteriza las denominadas fuerzas de
inercia, mientras que la cuarta se refiere a las fuerzas propiamente dichas.

Realizadas estas definiciones, Newton enuncia sus conocidas tres leyes
o principios fundamentales:

‘LEY PRIMERA. Todo cuerpo persevera en su estado de reposo
o movimiento rectilineo y uniforme a no ser en tanto que sea
obligado por fuerzas impresas a cambiar su estado.’

Esta ley constituye el llamado principio de la inercia. Admitiendo tam-
bién el principio de Galileo, nos permite definir los llamados sistemas iner-
ciales, como aquellos en los que se cumple dicho principio. Las leyes de la
mecanica se formulan en un sistema inercial de referencia. Por el principio
de Galileo, admitiendo que existe al menos un tal sistema inercial, existirdn
infinitos sistemas inerciales en los que se cumplen las mismas leyes meca-
nicas y en concreto la ley primera de Newton: todos aquellos relacionados
entre si mediante transformaciones de Galileo (1.1), es decir, que se mueven
con velocidad rectilinea y uniforme respecto al primero.

Este principio nos permite también definir, como condiciones iniciales

del movimiento, las que caracterizan a un movimiento estacionario o cons-

tante: la posicién r y la velocidad v def 5.

Conviene observar también que Newton emplea el término «cuerpoy
para referirse en realidad a una particula, o punto material, caracterizada
por la posicién y velocidad de un solo punto®.

‘LEY II. El cambio de movimiento es proporcional a la fuerza
motriz impresa y ocurre segun la linea recta a lo largo de la cual
aquella fuerza se imprime.’

Esta ley indica claramente una relacién lineal («proporcionaly) entre
fuerzas y variaciones de la cantidad de movimiento, de tipo vectorial («segin

8El tratamiento de los sélidos rigidos, asi como el de sistemas generales formados
por varias particulas, requiere de diversos principios y teoremas adicionales que fueron
propuestos por L. Euler. De esto se tratard en los capitulos 6 y 8.
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la linea rectay ). Se denomina en ocasiones ley fundamental de la dindmica,
permitiendo obtener las ecuaciones basicas de la misma. Expresada como
ecuacién, equivale a:

S~ ~
cant. de impulsién
movto.

Pasando al limite, para un incremento infinitesimal de tiempo, obtene-
mos la relacion diferencial siguiente:

d(mwv) = Fdt.

O bien, llamando cantidad de movimiento a p def mu,

dp
p=—=F.
P="a
Admitiremos en principio que la masa de un cuerpo se conserva. Asi pues,
se llega a la conocida expresion que define la ley del movimiento de una

particula:
12

def . . .z .
donde @ = ¥ = dw/dt. Cabe realizar en relacién con esta férmula las
siguientes

OBSERVACIONES:

— La aceleracién, derivada segunda del vector posicién, es asimismo un
vector. La ecuacién (1.2) tiene por tanto cardcter vectorial, lo que
identifica a las fuerzas como vectores, e implicitamente supone la adi-
tividad vectorial para las mismas (ley del paralelogramo de fuerzas).

— La expresién (1.2) da lugar a ecuaciones diferenciales de segundo or-
den, ya que intervienen derivadas segundas de la incégnita r respecto
al tiempo.

‘LEY III. Con toda accién ocurre siempre una reaccion igual y
contraria. O sea, las acciones mutuas de los cuerpos siempre son
iguales y dirigidas en direcciones opuestas.’

Se trata del llamado principio de accién y reaccién. Todas las fuerzas
deben de tener contrapartida, siendo imposible ejercer una fuerza desde el
vacio, sin apoyo. Es siempre necesario apoyarse en algin cuerpo o medio
material que absorba la reaccién (modificando a su vez el movimiento de
este otro cuerpo, segin la segunda ley).
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EJEMPLO 1.1: Fuerza ejercida desde la superficie de la Tierra. Todo cuerpo
cercano a la tierra, tanto en estado de movimiento (caida libre) o en reposo
sobre el suelo, recibe una fuerza (denominada peso) ejercida por la tierra,
que lo mueve en el primer caso o lo mantiene inmovil en el segundo. El
cuerpo a su vez ejerce sobre la tierra una fuerza igual y contraria, aunque
esta ultima, debido a la gran masa de la tierra, produce un efecto muy
pequeno sobre nuestro planeta.

EJEMPLO 1.2: Movimiento de un cohete en el vacio. Una fuerza no se puede
ejercer sobre el vacio, necesitando siempre aplicarse sobre otro cuerpo (que
a su vez producird una reaccién igual sobre el primero). Para moverse —o
mas bien acelerar o frenar, es decir, variar el movimiento— en el vacio,
un cohete o sonda espacial necesita apoyarse sobre algin medio. Esto se
consigue mediante masa expulsada por la tobera, medio en el cual se apoya
el cohete, a través de la expulsién de los gases del combustible quemado,
propulsién iénica, plasma, u otros medios. De este tema se tratard en el
capitulo 6.6.

1.5. Conceptos de Masa y Fuerza; Discusion de
las Leyes de Newton

Las leyes de Newton reposan sobre las definiciones bésicas de masa y
fuerza. Sin embargo, examinando dichas leyes con espiritu critico, es facil
ver que las definiciones realizadas por Newton de estos conceptos adolecen
de algunas deficiencias.

La definicién de fuerza (definicién IV, pag. 1.9) es claramente circular
con la primera ley. En efecto, se podria entender ésta como una definicion
de fuerza, obviando la definicién anterior dada por Newton. Ain aceptando
esto, tampoco se puede considerar esta ley como una definicién precisa
de fuerza, ya que no proporciona una manera de medir su valor de forma
cuantitativa. En realidad tan sélo se podria deducir de la primera ley cuando
la fuerza es nula o cudndo no lo es. La segunda ley sin embargo si se puede
interpretar como una definicién cuantitativa de fuerza, pero ésto la privaria
a su vez de su consideracién como principio.

En cuanto a la definicién de masa (definicién I, pag 1.8), Newton la
refiere a la densidad (p) y volumen (V') que integran un cuerpo (M = pV').
i Cual seria entonces la definicién de densidad? Es dificil aceptar que la
densidad sea un concepto méas fundamental que el de masa.

Un procedimiento aparentemente mas riguroso para definir la masa es
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el debido a E. Mach? (1858-1916), que resumimos a continuacion.
Sean dos particulas, a y b, formando un sistema binario aislado. Expre-
sando la segunda ley de Newton para la particula a:

ma@q = Fap,
donde F'y;, es la fuerza ejercida sobre a por b. Andlogamente para b,
mpay = Fog = —Fp,
por la 3.2 ley de Newton. Asi,
Malq = —MpQyp,

y empleando los médulos de las aceleraciones ag y ap,

my Qg

Mg ap

Suponiendo la masa m, como valor de referencia o definicién de uni-
dad de masa, este procedimiento nos permite medir la masa de cualquier
particula b a partir de la medicion de las aceleraciones ap v ag.

Aunque aqui, por clarificar la explicacién, se ha llegado a esta definicion
partiendo de las leyes de Newton, seria posible considerarla como definicién
bésica de masa, para comprobar posteriormente que, efectivamente, es con-
sistente con las leyes de Newton.

De esta forma, con el espiritu critico mencionado, cabria considerar las
leyes primera y segunda de Newton como definiciones de fuerza, con lo que
la tnica ley que expresa un postulado basico de la mecanica seria la ley
tercera. Segin Mach por tanto, es la ley tercera de Newton (principio de
accién y reaccién) la que reviste mayor importancia en la axiomadtica de la
mecdnica clasica.

En relacién con esta tdltima ley, puede ser objeto de cierta polémica la
consecuencia implicita de existencia de acciones a distancia, es decir ac-
ciones que se propagan de manera instantdnea (con velocidad infinita). En
efecto, si se suponen dos cuerpos alejados entre si con fuerzas de interac-
cién centrales (dirigidas segun la recta que las une), y uno de ellos sufre
un cambio de posicién, la ley de accién y reaccion obligaria a que la fuer-
za, de reaccion sobre la otra particula modificase su direccién de manera

9E. Mach, The science of mechanics, traduccién al inglés, Open Court, 1902.
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instantédneal?.

En la realidad fisica parece que no existen tales interacciones instanta-
neas; respondiendo a ello la teoria de la relatividad restringida establece un
limite a la velocidad de propagacion de las interacciones, que es la velocidad
de la luz en el vacio (c¢). Esto origina una cierta inexactitud de la mecénica
clasica, error que sin embargo es muy pequeno para las fuerzas gravitatorias
o elasticas en objetos «cotidianos.»

Conviene observar también que de la tercera ley se pueden hacer dos
enunciados. En su forma débil, cinéndose estrictamente al enunciado New-
toniano, establece que las fuerzas son iguales en magnitud y direccion y de
sentido opuesto. Sin embargo, no presupone que tengan la misma direccion
que la recta que une a las dos particulas sobre las que actiian. En el caso
en que si se verifique esta ultima hipdtesis mas restrictiva, se dice que se
cumple el principio de accién y reaccién en su forma fuerte, siendo las fuer-
zas centrales. En numerosos casos practicos se verifican ambos enunciados
del principio de accién y reaccién, como son las fuerzas gravitatorias, elds-
ticas, o electrostaticas. Sin embargo, existen fenomenos importantes en los
que no se verifica en ninguna de sus dos formas. Estos casos corresponden
a fuerzas que dependen de la velocidad, ligadas por lo general a campos
que se propagan con velocidad finita, como son las fuerzas electrodinamicas
debidas a cargas en movimiento.

En resumen, podemos clasificar las fuerzas citadas esquematicamente
como sigue.

» Fuerzas centrales: Estan asociadas a campos que suponen una accién
a distancia, propagandose por tanto de manera instantanea. Se trata
de fuerzas dirigidas hacia las particulas que las originan, cumpliendo
la tercera ley de Newton en su forma fuerte. En mecanica clasica se
admite esta hipdtesis como adecuada para algunos de los tipos mas
usuales de fuerzas:

e Fuerzas gravitatorias. La hipétesis de fuerza central e instantéa-
nea se considera adecuada para las mediciones en escalas usuales.
Sin embargo, para mediciones a escalas astronémicas o cosmolo-
gicas se trata de una hipétesis cuestionable. Serfa mas correcto

OHjstéricamente ha existido siempre, antes y después de Newton, una contestacién a
la posibilidad de tales acciones a distancia. Antiguamente se defendia que todo el espacio
estaba lleno de una sustancia invisible, llamada <<Eter,>> vehiculo transmisor de las fuerzas.
Este concepto sobrevivié a Newton, alcanzando su mayor predicamento dos siglos después
para explicar el campo electromagnético, siendo la Teoria de la Relatividad la que acabd
de desterrarlo.
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a) Fuerzas centrales b) Fuerzas no centrales

Figura 1.2: Las fuerzas centrales estan dirigidas seqgun la recta que une los
cuerpos, mientras que las fuerzas no centrales no verifican esta hipotesis,
aun siendo iguales en magnitud y direccion y de sentido opuesto.

interpretarlas mediante ondas de gravedad, que se propagan con
la velocidad de la luz.

o Fuerzas electrostdticas o magnetostdticas, de atraccion o repul-
sién debidas a cargas eléctricas o magnéticas en reposo. Al igual
que en el caso gravitatorio, de forma rigurosa para escalas astro-
némicas puede ser necesario considerar la transmision de dichas
fuerzas a través de ondas electromagnéticas.

e Fuerzas eldsticas, ejercidas entre las particulas en contacto de un
medio continuo. Por lo general, podria admitirse que son mani-
festaciones macroscépicas de las fuerzas electrostaticas entre las
moléculas.

= Fuerzas no centrales: ocurren, por lo general, cuando las interacciones
dependen de la velocidad, estando asociadas a campos que se propa-
gan con velocidad finita:

e [uerzas Electromagnéticas; cuando son debidas a cargas méviles
pueden no cumplir tampoco el principio de accién y reaccién en
su forma débil.

Debe quedar claro que en este curso admitiremos la hipétesis de fuerzas
centrales, por lo que serd vélido el principio de accién y reaccién en su
forma fuerte.

La definicién de masa segin el procedimiento de Mach arriba descrito
no proporciona sin embargo un método viable para medirla. Seria prac-
ticamente imposible aislar completamente un sistema binario y al mismo
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tiempo realizar mediciones. Una forma maés practica de medir la masa, aun-
que de forma indirecta, es con una balanza de resorte. En ésta lo que se
mide directamente es el peso, o atraccién gravitatoria hacia el centro de la
Tierra. Basta dividir el peso (w) por la aceleracién de la gravedad en la

superficie de la Tierra (g) para obtener la masa'l:
w

w=mg = m=—.
g

1.6. La Ley de la Gravitacion Universal

Newton fue el primero en explicar el movimiento, tanto de los cuerpos
celestes —proporcionando la explicacién matemaética de las leyes observa-
das por Kepler para el movimiento de los planetas en érbitas elipticas—,
como de los «terrestres» —la famosa caida de la manzana—, a partir de una
Unica ley para las fuerzas: la ley de la gravitacién universal. Anteriormente,
los estudios y teorias de la mecdnica habian buscado explicaciones separa-
das para ambos fenémenos. Kepler habia deducido del andlisis minucioso
de las observaciones experimentales que los planetas describian elipses con
foco en el Sol, asi como la constancia de la velocidad areolar y el periodo de
estos movimientos orbitales (aptdo. 5.5). A su vez, Galileo habia caracte-
rizado el movimiento de caida uniformemente acelerado de los graves, por
—segun la leyenda— experimentos desde la torre inclinada de Pisa. Todas
estas descripciones eran empiricas, sin una justificacién basada en modelos
matematicos coherentes.

La ley de la gravitaciéon universal propuesta por Newton establece que
entre dos cuerpos'? cualesquiera se produce una fuerza gravitatoria de
atraccion, proporcional al producto de las masas respectivas y al inverso
del cuadrado de la distancia entre los mismos. La expresién de esta fuerza,
en modulo, es
Mm

r2’

1No debe originar confusién la existencia de dos unidades con el mismo nombre para
caracterizar magnitudes distintas: el kg de masa, y el kg de fuerza o kilopondio (kp),
definido como el peso de 1kg de masa en la superficie de la tierra, considerando un valor
medio constante de la aceleracién de la gravedad (1kg fuerza ~ 9,81 N). Ello permite
hablar —afortunadamente para los tenderos, fruteros, pescaderos y demés gremios poco
interesados en la filosofia de la mecdnica durante su quehacer cotidiano— simplemente
de kg, sin necesitar especificar si se trata de masa o de peso, ya que en la superficie
de la tierra ambos son equivalentes, al menos en una primera aproximacién en que g se
suponga constante.

12Debe entenderse «cuerpoy en el sentido de particula, tal y como emplea Newton este
término (pag. 1.9).

F=G
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y en forma vectorial

Mm

donde F representa la fuerza ejercida por la masa M sobre m, y r es el
vector que las une, con origen en M y extremo en m.

En la mecénica cldsica, la fuerza gravitatoria es una accién a distancia
que, de manera muy aproximada, podemos suponer se transmite de forma
instanténea, sin necesitar de ningiin medio material para ello. Asi, cada ma-
sa M crea un campo de fuerzas gravitatorio, campo vectorial caracterizado
en cada punto por una intensidad :

La fuerza ejercida sobre un cuerpo de masa m sera el producto de ésta por
la intensidad del campo,

Figura 1.3: Atraccion gravitato-
ria entre dos masas M y m, si-
tuadas a distancia r

La teoria de la relatividad general elimina las fuerzas gravitatorias; para
ello, interpreta el efecto de las masas como una modificacién a la métrica
espacio-tiempo, que resulta ser Riemanniana en lugar de Euclidea. Asi, en
esta nueva métrica, las trayectorias de las particulas corresponden a las
geodésicas del espacio-tiempo, que vendrian a ser las ecuaciones horarias
del movimiento®3.

13En la mecénica clésica la trayectoria seguida por una particula sometida a la accién
gravitatoria de otra es una cénica, como se verd en el capitulo 5. Podriamos plantearnos,
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1.6.1. Masa Gravitatoria y Masa Inerte.

En principio, el concepto de masa que interviene en la ley de la gravi-
tacién no tendria porqué coincidir con la masa empleada para la ley II de
Newton; en el primer caso sirve para definir la fuerza gravitatoria, mientras
que en el segundo define la fuerza de inercia. Podemos distinguirlas por
tanto denominandolas m, (masa gravitatoria) y m; (masa inerte).

Existe, sin embargo, una observaciéon experimental: en la superficie de
la tierra todos los cuerpos caen en el vacio hacia el suelo con la misma
aceleracion (g). Sea un cuerpo cualquiera en la superficie de la tierra; su
peso es
Mym,

Rz
donde M, y mg son las masas respectivas (gravitatorias) de la Tierra y
del cuerpo, R es el radio de la tierra (suponemos el cuerpo a una altura
h pequena, por lo que R+ h ~ R), y G es la constante de la gravitacién
universal.

Empleando la segunda ley de Newton, se puede relacionar el peso con
la aceleracion que experimenta el cuerpo:

w=0G

w = m;g,

siendo m; la masa (inercial) del mismo. Igualando ambas expresiones de w
se obtiene:

m; . MgG

mg gR?
N——
constante

Asi, el cociente m; /mg permanece constante. Ya que G es una constante
cuyo valor puede ser cualquiera, es posible elegir el mismo de forma que
este cociente sea la unidad. De esta forma, ambas masas tendrian siempre
igual valor:

mi; = Myg.

Para ello, el valor de la constante de la gravitacién universal ha de ser

_ 9

G i

en la teoria de la relatividad general, qué trayectoria seguiria un cuerpo en un universo
homogéneo, pero en cualquier caso no resulta ser una cénica. En un caso sencillo, con una
Unica masa aislada, la métrica de Schwarzschild creada por ésta conduce a érbitas que no
se cierran, lo que puede explicar algunos fenémenos bien conocidos como el corrimiento
del perihelio de Mercurio.
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Consideraciones sobre el universo.— Supongamos que el universo
tiene un tamano finito, y que, de forma aproximada, se puede idealizar
como una esfera, con una distribucién de masa de densidad media p. Sea
un cuerpo de masa m, situado a una distancia R del centro de dicha esfera;
este experimentaria una fuerza atractiva hacia el centro del universo de
valor:

4 mG 4
F=|-mR3p| — =2 GR.
<37r p) 72 37rpm

masa esfera

Asi, todos los cuerpos del universo experimentardn una aceleracion hacia el
centro de aquél de valor creciente proporcionalmente a su distancia R. Si
esto fuese asi, desde un punto distinto del centro del universo se observaria
un movimiento diferente de las estrellas y galaxias seguin las distintas direc-
ciones de observacion; en la direccion del radio creciente, la aceleracion seria
mayor, mientras que en la opuesta disminuiria. Sin embargo, esto no parece
concordar con las observaciones experimentales medidas desde la Tierra.

;,Cémo se puede explicar esto, admitiendo que el universo es finito?
Una posible explicacién seria una teoria «antropocéntricay, segin la que
el planeta Tierra tendria el inmenso privilegio de estar situado justo en
el centro del universo. De esta forma, nuestras observaciones deberian ser
iguales en cualquier direccién, ya que todas serian radiales. Sin embargo,
fuera de creencias pseudo-religiosas, la teoria antropocéntrica parece poco
probable. Mas bien, la observaciéon anterior podria explicarse por una de
las siguientes dos hipdtesis:

1. El universo es homogéneo, isétropo e infinito. Sin embargo, esta su-
posicién es incompatible con la teoria, generalmente aceptada en la
actualidad, del «Big-Bang» como origen del universo. Esta primera
explosion primigenia ocurrié al parecer hace unos diez mil millones
de anos, lo que establece un limite para el tamano del universo.

2. El universo es finito, pero con una métrica no euclidea, en la que todos
los puntos pueden considerarse el centro de los demds. Esta 1ltima
hipétesis es la que parece mas plausible, quedando por discutir el tipo
de métrica, para lo cual existen a su vez distintas teorias.

E. Mach interpreté la accién gravitatoria del resto del universo como
responsable de la inercia de los cuerpos. Asi, seria la masa del universo leja-
no la encargada de mantener un cuerpo con velocidad uniforme y rectilinea
0 en reposo ante la ausencia de otras fuerzas cercanas. Esto podria ser una
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bonita teoria, pero Mach lo dejo planteado tan sdlo como una especulacion
) )
que carece de una justificacién rigurosa.

Tipos de fuerzas en el universo.— Las fuerzas gravitatorias no son
las tnicas que existen en el universo fisico. De forma esquematica se pueden
distinguir cuatro tipos fundamentales de fuerzas, siendo las demas manifes-
taciones macroscépicas de éstas.

1. Fuerzas gravitatorias. Aunque en la mecédnica clésica se consideran
como acciones a distancia, de propagacién instantanea, en la realidad
parece que se propagan con velocidad finita. Esta propagacion se rea-
liza mediante las llamadas ondas gravitatorias. En la interpretacién
dual onda/corpisculo equivalen a las particulas llamadas Gravito-
nes'4.

2. Fuerzas electromagnéticas. Estan gobernadas por las ecuaciones de
Maxwell del campo electromagnético. Se propagan mediante las On-
das electromagnéticas, que incluyen la luz, ondas de radio, etc. Las
particulas equivalentes son los Fotones.

3.  Fuerzas nucleares fuertes. Son las fuerzas que unen a las particulas en
el nicleo atémico. Intervienen tnicamente en la mecdnica cuantica.
Estan asociadas a las particulas denominadas Gluones.

4. Fuerzas nucleares débiles. Son las fuerzas que intervienen en la desin-
tegracion nuclear. Asimismo intervienen en la mecdnica cuantica, y
las particulas asociadas son los Bosones.

La publicacién por Newton de los «Principiay» con la teoria de la gravita-
cién universal supuso en su tiempo un avance importante para la mecanica
y para las matematicas, al interpretar de forma coherente y unificada dos
tipos de fenémenos que antes se consideraban obedecientes a leyes distin-
tas: el movimiento de los objetos terrestres y el de los objetos celestes. De
manera similar, se busca hoy en dia, por parte de los fisicos tedricos y ma-
tematicos, una teoria unificada que permita explicar, a partir de una causa
comun, los cuatro tipos de fuerzas que se observan en el universo. Sin em-
bargo, es de prever que esta teoria, aiin en el improbable caso de poderse
obtener, serfa mucho mas compleja y engorrosa de utilizar que la mecanica
clasica o los métodos newtonianos. Por ello, ain en la hipdtesis de que se

' Aunque se han establecido diversos experimentos para detectar las ondas gravitato-
rias, ain no se han llegado a medir de forma fehaciente, debido a su intensidad extrema-
damente baja.
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logre algin avance importante en esta linea, es improbable que tenga re-
percusiones préacticas en la mecanica aplicada a la ingenieria, campo que
nos ocupa y en el cual la mecénica clasica seguird teniendo plena vigencia.



Capitulo 2

Dinamica de la Particula

La particula, o punto material, es la idealizacién mas simple de la meca-
nica, definiéndose como un punto dotado de masa. Por lo general se puede
emplear este modelo cuando las dimensiones de un cuerpo sean lo sufi-
cientemente pequenas como para suponer toda su masa concentrada en un
punto.

Sin embargo, el criterio del tamano pequeno no es siempre suficiente
para establecer la validez de esta idealizacién. El modelo del punto mate-
rial puede ser inadecuado en algunas situaciones, aunque las dimensiones
del cuerpo sean pequeiias. Para ilustrar esta afirmacién, supongamos como
ejemplo la caida de una bolita pequenia por un plano inclinado bajo dos
hipétesis distintas:

1) Rodando sin deslizar 2) Deslizando

Figura 2.1: Bolita cayendo por un plano inclinado, en las hipdtesis de ro-
dadura perfecta o deslizamiento sin rodadura

1) Rodando sin deslizar.— Planteamos la conservacién de la ener-
gia al bajar una altura h. Para ello se tiene en cuenta la energia cinética

2.1
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correspondiente a una esfera rodando, sumando el término correspondiente
a la traslacién del centro de masa, y el de rotacién como sélido rigido:

1 12 2
mgh = —mv* + = “mR? (E>

2 25 R
/10
v = 7gh = 1,195+/gh
2) Deslizando.— En esta hipétesis sélo hay energia cinética de tras-
lacién:
h=—mv®
mg 5™V

v =+/2gh = 1,414+/gh

En este segundo caso, que seria el correspondiente a la idealizacién como
particula, la velocidad de caida resulta ser un 18,32 % mayor. Esta diferencia
se manifiesta independientemente del tamano de la bolita, por pequena que
ésta sea. Baste este ejemplo para hacer notar que el concepto de particula
es una idealizacién, no necesariamente valida en todos los casos aunque el
cuerpo sea pequeno.

Sin embargo, el modelo del punto material es una idealizaciéon suma-
mente util, ya que en muchos casos se pueden estudiar independientemente
el movimiento de traslacién de un cuerpo (traslacién del centro de masas),
y el movimiento de rotacién del mismo (alrededor del centro de masas).
También es 1til para aplicar los métodos de la mecénica a partes elementa-
les de sistemas mayores (particulas de un sistema, elementos diferenciales
de volumen en un medio continuo, etc.). Asi, en este capitulo se exponen los
teoremas generales y se desarrollan los métodos de calculo que mas tarde
se generalizardn a sistemas de varias particulas.

2.1. Principios y Teoremas Generales

2.1.1. Cantidad de Movimiento
Se llama cantidad de movimiento' de una particula a

def
p = mv.

'En Inglés se emplea el término «linear momentumy o simplemente «momentums, por
lo que algunos autores emplean el término momento lineal (traduccién literal del inglés)
en lugar de cantidad de movimiento.
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El principio de la cantidad de movimiento se deduce como consecuencia
directa de la segunda ley de Newton (apto 1.4):

d
F =—(mv) =p. 2.1
o) = (21)
En el caso usual de que la masa de la particula no varie®, se obtiene la
expresion cldsica de la ley fundamental de la dindmica (1.2), Fuerza =
masa X aceleracion:

2

’F:ma:mi'.‘ (2.2)

Conviene recordar que, en esta expresion, F' representa la resultante de
todas las fuerzas aplicadas sobre la particula. Se deben incluir, mediante
suma vectorial, tanto las fuerzas activas como las reacciones de apoyo o
reacciones del medio.

Cuando la fuerza total se anula, se obtiene el correspondiente teorema
de conservacion:

si F=0, p-=cte. (2.3)

Por lo tanto, el movimiento de una particula aislada es tal que se conserva
su cantidad de movimiento; es decir, su velocidad se mantiene constante,
describiendo un movimiento rectilineo uniforme.

2.1.2. Momento Cinético

Sea una particula m, dotada de una velocidad v y situada en un punto
P. El momento cinético® respecto a un punto fijo O, Ho?, se define como el
momento de la cantidad de movimiento respecto a dicho punto. Tomando
O como origen del sistema de referencia (inercial) Oxyz,

def
Ho = r Amw;

derivando respecto del tiempo:

dH o . .
=rAmv+rAmv
det
=0+rAF
M,

2Estrictamente hablando, la masa de una particula es siempre invariable; al hablar de
casos en los que m sea variable, nos referimos a cuerpos que pierdan o ganen particulas
de masa (ver capitulo 6.6).

3En las traducciones literales de la terminologia anglosajona se emplea el término
momento angular.

4Otros autores emplean notaciones distintas para referirse al momento cinético: O K
(M. Roy, Fernédndez Palacios), Lo (Marion, Goldstein, Griffiths)
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P
z m
r=0P v
Figura 2.2: Momento cinéti-
co de una particula respecto al
Ho punto O.
Yy

X

siendo Mo 4 1 A F el momento de la fuerza F respecto a O. Resulta por
tanto la ecuacion:

dHo
My = .
0T T

El correspondiente teorema de conservacién que se deduce de (2.4) es:

(2.4)

si Mp=0, Hp-=cte. (2.5)

Esta conservacién se verificara en el caso de la particula aislada, y también
en el caso de fuerzas centrales que se describe mas abajo.

Momento axico.—

Figura 2.3: Momento dxico res-
pecto a un eje (O, e)

Sea un eje de direccién fija e, pasando por el punto O. Se define co-
mo momento dxico respecto de este eje la proyeccién del momento cinético
respecto de un punto cualquiera del eje sobre la direccién del mismo. Em-
pleando la notacién

def def
M. = Mop-e, H.= Hp e,
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multiplicando escalarmente ambos miembros de (2.4) por e se deduce di-

rectamente la igualdad:
dH,

dt -
Esta férmula se puede aplicar entre otros casos al movimiento plano de
rotacién alrededor de un eje fijo.

M, =

Fuerzas centrales.—

Se denominan centrales a las fuerzas que pasan constantemente por un
punto dado, «centro» de las fuerzas. Es evidente que respecto de este punto
el momento de las fuerzas es nulo, por lo que aplicando (2.5) se deduce que
el momento cinético se conserva:

H, = cte.
Se obtienen inmediatamente 2 caracteristicas importantes del movimiento:

1. La trayectoria es plana;
ya que al ser Hp = r Amw, r es constantemente perpendicular a una
direcciéon H o fija, definiendo por tanto un plano.

2. La wvelocidad areolar es constante;
puesto que el drea barrida por unidad de tiempo (figura 2.4) es:

ds  lrAdre| 1 1
= =2 e Av| = — |H te.
at dt 5T Avl =g [Hol - cte

Figura 2.4: Fuerzas centrales,
dirigidas hacia un centro de
fuerzas O. El drea barrida en
el intervalo infinitesimal dt es
dS = OPP' = J|r Adr|.

2.1.3. Energia Cinética

Sea una particula de masa m, que se mueve segin una trayectoria I,
bajo la accién de fuerzas con resultante F' (recordemos que ésta incluye
todas las fuerzas, activas y pasivas). El trabajo elemental realizado por
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2
r
m' dr
F Figura 2.5: Trabajo realizado por F' al recorrer la
curva I' entre 1 y 2.
\ X

F' en un desplazamiento infinitesimal dr se define por el producto escalar
siguiente®

aw € g dr,

considerando que F' = mdv/dt y dr = vdt,
L o
dW =mv -dv =d 5 (2.6)

El trabajo realizado al recorrer I' entre los dos puntos extremos 1y 2 resulta
de la integral curvilinea:

1 2
ngz/F'dT’: *’I’)’L’U2
r 2

1

Se define como energia cinética T de la particula:

def 1 2
€ - .
1—2mv,

asi, la expresién anterior equivale a

W12 = T2 — T1 (27)

Podemos enunciar entonces:

‘El trabajo realizado por la resultante de las fuerzas sobre una
particula es igual al incremento de su energia cinética.’

Este resultado se suele llamar también el teorema de las fuerzas vivas.

5La notacién empleada, «dW», no indica aquf una diferencial exacta de una determi-
nada funcién W, sino dnicamente un incremento infinitesimal de trabajo producido por
F a lo largo de dr. Tan sélo resulta ser una diferencial exacta cuando las fuerzas son
conservativas.
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Caso de fuerzas conservativas.—

Se denomina campo de fuerzas conservativas aquél en el que el trabajo
realizado por la fuerza, para recorrer el camino entre dos puntos dados, es
independiente de la trayectoria seguida I' para ir de uno al otro. Asi para
distintos caminos I'1, I'y, I's que tengan en comin el origen (1) y el final

Figura 2.6: Trayectorias distintas en un
campo conservativo para ir de 1 a 2.

F.-dr= (| F-dr= | F-dr.

ry Iy I's
Es facil ver que esta condicion es equivalente a que el trabajo realizado para
recorrer cualquier trayectoria cerrada sea nulo. En efecto, sea una curva
cerrada cualquiera I', a la que pertenecen los puntos 1 y 2. Esta puede
descomponerse en dos curvas abiertas con extremos en 1y 2: ' =TT UT5,
teniendo Ff el sentidode 1 a2y I'; el sentido de 2 a 1. La integral curvilinea
sobre I' es pues

}{F-dr:/F-dr+ F.dr = F~dr/Fodr:O. (2.8)
r rF ry rf r

como queriamos demostrar.

No son conservativas las fuerzas debidas a resistencias pasivas, como el
rozamiento o las fuerzas de tipo viscoso. En éstas el integrando (F - dr)
es siempre negativo, puesto que la fuerza de resistencia (F') se opone al
movimiento (dr), por lo que la integral (2.8) no se puede anular nunca. Se
produce necesariamente una disipacién de energia, no pudiendo recobrarse
el nivel energético inicial después de un trayecto cerrado.

Un teorema basico del calculo vectorial establece que la condicién nece-
saria y suficiente para que un campo vectorial F' tenga circulacion nula para
cualquier curva cerrada es que sea un campo de gradientes. Recordemos en
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primer lugar la definiciéon de gradiente de un campo escalar; en un siste-
ma de coordenadas cartesianas ortonormal con versores {e;} = {¢, 7, k} la
expresién es®

def . oV ., oV
gradV = Z@xz Z+87y‘]+8zk

La afirmacién anterior quiere decir que existird un campo escalar V(r),
funcién de la posicion, tal que:

F = —gradV.

Al campo escalar V se le denomina potencial de las fuerzas, energia poten-
cial, o simplemente potencial.

Una tercera forma de caracterizar un campo F' como conservativo, ad-
mitiendo las exigencias adicionales de que F' tenga derivada continua y que
el dominio sea simplemente conexo, es que sea irrotacional. Esta condicién
es equivalente a su vez a las dos anteriores. Recordemos la definicién de
rotacional de un campo vectorial”:

ro thef Z szk

i,j,k=1
_ (OF. 0OF, n OF, OF; - or,  0f; &
oy 0z g 0z or )7 Oz oy

Por lo que la condicion para que el campo F' sea conservativo es

rot F = 0. (2.9)

En este caso, la funcién potencial V(r) de la que proviene F' debe ser al
menos C2.

Al expresarse F' como un gradiente, el trabajo elemental resulta ser una
diferencial exacta:

F.dr=—gradV -dr = —dV

SEn cuanto a notacién, emplearemos indistintamente los fndices o los «nombres pro-
piosy» de vectores (¢ = e1, j = ez, k = e3) y coordenadas (x = z1, y = z2, 2 = 3). Asi-
mismo, a veces emplearemos también notaciones alternativas para el gradiente, grad V =
dV/dr = VV, empleando el operador V = Z?zl 0/0x;e; =0/0xt1+ 9/0y 3+ 0/0z k.

"Empleando el operador V, el rotacional se puede expresar también mediante la no-
tacién rot F = V A F'.
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Si integramos para obtener el trabajo realizado entre dos puntos 1y 2, y
empleando el principio de la energia cinética (2.7):
2
W12=/ F-dr=V -V,
1

=Ty -1,
es decir, se conserva la suma de la energia cinética mas la potencial:

T+ Vi =T+ Va.

o bien, definiendo como energia total®a la suma de energfa cinética y po-

tencial,

E¥r v,

se obtiene la siguiente expresion para el teorema de conservaciéon de la
energia:

si F=—gradV (conservativa), E =T 4V = cte. ‘ (2.10)

En lo anterior se ha supuesto que el potencial V' (7) es constante. Pudiera
darse el caso de que F' provenga de una funcién potencial no constante, es
decir que dependa explicitamente del tiempo, V(r,t):

ov ov
F=———  con — #0.
or’ ot 7
En este caso, no se conservaria la energia total E, puesto que el trabajo
elemental ya no seria una diferencial exacta del potencial:

oV oV
F-dr:—a—v-dr#—d‘/.
or

Estarfamos, pues, ante un campo de fuerzas no conservativas a pesar de
que provengan de un potencial.

Integracion de la ecuacién fundamental de la dindmica.— Parte
de lo expuesto arriba se puede interpretar como distintos procedimientos
de integracién de la ecuacién fundamental de la dindmica (2.2). Sefialemos
tres procedimientos generales para ello, que permiten obtener los teoremas
de conservacion (2.3), (2.5) y (2.10) como casos particulares.

8Se sobreentiende que ésta es Unicamente la energia mecénica , excluyendo a otros
tipos de energia como la calorifica, quimica, ...
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a) Integracién directa en el tiempo.— Integrando entre dos ins-
tantes ¢1 y t9,

to to t2 9
Fdt = mfdt:/ dp = p|j
t

t1 t1 1

se obtiene la ecuacion del balance de la cantidad de movimiento,

to 9
Fdt = p|].

t1

Como caso particular de esta ecuacion de balance se desprende el teorema
de conservacién de la cantidad de movimiento (2.3)

b) Integracién directa seguin la trayectoria.— Realizando ahora
la integral curvilinea entre dos puntos de la trayectoria r1 y 72,

/ F'dT:/ m%.dr:/ d(mv2> = “mo?
1 1 1 2 2

de donde se obtiene la ecuacién del balance de la energia,

2 1
/ F.-dr = —mo?
1 2

Anélogamente, para el caso de fuerzas conservativas (F = —gradV), se
desprende el teorema de conservacion (2.10).

2

1

2
1

c) Integracién del momento en el tiempo.— Integrando el mo-
mento de F' entre dos instantes t1 y t2,

to to to d 9
/ r/\th—/ r/\mf'dt—/ — (r Ams) dt = Holj
tl tl tl dt\—v—/
H,

se obtiene la ecuacion del balance del momento cinético,

to
/ rAFdt= Hol}.
t

1

Si las fuerzas son centrales o se trata de una particula aislada, analogamente
a los dos casos anteriores se desprende el teorema de conservacién (2.5).
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2.2. Expresiones de Velocidad y Aceleracién

Antes de proseguir en la aplicacién de los principios y teoremas generales
expuestos para ejemplos concretos de dinamica de la particula, conviene
detenerse en el desarrollo de las expresiones de la velocidad y aceleracion
que habran de emplearse.

Segun las caracteristicas geométricas de cada problema, sera conveniente
en cada caso escoger uno u otro sistema de coordenadas. La eleccion obvia en
el caso més general sera un sistema de coordenadas cartesianas ortonormal;
sin embargo en ocasiones es ventajoso emplear otras coordenadas, como las
coordenadas cilindricas (o polares en el caso plano), esféricas, o el triedro
intrinseco a la trayectoria.

En cada uno de estos casos, el aspecto que nos ocupa es obtener las com-
ponentes de los vectores velocidad, 7 = dr/dt y aceleracién, # = dr/dt>.

2.2.1. Coordenadas Cartesianas.

El triedro Ozyz estd asociado a los versores (, j, k) segin cada direc-
cién coordenada (figura 2.7). Puesto que los versores del triedro son cons-
tantes, para obtener la velocidad y aceleracién basta derivar directamente
las coordenadas:

r=xi+yj+ zk
r =2t +yj+ zk
T =31+ 9yj + 2k

Figura 2.7: Coordenadas carte-
z stanas

Ak
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2.2.2. Coordenadas Cilindricas / Polares.

En este caso, las coordenadas que definen la posicién son (p, 0, z), siendo
p la distancia desde un punto fijo O, 8 el angulo que forma la proyeccion
del radio vector sobre un plano fijo con una direccién dada del mismo, y z
la altura del punto sobre dicho plano (figura 2.8).

Figura 2.8: Coordenadas ci-
lindricas

El triedro de vectores unitarios asociado (o base fisica) es (u,,ug, k).
El versor u, queda definido como un vector unitario en la direccién de la
proyeccion de r sobre el plano; k es el versor perpendicular al mismo, y ug es
perpendicular a los dos anteriores. En este triedro tanto u, como ug varian
de punto a punto, constituyendo un sistema de coordenadas curvilineas.
La posicién de un punto queda definida mediante

r = pu, + zk (2.11)

expresién que engloba también a las coordenadas polares para el movimien-
to plano, sin méas que hacer z = 0.

Es inmediato establecer las relaciones con las coordenadas cartesianas,
tomando el plano de referencia Oxy de forma que se comparte la coordenada
z:

x = pcosb

y = psenf
Mientras que entre los versores de ambos triedros la relacion es

u, = cos 01 + sen 03

ug = —sen 0% + cos g
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Derivando estas expresiones respecto del tiempo se obtiene

u, = —0sen 0 + 0 cos 05

= fuy
Gy = —6 cos 0 — O sen 0j
b,
k=0

Empleando estas igualdades y derivando el vector posicién (2.11) se
obtiene la velocidad,

P = pu, + pug + k;

repitiendo la operacion, se obtiene la aceleracion:

= (p— p0*)u, + (200 + ph)ug + k.

2.2.3. Coordenadas Esféricas.

La posiciéon de un punto queda ahora referida a las dos coordenadas
angulares en una esfera de radio r: la longitud ¢ y la latitud 6 (figura 2.9).

A

.
o~

Figura 2.9: Coordenadas esfé-
ricas

El triedro fisico es ahora (u,, ug, u,). La linea coordenada de longitud ¢
constante define el meridiano, al cual es tangente el versor ugy. Asimismo la
linea de latitud 6 constante define un paralelo, al cual es tangente el versor
u,. Por tltimo, el versor w, lleva la direccién y sentido del radio vector r.

Proyectando sobre las direcciones del triedro cartesiano se obtienen las
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relaciones con los versores del mismo:

u, = cosfcospt+cosfsenyj +senfk
ug = —senfcospt—senfsenpj + cosbk
Uy, = Uy AN U = —Sen P 1+ cospjJ
En este caso los tres versores son variables, funcién del punto. Para obte-

ner sus derivadas temporales, expresaremos primero sus derivadas parciales
respecto de las coordenadas:

ou, 0 ou, ou, 0
=0; = ug; =cosfu
ar 90 " oy ¢
Oouy 0 Ouy Ouy 0w
— =0, —-=-u,; —— = —sen
or 00 "9 v
0 0 0
%*0; %:0; ai(::senﬁue—coseur
Empleando estas relaciones, se obtiene
0 ou, - 0
iy = Sty Ty S

or 00 Oy
= éue—i—c,bcoséu@
ug = —psentu, —Ou,
w, = psenfug — pcostu,

Por 1ltimo, utilizamos estas expresiones en las derivadas temporales de r,
para obtener:

P = ru, + rlug + 1o cos Hu,

7 = (i — rg? cos? 0 — r62)u, + (270 4 r¢? sen 6 cos 0 + r6)ug
+ (27¢ cos 0 — 2rfp sen 0 + 1 cos 0)u,

2.2.4. Triedro Intrinseco.

La propia curva definida por la trayectoria dindmica, 7(t), permite de-
finir un triedro denominado «intrinsecos, que a menudo resulta de gran
utilidad para describir el movimiento. Se resumen aqui algunas definiciones
y propiedades fundamentales de dicho triedro. Para un mayor detalle puede
consultarse algiin texto de geometria diferencial®.

9D.J. Struik: Geometria Diferencial Cldsica, Aguilar 1973; J.A. Ferndndez Palacios:
Mecdnica Tedrica de los Sistemas de Solidos Rigidos, (Anejo 1A), 1989.
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Vectores y planos del triedro.— Los versores que constituyen el trie-
dro intrinseco estan definidos por la trayectoria misma. Esta puede consi-
derarse parametrizada bien por el tiempo (r(t), con derivada 7 = dr/dt),
bien por la longitud del arco de curva s, sabiendo que ds = v/dr - dr. El
sentido positivo del arco coincide con el avance real sobre la curva a lo largo
del tiempo.

Figura 2.10: Vectores del triedro intrinseco

— tangente t L g /ds, vector unitario con igual direccién y sentido que
la velocidad 7.

— normal principal n, vector unitario normal a la curva (dr - n = 0),
y perteneciente al plano osculador (plano definido por dos tangentes
sucesivas a la curva, t y t 4+ dt). Su direccién y sentido lo tomaremos
por tanto segtin dt, es decir, hacia el lado céncavo de la misma.

— binormal b % ¢ A n, perpendicular por tanto a la curva (dr - b = 0),
y también a la normal principal (n-b = 0).

Los versores n y b definen el plano normal, cualquier recta contenida en
este plano es normal a la curva. Por otra parte, el plano osculador queda
definido por (t,n), siendo la binormal perpendicular al mismo.

Férmulas de Frenet.— Al ser un versor de médulo unidad, la derivada
del vector tangente es normal al mismo:

d dt

—(t-t)=2t-— =0. 2.12

R =2 g (2.12)
Por la definicién hecha de mn, la derivada dt/ds lleva la direccién de n, y el
moédulo se denomina curvatura:

ﬁ
ds

def




2.16 Capitulo 2. DINAMICA DE LA PARTICULA

Se puede interpretar de forma intuitiva razonando que cuanto maés se «do-
ble» la curva (por unidad de arco), mayor es su curvatura . Dada la defini-
cién realizada de m, por la que su sentido es siempre hacia el lado céncavo,
dicha curvatura resulta siempre positiva. Asimismo, se define el radio de

. def ;
curvatura como su inversa: R = 1/k. Asi,

dt 1 .
= ik (1.2 férmula de Frenet). (2.13)

KN =

Veamos ahora la variacién de la binormal b. Si la curva es plana, el plano
osculador es fijo y db/ds = 0. En un caso general, esta derivada constituye
una medida del alabeo de la curva que denominaremos torsion. En cuanto
a la direccién de esta derivada, razonamos en primer lugar, por los mismos
argumentos esgrimidos en (2.12), que es normal al propio b. Por otra parte,

d db dt db

“(bt)= — t4+b-—=—.t+b- —0.

ds(\/o) ds + ds ds —i—\‘(n’_/n) 0
= :0

Deducimos pues que db/ds = 0 esnormal a by a t, es decir, lleva la direccién
de m, mientras que su médulo lo llamaremos torsién 7. Estableciendo de
forma convencional el signo negativo en esta relacién, puede escribirse

b 1
% =-Tn=-5n (2.2 férmula de Frenet). (2.14)

(El radio de torsién resulta, andlogamente al de curvatura, T defy /T.)
Por tultimo, derivando la normal principal,

d d
FPti g(b/\t) =(—tn)At+bA (kn),
es decir:
dn ,
T Tb— Kt (3.2 férmula de Frenet). (2.15)
S
Expresiones de la velocidad y aceleracién.— Empleando las formu-

las de Frenet es inmediato deducir las siguientes expresiones para velocidad
y aceleracion:

P P
= — =V N
dt
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relacion que expresa simplemente que la velocidad es tangente a la trayec-
toria. Derivando de nuevo,

. ot dt ds ,t+v2
=10 V—— =10 —n
ds dt R

Se identifican en esta expresién claramente dos términos de la aceleracién:

vt aceleracién tangencial
2
/U s 7 7z
7" aceleracion normal (centripeta)

2.3. Movimiento de una Particula Libre

El principio de la cantidad de movimiento o 2.2 ley de Newton (2.2)
proporciona una ecuacion vectorial, que equivale a 3 ecuaciones escalares.
Llamando (X,Y, Z) a las componentes cartesianas de la fuerza F,

X =mi
F=mr & Y =my
Z =mz

Integrando estas 3 ecuaciones, serd posible obtener las 3 incégnitas (z,y, z)
que definen la posiciéon de la particula en cada instante. Las dificultades
que puedan surgir para esta integracion resultaran de las expresiones de
(X,Y, Z) que por lo general no tienen porqué ser constantes.

Consideraremos como aplicacion dos casos particulares relacionados con
el movimiento de proyectiles.

2.3.1. Proyectil Pesado en el Vacio.

Admitimos en este caso que no existen resistencias del medio, por lo
que la tnica fuerza actuante sobre la particula es la gravedad terrestre, que
suponemos definida por el campo gravitatorio simplificado (—mgk). Las
ecuaciones son:

me=0; my=0; mzZ=—mg.

Si tomamos unos ejes en los que el plano vertical Oxz contenga a la veloci-
dad inicial vg, es facil comprobar que el movimiento se desarrollard dentro
del mismo plano vertical:
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A
z
v
Y Figura 2.11: trayectoria
parabdlica de un proyec-
til pesado en el vacio
Vo,
£ P0 T
o~ —

Denominando g el dngulo de la velocidad en el lanzamiento con la
horizontal (figura 2.11) las ecuaciones en x y z se integran de manera trivial:

T =wgcospy, 2= —gt+ vysen pg; (2.16)

1
T = vgcospot, z= —§gt2 + vg sen @qt. (2.17)

Las expresiones (2.17) son las llamadas ecuaciones horarias de la trayecto-
ria, es decir, las ecuaciones que permiten obtener la posicién en funcién del
tiempo.

La trayectoria descrita por la particula queda definida por las ecuaciones
horarias de forma paramétrica, mediante el pardmetro t. Se puede obtener
la ecuacién implicita de la trayectoria eliminando el parametro ¢ de las
ecuaciones horarias: despejando ¢ en (2.171) y sustituyendo en la expresién
(2.173) de z:

1 x?
z= —59m+xtggpg, (2.18)
ecuacién que representa una parabola de eje vertical (movimiento parabd-
lico).
El alcance horizontal se obtiene haciendo z = 0 en (2.18),

v2
L = sen(2¢0) -2,
g

de donde se deduce inmediatamente que el alcance maximo se produce para
wo = /4, valiendo Lye, = U(Q) /g. Por otra parte, para distancias inferiores,
existen dos soluciones posibles de tiro para obtener un mismo alcance: tiro
directo y por elevacién:

p1 <m/4 (tiro directo),

1
> w9 > /4 (tiro por elevacion).

=sen2pg = 2 soluciones {

Lmax
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El tiro por elevacion es el caracteristico de los morteros, mientras que el
tiro directo es el normal de los proyectiles denominados balisticos.

Figura 2.12: Alcance del ti-
ro parabdlico en funcion del
angulo inicial @o: L =
%sen 2¢g. Para distancias
inferiores al alcance mdximo
(Lmax = U%/g, para o =
w/4), existen dos posibilida-
wo  des, el tiro directo (g9 = 1),

el 7r./4 2 y por elevacion (vg = ¢2).

La envolvente de las posibles pardbolas de tiro para vy dada, es decir
para una energia dada, es otra pardbola, denominada parabola de seguridad.
Para determinarla, expresamos la condicién de que la trayectoria (2.18) pase

Figura 2.13: Pard-
bola de seguridad,
envolvente de las
diversas  trayecto-
rias (1,2,3) para
una  energia  de
lanzamiento dada

por un punto (a,b) dado:
b= 1 AR
= ——0qQ— Qa M
29(7)0 COS(,O())Q g ¥0;
haciendo tg ¢o = u, obtenemos la ecuacién:
20} 2bv3
w?— 20y 414 20—,
a“g

para que tenga solucion real en u, ha de ser b < U(Q) /29— ga?/ 2118. Por tanto,
la ecuacion de la parabola de seguridad es

2 2
_ Y% gz

Z = .
29 203
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La altura maxima en una trayectoria se obtiene haciendo z = 0 en
(2.16):
Vg sen
0=—gt+vysenpy = = 07@0,
g
y entrando con este valor de ¢ en (2.17),
1 v% sen? @g
Zmaxr — 5 -
2 9

Es obvio que la maxima altura de todas las trayectorias posibles se obtiene
para ¢o = /2, es decir para tiro vertical:

11)3
Zmaxr = 5 -
29

Mediante consideraciones energéticas se podrian haber obtenido algunos
de estos mismos resultados de forma muy sencilla. Por ejemplo, la altura
maxima para un tiro vertical resulta de igualar la energia total en el punto
de altura maxima con la inicial:

1, 1vg
-mvg+0=0+mMmg2mez = Zmaz=—-

2 29
Asimismo, para una trayectoria inclinada, podemos obtener la velocidad en
el punto de maxima altura igualando la energia con la del instante inicial:

1 v3 sen? <p0>

1 1
—mvg +0 = —mv* +mg <2
g

2 2
De donde v = v cos g, deduccion que podriamos haber realizado también
al considerar que, al ser Z = 0 en ese instante, la velocidad no tiene com-
ponente vertical, reduciéndose a la velocidad horizontal que es constante.

2.3.2. Proyectil Pesado en Medio Resistente

Complicamos ahora el problema anterior al considerar una resistencia
del medio, cuya direccion es la de la velocidad y cuya magnitud depende del
modulo de la misma de forma mondtonamente creciente (es decir, a mayor
velocidad, mayor resistencia):

v

R=—-R(v)—

v
La funcién de resistencia R(v) tiene por lo general una caracterizaciéon com-
pleja, habiendo de determinarse mediante ensayos aerodinamicos en tine-
les de viento o simulaciones en el ordenador. Como simplificacion se suele
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aceptar la aproximacién como una funciéon proporcional al cuadrado de la
velocidad, R(v) = aw?, o para velocidades muy bajas, proporcional a la
velocidad, R(v) = awv.

En un caso general, llamando (R, Ry, R.) a las componentes cartesianas
de R, las ecuaciones son:

En primer lugar, demostraremos que la trayectoria es plana, manteniéndose
dentro de un plano vertical. En efecto, puesto que R || v,

R R R
Ry=-=i@; Ry=-—9 R.=-—%
v v v

Eliminando R, y R, con las ecuaciones (2.19) resulta

Integrando cada miembro de esta ecuacion en variables separadas se obtiene
logy=logCt = y=Ct = y=Cx+D,

ecuacion que define un plano vertical.

A continuacién expondremos un método de solucién general, para una
resistencia R(v) cualquiera. Para ello, expresemos las ecuaciones en las di-
recciones tangencial y normal a la trayectoria:

d

md—: = —mgseny — R(v) (2.20)
v2

m— = mgcos (2.21)
p

donde p es el radio de curvatura de la misma. La relacién de éste con los
incrementos infinitesimales de arco (ds) y dngulo girado (dyp) es

1 dey

P ds’
donde se toma convencionalmente el signo negativo, lo que equivale a esta-
blecer que ¢ decrece al crecer s, siendo p siempre positivo.

Queremos obtener la ecuacion que relaciona el médulo de la velocidad
con el angulo de la trayectoria, v(y), llamada «hoddgrafa». Para ello, eli-
minamos p de la ecuacién (2.21), quedando:

2 dy

— — = Cos 2.22
m?E = mgcos o (2.22)
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Dividiendo (2.20) y (2.22) término a término, y considerando que

dods _ do
dtde dyp
se obtiene:
1
1dv  mgsenp+ R(v) _ tg o+ _R(v) (2.23)
vdep mg cos ¢ mg cos ¢

Se trata de una ecuacién diferencial de primer orden que, integrada, propor-
cionaria la solucién v(y) buscada. Esta integraciéon puede no ser inmediata,
al menos por métodos analiticos, habiendo de recurrir entonces a procedi-
mientos numéricos. Una vez calculada esta solucién de la hoddgrafa v(yp),
la ecuacion de la trayectoria en funcion de ¢ se hallaria mediante una simple
cuadratura. En efecto, de (2.22):

— 1}2%% = Mg cos ¢
por lo que
d 1 /¢
ar = _tede —/ v(9) 4 (2.24)
g cos g Jp, cosp

obteniéndose asi t(y), e invirtiendo ésta, ¢(t). Las ecuaciones parametricas
de z(t), z(t), se obtendrian mediante nuevas cuadraturas:

v? 1 [% 4
dx:vcosgpdt:—;dgo = x:—/ v (p) de (2.25)
®

0

2
dz =vsenpdt = —%tgnpdgo = z= 1 /@v2(<p)tgg0dg0 (2.26)
¥o

Atn sin solucionar explicitamente las ecuaciones anteriores, se puede
extraer de ellas algunas conclusiones cualitativas. De (2.20) se deduce que
la velocidad permanece acotada. En efecto, si no fuera asi, la resistencia
R(v) que es una funcién monétona tampoco estaria acotada, llegdndose a
una aceleracién negativa infinita:

vV — 00 = R(U)—>OO = d—;}—>—oo

Por otra parte, de (2.24), si v estd acotado, para t — oo serd ¢ — —m/2,
por lo que la trayectoria tiene una asintota vertical.
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mgsen

mg

mg cos ¢

\
\
\
\
\
\
\
\
W
\
\

Figura 2.14: Trayectoria de un proyectil en medio resistente. Descomposi-
cion del peso en direccion normal y tangencial.

Existe una solucién analftica debida a Legendre!'®, reduciendo el pro-
blema a cuadraturas sucesivas, si la funcién resistente toma la forma:

R(v) = mg(b+ cv™)

Como aplicacion, consideremos el caso particular de resistencia del me-
dio proporcional a la velocidad, (b =0, n = 1), es decir: R(v) = mgcv. En
este caso la ecuacion (2.23) resulta:

1dv cv
t

—— =tgp+
vde cos

La integracion de esta ecuacion arroja:

Vo COS ©o
cos o — cvgsen(p + g)

v =

Aunque no demostraremos la deduccion de esta expresion, es facil compro-
bar que cumple la ecuacién diferencial (2.23).

Para este caso de resistencia viscosa otra forma de resolver el proble-
ma es integrando directamente las ecuaciones en componentes cartesianas,
procedimiento que queda descrito en el siguiente

EJEMPLO 2.1: Una particula se mueve en un medio viscoso, con resistencia
proporcional a la velocidad, R(v) = mgcv. Obtener la trayectoria.

Over p.ej. P. Appel y S. Dautheville, Précis de Mécanique Rationelle, Gauthier-Villars,
1952
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Solucion. Particularizamos las ecuaciones diferenciales (2.19) que resultan

&= —gct, (2.27)
Z=—gcz—g. (2.28)

La ecuacion (2.27) es de variables separadas, por lo que se integra directa-
mente: . .

I T

—=-gc = In— = —gct;

x Vo
e integrando de nuevo y teniendo en cuenta que z(0) = 0,

. — Vo —
T=vge 9 = |z=—""(1—-e 9|
gc

Por su parte, en la ecuacién (2.28) se pueden separar variables de forma
similar e integrar una primera vez:

Z o Z+1/c ’
—F = —gc n———— = —gct;
24+ 1/c g vz + 1/c g
e integrando de nuevo, con la condicién inicial z(0) = 0,

1 1 t 1
2=—+(’U0Z+> e 9t o |y=_24 (7J()z+2> (1—e 9. | O
c c c gc  gc

2.4. Movimiento de una Particula sobre una Cur-
va

Sea una curva I' definida como la interseccién de dos superficies f y g:

f(r,t) =0, (2.29)
g(r,t) =0. (2.30)
Una normal a la curva viene dada, en funcién de 2 pardmetros A y p arbi-

trarios, por:
N = )\grad f + pgradg.

Decimos que la curva es lisa si la fuerza de reaccion que se produce sobre
la particula es normal a la misma. Ademds de esta reaccién, pueden existir
unas fuerzas aplicadas o activas f, por lo que la ecuaciéon dinamica es:

f+ Agrad f + pgrad g = m# (2.31)

N, reaccién normal
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Figura 2.15: Particula sobre wuna
curva I, definida como intersec-
cion de dos superficies, con normales

grad f y grad g.

El problema queda planteado con cinco ecuaciones ((2.29), (2.30), y tres
ecuaciones escalares de (2.31)) para cinco incognitas (x,y, z, A, i1).
Multiplicando (2.31) por dr, y suponiendo que se trata de una curva

fija (es decir, 9f /0t =0, dg/dt = 0):

f-dr:mi"-dr:d(m21}2) (2.32)

(puesto que grad f - dr = df =0, e igual para g).

El trabajo elemental de las fuerzas aplicadaas f - dr lo podemos poner
en funcién de un pardmetro que define la posicién en la curva (por ejemplo,
el arco recorrido), que llamaremos g¢:

d d d
Fodr = fode+ fdy + fodz = foSodq + f,~2dq + f.—odq = Qdq
dg dg dg

definiéndose la «fuerza generalizaday» como el producto escalar de la fuerza

(fisica) aplicada por la derivada de la curva respecto del pardmetro, @ def
f-dr/dq = fydx/dq + fydy/dq+ f.dz/dq. Asi,

2

muv mv?  mu? 4
qu:d<2> = 2—20:/ Q(q)dq,
o)

con lo que el problema queda reducido a una cuadratura. Si fuera df /9t # 0
6 0g/0t # 0 (caso de una curva mévil), obtendriamos:

mu? af dg
dl — | =f -dr — A=dt — p—=dt. 2.33

( 2 > Frdr =25 dt=ng, (2:33)
El término adicional respecto a (2.32) corresponde al trabajo realizado por
la fuerza de reaccién, (Agrad f + pgradg) - dr = (—=\Jf /0t — pdg/ot)dt,
debido a que el desplazamiento real (dr) no sigue la tangente a la curva en
un instante ¢, por ser ésta movil.
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Si f proviene de un potencial, f = —dV/dr, entonces f - dr es un
diferencial exacto:
f-dr=0Qdq=—-dV,

pudiéndose integrar (2.32) para obtener

siendo h una constante de integracién (energia mecdnica total constante).
Una vez obtenida v, se introduciria en las ecuaciones de equilibrio, for-
muladas en el triedro intrinseco, para calcular la reaccién normal IV:

dv v?
3 At Ne=m—s it Ny =0
p

fe=m
Senalemos por ultimo que en un caso general N es normal a la curva I,
aunque no necesariamente coincide con la normal principal. Esto ultimo si
se cumple si no hay fuerzas aplicadas (f = 0), pues al particularizar las
ecuaciones anteriores se obtiene N,, = mv?/py N;, = 0.

EJEMPLO 2.2: Una particula de masa m esta ligada a una circunferencia lisa
de radio R sobre la que puede deslizar libremente. A su vez la circunferencia
se mueve en un plano horizontal, girando con velocidad de rotacién uniforme
(impuesta) w, alrededor de un punto O de su perimetro. Se pide:
a. Empleando como pardmetro el dngulo ¢ (figura 2.2), determinar la
aceleracion (absoluta) de la particula en un instante genérico.

b. Obtener la ecuacion diferencial del movimiento.

c. Obtener la expresién de la reaccién de la circunferencia sobre la par-
ticula.

d. ;Se conserva la energia total (7' + V)? (responder razonadamente).

e. Obtener una integral primera del sistema (constante del movimiento,
igual a una expresion funcién de las derivadas primeras, en este caso
¢). Tomar como condiciones iniciales ¢y = 0, ¢ = w.

Solucion.

a.— Kl procedimiento mas directo es emplear coordenadas cartesianas
para la posicién de la particula (figura 2.17):

x = Rcos(wt) + Rcos(p + wt);

2.34
y = Rsen(wt) + Rsen(p + wt). (2:34)
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O

Figura 2.16: Ejemplo 2.2 - particula que se
mueve sobre una circunferencia lisa, con un

punto (O) fijo de su perimetro y velocidad de
rotacion impuesta w.

Figura 2.17: Coordenadas y vectores basicos
para el ejemplo 2.2; (T y v) son los verso-
res tangente y normal a la circunferencia
respectivamente, mientras que (up,U9) son
los versores de las coordenadas polares.
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A partir de aqui, derivando:

& = —Rwsen(wt) — R(p + w) sen(wt + ¢); (2.35)
y = Rw cos(wt) + R(p + w) cos(wt + ¢); '
i = —Rw? cos(wt) — R@sen(wt + ¢) — R(¢+ w)? cos(wt + );

) 2 . Y (2.36)
§J = —Rw” sen(wt) + Rp cos(wt + ¢) — R(¢ + w)* sen(wt + ¢).

Las direcciones en que interesa proyectar la aceleracién son (l6gicamen-
te) la tangente y la normal a la circunferencia. Estas resultan:

ar = —isen(p + wt) + jcos(p + wt) = Rw?sen p + Rp;

. N 2 : s (237)
a, = & cos(p + wt) + ysen(yp +wt) = —Rw*cosp — R($ + w)”.

Otra manera!! de calcular serfa utilizando las coordenadas polares (p, 0)
(figura 2.17):

0 =wt+ (p/2); p=2Rcos(¢/2); (2.38)
La aceleracion es a = (a,, ag):

a=p—pP* g =2p%+ pg,
con lo que:

ap = —R@sen(p/2) — RY* /2 cos(ip/2) — 2R cos(p/2)(w + ¢/2)%,

2.39

ag = —2R¢psen(p/2)(w + ¢/2) + Rcos(p/2)p/2. (2:39)
Finalmente, proyectando sobre tangente y normal al aro:

ar = —a,sen(p/2) + agcos(p/2) = Rw?sen p + Rp; (2.40)

ay = a,cos(p/2) + agsen(p/2) = —Rw? cos p — R(¢ + w)?.

Se obtienen los mismos valores que antes (2.37), como era de esperar.

1Un tercer procedimiento recomendable para este caso seria la descomposicién del
movimiento en el arrastre del aro y el de la particula relativo al aro, originando la des-
composicién del campo de aceleraciones @ = @Garr + Qcor +arel, COMO se verd en el apartado
4.2, ecuacién (4.9).
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b.— La tnica fuerza sobre la particula es la reaccién de la circunferen-
cia, que lleva la direccién de v. La componente de la aceleracion segin 7
serd por tanto nula, lo que proporciona la ecuacion del movimiento buscada.
A partir de (2.37);:

¢ +wsenp =0 (2.41)

Por similitud con la ecuacién del péndulo simple (I¢ + gsenp = 0), esta
ecuacién indica que se produce un movimiento pendular alrededor del punto
diametralmente opuesto al punto O, con longitud de péndulo equivalente

lequiv = g/w2-

c— Sea la reaccion N = Nv. Obtenemos el valor de N mediante
la aceleracién a,, ecuacién (2.37)2, expresando la ecuacién dindmica segun
esta direccién:

N =ma, = —mR [(w+ ¢)* + w?cos )] . (2.42)

d.— No se conserva la energia, ya que se trata de una curva mévil, en
la que la fuerza de reaccién desarrolla un trabajo. Es necesario aplicar un
momento al sistema para conseguir la rotacién uniforme w, momento que
no es una fuerza conservativa.

Aunque a primera vista pudiera parecer que la reaccién de la circunfe-
rencia, al ser lisa la ligadura, no desarrolla trabajo alguno, ésto no es asi,
yva que la reaccién es normal a la circunferencia pero no a la trayectoria
(absoluta) de la particula.

e— Ya que no resulta posible aplicar directamente un teorema de
conservacién, integraremos directamente la ecuacién de la dindmica (2.41).
Para ello, multiplicamos primero por ¢:

Gp 4 wpsen p = 0; (2.43)
esta ecuacién tiene integral inmediata:

1
3 2 —w?cosp =C (2.44)
Aplicando las condiciones iniciales, resulta C' = —w?. La integral primera
es por tanto:

¢? + w?(1—2cosp) =0 (2.45)
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Puede comprobarse que la expresion de la energia total del sistema es:
S S 2 .
T+V = 2mR [¢% +2(1 + cos @) (w? + w)] (2.46)

por lo que, comparandola con (2.45), se deduce que la energia total no
puede ser constante, ya que ambas expresiones no coinciden. ]

2.5. Movimiento de una Particula sobre una Su-
perficie

Sea una superficie lisa, definida en forma implicita por una ecuacion
escalar

f(’l", t) =0, (247)

cuya normal viene dada por grad f = 0f/0r. Si existen otras fuerzas apli-

e / Figura 2.18: Particula sobre una super-
ficie lisa f, con normal grad f.

cadas f —ademds de la reacciéon normal N = Agrad f— la ecuacion di-
namica sera:
f+Agrad f = m# (2.48)

El problema queda planteado con las tres ecuaciones escalares (2.48) y
la propia de la superficie (2.47), para las cuatro incégnitas (x,y, z, \).
Multiplicando escalarmente (2.48) por 7, y suponiendo que la superficie

es fija (0f /0t = 0),
2

fodr=d (’”2”) (2.49)

Para definir la posicién sobre la superficie son necesarios dos parametros
(u,v), coordenadas de la superficie. Ast:
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or or
f-dr:f-%du—i—f-%dv

= Qudu + Q,dv

~a("y);
2
donde @, def f-or/ou, Q, def f-0r/0v. Es necesario integrar esta ecuacién
diferencial para resolver el problema.
Si la superficie es mévil (9f/0t # 0), en la ecuacién anterior debe in-
cluirse el trabajo de la reaccién normal (Agrad f-dr = —A\(9f/0t)dt # 0),

resultando la expresién

muv

f-dr = Qudu + Qud A g (e
— Gl T R T A T 2 )

Si f proviene de un potencial, f = —dV/dr, por lo que f - dr es dife-
rencial exacto, y de la integracién de (2.49) se obtiene

mv2

2
Una vez calculada la velocidad v, hallarfamos A y IN (reaccién normal),
aplicando las ecuaciones en el triedro intrinseco, de manera similar al caso
anterior. En este caso emplearemos el triedro intrinseco de la superficie,
formado por (figura 2.19):

+V(r)=h.

= NV, segtn la direccién de la recta MC en la figura 2.19, normal a la
superficie.

» t = dr/ds, tangente a la trayectoria.

» B =1tA N, segun la recta M P (figura 2.19), contenido en el plano
tangente II; y normal a los anteriores.

El punto C es el centro de curvatura de la seccién normal (definida
como la interseccién de la superficie con el plano definido por t y N), y C’
el centro de curvatura de la trayectoria I'. Por tanto, la normal principal a
la curva lleva la direcciéon de MC’: n || MC’. Los segmentos que definen
ambos radios de curvatura (MC y MC') forman entre s{ un dngulo 6. Las
ecuaciones en las direcciones del triedro intrinseco son

dv
ft - mav
2
fn +Nn = ﬂv
P

fb+Nb:07
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Figura 2.19:
Triedro mn-
trinseco de la
superficie.

siendo p el radio de curvatura de la trayectoria. Proyectando sobre la di-
reccién N (normal a la superficie), las componentes de la fuerza aplicada
y de la reaccién son respectivamente

fnv = fncosO+ fysen®; N = N, cos8 + Npsenb.

La ecuacién dindmica segiin esta direccion es

2
fN+N = MY o5 .
)

El radio de curvatura de la seccién normal es Ry = MC = p/cosf, por
el teorema de Meusnier'?. Por tanto, la ecuacién anterior puede escribirse

como

771'1)2

+N=—.
fn Rin

Proyectando sobre B (normal a la trayectoria y € II;), la componente
de la reaccién normal es naturalmente nula, mientras que la fuerza aplicada
es

fB=—fnsenf + f,cosf,

y la ecuacién es
2

muv
fB=—
p

Se pueden definir las geodésicas de la superficie como aquellas curvas
en las que el radio de curvatura y el de la seccién normal de la superficie
coinciden (f = 0). En ellas el plano osculador contiene constantemente

sen 0.

12¢f. D.J. Struik: Geometria Diferencial Cldsica, Aguilar 1973, (apartado 2.5).
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a la normal a la superficie IN. Si no actian fuerzas exteriores (f = 0),
una particula ligada a la superficie recorre una geodésica con velocidad
constante. En efecto:

ft =0 = V=1
fB=0 = 06=0 (Geodésica)
N =mv?/Ry

2.6. Problemas propuestos.

Problema 2.1. Una varilla AB de longitud 2a se mueve de forma que su
extremo A recorre el eje Oz de un sistema de referencia Ozyz ortogonal.
El extremo B recorre la circunferencia

x2—|—y2—2ay:0,z:()

con velocidad angular constante w. Inicialmente B estd en el origen de
coordenadas. Se pide:
a. Ecuaciones horarias del movimiento del punto medio M de la varilla.

b. Caracterizar geométricamente la trayectoria.
c. Velocidad de M.

d. Valores maximos o minimos de la velocidad de M y posiciones en que
se presentan.

e. Caracterizar el movimiento de A.

f. Aceleracién de M.

g. Aceleraciones tangencial y normal en los instantes de los méximos y
minimos de la velocidad.

h. Radio de curvatura de la trayectoria en esos instantes.

Problema 2.2. Un punto M describe la cardiode
p = a(l+ cosh)

de modo que su aceleracion pasa continuamente por el polo O. Inicialmente
el punto se encuentra en (2a,0) con una velocidad vy. Se pide:
a. Velocidad del punto en funcién de p.

b. Aceleraciones total, tangencial y normal en funcién de p.

c. Radio de curvatura de la trayectoria.
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d. Tiempo que tarda en llegar al polo O.

Problema 2.3. Un punto se mueve en un plano alrededor de un punto
fijo O, de modo que su aceleracién v es siempre normal al radio vector p, y
este dltimo gira alrededor de O con velocidad angular constante w. Hallar
la ecuacién de la trayectoria y el valor de -, sabiendo que en el instante
inicial p = r9,0 = 0, y vy es perpendicular a rg.

Problema 2.4. Un punto M se mueve con velocidad constante ¢ sobre
la catenaria y = acosh(z/a) = § (e”/a + e‘x/“). Hallar la aceleracién del
punto M en funcién de z e y y la direccién de la misma.

Problema 2.5. Un punto material M pesado y de masa m estd obligado a
moverse sin rozamiento sobre una circunferencia vertical de radio a. Dicha
circunferencia gira con velocidad angular constante w alrededor del didme-
tro vertical AB. En el instante inicial el punto se sitia en el punto mas
bajo y tiene una velocidad inicial relativa a la circunferencia Vy = /2ga.
Se pide:

a. Ecuacién diferencial del movimiento de M;

b. Dejar el movimiento reducido a una cuadratura;
c. Reaccion de la circunferencia sobre el punto M en funcién de la po-
sicién.

Problema 2.6. Una particula material pesada M, de masa m, se mueve
sobre una hélice cuyas ecuaciones cartesianas son:

x = Rcos#,
y = R senf,
z=RE.

Sobre el punto actia ademaés de la gravedad una fuerza de resistencia pro-
porcional y opuesta a la velocidad tal que cuando la velocidad del punto
es \/gR, la fuerza de resistencia es igual al peso mg de la particula. En el
instante inicial (¢ = 0) la particula se encuentra en la posicién definida por
las coordenadas (R,0,0) y se lanza con una velocidad Vpv/2/2(5 + k). Se
pide:

a. Demostrar que existe un valor de la velocidad inicial V,, para el cual

la aceleraciéon total de la particula en el instante inicial es minima.

b. Plantear las ecuaciones que determinan el movimiento de la particula
M y la reaccién de la hélice.
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c. Calcular la posicién mas alta alcanzada por la particula, suponiendo
que el valor algebraico de la velocidad inicial es: V, = v/2¢gR.

Problema 2.7. Se considera un punto material pesado M, de masa m,
que puede deslizar sin rozamiento y con ligadura bilateral, sobre un cono
de revolucién de eje vertical y semiangulo 30°. Sobre el punto actia, ademéds
del peso, una repulsion desde el vértice del cono, de valor:
\/§ at
F=—mg|l—-—
9 "9 r4
donde r es la distancia del punto M al vértice del cono. En el instante
inicial se lanza el punto M, tangente al paralelo local, a una distancia a del

vértice y con velocidad inicial V) = , /T\l/g ga. Se pide:
a. Determinar completamente la trayectoria y ley horaria del movimien-
to del punto M, indicando el tiempo que tarda en alcanzar la cota
mas baja.

b. Reaccién normal del cono sobre el punto.

Problema 2.8. Una bolita pesada de masa m desliza sobre sin rozamiento
sobre la trayectoria de la figura, cuyo lazo es circular de radio R, siendo el
enlace unilateral. ;A qué altura H es necesario soltar la bolita, sin velocidad
inicial, para que recorra el lazo sin desprenderse? ;y para que se desprenda
y pase por el centro del lazo?

Figura 2.20: Problema 2.8

Problema 2.9. Una particula que se mueve sobre una circunferencia es
atraida por un punto de su perimetro, con una fuerza funcién de la distancia.
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Determinar esta funcién de modo que la reaccion que ejerza la circunferencia
sobre la particula sea constante, y calcilese la reaccién en funcion de las
condiciones iniciales.

Problema 2.10. Un punto material de masa m se mueve sin rozamien-
to sobre la superficie de revoluciéon engendrada por una catenaria al girar
alrededor de su eje de simetria, cuya ecuacion es

a

2z = acosh

Sobre el punto actiia inicamente una fuerza atractiva hacia el eje Oz cuya
expresion vectorial es:

2 2
r° 4+ 2a
mw?a*————

F=-—
7‘5

U,

donde w es una constante conocida. En el instante inicial el punto material
se encuentra en una posicion situada a distancia a del eje Oz y estd dotado
de una velocidad vy = v/2wa, formando un angulo de 45° con la tangente
al meridiano correspondiente. El sentido de la velocidad es tal que el punto
tiende a alejarse del eje Oz. Se pide:

a. Calcular la velocidad del punto en funcién de su posicion.

b. Calcular la proyeccién del punto sobre el plano Ozxy, a lo largo del
movimiento.

c. Determinar la ley horaria del movimiento.

d. Calcular la reaccién normal de la superficie.

Problema 2.11. Un punto pesado M de masa m se mueve por la cicloide

x = Ry — Rsen p,

y=R— Rcosp,
a la que puede abandonar por el lado convexo. Sabiendo que el eje Oy es
la vertical ascendente, se lanza el punto desde la posicién maés alta de la

cicloide con una velocidad inicial vg. Se pide:
a. Ecuaciéon del movimiento.

b. Reaccién normal.
c. Punto en que M se despega de la cicloide.

d. Valor maximo de vy para que el punto no se despegue inmediatamente
de la cicloide.
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Problema 2.12. Un cuadrado indeformable O ABC', formado por 4 varillas
huecas de longitud [ cada una, se mueve en un plano horizontal alrededor
del vértice fijo O con velocidad de giro constante w. En el lado AB, segin
indica la figura, puede moverse sin rozamiento una particula P de masa m,
unida al vértice A mediante un resorte de constante k£ y longitud nula sin

tensién. Se pide:
a. Aceleracién absoluta de P, en sus componentes normal y tangencial a
AB, para un instante genérico. Se tomaré como pardmetro v = AP.

b. Ecuacién diferencial del movimiento de P relativo a AB.

c. Suponiendo que inicialmente u(0) = ug y @(0) = 0, estudiar la posi-
bilidad de equilibrio relativo estable, en funcién de la relacién entre
wy k.

d. Reaccion de la varilla AB sobre P.
(Examen parcial, 9/2/1996)

Figura 2.21: Problema 2.12

C

Problema 2.13. Bajo la accién de la gravedad, una particula m se mue-
ve sin rozamiento sobre la cicloide (ver figura adjunta) definida en forma
paramétrica por las expresiones:

x=R(f —senf); y=—R(1—cosb),

con 0 <0 < 2.
a. Obtener la relacién s(), siendo s la longitud de arco medido desde el
punto més bajo de la cicloide (6 = ).

b. Obtener la ecuacién dindmica del movimiento (ecuacién diferencial de
orden 2 en s(t)).
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c. Si la particula se libera partiendo del reposo, desde la posiciéon 6 =
/2, obtener el tiempo que tarda en llegar al punto més bajo de la
cicloide. Misma cuestién si parte del punto més alto (6 = 0).

(Examen parcial, 26/1/1998)

Y

TR 2rR _x

Figura 2.22: Problema
m 2.13

2R 4

Problema 2.14. Una particula de masa m se mueve libremente sobre un
aro circular liso y rigido, de radio R, que tiene un movimiento de rotacién
impuesto con velocidad angular w constante alrededor de un didmetro ver-
tical fijo. Ademads del peso, sobre la particula actida un resorte lineal de
constante k y longitud natural nula, cuyo otro extremo desliza libremente
sobre el didmetro horizontal del aro. Se pide:
a. Componentes de la aceleracién (absoluta) de la particula en las direc-
ciones tangencial al aro, normal al mismo segin la direccién radial y
normal al plano del mismo, en funcién de 6 y sus derivadas.

b. Ecuacién diferencial del movimiento.

c. Expresion general de la reaccién del aro sobre la particula, asi como
el momento que se necesita aplicar al aro para obtener el movimiento
impuesto (se supondrd masa nula para el aro).

d. Si en el instante inicial la particula parte de una posicién sobre el did-
metro horizontal con velocidad relativa nula, deducir razonadamente
el maximo y minimo de la inclinacién 6 en el movimiento subsiguiente.

(Examen parcial, 27/11/1999)

Problema 2.15. Un disco de radio R se mueve en todo momento en un
plano vertical de forma que gira con velocidad angular w constante. El disco
ademads rueda sin deslizar sobre una recta horizontal que se mueve con una
velocidad constante v. En el disco existe una ranura radial lisa en la que se
mueve una particula de masa m, que estd unida ademads al centro (C') del
disco mediante un resorte de constante elastica k y longitud natural nula.
Se pide:
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Figura 2.23: Problema 2.14

a. Expresar la ecuacion diferencial del movimiento de la particula en la
ranura.

b. Obtener el valor minimo de k para que el movimiento de la particula
respecto de la ranura sea de tipo oscilatorio.

c. Expresar la reaccién que ejerce la ranura sobre la particula.

d. Suponiendo que en el instante inicial la ranura estd horizontal y la par-
ticula se encuentra en el borde derecho del disco y en reposo respecto
de éste, calcular el trabajo de la reaccién entre ¢ = 0 y un instante en
que la ranura ha girado un cuarto de vuelta (¢t = 7/(2w)). Particula-
rizar este célculo para k = 10mg/R, w = \/g/Ry v = (5/6)wR.

(Examen parcial, 25/11,/2000)

Figura 2.24: Problema 2.15




Capitulo 3

Oscilaciones Lineales con 1
Grado de Libertad

Es muy comtun que el objetivo de un diseno mecéanico sea una estruc-
tura o un mecanismo que permanezca cerca de una posicién de equilibrio
estable, pudiendo realizar sin embargo pequenos movimientos u oscilaciones
alrededor de esa posicion. Una variante serfa un sistema cuyo movimiento
objetivo sea una trayectoria determinada, admitiendo pequenas oscilaciones
o variaciones acotadas respecto de la misma.

Las solicitaciones y la respuesta de un sistema debido a cargas dina-
micas pueden superar notablemente los efectos de las mismas cargas en
condiciones estaticas, aplicadas de forma suficientemente lenta. Los disefios
de ingenieria cada vez requieren m&s una adecuada respuesta dinamica.
Esto puede deberse a que las cargas realmente se apliquen de forma muy
rapida, como a asignar una mayor importancia a aspectos como el manteni-
miento de la funcionalidad, la resistencia, y el confort ante las vibraciones.
Estas condiciones de diseno a menudo se anaden a las puramente estaticas,
de estabilidad y resistencia en la posicién de equilibrio.

En la mayoria de los casos practicos, estas pequenas oscilaciones se
pueden considerar como «linealesy (mdas adelante se precisa el significado
de este término) pudiéndose analizar mediante la teoria que se expone en
este capitulo y en el capitulo 10 para sistemas con varios grados de libertad.

Comenzamos aqui por los casos més simples de oscilaciones, los de sis-
temas con 1 grado de libertad. Aunque en la realidad casi todos los casos
tienen varios grados de libertad, en numerosas situaciones existe un grado
de libertad predominante, pudiéndose despreciar los otros «modos de vibra-
ciény en una primera aproximacion. Serd valido en estos casos el estudio

3.1
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mediante las técnicas que presentamos en este capitulo; en cualquier caso,
seran la base para el estudio de las oscilaciones con varios grados de libertad
que se tratan mas adelante (capitulo 10).

3.1. El Oscilador Armoénico Simple

3.1.1. Ecuacién del Movimiento

Sea una masa puntual, m, obligada a moverse segin una recta fija, sujeta
a un punto dado de la misma por medio de un resorte elastico (es decir, un
muelle que ejerce una fuerza proporcional a su elongacién), de constante k,
sin que existan otras fuerzas aplicadas. Si se denomina x la coordenada de
m a lo largo de la recta, el resorte elastico ejerce una fuerza recuperadora,
que se opone a la elongacién, de valor

F = —k(z — xo),

siendo x¢ la que se denomina longitud natural del resorte, para la cual éste
quedaria sin tensién. El signo ha de ser negativo puesto que la fuerza del
resorte tiene sentido contrario a la elongacién, es decir, es una resistencia
interna que se opone a ella.

Decimos que se trata de un resorte lineal, porque la fuerza desarrollada
en el mismo depende linealmente de la elongacién: a doble elongacién, doble
fuerza, y a elongaciéon mitad, la fuerza se divide por dos.

X

Figura 3.1: Oscila-
MM/\/\/_‘ dor armoénico sim-
ple

k m

Como podemos elegir el origen de coordenadas donde nos plazca, lo
haremos en el punto g, de forma que la expresion de la fuerza del muelle
sea

F=—kz.

Aplicando el principio de la cantidad de movimiento (2.2), obtenemos
la ecuacién dindamica de este sistema:

mi = ks = 1)
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Se trata de una ecuacién diferencial ordinaria con las siguientes carac-
teristicas:

= de segundo orden, ya que intervienen derivadas segundas;

= [ineal, ya que asi es la dependencia en relacién con la variable x y sus
derivadas;

» de coeficientes constantes, pues supondremos fijos m (masa del siste-
ma) y k (rigidez del resorte);

= homogénea, pues la ecuacién estd igualada a cero, sin término inde-
pendiente a la derecha del signo igual.

3.1.2. Energia

Antes de proceder a integrar la ecuacién, conviene analizar la energia
asociada al resorte. La fuerza del muelle es conservativa, asociada a un po-
tencial V' (z). Este se calcula inmediatamente integrando el trabajo realizado
por aquélla entre la posiciéon natural y una posicién genérica:

€T X 1
V:—/"FM:—/X—mym:m?
0 0 2

Al ser la fuerza conservativa, la energia total se conserva, siendo su valor
en un instante genérico

1 1
E:T+V:§mﬁ+§mﬁ (cte.) (3.2)
Si el movimiento es oscilatorio y acotado, la elongacién z(t) tendrd maéxi-
mos en los que la derivada es nula (¢ = 0). Particularizando para uno de
estos instantes, podemos escribir la ecuacion (3.2) en funcién de una nueva
constante A cuya interpretacion es la elongaciéon maxima:

Lo 1, o 1. 9

gma” + 5]{:3: = 5]@4 . (3.3)
Fisicamente, podemos interpretar la ecuacién anterior observando que

en los puntos de elongacién méaxima toda la energia es potencial (Vijax =

%kAQ), mientras que en los puntos de elongacién nula toda la energia es

cinética (Tiax = %k‘AQ). A lo largo del movimiento, la energia total se

conserva, oscilando entre estas dos formas.
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3.1.3. Integracién de la Ecuacién

El objetivo es resolver la ecuacién (3.1), integrandola para obtener el
movimiento x(t). No se pretende aqui explicar con caracter general los pro-
cedimientos de integracion de ecuaciones diferenciales con una variable, por
lo que nos ceniremos a los detalles de la soluciéon de ecuaciones del tipo de
(3.1), que por otra parte reviste considerable importancia en la fisica y en
la mecéanica.

La forma maés sencilla es partir de la ecuacién (3.3), despejando en ella
y separando variables:

k dz
r¢ = — 2— 2 —_ = —
x —m(A %) = ”mdt ek

La integracion se puede hacer para cada miembro de esta ecuacién de forma

independiente, resultando
k ‘4 x
\/— = arcsen —
m' ¥ A’

donde ¢ es una constante de integracién. Definimos ahora un nuevo para-
metro wp como
def k

wo = E (3.4)

con lo cual despejando el valor de x resulta la ecuacién del movimiento
buscada:
x(t) = Asen(wot + ). (3.5)

Esta ecuacién define una ondulacién armoénica (es decir, sinusoidal). Se
trata de un movimiento periddico, puesto que se repite idénticamente cada
cierto intervalo de tiempo, denominado periodo, de manera indefinida. En
este caso el periodo es T' = 27 /wy.

El pardmetro wy recibe el nombre de pulsacion o frecuencia angular
natural del sistema; representa la frecuencia angular con la que éste oscila
cuando se le separa de su posicién de equilibrio y se le libera para que se
mueva libremente!. La constante A es la amplitud de la oscilacién (médulo
de la elongacién méxima) y por iltimo ¢ es el dngulo de fase, ya que indica
la fase de la sinusoide en que se sitia el origen de tiempo.

'En contra de lo que pudiera parecer, la notacién wo no indica «valor inicial de ws,
tratdndose de un valor caracteristico del sistema que se mantiene constante. El subin-
dice en wyp se refiere a que el sistema no tiene amortiguamiento, en comparacién con la
frecuencia caracteristica w que obtendremos para los sistemas con amortiguamiento, ver
ecuacién (3.13).
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z(t) = Asen(wot + @)

elongacién (z)

3z 2m 3m 4m

jen)
w3
o[

3

fase (wot + )

Figura 3.2: Oscilacion armonica, abarcando dos periodos completos del mo-
vimiento. Un dngulo de fase @ # 0 equivale simplemente a una traslacion
del origen de tiempos.

La frecuencia angular o pulsacién se mide en radianes/segundo. La fre-
cuencia circular f —o frecuencia propiamente dicha—, indica el ntimero de
ciclos o revoluciones por unidad de tiempo, y se expresa mediante Hercios o
ciclos por segundo (Hz). La relacién entre ambas medidas de la frecuencia
es por tanto f = w/27. También es posible expresar la frecuencia en otras
unidades como revoluciones por minuto (rpm).

Es inmediato observar de (3.5), que cuanto mds rigido sea el muelle
(mayor k) o mas ligera la masa (menor m), mayor serd la frecuencia natural
de oscilacién wg. Por el contrario, sistemas flexibles (k pequeno) y pesados
(m grande) tendran frecuencias naturales bajas.

Si el valor de la constante k fuese negativo, esto corresponderia a una
repulsién del resorte, y no seria posible la solucién anterior al no poderse
obtener wy = y/k/m. Fisicamente, este caso no corresponderia a un movi-
miento de oscilacién, ya que la particula tenderia a alejarse cada vez més del
origen, sin estar su movimiento acotado. Por tanto, para que el sistema ten-
ga un movimiento oscilatorio acotado ha de poseer una rigidez k positiva,
correspondiente a una atraccién hacia la posicion de equilibrio estable.

Los dos parametros A y ¢ quedan indeterminados en (3.5), siendo ne-
cesario calcularlos a partir de las dos condiciones iniciales (posicién y ve-
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locidad iniciales). Por ejemplo, para una vibracién que parte desde una
elongacion inicial a en reposo,

r9=a; Ip=0 = A=a, ¢=m/2.

Para unas condiciones iniciales cualesquiera xy y vp, particularizando (3.5)

se halla
0= tan ™! (w0x0> o A= 0 .
0 sen

Como comprobacion, podemos evaluar la energia asociada al movimien-
to definido por (3.5). En un instante genérico, la velocidad es

& = Awg cos(wot + ),
por lo que

1 1 1
T+V = 3 mwi A% cos? (wot + @) + 5/@42 sen?(wot + ) = 5/@42.

=k

Como era de esperar se obtiene el mismo valor que en (3.3).

3.2. Oscilaciones en 2 Dimensiones

Sea una masa m que se puede mover en un plano, atraida hacia un
punto O del mismo por un resorte lineal.
m

P

/ Figura 3.3: Oscilaciones en 2D

F de una particula atraida hacia un
punto O del plano.

La expresion vectorial de la fuerza de atraccion es
F=—Fkr,
y la ecuacién vectorial del movimiento

mi + kr = 0;
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En componentes, tomando unos ejes Oxy en el plano, resultan dos ecua-
ciones escalares desacopladas:

mi+kxr=0; miy+ky=0. (3.6)
La solucién general de estas ecuaciones es
z = Acos(wot + «);  y = Bcos(wot + 3),

expresiones que definen la trayectoria de forma paramétrica. Para obtener
la ecuacién implicita de la trayectoria tengamos en cuenta, en primer lugar,
que podremos elegir el origen de tiempos sin pérdida de generalidad de
forma que sea o = 0; el angulo de fase para y sera § = 8 — a. De esta forma
queda

x = Acos(wot); y = Bcos(wot + 9).

Desarrollando la expresién de y y eliminando la variable ¢,

= B(coswyt cos d — senwpt sen d),

de donde se obtiene finalmente

2 2

% + % - % cos § = sen? J. (3.7)
Para distintos valores de J, esta ecuacién representa una familia de elipses
con orientacién y excentricidad variables, siempre inscritas en el rectangulo
—A<x < A —B < y < B, como es facil de comprobar. Las elipses
degeneran en rectas diagonales para los casos limite § = 0y § = 7w (ver

figura 3.4).
Una generalizacién interesante del caso anterior resulta de considerar
una constante de atraccién distinta segiin cada uno de los dos ejes (kz y ky
respectivamente). Realizando esta modificacién en las ecuaciones (3.6) es

inmediato comprobar que su solucién son oscilaciones en x e y con distinta

frecuencia, w, = \/kz/m y wy = \/ky/m:
x = Acos(wyt + ), y= Bcos(wyt + f).

Las trayectorias descritas son las llamadas curvas de Lissajous (figura
3.5). Estas curvas son cerradas tan sélo si wy /w, es una fraccién racional. En
caso contrario, se describen trayectorias abiertas que, a lo largo del tiempo,
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S
ok
I
o

=1 2 4L =1 6 =0;

Figura 3.4: Trayectorias de una particula con atraccion eldstica a un punto
O, mostrando dos casos extremos de la familia de elipses (3.7). El primer
caso corresponde a las condiciones iniciales xg = A, 29 = 0,59 = 0,790 =
—Buwy, y el seqgundo a xg = A, 2o = 0,y9 = B, 39 = 0.

Wy =2ws; 6§ =0
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wy =2wg; 6 =m/3

Figura 3.5: Curvas de Lissajous, para diversas condiciones iniciales. En el

dltimo caso, al no ser el cociente de frecuencias racional, la curva no es
cerrada
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acaban siendo densas en el rectangulo |—A, A[x]—B, B[ (pasan tan cerca
como se desee de cualquier punto), sin cerrarse nunca.

La trayectoria seguida es sensible a las perturbaciones de los parametros
iniciales; una pequenisima variacién de w, u wy, convertird a una curva de
cerrada en abierta, por ejemplo.

3.3. Oscilaciones con amortiguamiento

3.3.1. Ecuacién del movimiento

Un amortiguador viscoso ejerce una fuerza de resistencia pasiva propor-
cional a la velocidad, Fi4 = —ct, de sentido contrario a ella. Este modelo

x

D Figura 3.6:
: Oscilador  con

¢ ‘ amortigua-

miento viScoso
m

k

corresponde aproximadamente a la resistencia desarrollada por un émbo-
lo en un pistén lleno de liquido, al fluir por el hueco libre entre pistén y
émbolo. Se trata de una fuerza necesariamente mo conservativa. Es facil
comprobarlo, ya que en cualquier trayectoria cerrada (origen y final en el
mismo punto), el trabajo realizado por la fuerza de amortiguamiento es
esencialmente negativo:

Wa = f(—kif)dx = f(—kab?) dt < 0.

Aunque este modelo no representa de forma exacta la mayoria de las re-
sistencias pasivas reales, resulta sencillo y suficientemente aproximado para
una gran cantidad de casos préacticos, permitiendo considerar las inevitables
resistencias del medio en que se produce la vibracion.

Considerando la fuerza del amortiguador, la fuerza total sobre m es
ahora

F=—ct —kx,
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resultando la ecuacion:
mi + ct + kx = 0. (3.8)

Esta sigue siendo una ecuacion diferencial de segundo orden, lineal, de coe-
ficientes constantes y homogénea.

3.3.2. Integraciéon de la ecuacion

La solucién de la ecuacién (3.8) es del mismo tipo que en el caso anterior
sin amortiguamiento (3.1), es decir, basada en funciones arménicas. Tan sélo
es necesario aqui generalizar algo la expresién de las soluciones ensayadas,
para lo cual emplearemos una exponencial del tipo z(t) = ae™. En principio,
permitiremos que tanto a € C como r € C sean nimeros complejos, aunque
por motivos fisicos debemos exigir al final que el resultado z(t) sea real.
Como se sabe, la exponencial da lugar a funciones armoénicas para exponente
imaginario?.

Derivando y sustituyendo en la ecuacién (3.8), resulta

(mr*4+cer+k)et=0 = mr? +cr+k=0. (3.9)

Esta expresién se denomina «ecuacién caracteristica,» proporcionando los
valores que debe tomar r para que exista la soluciéon buscada:

—ct V2 —4km

2m

(3.10)

Segtin el valor del discriminante (¢ —4km) en la expresién general anterior,
pueden distinguirse varios tipos de solucién:

a) ¢ —4km > 0.- En este caso existen dos raices reales para (3.9):

rn=-—-p, ro = —q.

Sabemos que necesariamente ambas han de ser negativas, ya que empleando
la expresién (3.10) se comprueba que r; +1r2 < 0y 71 - 79 > 0. Mediante
la linealidad de la ecuacion diferencial se demuestra que, si existen varias
soluciones, cualquier combinacion lineal de ellas es también solucion de la
ecuacién (propiedad de comprobacién inmediata). Por tanto, la solucién
general es:

z(t) = aje P + age 7.

2Empleando la notacién de Euler, % = cos6 + i sen 6, siendo i = v/—1.
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En definitiva, se trata de una solucién exponencial decreciente, que no oca-
siona movimiento oscilatorio, debido a que el amortiguamiento c es excesi-
vamente grande (amortiguamiento supercritico). En la figura 3.7 se muestra
el movimiento que se obtiene para un sistema de este tipo, en varios casos
con distintas condiciones iniciales.

Figura 3.7: Movimiento de un
sistema definido por la ecua-
cton mi + cx + kxr = 0,
con amortiguamiento supercri-
tico (¢ > 2vkm), bajo distin-
tas condiciones iniciales; Caso
I) &g > 0, Caso II) &9 = 0,
Caso III) o < 0.

b) ¢ — 4km = 0.- Se trata del caso limite, en el que el amortiguamiento
posee el valor critico cqit = 2v km. Existe una raiz real doble, negativa al
igual que antes, para (3.9):
c
r=———=-p,
2m b

correspondiendo a la solucién x(t) = ae P!. Se puede comprobar que
x = bte P! también es solucién, por lo que la solucién general serd una
combinacién de estas dos:

r = (a+bt)e P,

Comprobamos por tanto que en este caso tampoco se produce un movi-
miento de tipo oscilatorio.

c) ¢ — 4km < 0.- Se obtienen en este caso dos raices complejas conjuga-
das para (3.9),

le_p+w,i7 r2:_p_Wi7
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siendo
c c2 k
P=om YNV e T
La parte real de la solucién es negativa, dando lugar a una exponencial
decreciente, que multiplica a una funcién arménica:

T = ale(—p+iw)t + aze(—p—iw)t

iwt

+ a2e—iwt)

= e P (ae

= e P(ay + az) coswt + i(a; — as) sen wt]
Aunque en un caso general esta expresion pueda tener componente ima-
ginaria, por motivos fisicos sabemos que x debe ser real. Esto obliga a que

las constantes complejas aj,as € C den lugar a unas nuevas constantes
reales A, B € R:

alz(B—iA)/Q} B=a;+ a9 }
CLQZ(B+’LA)/2 A:i(alfag)

resultando
r=e P(Asenwt + Bcoswt). (3.11)

Otra forma equivalente de expresar esta solucion es mediante el cambio de
las constantes (A, B) a otras (a, ) definidas por:

A=acosy; B=aseny,

resultando la expresién

x = ae P sen(wt + ). (3.12)

Este tltimo caso de amortiguamiento subcritico (¢ < cqit) €s el que més
nos interesa, ya que es el iinico en que se producen vibraciones. La expresiéon
(3.12) representa un movimiento oscilatorio amortiguado de amplitud de-
creciente (ae™Pt), al estar modulado por una exponencial negativa. Aunque
el movimiento es oscilatorio, no seria correcto en rigor llamarlo periédico,
ya que cada oscilacién es distinta, al disminuir la amplitud. Se define como
amplitud (de forma mads rigurosa, «pseudo-amplitud») del movimiento al
valor ae P, que tiende a 0 para t — oo. El movimiento desaparece en la
practica para un tiempo suficientemente grande. Es facil comprobar que el
intervalo entre méaximos, al igual que entre pasos por cero, es constante e
igual a T' = 27 /w (periodo de la oscilacién). Por tanto, a w se le llama fre-
cuencia angular natural del sistema amortiguado (con mayor rigor formal
«pseudo-frecuenciay ).
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El pardmetro a representa la amplitud inicial y ¢ el dangulo de fase.
Estas dos constantes (o alternativamente las A y B si se opta por la otra
representacion de la solucién, definida mediante (3.11)) se calculan a partir
de las condiciones iniciales (xg, &g).

En resumen, en funcién de los parametros del problema, la solucién
quedara expresada como:

c k 2
r = ae 2n'sen(wt + @), conw o i ZLCW (3.13)

A menudo es util emplear una notacién alternativa para estas expresio-
Ny . . . . def
nes, en funcién de la frecuencia natural sin amortiguamiento wy = /k/m

(ecuacién (3.5)), y la tasa de amortiguamiento critico &, definida como

def C Cc

EE — =

Cerit 2muwy

El significado de wp ya se discutié antes. En cuanto a &, se trata de un valor
adimensional, que para los sistemas oscilatorios (amortiguamiento subcri-
tico) se halla entre 0 y 1. En el caso en que sea £ > 1 el amortiguamiento
es critico o supercritico y no se producen oscilaciones. Para vibraciones es-
tructurales, los valores usuales de £ son pequenos; en una estructura real
puede ser del orden de &€ = 0,02 = 2% o menor>.

En funcién de estos pardmetros, la ecuacién diferencial (3.8) se puede
escribir

&+ 28wod + wiz =0, (3.14)

mientras que la solucién (3.13) se expresa como

x = ae” Ol sen(wt + @), con w e /1= €. (3.15)

Se observa inmediatamente que la pseudo-frecuencia w de este movi-
miento es menor que en el caso sin amortiguamiento (wy), debido al factor
V1 —&2 < 1. Sin embargo, en la mayoria de los casos practicos, al ser &
pequeno, ambos valores resultan muy proximos (w /& wy).

EJjemMPLO 3.1: Una masa m de 400 kg puede deslizar sin rozamiento sobre un
eje horizontal, unida mediante un resorte eldstico de constante & = 10° N/m
a una base fija en el eje. Existe ademds un amortiguamiento viscoso, que
reduce la amplitud de la oscilacién a la centésima parte cada 10s. Se pide:

3Por ejemplo, en la nueva norma para acciones de célculo de puentes de ferrocarril, en
los que las acciones dindmicas cobran especial relevancia para trenes de alta velocidad, se
proponen amortiguamientos de ¢ = 0,5 % para puentes metdlicos o mixtos, y £ = 2,0%
para puentes de hormigén estructural
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a. Valor de la constante ¢ de amortiguamiento y de la tasa £ respecto
del critico;

b. Suponiendo que parte de x¢p = 0,05 m medido desde la posicién de
equilibrio en reposo, obtener la ecuacién del movimiento asi como el
valor numérico de la posicion al cabo de 2s;

Solucion.

a.— El movimiento es un caso de vibraciones libres con amortigua-
miento, dado por la ecuacién (3.15):

x = ae” % sen(wt + ¢y).
El valor de la frecuencia natural del sistema sin amortiguar es
wo =V k/m = 15,811388 rad/s = 2,51646 Hz. (3.16)

El decremento de la pseudo-amplitud permite calcular la razén de amorti-
guamiento:

—wo10 _ O ~ In100

§

ae 100 57 10w

=0,029126 ~ 2,9 %. (3.17)

La constante de amortiguamiento vale ¢ = 2éwg = 368,4136 N -s - m™1.

b.— Una vez calculados todos los pardmetros, se pueden obtener las
constantes a partir de las condiciones iniciales:

2o = Asen ¢y } . { A = 0,05002122
0 = —A&wg sen ¢g + Aw cos ¢g oo = 1,541667 = 0,4907287
La expresiéon numérica de la solucién es por tanto
z(t) = 0,05002122 (46951700 ge) (15 80468 t + 1,541667), (3.18)
y la posicién a los dos segundos x(2) = 0,01964561 m. O

3.4. Oscilaciones Forzadas

3.4.1. Ecuacién del movimiento

En este caso consideramos que sobre la masa m actiia una fuerza exter-
na f(t), ademas de las fuerzas internas antes descritas correspondientes al
muelle y al amortiguador.
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3.15
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Figura 3.8: Resultados del ejemplo 3.1: (a) Grdfica para t € [0,10]; (b) De-
talle de la grdfica para t € [0,2], en la que se aprecian mejor las oscilaciones

amortiguadas; (c) Detalle del comienzo del movimiento (duracion =

1/64

periodos) en el que se aprecia que en el instante inicial la curva no es tan-
gente a la envolvente de pseudo-amplitud, junto con el punto de tangencia
en que (wt+¢o) = w/2; (d) Detalle de la fase final (t € [9,10]) comprobando
que se alcanza la centésima parte de la elongacion inicial (recta horizontal).
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x
: Figura 3.9: Os-
D cilador  simple
Lf) con amor-
c —.—> tiguamiento
sometido a
W m fuerza externa.
k
La ecuacion es ahora:
mi + ci + kx = f(t). (3.19)

Al incluir el término independiente f(t) la ecuacién diferencial deja de ser
homogénea. Esto da lugar a una estructura de la solucién distinta, como se
ve a continuacion.

3.4.2. Integracién de la ecuacién

Sean dos soluciones cualesquiera x(t) y x2(t) de la ecuacién completa
(3.19):
Mo + cto + To = f(t),
mi1 + ci1 + x1 = f(t);
restando término a término se obtiene
m(.’ig — I‘l) + C(i?g — 1‘1) + k‘(CL‘Q — 581) =0.

Por tanto su diferencia, x,(t) = z2(t) — x1(t), es solucién de la ecuacién
homogénea (3.8). Esto nos sirve para poder expresar la solucién general de
la completa como una solucién particular de la misma, que hallaremos por
cualquier procedimiento, méas la soluciéon general de la homogénea que ya
sabemos calcular:

2(t) = e (t) + 2, (0).

El problema se limita pues a calcular una solucién particular de (3.19).
Cualquier procedimiento que nos permita hallarla es bueno (todo vale).
Como regla general, buscaremos una solucién particular del mismo tipo que
el término de fuerza f(t). Veremos a continuacién las soluciones particulares
para algunos casos significativos.
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a) fuerza constante, f(t) = D.- Este caso puede corresponder a una
fuerza constante estatica, si su aplicacion ha sido lenta, o a una funcién
escalén dinamica, en el caso en que la aplicacién sea sibita. En cualquier
caso, la solucion particular es otra constante, de valor

Tp =7
La comprobacién es inmediata, al ser ;,, = Z, = 0.

Este caso corresponde, por ejemplo, al de un muelle en posicién vertical
sujeto a la gravedad; al de la fuerza de rozamiento durante el intervalo en
que no cambia de signo (supuesta la reaccién normal constante); o al de
una fuerza constante o escalén cualquiera.

Por otra parte, llamando xg = D/k (cte.), la adicién de una solucién
xp = xo puede interpretarse también como una simple traslacién del origen
de coordenadas, x'(t) = z(t) — xo = xp(t). De esta forma el movimiento
puede describirse como una oscilacién libre alrededor de un nuevo centro,
trasladado xg.

Este serfa el caso, por ejemplo, de una masa m colgando de un resorte
de constante k en direccién vertical, sometida a su propio peso (mg). El
movimiento puede interpretarse como una oscilacién libre, alrededor de un
punto de equilibrio situado la distancia mg/k por debajo del punto de
longitud natural del muelle.

b) fuerza lineal, f(t) = Et.- Se trata de una fuerza que aumenta o
disminuye linealmente con el tiempo. Tanteamos la solucién x, = mt + n,
también lineal. Sustituyendo en (3.19) se obtienen los valores de m y n:

=F
em 4+ k(mt +n) = Et m /k
n=—cE/k?

por lo que resulta

= ()

Este caso sirve para definir un tramo en forma de rampa en una funcién de
fuerza.

c) fuerza arménica, f(t) = gsenQt.- Este caso tiene especial im-
portancia, ya que no sélo sirve para una fuerza armonica en si misma, sino
que servird también como base para calcular la solucién frente a una carga
cualquiera, mediante el desarrollo en serie de Fourier (aptdo. 3.7.3).
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Tanteamos una soluciéon que sea igualmente armonica, con la misma
frecuencia que la excitacién, pero admitiendo un posible desfase § respecto
de la carga:

xp(t) = Asen(Qt + 9).

Sustituyendo en (3.19):
(k — mQ?) sen(Qt + 8) + cQ cos(Qt + 6) = % sen t,

y particularizando para dos valores distintos de t se puede calcular A y §:

1. parat =0,
(k —mQ?%)send + cQcosd = 0,

y despejando 4,

) 26&)09
tans — — __ 2
and Ry, Ry (3.20)
2. para Qt+4§=0,
Q) = %sen(—&)
A= —C% sen d

Para expresar A en funcion de los parametros del problema, debemos ob-
tener en primer lugar la expresién de sen d:

sens = 2m0
+v1+tan?§
—cf)
= ¢ (3.21)
+/(k — mQ2)2 + 202
B —QfQWQ
+/(WF — 02)2 44820207
resultando finalmente las expresiones siguientes para A:
a = a/m (3.22)

A= = .
£/ (k—mQ2)2 + 202 /(w2 — Q2)2 + 42027

Debido a la indeterminacién del signo de la raiz en las expresiones anteriores
((3.21) para send y (3.22) para A), podria resultar un valor negativo para
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esta ultima constante. A veces es conveniente sin embargo tomar el signo de
la raiz que hace A positivo, concordando con su interpretacion fisica como
amplitud. Esto obligaria a su vez a tomar el valor apropiado para 9§, de
forma que send tenga el signo que le corresponde. Conviene observar que
para cambiar de signo (send) basta con tomar (§ + 7) en lugar de 0, es
decir, se trata de un simple cambio del origen de tiempo, lo que siempre es
licito.

Una vez conocidos A y § es posible escribir la solucién general de la
ecuacién completa (3.19) que resulta:

z(t) = ae lsen(wt + @) + Asen(Qt+4) . (3.23)
————

sol. gral. homogénea sol. part. completa

En esta expresion quedan tan sélo por determinar los pardmetros a y ¢,
que se obtendran particularizando para las condiciones iniciales. Conviene
subrayar que, aunque estos parametros afectan solo a la parte de la solucion
que proviene de la homogénea, es la solucién completa (3.23) la que se debe
particularizar. No debe cometerse el error de particularizar el sumando
correspondiente a la solucién homogénea, sino que debe ser la suma de
ambas.

Por otra parte, es importante observar que la solucién particular de la
completa que hemos obtenido es independiente de las condiciones iniciales,
al ser funcién inicamente de los parametros A y d, definidos por las expre-
siones (3.21) y (3.22) en las que no influyen dichas condiciones iniciales.

Régimen transitorio y permanente.- En el caso en que exista amor-
tiguamiento, la solucién de la homogénea al cabo de cierto tiempo —cudnto
tiempo sea dependera del amortiguamiento— desaparece. El intervalo du-
rante el que no se puede despreciar el término correspondiente a la solucion
de la homogénea, siendo significativos ambos sumandos en (3.23), se llama
régimen transitorio. El movimiento durante este régimen posee dos compo-
nentes armoénicas de distinta frecuencia, la de la excitacién (2) y la natural
del sistema en vibracién libre (w).

El régimen permanente es el que se alcanza cuando el término correspon-
diente a la solucién de la homogénea en (3.23) se amortigua hasta hacerse
despreciable, quedando tan sélo la solucién particular de la completa. Como
se ha dicho antes, esta solucién particular se puede escoger de forma que
no dependa de las condiciones iniciales?. Por lo tanto, éstas sélo tendran

4La eleccién de solucién particular no es tnica, siendo por tanto también posible
escoger ésta de forma que una parte de ella si dependa del estado inicial; sin embargo, en
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influencia durante el régimen transitorio. Dicho de otra manera, en un mo-

vimiento forzado y amortiguado, al cabo de un tiempo el movimiento es
siempre el mismo independientemente de las condiciones iniciales

S \M\A/\/\/\/\

WA AVAVAVAY

Figura 3.10: Movimiento oscilatorio forzado, para dos condiciones iniciales
distintas; al cabo de cierto tiempo, el régimen permanente es el mismo

Para una excitacién periddica de tipo armoénico, el régimen permanente
tiene la misma frecuencia que la excitacién, y un desfase § respecto a ella,
dado por la expresién (3.21). De ésta se desprende que si no existe amor-

tiguamiento, el desfase es también nulo. El desfase también depende de la

relacion entre €2 y wg, de forma que, por ejemplo, para 2 = wy, resulta
send = +1 y por tanto § = £7/2

3.5.

Amplificacion dinamica y resonancia

Una carga aplicada de forma dindmica puede producir un efecto conside-
rablemente mayor que aplicada de forma estatica, es decir, suficientemente

) )
lenta para que no se llegue a producir oscilacién. Este efecto se denomina
amplificacion dindmica

Un ejemplo sencillo es la aplicacién de una carga constante Py, sobre

un sistema formado por una masa m y un resorte k, sin amortiguamiento
Si se aplica de forma estatica (mediante una rampa suficientemente lenta)
el desplazamiento serfa zesy = Py/k

)
Si se aplica de forma subita, como un escalén de carga, suponiendo

)
que inicialmente el resorte estd en su posicién natural y sin velocidad, la
cero.

)
el limite cuando t — oo, esta parte de la solucion particular también se verd reducida a



Aptdo. 3.5. Amplificacién dindmica y resonancia 3.21

respuesta es

F P
Zain(t) = ?0 - ?0 cos(wot).

El desplazamiento méximo se produce para wot = 7y vale Zqin max = 2P/k.
Por tanto, la amplificacién dindmica de la carga es
f.ampl. = Tdin,max _ 2,
Lest
es decir, el efecto dindmico es el doble del estatico.

Supongamos ahora que se aplica la misma carga, pero modulada por una
funcién arménica, Pysen(€2t). Supondremos que existe un pequeno amorti-
guamiento inevitable, por lo que el movimiento llega a un régimen perma-
nente, pero que sin embargo se puede despreciar su efecto en la ecuacion de
dicho régimen, al ser su valor muy pequeno. Decimos, abusando de la expre-
sién, que es un caso «sin amortiguamiento,» aunque queda claro implicita-
mente que algin amortiguamiento, por pequenio que sea, ha debido existir
para que desaparezcan los términos transitorios. En el régimen permanen-
te la respuesta es un movimiento igualmente armoénico, cuya amplitud se
puede deducir de la ecuacién (3.22):

Py
Ldin,max = A(Q) = E— mQ2
La amplificaciéon dinamica es
fampl. = Tdinmax _ ! . (3.24)
Test 1-— Q2/w8

Si 2 =0, el factor de amplificacién es la unidad, como deberia ser en buena
logica, al tratarse de una carga estatica. Si {0 — oo, el factor de amplifica-
cién tiende a cero, lo que quiere decir que la excitacién es demasiado rapida
y el resorte no tiene tiempo para deformarse, la masa no llegaria a moverse.
Por 1ltimo, si 2 — wy, el factor de amplificacién tiende a oo.

Se denomina resonancia al fenémeno por el cual la amplitud de la osci-

lacién se hace méxima para determinadas condiciones de la excitacion®.

5Estrictamente hablando, la definicién hecha corresponde a la resonancia en amplitud.
Cabe definir también la resonancia en energia cinética, como aquella que hace maximo
T= m:'c2/2, pudiendo demostrarse que corresponde a una frecuencia de excitacién igual
a wo (frecuencia propia sin amortiguamiento). Si existe amortiguamiento, esta frecuencia
de resonancia es ligeramente distinta a la obtenida en (3.25). Al ser la energia potencial
proporcional al cuadrado de la elongacién, la resonancia en energia potencial equivale a
la resonancia en amplitud.
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Como se ha visto en el ejemplo anterior, la amplitud puede tender a
oo bajo determinadas circunstancias (ecuacién (3.24)). En este caso la re-
sonancia conduciria a un fallo completo del sistema, por una amplitud de
movimiento excesiva.

En un caso general con amortiguamiento, la expresién (3.22) propor-
ciona la amplitud (A) del régimen permanente. Utilizando dicha ecuacién,
es posible dibujar la gréafica de la amplitud obtenida para un valor dado
del amortiguamiento (£), en funcién de la frecuencia de excitacién (€2) (fi-
gura 3.11). Se observa que para amortiguamiento £ # 0 la curva muestra
en general un maximo de la amplitud, mientras que para £ = 0 no existe
maximo, tendiendo la amplitud resonante a oo.

Desde un punto de vista de calculo, la frecuencia de resonancia se obtiene
hallando el maximo de (3.22):

s q/m ,
V(WwE —02)% + 42022

puesto que el numerador es constante, se busca el minimo del radicando en
el denominador,

d%[(w% — ) + 4% = 2(wf — 07)(-29) + 86%w5Q = 0,

obteniéndose finalmente:

k 2
O =& = O /1 2€2, (3.25)

m  2m2

La amplitud resonante se obtiene sustituyendo el valor de €2, en la
expresién (3.22) de A:

L 4= (3.26)

q
A=—2L -
cwo/1 €2 aw

k _
m 4m?

Conviene observar que las expresiones (3.4), (3.13) y (3.25) definen tres
frecuencias caracteristicas del sistema, que ordenadas de mayor a menor

quedan:
w Q,

w0>w0\/1—£2>w0\/1—2§2.

Aunque sus valores sean distintos para un caso con amortiguamiento, en
los casos précticos reales, el amortiguamiento £ suele ser pequenio y las tres
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frecuencias tienen valores muy proximos. Para los valores usuales del amor-
tiguamiento en vibraciones estructurales (del orden de 1%-2% o incluso
menores), la resonancia se produce muy préxima a wp, como se aprecia en
la figura 3.11. Por ello, en la practica ingenieril a menudo se confunden las

4 T T

£=0

|
|
|
|
|
|
\
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\
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1
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\
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Figura 3.11: Amplitud de oscilacion para una excitacion armdnica, en fun-
cion de la frecuencia de excitacion ), para diversos valores del amorti-
guamiento £. Los ejes representan magnitudes adimensionales, en abscisas
B =Q/wy, y en ordenadas D = A/(q/k) (factor de amplificacion dindmi-
ca).

dos frecuencias wg y €),. La diferencia de frecuencias es mayor para valo-
res altos del amortiguamiento £, aunque entonces también ocurre que la
resonancia tiene menor importancia. Si ¢€2 > 1/2 (¢ > 0,71) no se llega a
producir méximo de A, por lo que no hay resonancia. En este caso la fun-
cién A(Q2) es mondtona decreciente y no tiene maximo local, como puede
apreciarse en la figura 3.11.

EJEMPLO 3.2: Como continuacion del ejemplo 3.1, resolver las siguientes
cuestiones adicionales:
a. Suponiendo ahora que a la base se le comunica un movimiento im-
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puesto armoénico, de amplitud 0,05m y frecuencia 2 Hz, obtener el
movimiento tanto durante el régimen transitorio como en el régimen
permanente. Como condiciones iniciales, se admitird que parte del
reposo en la posicién de equilibrio.

b. Obtener la frecuencia de la excitacién anterior que produce la maxima,
amplitud del movimiento, el valor de dicha amplitud maxima y el
factor de amplificacién.

Solucion.

a.— Sea z(t) el movimiento de elongacién del resorte, relativo a la
base, y xp(t) el movimiento impuesto de la base. El movimiento absoluto es
por tanto X (t) = x(t) + z(t). La ecuacién del movimiento es:

mX +ci+kr=0 = mi+ci+kr=—mip.
Teniendo en cuenta xy(t) = Bsen(t), resulta
mi + ci 4 kx = mBQ? sen(Qt). (3.27)

La solucion general consta de la solucién general de la homogénea mas una
solucién particular de la completa, z(t) = xp(t) + zp(t). Suponiendo una
solucion particular del tipo

xp(t) = Csen(Qt +9), (3.28)

y obligando a que x(t) cumpla la ecuacién anterior, se obtiene

0
0 = arctan (mf;—k> = —0,125031 rad; 520)
BQ? '
C = m — —0,0850728 .

JEQP T (P — k)2

(Estos parametros podrian haberse deducido también directamente de apli-
car las expresiones (3.20) y (3.22), con ¢ = mBQ2.) La solucién completa
de la ecuacién es

z(t) = Csen(Qt + 6) + Ae 5! sen(wt + ¢p). (3.30)

Obligando a que cumpla las condiciones iniciales (z¢g = 0, %9 = 0), se obtie-
nen las constantes Ay ¢g:

2&wwy
02 — w + 28202

¢o = arctan (

Q
A= —% = 0,0676418 m.

) = —0,157492rad;
(3.31)
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Con estos datos y los pardmetros £, wp calculados anteriormente (ecuaciones
(3.16) y (3.17)) queda determinada la ecuacién del movimiento (3.30):

z(t) = —0,0850728 sen (47t — 0,125031)
4 0,0676418 e~ 0:4695170t sopy (15,80468 ¢ — 0,157492).  (3.32)

Esta solucion es la «completay, que corresponde al llamado régimen tran-
sitorio. Pasado suficiente tiempo, el segundo sumando en esta expresién
(la solucién de la homogénea) desaparece, debido a la exponencial decre-
ciente, y queda el denominado régimen permanente, que se identifica con
la solucién particular (3.28). En la figura 3.12 pueden observarse estas dos
soluciones. Refiriéndose al régimen permanente, el factor de amplificacion
dindmica (respecto a la amplitud del movimiento impuesto en la base) es
FA = 0,0850728/0,05 = 1,701457.

0.05

—0.05

—0.1+

Figura 3.12: Régimen transitorio y permanente, pudiendo observarse como
a medida que avanza el tiempo el movimiento se va aproximando al régimen
permanente.

b.— Para hallar el maximo de la amplitud en régimen permanente,
basta con derivar la expresién de C en 3.295 e igualar a cero. Desarrollando
las operaciones se obtiene la frecuencia de resonancia:

Q, = — 15,82482rad /s. (3.33)

wo

V1 — 282
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Obsérvese que para este caso en que la excitaciéon es por movimiento ar-
monico en la base la frecuencia de resonancia no coincide con la obtenida
anteriormente para una fuerza arménica (3.25). El motivo es que el nume-
rador en la expresion 3.299 también depende ahora de €2, y el maximo no
coincide para ambos casos.
Sustituyendo esta frecuencia en 3.292 se calcula la amplitud maxima
(resonante):
C = —0,858714 m. (3.34)

El factor de amplificacion lo expresamos en este caso como cociente entre
la amplitud dindmica obtenida y la amplitud de la excitacién:

0,858714
FA = "—— =17,17428.
0,05
En la figura 3.13 se aprecia la variacion del factor de amplificaciéon con la
frecuencia €2, marcdndose claramante el pico de resonancia. O
16
14
12
10
FA E
8
6]
4]
=
o 12 14 16 18 20
Omega

Figura 3.13: Factor de amplificacion dindmica en funcidn de la frecuencia
de excitacion de la base. Se marcan con lineas verticales la situacion para
la excitacion definida en el primer apartado y la situacion de resonancia.

3.6. El Espacio de las Fases

Es posible realizar una transformacién de la ecuacién diferencial de se-
gundo orden del oscilador arménico simple (3.1), en funcién de la variable
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x, a un sistema equivalente de dos ecuaciones diferenciales de primer or-

. def . . ..
den, con dos variables: z y p = ma (cantidad de movimiento o momento
conjugado a z). Este cambio origina las ecuaciones:

{ p+ke=0 (3.35)
P =mi

El espacio de las fases permite una descripcién distinta del problema a
la realizada en los apartados anteriores, en funcién de las variables (z, p).
Este tipo de variables son las que se emplean en la dindmica analitica de
Hamilton (capitulo 11). Tiene especial interés cuando se desea estudiar la
dindmica del sistema de forma geométrica o cualitativa, por la dificultad o
incluso imposibilidad de resolverlo de manera cuantitativa.

Para obtener la trayectoria del sistema en el espacio de las fases, obser-

Vamos:
podp, _dop

dx dzm’
sustituyendo en (3.351):

dp p

+kx=0 = £dp+k:r:d:v:0.
dxm m

Integrando esta ecuaciéon de variables separadas se obtiene

—p°+ —ax*=F, (3.36)

donde la constante de integracién E es precisamente la energia total del
sistema, mi? /2 + k2?2 /2, que se mantiene constante e igual a su valor inicial
como ya sabemos (apartado 3.1.2).

La trayectoria definida por (3.36) es una elipse con semiejes \/2F /k y
V2Em (figura 3.14). El punto por donde se empiece a recorrer la elipse
depende de las condiciones iniciales, siendo la trayectoria siempre la misma
elipse. El tamano depende de la energia, E: las érbitas méas energéticas
corresponden a elipses de mayor tamaro.

Si el sistema tiene amortiguamiento, la energia F disminuye a lo lar-
go del movimiento. La trayectoria fasica del sistema serd pues una elipse
cuyo tamano va disminuyendo a lo largo del tiempo; es decir, se recorre
una espiral eliptica que termina en el origen, correspondiente al estado de
reposo con elongacién nula del resorte, cuando el movimiento se ha amor-
tiguado completamente. Decimos en este caso que el origen es un atractor
del sistema, puesto que la trayectoria fasica tiende irremediablemente a él.
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WA
VAV

Trayectoria fasica (z,p) Ley horaria z(t

Figura 3.14: Oscilador sin amortiguamiento; trayectoria eliptica en el espa-
cto fdsico, correspondiente a un movimiento con amplitud constante.

| s

V\/v

N

%W

Trayectoria fasica (z,p) Ley horaria z(t)

Figura 3.15: Oscilador con amortiguamiento; trayectoria en espiral eliptica
correspondiente a amplitud decreciente, con atractor en el origen.
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Por 1ltimo, una oscilacién forzada con excitacién armonica acaba os-
cilando en un régimen permanente, también armdnico, que corresponde a
otra elipse en el espacio de las fases. Se dice que el sistema tiene un ciclo li-
mite, al que tiende siempre independientemente de las condiciones iniciales.

N
="/ ="

Trayectoria fasica (z,p) Trayectoria fasica (z,p)

Figura 3.16: Oscilador forzado con amortiguamiento; la trayectoria fdsica
muestra claramente un ciclo limite.

En casos més generales de sistemas dinamicos complejos, pueden existir
varios atractores o ciclos limite, cada uno con su correspondiente «cuenca de
atracciény» . En los sistemas cadticos, a pesar del desorden e impredicibilidad
que su nombre indica, a menudo se pueden establecer también atractores o
ciclos limite. Sin embargo, ocurrird que pequenisimas perturbaciones pue-
den hacer que el sistema salte de uno a otro, de manera impredecible. En
este ultimo caso no es til estudiar de forma determinista el sistema, por la
extrema sensibilidad al cambio de cualquier pardametro o condicién inicial.
Sin embargo, el estudio de sus trayectorias en el espacio de las fases si puede
proporcionar un medio 1til para describir cualitativamente su respuesta.

En sistemas complejos con comportamiento cadtico, la representacion
grafica de las distintas trayectorias dinamicas y cuencas de atraccién da
lugar en ocasiones a figuras de tipo fractal, con una estructura compleja y
que se repite a cualquier escala de observacién.

3.7. Analisis mediante Series de Fourier

El desarrollo en serie de Fourier es una herramienta importante que
permite obtener la solucién de un oscilador forzado sometido a una excita-
cién cualquiera, sin necesidad de que ésta se ajuste a las funciones tipicas
estudiadas en el apartado (3.4). Su aplicabilidad radica en la linealidad de
la ecuacion.
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3.7.1. Caracter Lineal de las Ecuaciones

Supongamos un oscilador con amortiguamiento, sometido a una fuerza
externa F'(t). La ecuacién (3.19) se puede escribir como:

i+ 28wot + wiz = f(1), (3.37)
siendo f(t) o F(t)/m, habiendo dividido ambos términos de la ecuacién
por m. Otra manera de expresar esta ecuacién es mediante la definicién de
un operador L(-), que actua sobre la funcién z(t), definido de la siguiente
manera:

def d2 d 2 . . 2
L(z) = e + 2&)05 +wy| () = & + 28wod + whz. (3.38)
El operador L(-) es una aplicacién definida en el espacio de las funciones
C?. La imagen de una funcién x(t) mediante L(-) es otra funcién, definida
a partir de (3.38). De esta manera, la ecuacién dindmica (3.37) se puede
expresar en forma compacta como

L(z) = f.

Es inmediato comprobar el caracter lineal de L(-): para dos funciones
cualesquiera x1(t), x2(t) y dos nimeros arbitrarios o, 3 € R,

L(axi + Bre) = aL(x1) + BL(x2).

Por tanto, conocidas las soluciones z1(t) y x2(t) para dos funciones de fuerza
dadas fi(t) y fa(t), la solucién de la combinacién lineal f = afy + [f2 es
la combinacién lineal de las soluciones respectivas:

L(axy + Br2) = al(z1) + BL(22) = afi + Bfa.

Esta propiedad se puede extender a una serie con N sumandos, f,(t), de
los que suponemos conocidas las soluciones individuales, x,,():

N N
L (Zl Oénwn(t)> = Zl anfn(t) = f(t)

< N .

Por lo que la solucién de f = > " | anfn es la suma de las soluciones de
P N

cada término, » 1 OnTn.
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3.7.2. Analisis de Series de Armodnicos

Supongamos ahora que el término de fuerza externa, f(t), se puede
expresar mediante una serie de armonicos, es decir, como suma de senos
y cosenos con distintas frecuencias y afectados de distintas amplitudes.
Conocemos ya por lo estudiado en este capitulo la solucién a cada uno
de los términos armonicos individuales. Como vimos, esta solucién consta
de un término que sélo interviene durante el régimen transitorio (solucién
general de la homogénea) y de otro que caracteriza el régimen estacionario o
permanente (solucién particular de la completa). En el desarrollo que sigue
estudiaremos tan sélo el régimen permanente, admitiendo la hipdtesis por
otra parte bastante usual, de que el transitorio sélo dura un tiempo breve
y por tanto carece de importancia a nuestros efectos.

Asi, si la serie que define la fuerza aplicada es:

N
ft) = Z ay, coswpt,
n=1

la solucién (régimen estacionario) para cada término de la serie es una
funcién arménica cuya amplitud viene dada por la ecuacién (3.22):
an

Tp(t) = cos(wpt — dy),
n(t) N R R (wnt — dn)

siendo el desfase el definido por (3.20):

2wpwo€
dn = arctan -

Sumando todas estas soluciones obtendremos la solucién global, z(t) =

A (t).

3.7.3. Desarrollo en Serie de Fourier

El Teorema de Fourier afirma que cualquier funcién periédica f(t), de
periodo 7, se puede desarrollar en serie de arménicos, de la forma:

1 o
ft) = 540 + Z(an cos nwt + by, sen nwt), (3.39)

n=1

. def
siendo w = 27/7.
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Este teorema quedard demostrado si somos capaces de proporcionar un
método para calcular los coeficientes a,,, b, que hacen posible el desarrollo
(3.39). En primer lugar, calculemos la integral

/ f(t) cosmwt dt.
0

Al estar f(t) definida mediante la serie (3.39) y suponiendo los requisitos
necesarios de convergencia de ésta, la integral anterior se puede descompo-
ner en la suma de las integrales de cada uno de los términos. Multiplicando
cada uno de estos términos por cos mwt e integrando, resultan entonces las
siguientes integrales, segun los valores de m y n:

a. sin #m,
-
an/ cos nwt cosmwt dt =
0

1
an/ Q[cos(n + m)wt + cos(n — m)wt] dt = 0;
0

.
bn/ sen nwt cos mwt dt =
0
1
bn / i[sen(n + m)wt + sen(n — m)wt] dt =0
0

b. sin =m,

T ™1 2mwt
am/ cos? mwt dt = am/ w dt = amg (3.40)
0 0

T T
1
bm / sen mwt cos mwt dt = bm/ 3 sen 2mwtdt =0
0 0

Vemos pues que el tnico término que da una contribucién no nula es
el correspondiente a a,, cos mwt. Andlogamente, multiplicando (3.39) por
sen mwt e integrando, la tinica integral no nula de la serie resulta ser:

/ f(t)senmwt dt = bm/ sen? mwt dt = bmg. (3.41)
0 0

Por dltimo, la integral directa de f(t) es:

T T 1
f(t)dt:/o andt:aog. (3.42)

0
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De (3.40), (3.41) y (3.42) deducimos los coeficientes de (3.39), que son:

an = 2 /T f(t) cosnwt dt (3.43)
T Jo

by, = 2 /T f(t) sen nwt dt (3.44)
T Jo

=" [ s (3.45)
T Jo

Al tener un método para calcular estos coeficientes para cualquier valor de
n, queda demostrado el teorema de Fourier y definido el desarrollo en serie.

El desarrollo en serie de Fourier tiene aplicaciones importantisimas en la
ingenieria, ya que convierte el andlisis de una funcién periédica cualquiera
en los andlisis de casos elementales de términos armonicos, cuya solucion
nos es conocida. La funcién f(t) no tiene limitacién, salvo que sea periddica.
Puede estar definida mediante una funcién analitica cualquiera, por puntos,
etc. En la préactica, bastara tomar tan sélo un cierto nimero de términos
del desarrollo, para obtener la precision suficiente, truncando el resto de la
serie.

Es posible extender el método del desarrollo en serie de Fourier a una
funcién cualquiera, aunque no sea periédica. Para ello se emplea el truco de
construir una nueva funcién periédica, con un periodo suficientemente largo
que abarca el intervalo de tiempo de interés de la funcién no periddica. En
esta nueva funcién se anade a la funcién original, al cabo del intervalo de
tiempo de interés, un intervalo de silencio, hasta un tiempo suficientemente
grande, 7 — o00. Al cabo de un tiempo 7, nuestra funcién se volveria a
repetir. Sin embargo, como sdlo estamos interesados en la solucién para
t < T, esto no supone ningin inconveniente.

ft)

Figura 3.17: Desarro-
llo en serie de Fourier

; - de funciones no perio-
\/ \/ ¢ dicas

T

En este ultimo caso, si 7 — o0, los coeficientes a, y b, deducidos de
(3.43, 3.44) se convierten en infinitésimos, puesto que 7 esta en el denomina-
dor. La suma del desarrollo en serie de Fourier se transforma (en el limite)
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en una integral, denominada transformada de Fourier. Esta integral tiene
exactamente la forma inversa de las integrales para los coeficientes a,, y by,
expresadas en las ecuaciones (3.43, 3.44), términos que estan relacionados
con cada valor de la frecuencia, w, = nw. Este conjunto de frecuencias dis-
creto, al aumentar 7 tiende a una distribucién continua. La transformada
de Fourier se puede interpretar entonces como un cambio de formulacion,
pasando a expresar el problema inicialmente formulado en el dominio del
tiempo al dominio de la frecuencia. No desarrollaremos mas este tema, para
no alargar innecesariamente este capitulo, pudiendo consultarse en el libro
de Fernandez Palacios o en otros textos més especificos de vibraciones®

3.8. Analisis de Transitorios mediante la Funcién
de Green

El desarrollo en serie de Fourier proporciona la solucion del régimen es-
tacionario, ya que en su deduccién despreciamos deliberadamente el efecto
de los transitorios. Para los casos en los que sea necesario obtener el ré-
gimen transitorio se puede aplicar el método de la funcién de Green, que
desarrollamos a continuacién.

3.8.1. Respuesta a una Funcién Impulso

Partimos, como antes, de la ecuacion general del movimiento oscilatorio

forzado (3.37),
i+ 2bwod + Wiz = (1),

cuya solucion general es z(t) = z(t) + xp(t).

Suponemos que este sistema estd sometido a un impulso instanténeo en
el instante ¢ = 6, un pico de fuerza que se puede suponer de duracién préc-
ticamente nula, pero que por su intensidad tiene un efecto apreciable sobre
el sistema. Matemdticamente, una funciéon impulso se representa mediante
la funcién ¢ de Dirac, definida como:

S(t)=0 Vt#£0
5(0) — oo
[F2st)dt =1

5Se recomiendan: R.W. Clough y J. Penzien: Dynamics of Structures, McGraw Hill,
New York, 1975; L. Meirovitch, Elements of Vibration Analysis, McGraw Hill, New York,
1986.
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Una manera de entender el significado de la funcién singular §(¢) es consi-
derarla como el limite de una funcién continua como la representada en la
figura 3.18, con forma de tridngulo isésceles de base 2¢ y altura 1/¢, cuando
€ — 0. Asi, un impulso de valor I en ¢t = 6 se representa por f(t) = I 6(t—6).

f) ‘ f@) 1

1/e

e | e B W
9 ¢ 0

Figura 3.18: Impulso, representado por la funcion delta de Dirac.

Integrando esta fuerza,

/Zf(t)dt—/ZI(S(t—@)dt:I

Puesto que f(t) = F(t)/m, I sera el impulso por unidad de masa, o sea,
el incremento de velocidad que adquiere m por virtud de la impulsién. Po-
demos entender ésta por lo tanto como una causa instantanea que modifica
el estado de velocidad en t = 6, quedando después el sistema en vibracién
libre, ya que f(t) desaparece.

La solucién a un impulso elemental es pues la respuesta en vibraciones
libres con las condiciones iniciales z(f) = 0; #(f) = I. La solucién para
t > 0 es la de la homogénea:

x(t) = e_gwot(A coswt + Bsenwt), parat >0,

. def
siendo w = wg4/1 — £2.
Sustituyendo en la ecuacién del movimiento las dos condiciones iniciales,
obtenemos las constantes A y B:

T —Ewob
A=_1° sen w,
I e €wot
= ——coswhb.
w
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Quedando, finalmente, la solucién para la respuesta a un impulso elemental
como:

z(t) = ée_g“’o(t_e) senw(t — @), parat>6. (3.46)

3.8.2. Analisis de Transitorios para una Excitacion Arbitra-
ria

Suponemos ahora que sobre el oscilador actiia una fuerza F'(t) cualquie-

ra, no impulsiva. Podremos descomponer, dividiendo el tiempo en intervalos

infinitesimales, esta fuerza como una serie de impulsos elementales, corres-

pondientes a los rectangulos elementales en el diagrama de F(t) (figura
3.19):

dl = Md@.
m
f@)
E ; Figura 3.19: Descomposi-
— i cion de f(t) en impulsos
S ST S elementales
0 t

Por la linealidad del operador, podremos obtener la respuesta global en
un instante ¢ dado, como la suma o integral de las respuestas a todos estos
impulsos elementales dI para 0 < t:

t
x(t) = / Me_gwo(t_e) senw(t — 0)dé.
oo MW
Se define la funcion de Green G(t, ) como:

1
G(t,0) o %e_gwo(t_e) senw(t — ), parat>6.
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En funcién de G(t, ) la integral anterior queda por tanto:

t
o(t) = / F(O)G(t,0) db.
— o
Esta integral se llama también integral de Duhamel. En la préactica, las
integrales se evaluaran numéricamente, salvo casos particulares simples que
admitan resolucion analitica.
Resumiendo, el método de analisis mediante la funcion de Green:

— Proporciona la respuesta transitoria completa, no limitandose al ré-
gimen permanente.

Incluye automéaticamente la informacién sobre las condiciones inicia-
les.

Sirve para funciones de carga arbitrarias.

3.9. Meétodos Numeéricos para Integracion Directa

En la préactica la resoluciéon de problemas dinamicos reales se realiza,
salvo casos particulares simplificados, mediante cdlculo numérico en orde-
nadores digitales. Los métodos anteriormente expuestos son susceptibles
de tratamiento numérico a través de las trasformadas discretas de Fourier,
o de la evaluacién numérica de las integrales de convolucién de Duhamel
(funcién de Green).

Otra técnica interesante que permite resolver numerosos problemas de
indole muy general es la utilizacién de métodos numéricos para la integra-
cton directa de las ecuaciones de la dindmica. Este método tiene la ventaja
sobre los anteriormente expuestos que no necesita presuponer la linealidad
del oscilador, por lo cual es posible aplicarlo también a otros casos més gene-
rales en que los osciladores no sean lineales. Ademas, de forma automatica
se incluyen todos los términos, tanto transitorios como permanentes.

Aunque existen numerosos métodos de integraciéon paso a paso en el
tiempo, expondremos de forma resumida sélo dos: el método de Euler y
el método de Runge-Kutta de 4.° orden. Ambos son métodos de un paso,
sencillos de formular, y se encuentran entre los mas usados en la practica.
Para una exposicion mas detallada de estos y de otros métodos de integra-
cion de ecuaciones diferenciales, se recomienda consultar otros textos mas
especializados”.

"Véase, por ejemplo, W.E. Boyce y R.C. DiPrima: Elementary Differential Equations
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En ambos casos se realiza una integracion paso a paso, para lo cual
supondremos que el tiempo se ha discretizado en intervalos pequetios At,
definiendo instantes discretos t,:

to, t1i=At tg=2At, ..., tyo=nAt, ..., tpin
La ecuacién a resolver serd, como siempre:
i 4 26wot + wiz = f(2). (3.47)

Suponemos conocida la solucién en el instante t,: x, = x(t,), ¢n = (tn).
Se trata de obtener un procedimiento para avanzar la solucién al instante
bnt1: Tntls Tntl-

3.9.1. Meétodo de Euler

Suponemos conocidos en un instante dado z,, y &,. A partir de la ecua-
cién (3.47) se despeja Ziy,:

Ip = f(tn) - wa()jfn — w%xn.

Los valores en n + 1 se obtienen mediante un desarrollo en serie de Taylor
truncado a partir del segundo término:

Fng1 = En + Bt

Tpyl = Tn + TpAl

Asi, procederiamos a partir del estado inicial conocido (xg, Zg) para obtener
primeramente (z1,41), luego (z2,42), y asi sucesivamente hasta el instante
t fin-

El método de Euler es muy sencillo de formular y de operar, siendo los
algoritmos evaluables de manera explicita. Admite facilmente la extension
al caso en que los coeficientes de la ecuacion dependen del tiempo, o cuando
la ecuacién es no lineal.

El error de truncamiento local (el cometido para la solucién de x en
cada paso) es del orden O(At?). Por lo tanto, disminuyendo el tamafo del
paso At suficientemente, se podra llegar a reducir el error de truncamiento
local tanto como se desee. Por ejemplo, al dividir At por 2, el error de trun-
camiento local quedard dividido por cuatro. Sin embargo, para el cémputo
de la solucién global, necesitaremos el doble de intervalos para alcanzar el

and Boundary Value Problems, (5. ed.), Wiley, 1992, o a nivel mds avanzado, C.W. Gear:
Numerical Initial Value Problems in Ordinary Differential Equations, Prentice-Hall, 1971.
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Figura 3.20: Error

error obtenido en la so-

lucion numérica de
la ecuacion © = x

10-4 b mediante el méto-

do de FEuler, para
t € [0,1], con
o = 1. Precision
de cdlculo: 32 bits.

10—5 L i Ly
1000 10000 100000

n.° de pasos

mismo valor del tiempo final, por lo que si se adopta como cota del error
la suma absoluta de los errores de truncamiento en cada intervalo, el error
global final sera la mitad del obtenido anteriormente.

Por tanto, se dice que el método de Fuler tiene convergencia de primer
orden o lineal: el error global es de orden O(At), por lo que disminuye tanto
como se desee al reducir At, de manera lineal.

Sin embargo, en la practica hay que considerar otra fuente de error
ademads de la puramente algoritmica: los errores de redondeo debido a la
aritmética con precision limitada. Esto es inevitable, especialmente en los
ordenadores digitales, en que la computacién se hace con un numero fijo
de digitos. Cuanto mas subdivisiones del tiempo se realicen, mayor es este
error acumulado. Por este motivo, la convergencia lineal a menudo resulta
demasiado débil: al realizar gran cantidad de operaciones, puede llegar un
momento en el que los errores de redondeo predominen y la solucién no
converja con la precisiéon requerida (3.20).

Debido a su débil convergencia, es aconsejable bastante prudencia antes
de emplear el método de Euler, comprobando en cada caso que se obtiene
un nivel de error aceptable.

3.9.2. Método de Runge-Kutta

Se trata de un método mas preciso que el de Euler, aunque también mas
costoso de formular y, sobre todo, de operar. Para exponerlo transformare-
mos en primer lugar ecuaciéon dinamica de segundo orden en un sistema de
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dos ecuaciones diferenciales de primer orden:

def .
= i,

i = f(t) — 2bwou — wiz.

Para emplear una notacién mas compacta, definimos la variable «vectorial»

{0}

Con esta notacion, el problema se formula como:

B 1 . Y2
y=gyt) <& { 1o }_{ f(t)—2£woy2—w3y1 }

Para fijar ideas, con esta notacién el método de Euler explicado arriba se
escribiria simplemente:

Ynt+1 = Yn + ynAt

El método de Runge-Kutta de cuarto orden se basa en la utilizacién de
cuatro coeficientes (k1, ko, k3, k4), que se definen como:

def
1 E gtnvyn>

(
(tn + At/2,y,, + k1At/2)

C o(t, + At/2,y, + kaAt/2)
(tn + At, y,, + ksAt)

A partir de estos coeficientes, la expresiéon de y,, | es:

At
Yni1 = Yo + (k1 + 2k2 + 2k + ka).

Una vez obtenido y,,, repetirfamos el proceso para el siguiente paso.
Con este método® se obtiene una convergencia del orden O(At*), razén
por la cual se denomina de 4.° orden. Por tanto, es mucho mas exacto que
el método de Euler, alcanzando una precisién suficiente en la gran mayoria
de los casos. También es aplicable a problemas no lineales. Sin embargo, re-
quiere un esfuerzo mucho mayor para su cémputo, siendo necesario evaluar

8En el libro de Ferndndez Palacios se incluye un programa en lenguaje BASIC para
el método de Runge-Kutta de 4.° orden, facilmente adaptable a cualquier ecuacién que
se desee integrar, para ordenadores personales o calculadoras de bolsillo.
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en cada paso los coeficientes k;. En los casos en los que se tengan muchas
variables y funciones complejas de evaluar, su coste computacional puede
resultar excesivo. En cambio, para problemas con un sélo grado de libertad
es muy recomendable al ser su solucién en los ordenadores actuales muy
rapida.

3.10. Problemas propuestos.

Problema 3.1. Un vehiculo de masa m = 10T (1T = 103kg) posee una
suspension que se puede representar como un resorte elastico de constante k
interpuesto entre la masa m y el terreno. El vehiculo viaja a una velocidad
de 72km/h sobre terreno ondulado, definido por la ecuacién z = 0,01 sen x,
donde z es la elevacion de la superficie y x la coordenada en la direccion de
la marcha. Se pide:
a. Supuesto alcanzado el régimen permanente, valor maximo de la rigi-
dez k para que la aceleracién maxima experimentada por el vehiculo
no exceda de 1/10 de la correspondiente al vehiculo sin suspensién.

b. Tomando el valor de k del apartado anterior y un amortiguamiento
viscoso igual al 1 % del critico, estando el vehiculo en reposo sobre una
superficie plana sufre un impacto vertical que le produce una veloci-
dad inicial de 2m/s. Calcular la amplitud inicial de las oscilaciones
producidas en el vehiculo, asi como el tiempo necesario para que dicha
amplitud se reduzca a la mitad.

(examen final, 13/2/1991)

Problema 3.2. Una masa M se halla sujeta a un resorte lineal de constante
k, con un amortiguamiento viscoso de constante c. El valor de c es tal que,
sometido a vibraciones libres, la amplitud del movimiento se reduce a la
mitad al cabo de un tiempo T. El sistema se halla sometido a una fuerza
senoidal de intensidad méxima. ¢. Se pide calcular el factor de amplificacién
dindmico en la resonancia. Tomar los valores numéricos m = 1kg, T =
20In2s, k=100N/m.

(NOTA: se denomina factor de amplificacién dinamico al cociente entre la
amplitud maxima debida a la carga senoidal y la amplitud estatica para
una carga ¢ constante)

(Examen parcial, 15/6,/1992)

Problema 3.3. Una balanza estd formada por un platillo de masa m,
sustentado por un resorte lineal sin amortiguamiento. Se sabe que al colocar
el platillo sobre el resorte, éste sufre un descenso § hasta la nueva posicion
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de equilibrio. Con la balanza en reposo, cae sobre el platillo desde una altura
h una masa M = 3m, siendo el choque perfectamente plastico (coeficiente
de restitucién nulo). Se pide:

a. Ecuaciones del movimiento subsiguiente.

b. Valor minimo de h para que a lo largo del movimiento la masa M
se despegue del platillo (se debe considerar que, después del primer
choque, M no queda adherida al platillo, pudiendo por tanto separarse
llegado el caso).

(Examen final, 1/9/1993)

Vo l
Y,

k

Figura 3.21: Problema 3.3

Problema 3.4. Un vehiculo de masa m posee una suspensién que se puede
representar mediante un resorte elastico de constante k£ y amortiguamiento
despreciable, interpuesto entre la masa del vehiculo y las ruedas (considera-
das de masa despreciable), tal como se muestra en la figura 3.22. El vehiculo
viaja con velocidad constante v sobre un pavimento regular y horizontal en
el que existe un pequenio escalén transversal de altura h y longitud L. Es-
tudiar el movimiento vertical del vehiculo, calculando el periodo propio y
la amplitud de las oscilacién. Se supondré: que el tamano de la rueda es
despreciable frente al escalén, por lo que pasa instantdneamente del pavi-
mento al escalén y viceversa; que no existen efectos relativos a percusiones;
y que se puede despreciar el desplazamiento vertical que pueda sufrir la
carroceria del vehiculo mientras que se sube el escalén.

Figura 3.22: Problema 3.4
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Problema 3.5. Una masa m se mueve sobre una recta horizontal con
rozamiento de constante u, sometida a la accion de un resorte lineal de
constante k y longitud natural lp, cuyo otro extremo estd anclado a la
recta. Se pone en movimiento estirando el resorte una elongacién inicial
0o = xg — lp y soltandolo con velocidad inicial nula. Se observa que la masa
efectia un movimiento de ida y otro de vuelta, pardandose después de esta
primera vuelta. Se pide:

a. Ecuacién diferencial del movimiento, distinguiendo si fuere necesario

entre las diversas fases del mismo.

b. Integracién de la ecuacién, para obtener de forma explicita x(t).

c. Rango de valores que puede tomar dg para que el movimiento sea una
Unica ida y vuelta.

d. Adoptando el valor maximo del rango anterior, calcular la energia
disipada en el movimiento.
(Examen final, 13/6/2000)

Problema 3.6. Cuatro varillas iguales, lisas y de longitud 2b cada una,
estan soldadas entre si formando un cuadrado horizontal fijo de lado 2b.
Sobre cada una de ellas puede moverse una particula de masa m. Cada
particula estd unida a las dos situadas sobre lados contiguos, mediante sen-
dos resortes eldsticos de constante k y longitud natural despreciable. Se
abandona el sistema en reposo, estando situada cada particula a una dis-
tancia a; (i = 1,...4) del centro de la varilla sobre la que debe permanecer.
Se pide:
a. Ecuaciones del movimiento de las particulas.

b. Demostrar que al cabo de un cierto tiempo ¢ (cuyo valor se calculard)
las posiciones de las particulas determinan un cuadrado (cuyo lado [
también se calculard) con independencia de los valores iniciales a;.

(Examen final, 29/1/97)

Problema 3.7. Un equipo tiene un bastidor rigido de masa M sobre una
fundacién elastica que puede idealizarse como un resorte de constante & que
permite tinicamente el movimiento vertical, con un amortiguamiento del 5 %
del critico. Dentro del bastidor hay un motor cuyo efecto dindmico equivale
a una masa m con excentricidad e, girando a una velocidad constante §2.
Considerando los valores numéricos M = 900 kg, m = 100 kg, e = 0,01 m,
k=107 N/m, Q = 2000 r.p.m., se pide:

a. Ecuacién diferencial del movimiento.
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€3
Ta||/ 1 Figura 3.23: Problema 3.6
Z
2b

b. Solucién general de la ecuacion anterior, tanto para el régimen tran-
sitorio como para el permanente (pasado suficiente tiempo). Se consi-
derara que en el instante inicial la masa excéntrica estd en la posicién
inferior con el bastidor en reposo.

c. Obtener el valor de Q que produce resonancia para la amplitud del
movimiento, y calcular dicha amplitud resonante.
(Examen parcial, 30/1/1999)

M

Figura 3.24: Problema 3.7

= =




Capitulo 4

Cinematica de Sistemas
Rigidos

Antes de comenzar con el estudio de la dindmica de sistemas, convie-
ne profundizar en la descripcién geométrica del movimiento o cinematica.
Podriamos definir la cinematica como la geometria parametrizada por un
pardmetro «tiempo» (t), en la que se estudia el movimiento sin atender a
las causas del mismo (fuerzas). El propdsito de este capitulo es desarrollar
los conceptos necesarios de movimiento relativo de sistemas, y su aplicacion
al estudio de los campos de velocidades y aceleraciones de sélidos rigidos.

M4s adelante (capitulo 8) retornaremos a la cinematica de sélidos rigi-
dos, estudiando los movimientos de rotacién finita en tres dimensiones.

4.1. Derivacion de Vectores en Sistemas Moviles

Supongamos un sistema de referencia S que denominaremos absoluto
o «fijo», y otro S’ que se mueve respecto a él, al que llamaremos sistema
relativo o «mévily. Consideremos un vector p dado. Este, por su naturaleza
intrinseca, puede ser «medido» desde cada uno de los sistemas de referen-
cia S y S’, dando lugar a distintas ternas de coordenadas, que estaran
relacionadas entre si mediante las relaciones de cambio de coordenadas en
el espacio vectorial euclideo R3. Estas coordenadas estan asociadas a las
bases de vectores, (E1, Eq, E3) ligada a S, y (e1, ez, e3) ligada a S, am-
bas ortonormales. En un instante dado se pueden expresar coordenadas en
distintos sistemas para caracterizar un vector; sin embargo, no debe haber
duda de que el vector es tinico por su definicién intrinseca.

Por el contrario, la derivada del vector p sera distinta, segin la mida

4.1
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N/ )

€1 Figura 4.1: Sistemas de referen-

E, cia fijo (S) y movil (S').

(S)
E;

un observador ligado al sistema fijo o un observador solidario con el sis-
tema mévill. Distinguiremos ambas velocidades denomindndolas derivada
«absolutay —o simplemente derivada— en el primer caso, p = (dp/dt)aps,
y derivada «relativa» en el segundo, (dp/dt);e.

Para obtener la relacién entre ambas derivadas, imaginemos en primer
lugar dos vectores u y v, constantes para el observador ligado al sistema
moévil. Es decir, se trata de dos vectores que se mueven rigidamente unidos
a S’, como si pudiéramos imaginarlos «pinchadosy en S’. En estas condi-
ciones, tanto su médulo como el dngulo que forman se conserva, por lo que
su producto escalar serd también constante:

g(u-'u)zO = —u-v=v-u (4.1)
dt

Conviene recalcar que, segtin la notacién anterior, @ y © representan las
derivadas absolutas; las derivadas relativas al sistema mévil se anularian de
manera trivial, al tratarse de vectores fijos en relacion con ese sistema.

La expresion (4.1) caracteriza la derivada como una aplicacion hemi-
simétrica. Antes de desarrollar mas el significado y consecuencias de esta
propiedad, veamos la definicién y algunas caracteristicas de este tipo de
aplicaciones.

Aplicaciones hemisimétricas.—

DEFINICION: Se llama aplicacién hemisimétrica en un espacio vectorial Fu-
clideo R? a toda aplicacion L del espacio vectorial en st mismo, L : R? —
R3 : w — L(u), tal que para una pareja cualquiera de vectores u y v, se

nsistimos en que esta derivada es otro vector, no se trata simplemente de distin-
tas coordenadas. De aqui la importancia que adquiere en la mecanica el concepto de
observador cuando se caracteriza la variaciéon de las magnitudes del movimiento.
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cumple:
L(v) -u=—L(u) - v.

A partir de esta definicién es inmediato comprobar las propiedades si-
guientes:

. VueR3 L(u)-u=-Lu) u=0

2. Si {e;} es una base, se pueden definir los siguientes coeficientes? aso-
ciados a la aplicacién:

Oy ™ e Ley) = % 4, i (42
3. L(-) es lineal, es decir, para todo u, v € R3,
L(au + pv) = aL(u) + SL(v).
En efecto, Yz € R3:
- L(au+ fv) = —(au+ pv) - L(x) = —[au - L(x) + fv - L(x)]

= - [al(u) + SL(v)]

Por tanto, para un vector genérico = azjej:3
L(x) = z;L(ej).

Si denominamos o; a las coordenadas del vector imagen de x, es decir
L(x) = o,€;, estas o; se obtienen proyectando L(x) sobre e;:

oi = ;- [z;L(e;)] = Qujaj;

en notacién matricial®, R
{oi} = [Qul{x;}, (4.3)

siendo [€2;;] una matriz hemisimétrica, segin se vié en (4.2). Asi, la diagonal
principal es nula y tan sélo tiene tres elementos no nulos independientes.

2Estos pueden también considerarse como componentes de un tensor hemisimétrico

3En lo sucesivo adoptaremos el convenio de sumacién implicita de Einstein, por el que,
salvo indicacién en contra, los indices repetidos se deben entender sumados a lo largo de
todo su rango.

4Adoptaremos en lo sucesivo la siguiente notacién para las expresiones matriciales:
{b} = {b;} para matrices columna, ||a|| = ||a;|| para matrices fila, es decir, ||a| = {a}T,
y [C] = [C;] para matrices de dos indices.
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Eligiendo convencionalmente la nomenclatura para estos tres elementos,

podemos representarla sin pérdida de generalidad de la siguiente manera’:
ﬁ,’j = Qkfkji =N 0 _QS Q2
1 ~ & Q=19 0 -
i = Sejinlln —Q 0

La denominaciéon empleada para los 3 componentes no nulos de [SAZZJ]
permite asociar esta matriz hemisimétrica con una terna (1, Q9, Q3) € R3.
Es posible comprobar, verificando que sigue las reglas de transformacion de
coordenadas ante cambios de base propias de un espacio vectorial®, que esta
terna corresponde a un vector que denominaremos Q, vector azxial asociado
a la aplicaciéon hemisimétrica L = €:

QY0 e; = Qi+ Qo + sk
Al tratarse de un vector, estardn definidas sobre € las operaciones propias
de los vectores euclideos: suma, producto por un escalar, producto escalar
de vectores, producto vectorial.
La definicion hecha del vector €2 permite establecer la equivalencia del

~

producto por la matriz hemisimétrica [€2;;] con el producto vectorial por €2:

ﬁ X = ﬁij.%je]' (4.4)
N 0 —Q3 Q9 T —x2983 + 23
=Q{z}=| Q3 0 W22 =4 1103 —230 p;
—Qs N 0 T3 —x1Qs + 29

(] €9 €3
QANx = eiijixj er. = |1 Qo Qg
r1 X9 I3

= (1'392 — .%‘293)81 + (1‘193 — 1’391)62 + (1’291 — 1'192)63 (4.5)

En resumen, como consecuencia de lo anterior, concluimos:

la derivacion de un vector constante que se mueve rigidamente
unido al sistema movil es una transformacién hemisimétrica, o
expresado de forma equivalente, resulta ser el producto vectorial
por un determinado vector €2:

u=QANu.

5 A .
°Las componentes ¢;;; corresponden al tensor permutacion, siendo su valor +1 6 —1
segun la permutacién sea par o no, e igual a cero si algin indice se repite.
SVer por ejemplo H. Goldstein: Mecdnica Cldsica, 2.* ed., cap. 4, apartado 4.8.
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El vector € caracteriza el movimiento del sistema de referencia movil
(S"), y se corresponde con el concepto intuitivo de velocidad angular de
rotacion de un sistema rigido. Para comprender esto, consideremos la velo-
cidad de un punto definido por el radio vector r = u (0 lo que es lo mismo,
la velocidad del extremo de u) cuando el triedro gira con velocidad angular
Q alrededor de un eje dado (figura 4.2).

T2=0Qe Figura 4.2: Interpreta-
cion de € como una ve-
. d locidad de rotacion.

Si el punto en cuestién se halla situado a distancia d del eje, su veloci-
dad es €2d, en direccién tangencial a la circunferencia situada en un plano
perpendicular al eje de rotacién y cuyo centro es la interseccién del eje con
el plano. Este mismo resultado se obtiene del desarrollo geométrico de la
expresion £ A 7.

Por este motivo, a €2 se le llama velocidad de rotacion del sistema movil.

Considerando ahora el caso mas general de un vector cualquiera p =
p;e;, no necesariamente constante respecto del sistema movil, su derivada
(absoluta) seré:

D = pie; +pié; = pie; + pi(QL N e;).

En esta expresion, el primer término corresponde a la derivada que mediria
un observador mévil para el cual los vectores de base movil e; no varian.

Asi llegamos a
. dp dp
== == Q 4.
P (dt>abs <dt>rel+ hp ( 6)
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Es decir, para obtener la derivada (absoluta) de un vector referido a un
sistema movil se precisa anadir a la derivada relativa un término comple-
mentario debido a la rotacién del sistema mévil, que es el producto vectorial
de € por el propio vector que se deriva.

Es importante recalcar la diferencia entre la derivada relativa a S’ y la
derivada relativa a S pero expresada en las coordenadas propias de S’. En el
primer caso se trata de dos vectores distintos, debido a las distintas medidas
de derivada observadas desde los dos sistemas de referencia, mientras que
en el segundo se trata de distintas coordenadas para el mismo vector.

EJEMPLO 4.1: Deducir la velocidad de rotacion del triedro de Frenet.

Solucion. La derivada temporal de t es

dt  dtds
dt  dsdt

dt t n b
E—Q/\t— Q Qn Ul =—-Q,b+ Y n,
1 0 O

y de la comparacién de ambas expresiones se deduce Qp = kv; €, = 0. Por
otra parte,
db dbds
— = —— = —TNnuv;
dt dsdt ’
e interpretdandola como producto vectorial

db
De donde se deduce que €2; = 7v. Por tanto, la velocidad angular buscada
tiene la expresion

Q=vrt+vrb.

Esta ecuacién permite interpretar la evolucién del triedro intrinseco, al
desplazarse con velocidad unidad segun la curva, como una rotacién con
dos componentes: una de torsién, alrededor de la tangente, con velocidad
angular 7, y una de curvatura, alrededor de la binormal, con velocidad
angular . O
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4.2. Velocidad y Aceleracion en Sistemas Modviles

Supongamos un sistema de referencia fijo S, y otro mévil respecto de él

S’. El vector posicién de un punto cualquiera respecto de S es r, y respecto

de S’ lo denominamos p. La relacién entre los vectores posicién (figura 4.3)
es

r=ro+p, (4.7)

donde 7o define la posicién del origen O de S’. Derivando esta igualdad, y
teniendo en cuenta la regla de derivacién en sistemas méviles (4.6):

AEI
€3 es
P s’
r Figura 4.3: Vectores posicion
9] el (r, p) en las referencias fija S =
To E, {Oo, E;} y movil S’ = {0, e;}
Oo I respectivamente.
E;
. dp
’I‘:’I"O—I—<> +Q/\P>
de rel

en donde el primer término (7o) es la derivada (absoluta) de la posicién

de O, y corresponde a una velocidad de traslacion; el segundo se trata de

. . . . . def
la derivada relativa de p, que denominaremos velocidad relativa, vy =

(dp/dt)yer; y el tercero es el término complementario de derivacién de p
debido a la rotacién de S’.
Asi, la expresién general de la velocidad es:

vV=v0+ QAP+ V. (4.8)

Se llama wvelocidad de arrastre a la suma de los dos primeros términos,

Varr def vo + Q2 A p, correspondiente a la velocidad que tendria un punto si

estuviera fijo respecto al sistema movil. Es decir, se trata de la velocidad
con la que se ve «arrastrado» un punto, si estuviera rigidamente unido al
sistema mévil. De esta manera podemos expresar de forma resumida la
velocidad como suma de la velocidad de arrastre (debida al movimiento de
S") y la velocidad relativa a S”:

U = Varr + Urel- ‘
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Derivando de nuevo la expresion (4.8) conforme a la regla expresada por
(4.6), se obtiene la expresion de la aceleracién:

a=a0+QAP+QAV + QA (QAP) + Qe + QLA Vel

y agrupando términos,

a=ao+QAp+QA(QAP)+29 A Vel +arel (4.9)
vV WV
Aarr Qcor

En esta expresion distinguimos las siguientes componentes de la aceleracion:

= Aceleracién de arrastre,
def .
Qar = a0+ QAP+ QA (QA Pp),

es la aceleracién que tendria un punto fijo al sistema mdévil (S'), es
decir «arrastrado» por el movimiento de (S’);

s Aceleracion de Coriolis o complementaria,

def
Qcor = 2Q A Urels

s Aceleracion relativa, Q.

Asi, podemos expresar (4.9) en forma resumida:

’a = Qarr + Gcor + Qrel-

Como se ve, en la expresion de la aceleracién aparece un término adi-
cional a los de arrastre y relativo, que depende de la velocidad relativa, al
contrario de lo que sucedia en el campo de velocidades. Esto complica el
andlisis de aceleraciones respecto del de velocidades.

EJEMPLO 4.2: Desarrollar la velocidad y aceleracién de la particula del
ejemplo 2.2 (pag 2.26) a través del movimiento de arrastre del aro y del
movimiento de la particula relativo al aro.

Solucion. El movimiento se compone de un arrastre del aro, con velocidad
de rotacién (constante) w, y de un movimiento de la particula relativo al
aro que es una rotacién alrededor de su centro con angulo ¢. Haciendo
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referencia a los vectores béasicos definidos en la figura 2.17, las componentes
de la velocidad son:

Varr = pw Uy = 2Rw cos(p/2) ug;
Vrel = RO T.

La aceleracién se descompone como @ = @y + Grel + Qcor, siendo las com-
ponentes:

Aoy = —pw? u, = —2R cos(p/2) u,;
are = —RP*v + Ry T,
Acor =20k ANROpT = —2Rwpv.

Proyectando esta aceleracion sobre las direcciones tangencial y normal al
aro (7,v) resulta:

a; =a- T = Ry + Rw’sen ;
ay =a-v=—R(w+ p)? — Rw?cos p.

Este resultado es idéntico al obtenido por otros métodos en el ejemplo
2.2. O

4.3. Campo de Velocidades del Sélido Rigido

Supongamos ahora un sélido B en movimiento, y un triedro mévil de
referencia ligado a él. Una manera grafica de describir este triedro es ima-
ginando los tres ejes cartesianos Oz, Oy y Oz «pinchados» en el sélido.

kEl
€3 es
€1
B O Figura 4.4: Triedro movil {O, e;}, liga-
Es  do al sdlido rigido B.

E;
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La velocidad de una particula del sélido relativa a este triedro es ob-
viamente nula. Para expresar la velocidad respecto del triedro fijo, pode-
mos emplear la ecuacién general deducida anteriormente (4.8), siendo ahora
vrel = 0, por lo que sélo queda la v,y,:

v=vo+RQAp| (4.10)

En esta ecuacién, los dos sumandos que componen la velocidad tienen una
interpretacién clara. En primer lugar, vo es un término constante (se en-
tiende que constante sobre el dominio B, no a lo largo del tiempo), indepen-
diente del punto que consideremos, por lo que se trata de una componente
de traslacion. Por otra parte, £ A p es la velocidad correspondiente a una
rotacion instantanea de velocidad €2 alrededor de un eje que pasa por O.

La ecuacion (4.10) caracteriza el campo de velocidades del sélido rigido
como un campo de momentos’. Como tal, queda descrito por los siguientes
elementos bésicos:

= Resultante: €2;
= Momento en un punto O: vo;
» Campo de momentos: VP € B, vp =vo +Q Arop.

De la ecuacién del campo de momentos se deducen algunas propiedades
interesantes:

1.  Equiproyectividad:

Y(O,P) € B, wvo-rop=vp-ToP;

2. Invariante escalar:

VP e B, wvp-§)=cte.

3. Eje central y momento minimo:
Existe un eje en el cual el momento es igual para todos los puntos del
mismo, con la particularidad de que es paralelo a la propia direccién
del eje y ademas el minimo. En nuestro caso, llamaremos a éste eje
del movimiento helicoidal, y su obtencién y propiedades las veremos
en el apartado siguiente.

"Para una descripcién y resumen de las propiedades de los Sistemas de Vectores Des-
lizantes y los campos de momentos resultantes, consultar J.A. Ferndndez Palacios: Me-
canica Tedrica de los Sistemas de Solidos Rigidos, Anejo 1B, o M. Prieto Alberca: Curso
de Mecdnica Racional — Cinemdtica y Estdtica, Cap. I: Calculo Vectorial
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4.3.1. Movimiento Helicoidal Tangente

Busquemos los puntos en los que la velocidad dada por (4.10) se anula:
v=v0+QAp=0 = QAp=—vp;

se obtiene una ecuacién vectorial en la que son datos €2 y v, siendo la
incégnita p. Para que tenga solucién, es necesario que se cumpla la condicion
de compatibilidad®:

Q-vpo=0. (4.11)

En un caso general, no tienen porqué existir puntos de velocidad nula; Sélo
los habrd si se cumple esta condiciéon de compatibilidad. Si existen puntos
de velocidad nula diremos que el movimiento es una rotacion.

Generalizando algo mads, busquemos ahora puntos en que la velocidad
sea paralela a €2, es decir, v = \(Q2:

vo+ QA p=2Q,

o bien
QAp =2 —wvo. (4.12)

Esta es, de nuevo, una ecuaciéon vectorial en p. Veamos la solucion genérica
a una ecuacion de este tipo:

ANz =B, (4.13)
donde A y B son dados, y « es la incégnita. Es inmediato comprobar que:

1. Para que exista solucién, A debe ser perpendicular a B (condicién de
compatibilidad): A - B = 0.

2. Si «x es solucién, x + aA también lo es; por lo tanto la solucién no es
Unica, sino que si existe serd una familia uniparamétrica de soluciones,
es decir, una recta paralela a A.

Para despejar la incégnita x, premultiplicamos (4.13) vectorialmente por
A y desarrollamos el doble producto vectorial:

AN(ANz)= (A -z)A - A’z
=ANAB.

8El producto vectorial es normal a los dos argumentos
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Despejando @, y englobando las componentes en direcciéon de A (es decir,
—(A-x)A) en un término genérico aA (recuérdese la propiedad 2. arriba
expuesta), se obtiene:

BANA
T=—r
Esta expresién define, no una solucién tnica, sino una familia de soluciones

en funcién del parametro «, formando un eje de direccion A.
Aplicando esta solucién a la ecuacién (4.12), obtenemos:

+ aA. (4.14)

_Q/\’UO
==

afl. (4.15)

El lugar geométrico de las soluciones dadas por (4.15) define un eje paralelo
a Q. Por otra parte, la condicién de compatibilidad exige que:

Q- M2—v0)=0 = Q- vpo=1\%
por lo que:

a. S1 Q- -vp #0, es A # 0, y la velocidad en el eje es v = A2 # 0; (no
existen puntos de velocidad nula)

b. SiQ2-vp =0,es A =0, y la velocidad en el eje es v = 0 (el movimiento
es una rotacién).

Todos los puntos del eje (4.15) tienen la misma velocidad; en efecto, si
p1 Y Py Dertenecen al eje:

—_——
=0
Por otra parte, tomando como referencia un punto O del eje, la velocidad
en un punto cualquiera queda descompuesta en un término constante en
direccién del eje, vp, y uno perpendicular a este primero, por serlo a (2
(figura 4.5):
v=v0+QAp=A2+QAp. (4.16)

Es facil comprender por tanto que el eje contiene los puntos de wvelocidad
minima del sélido: la velocidad de cualquier otro punto, ademas de la com-
ponente constante (Af2), tiene una componente adicional perpendicular a
la velocidad del eje, por lo que siempre serd mayor en moédulo.

Esta descripcién caracteriza el llamado movimiento helicoidal tangente.
El eje de este movimiento de «sacacorchos» es el obtenido anteriormente
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Figura 4.5: Descripcion del campo de velocidades como un movimiento heli-
coidal tangente. La velocidad de un punto P cualquiera se obtiene sumando
la velocidad de deslizamiento de los puntos del eje (v4) y el momento QA p

(4.15). Los puntos que no estén sobre el eje tienen una componente adicional
de la velocidad (2 A p) perpendicular al mismo.

Esta caracterizaciéon del movimiento varia con el tiempo, tanto por el
cambio de la direcciéon de €2 como de su moédulo. Por lo tanto, en cada
momento existe un movimiento helicoidal, tangente al movimiento en ese
instante. Debido a esto, (4.15) se llama «eje instantdneoy del movimiento.

Por otra parte, se denomina «tangente» porque caracteriza, al igual que
las tangentes, la derivada primera del movimiento. El movimiento helicoidal
tangente sirve para interpretar el campo de velocidades, pero en cambio no
es valido para interpretar el campo de aceleraciones. Al igual que la tangente
a una curva, es una aproximacién local al movimiento, que reproduce tan
sélo la primera derivada, mientras que la aceleracion es la segunda derivada
(ver apartado 4.4).

4.3.2. Axoides del Movimiento

A lo largo del movimiento, el eje del movimiento helicoidal tangente
describe una superficie reglada, denominada azoide. La ecuacion paramé-
trica del axoide serd simplemente la expresada por (4.15), tomando como
parametros « y el tiempo t. Segin describamos el axoide en el sistema de
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referencia movil o en el fijo obtendremos dos superficies regladas distintas
denominadas, respectivamente, azxoide mdvil o axoide fijo:

» Azoide mduvil

QN wvg
p=—gz taf (4.17)
= Azoide fijo
QA
r=ro+ Q;’O + a2 (4.18)

Por su definicién, ambos axoides son superficies regladas y en cada instante
tienen en comun la generatriz, que es precisamente el eje del movimiento he-
licoidal tangente en ese instante. Una propiedad importante de los axoides
es que son tangentes entre si en todos los puntos del eje. Esta afirmacion,
a pesar de lo que pudiera parecer intuitivamente en una primera consi-
deracién, no es evidente. Conviene precisar que una superficie reglada, en
general, no tiene necesariamente un tnico plano tangente a lo largo de una
generatriz; esto sélo serd asi si la superficie reglada es ademas desarrollable,
como es el caso de los conos o los cilindros. Sin embargo, un hiperboloide
reglado (de una hoja) no es desarrollable y el plano tangente es distinto en
cada punto de la generatriz.

Para demostrar la propiedad arriba enunciada supongamos una curva
C trazada sobre el axoide fijo, que en un instante dado tiene un punto A de

Axoide mévil

Figura 4.6: El axoide fijo y el mdvil
son tangentes en todos los puntos de
la generatriz comun.

Axoide fijo

Eje

interseccién con el eje instantédneo (figura 4.6). Sea C’ la curva correpon-
diente al axoide mévil, definida como la «huellay que deja el punto A sobre
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el mismo, como si en A se situase constantemente un mosquito manchado
de tinta. El punto A comtn a C' y C’ en cada instante es un punto geo-
métrico que, en general, no coincidird con una misma particula del sélido o
punto material a lo largo del movimiento; en caso contrario la curva C’ se
reduciria a ese punto como es légico.

Si expresamos el vector posicién del punto A en ambas referencias,

TA=T0+ P4,

y derivando mediante (4.8) para obtener la velocidad:

d
vA:vo—i—Q/\pA—i—(gtA) , (4.19)
———
V- rel
v’y

donde:

— w4 es la velocidad del punto geométrico A, que llamaremos también
«velocidad de sucesiony de A;

— vy« es la velocidad de la particula del sélido moévil A* que coincide
con A en un instante dado, o velocidad de arrastre de A;

— v/; es la velocidad de sucesién de A (como punto geométrico), pero
ahora relativa al sélido mévil.

Como la velocidad es tangente siempre a la trayectoria, se cumple que
VAY UfA son tangentes, respectivamente, a las curvas C'y C’. Por tanto, v 4
es tangente al axoide fijo y v/, al mé6vil. v 4+, por ser A* un punto situado
sobre el eje helicoidal, lleva la direcciéon de dicho eje y es por tanto tan-
gente a ambos axoides. Consecuentemente, v 4, al ser suma de dos vectores
tangentes al axoide mévil (v'y + v4+), es también tangente al mismo.

El razonamiento anterior demuestra que un vector arbitrario v 4 (recor-
demos que la curva C era arbitraria), tangente al axoide fijo en un punto del
eje helicoidal, lo es también al axoide moévil. Esto quiere decir que ambos
axoides son tangentes en todos los puntos del eje.

De la ecuacién (4.19) se deduce la velocidad relativa del punto A entre
ambos sistemas, que es precisamente la velocidad de arrastre:

V4 —v:4 = v yg~.

La anulacién de esta velocidad (vax = 0 = wy — vy = 0) indicaria
una rodadura sin deslizamiento entre ambos axoides. En un caso general
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estd claro (apartado 4.3.1) que no se tiene porqué producir necesariamante
dicha rodadura perfecta, sino que puede existir ademé&s un deslizamiento en
la direccién del propio eje (va+ = AQ). Por lo tanto podemos interpretar
el movimiento del sélido, caracterizado por la evolucién del axoide mévil
solidario con él, como una rodadura del axoide mdvil sobre el axoide fijo,
unido a un deslizamiento en la direccion del eje.

4.4. Campo de Aceleraciones del Sélido Rigido

El campo de aceleraciones del sélido se obtiene particularizando la ex-
presién general de la aceleracién en el movimiento relativo (4.9) al caso del
solido rigido, en el que v = 0, @y = 0:

a=ao+QAp+QA(QAPp) (4.20)

Figura 4.7: Interpreta-
cion geométrica de las
componentes de la ace-
leracion del solido

El significado de cada uno de estos tres términos es el siguiente:

— ap es la aceleracion del origen O, constante para todo el sélido (ace-
leracién de traslacién).

- QA p es un término perpendicular a Q y p. Aunque por similitud
con las féormulas del movimiento circular pudiera parecer en primera
instancia que este término corresponde a una aceleraciéon tangencial,
éste término sélo serd tangente a la trayectoria si vo = 0 y la direc-
cién de 2 no varia, correspondiendo entonces el movimiento a una
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rotacion alrededor de un eje fijo por O. En un caso general este tér-
mino no serd tangencial ni siquiera en el movimiento plano (ver en el
apartado 4.6.3 la descomposicion en aceleracién normal y tangencial
para el movimiento plano).

— QA(RAP) = Q(Q-p)—pQ? es una aceleracién axipeta, descompuesta
en los dos términos anteriores, uno dirigido hacia el centro O (—pQ?)
y otro segun el eje (2(2 - p)).

Conviene precisar que el movimiento helicoidal tangente descrito antes
y expresado por (4.16) sirve tan sélo para describir el campo de velocida-
des. Al ser funcién tan sélo de vp y €2, no puede representar el campo de
aceleraciones, en concreto los dos primeros sumandos de la expresién (4.20),
ao v A p. Serfa posible encontrar un punto en que ap se anule —como
veremos abajo en la discusién del polo de aceleraciones—, sin embargo el
término € contiene informacién sobre el cambio de €, tanto en direccién
como en médulo, que no se puede obtener a partir del movimiento helicoidal
instantaneo.

Se llama polo de aceleraciones al punto en que la aceleracién se anula.
En general, existe un tnico punto en que se verifica esto, salvo casos par-
ticulares, en que puede no existir, o bien existir una recta de polos. Para
obtener el polo, buscamos la solucién para p de la expresion (4.20) igualada
a cero,

0=ap+QAp+QA(QAD).

Empleando notaciéon matricial, podemos representar los productos vecto-
riales como productos por matrices hemisimétricas (ver expresiones (4.4) y

. ~

(4.5)). Sean [€2] y [€2] las matrices hemisimétricas que corresponden respec-
tivamente a los productos vectoriales por 2 y €:

{0} = {ao} + [2{p} + [Q({p}) = (a0} + (X + ) {p},

cuya solucion,

{p} = — (19 + [ Hao),

es por lo general tnica, siempre que ([€2] + [€]2) admita inversa. En caso

contrario, si ([€2] + [©2]?) es singular, en general no existe polo de acelera-
ciones, salvo casos degenerados.
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4.5. Composicion de Movimientos

4.5.1. Composicion del Movimiento de 2 Sistemas

Comenzaremos por el caso elemental de la composicién de movimien-
tos relativos a dos sistemas. Suponemos uno Sy «fijoy y otro S «mévily.
Segun las expresiones del movimiento relativo (4.8) y (4.9), las velocidades

y

Figura 4.8: Composicion de movi-

O mientos entre dos sistemas Sy y

To1 S

Oo
So
y aceleraciones son:

Vabs = VO, + QA P+ Vrel
Vs Varr Us,
Aabs = Qarr T acor('US1) + Qrel s

as, depende @51

de vg,

donde se han tomado las magnitudes vg,, ag, como relativas, y vg,, as,
como absolutas. Asi, para obtener las velocidades respecto a Sy basta con
sumar a la velocidad respecto a 57 el término de arrastre correspondiente al
movimiento del punto como sélido rigido. En cambio, para las aceleraciones
es preciso anadir, ademas del término de arrastre, el término de Coriolis que
depende de la velocidad relativa.

4.5.2. Composicion del Movimiento de n Sistemas

Supongamos ahora el caso general de composicién de n movimientos,
en el que el movimiento esté definido respecto de un sistema S, el de
éste a su vez respecto de otro S,,_1, v asi sucesivamente hasta llegar a Sy.
Interesa conocer el movimiento absoluto (respecto de Sp), resultante de esta
composicién de n movimientos.
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El campo de velocidades de S,, respecto a S,,_1 es:
vn|n—1 = V0, + Qn A Pn;

siendo vo, la velocidad del origen de S,, O,, relativa a S,_1, y Q) la
velocidad de rotacion de S, relativa a S,,_1.

Para obtener el movimiento respecto a S,,_o basta considerar la expre-
sién anterior de vy,,_; como velocidad relativa respecto a Sy,_1, y sumarle
el término de arrastre correspondiente al movimiento de S, respecto a
Sn_Q:

Unjn—2 = V0,1 +Qp1 A Pn—1tv0, + Q, A P>

’Uarr:vn_l‘n_g UrCIZUn|'n—1

A continuacién se repite la operaricién, considerando vy, como velocidad
relativa, y asi consecutivamente hasta llegar a .Sp.

Se puede interpretar esta composicién considerando cada campo de ve-
locidades relativo como el campo de momentos de un sistema de vectores
deslizantes (S.V.D.). La velocidad absoluta, composicién de los diversos mo-
vimientos relativos, es el resultado de la suma de los campos de momentos.
Esta suma es igual al campo de momentos del sistema suma, composicion
de todos los campos de momentos. La composicién de S.V.D. se realiza
sumando las resultantes (2 = > | €;) y los momentos en un punto O
dado (vo = Y- (v0)iji—1)- Por lo tanto, realizando la suma de los S.V.D.
relativos tendremos caracterizado el S.V.D. que corresponde al movimiento
absoluto composicién de los mismos.

El campo de aceleraciones, como ya se ha dicho, no constituye un campo
de momentos y por tanto no vale para éste el método de composicion de
S.V.D. Es necesario ir componiendo uno a uno los movimientos relativos,
calculando para cada uno los términos de aceleracion relativa y Coriolis
correspondientes.

EJEMPLO 4.3: Composicion de dos traslaciones.

Solucion. Cada traslacién se reduce a un par (momento vp # 0, resultante
Q = 0). La suma los dos S.V.D. se reduce a otro par, suma vectorial de los
dos; por lo tanto, el movimiento compuesto es otra traslacién, de velocidad
v = v + vo. O

EJEMPLO 4.4: Composicion de dos rotaciones de ejes concurrentes.

Solucidn. Son dos sistemas con resultante no nula (€2 # 0) y momento nulo
en el eje (vp = 0 para O € eje). La suma es otra rotacién pura, de resultante
Q; + Q, aplicada en el punto de interseccién de los ejes de rotacién. [
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EJEMPLO 4.5: Composicién de dos rotaciones de ejes paralelos.

Solucion. Se puede interpretar como un caso particular de ejes concurren-
tes que se cortan en un punto impropio. El resultado es otra rotacién, de
eje paralelo y coplanario a los anteriores, situado a la distancia adecuada
(se calcula ésta de forma que el momento v en un punto sea igual y de signo
contrario para cada una de las rotaciones componentes). En el caso degene-
rado en que ambas rotaciones sean iguales y de distinto signo, el resultado
es una traslacién pura, con velocidad igual al producto de la velocidad de
rotacion por la distancia entre los ejes. O

EJEMPLO 4.6: Composicién de dos rotaciones de ejes no concurrentes ni
paralelos.

Solucion. El resultado es un sistema general (traslacién mds rotacién), por
lo que la interpretacion como S.V.D. no ofrece ventaja especial. O

EJEMPLO 4.7: Interpretacion del movimiento de la tierra.

Solucion. Se trata de un caso particular interesante, que se puede interpre-
tar como resultado de la composiciéon de dos movimientos:

Primavera </ .~ W

Sren N /) e

Invierno

Verano (H.N.)

Ototio

/

Figura 4.9: Movimiento de la tierra: composicion de traslacion y rotacion.
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a. Traslacion alrededor del Sol, con 6rbita eliptica (aproximadamente
circular)?, a la distancia media de 149 millones de kilémetros. El pe-
riodo orbital es de 365,2564 dias.

b. Rotacion de la Tierra en torno a su eje Norte-Sur, que mantiene su di-
reccién aproximadamente invariante, con una inclinacién aproximada
de 66° respecto del plano de la ecliptica. La rotacion propia de este
movimiento es la rotacién sidérea, que tiene un periodo (dia sidéreo)
algo menor a 1 dfa solar'”.

En la realidad, el movimiento de la tierra tiene algunas perturbaciones
adicionales sobre el sencillo esquema delineado arriba, como por ejemplo,
las pequenas oscilaciones de la direccion del eje de la Tierra, o el fenémeno
de precesién de los equinoccios. Este tltimo consiste en una lenta variacion
de la orientacién del eje de rotacién de la tierra, precesionando alrededor
de la perpendicular al eje de la ecliptica, de periodo 26.000 afios (ver el
apartado 9.3.2 para una discusién de éste fendmeno desde el punto de vista
de la dindmica). O

4.5.3. Movimiento de Sdélidos Tangentes

Consideremos dos sélidos, S7 (fijo) y S2 (mévil) que permanecen tan-
gentes durante el movimiento. A lo largo del mismo, el punto de tangencia
A define sendas curvas en cada uno de los dos sélidos, que denominamos Cy
y Cy (figura 4.10). Es posible imaginar intuitivamente estas curvas como
dibujadas por un mosquito entintado, que se sitia constantemente en el
punto A, y que va manchando los dos sélidos. Expresando la velocidad de
sucesién del punto geométrico A en cada sistema:

Vabs = Varr T Urel = VAl = Varr T V42 (4.21)

vy es tangente a O, y vyp lo es a Cy. A su vez, ambas velocidades
pertenecen al plano tangente comun. Por lo tanto, varr = v41 — V4P (ve-
locidad del punto del sélido Sy que coincide con A en un instante dado)

9No debe confundirse una traslacién circular o eliptica con una rotacién; en la trasla-
cién todos los puntos del sélido tienen igual velocidad en un instante dado, aunque esta
velocidad del conjunto varie con el tiempo, describiendo asi trayectorias curvas para cada
punto.

0Para volver a estar enfrentado con el sol, un punto de la superficie de la tierra tiene
que girar algo més que 360°, ya que durante ese tiempo la tierra se ha trasladado algo en
su érbita alrededor del sol; por tanto, 1 dia solar (86 400s.) equivale a un giro algo mayor
a los 360° del dia sidéreo (86164s.).
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Sa
Figura 4.10: Huella dejada por el
punto de tangencia A sobre los soli-
dos tangentes S1 y So.

S1

ha de ser tangente a ambos sélidos. Esta velocidad se llama welocidad de
deslizamiento: vq def VAL~ V-

El movimiento (relativo) en el punto de contacto se puede reducir en-
tonces a una velocidad de deslizamiento vq y una rotacién de velocidad
instantanea €2, cuyo eje pasa por el punto de tangencia.

Figura 4.11: Componentes de
rodadura 1y pivotamiento de
la velocidad de rotacion, 2 =
Q,+Q,.

En un caso general, €2 tendra una componente segin el plano tangente,
llamada velocidad de rodadura €2,., y otra normal al mismo, llamada velo-
cidad de pivotamiento £2,,. Denominando IN a la normal comtn en el punto
de tangencia,

Q%@ NN

o Y0-q,

Cuando la velocidad relativa en el punto de contacto es nula, (vqg = 0),



Aptdo. 4.5. Composicién de Movimientos 4.23

no hay deslizamiento entre ambos sélidos. Se dice entonces que un sélido
«rueda sin deslizary sobre el otro. Este término no implica, por lo general,
que la rodadura se efectiie sin pivotamiento, sino tan sélo la ausencia de
deslizamiento.

EJjemMPLO 4.8: Un cilindro recto de radio r se mueve manteniéndose tan-
gente a un cono fijo, de radio de la base r y semidngulo «, de forma que
comparten en todo momento una generatriz. Una base del cilindro rueda
con velocidad uniforme sin deslizar sobre la base del cono, de forma que
realiza una revolucién completa alrededor del eje del cono en un tiempo 7.
La otra base del cilindro se mantiene en contacto con el vértice del cono.
Obtener las expresiones de:

Figura 4.12: Ejemplo 4.8; seccion
del cono y cilindro por el plano me-
ridional.

-

a. velocidad de rotacién del cilindro, calculando la componente de pivo-
tamiento;

b. axoides del movimiento y aceleracién angular del cilindro;

c. aceleraciéon del punto A de la base del cilindro en contacto con la base
del cono.
(Examen parcial, 3/2/1995)

Solucion.

a.— En la figura se muestra una seccién por el plano meridional, que
contiene a los ejes del del cono (BC) y del cilindro (QM), asi como a la
generatriz comun AB. El punto A de contacto entre las bases tiene velocidad
nula, debido a la condicién de rodadura. Asimismo, el punto O de corte del
eje del cilindro con el eje del cono es un punto fijo del movimiento. Por lo
tanto, el movimiento instantdneo es una rodadura alrededor del eje OA. A
su vez, en los sucesivos instantes del movimiento, el plano meridional de
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Figura 4.13: Ejemplo 4.8; eje
instantdneo de rotacion y des-
composicion del vector 2

la figura va girando alrededor del eje OC'. En consecuencia, a lo largo del
movimiento el eje instantdneo O A define un cono de eje OC.

En la figura observamos que el angulo COM = «. Asimismo, los tridn-
gulos rectangulos AOC' y AOM son iguales por compartir hipotenusa y
tener un cateto igual (7), por lo que los dngulos AOC = AOM = «/2 son
iguales.

El punto @ del eje del cilindro desarrolla un movimiento circular, alre-
dedor del eje OC'. Su velocidad es

27
Vo = —T COS
@= 7
por otra parte, interpretando el movimiento como rotacion de velocidad €2
alrededor del eje OA
cos @

sen —
sen o 2

UQ:Q-OQsen%:Qr

Igualando ambas expresiones, y en funcién del versor u = OA/|OA|, se
obtiene

4
Q:—Fcosgu
T 2

La componente de pivotamiento es la proyeccién sobre la normal a AB:

2
Qp:Qsen% = Qp:—wsenoz
T
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b.— En el movimiento, el eje OA gira alrededor del eje OC' con velo-
cidad angular w = (27/7)k, siendo k = OC'/|OC|. Por tanto los axoides
son:

Azoide fijo: cono de eje OC, vértice O, semidngulo /2.
Azoide movil: cono de eje OM, vértice O, semidngulo «/2.

La aceleracién angular, al ser constante el médulo de €2, proviene de la
rotacién w:

2

. 4
Q:w/\ﬂzizsenaj
T

siendo j el versor normal al plano de la figura.

c.— Para obtener la aceleracién de A se aplica la expresion general

ags= ap +RNOA+QN(QNOA)

) =0
obteniéndose
47?2 sena 872 «@
ap=—r V= —7C0S—
72 sen § T2 2
siendo v el versor perpendicular a OA dentro del plano de la figura. O

4.6. Movimiento Plano

Decimos que un sélido tiene un movimiento plano cuando las velocidades
de todos sus puntos son paralelas a un plano II fijo. Para que esto se cumpla,
la velocidad de rotacién €2 ha de ser perpendicular al plano. En efecto,
recordando la expresién del campo de velocidades (4.10),

v=vo+QAp;

tanto v como vp pertenecen al plano II, por lo tanto, para que 2 A p
pertenezca también al plano II, € ha de ser normal al mismo.

Bastara con estudiar el movimiento de una secciéon plana del sdlido
paralela al plano dado para caracterizar el movimiento de cualquier punto,
aunque el solido en si no sea plano. Los puntos fuera de esta seccién tendran
idéntica velocidad que sus proyecciones sobre el plano de referencia.

Tomaremos convencionalmente el triedro de referencia de forma que el
versor k defina la normal al plano. Asi, la velocidad de rotacién se puede
representar tan sélo por una magnitud escalar, 2 = Qk.
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k J Figura 4.14: Orientacion del trie-
dro en el movimiento plano.

4.6.1. Centro Instantaneo de Rotacién

En un movimento plano, el eje del movimiento helicoidal tangente es
una recta normal al plano II. Puesto que se cumple 2-vp = 0, esta recta es
ademas de velocidad nula, siendo por tanto todo movimiento plano siempre
una rotacién pura.

El centro de la rotaciéon sera la interseccién del eje del movimiento heli-
coidal con el plano, y se denomina Centro Instantdineo de Rotacién (C.I.R.).
Para definir sus coordenadas en el plano, particularizamos las del eje del
movimiento helicoidal (4.17):

Q ANvo
=T T
=0

va que « = 0 en el plano II. Sustituyendo 2 = Qk obtenemos

kANvo
Q

. (4.22)

En el movimiento plano se puede medir la rotacién absoluta mediante un
parametro angular ¢, angulo girado por una recta determinada del plano
movil con respecto a una referencia fija. Teniendo en cuenta entonces ) =
de/dt y vo = dro/dt,

4.6.2. Curvas Polares

Andlogamente a los axoides definidos para el movimiento general, el
centro instantaneo de rotacion en el movimiento plano describe unas curvas
determinadas a lo largo del movimiento. Este lugar geométrico se llama
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polar movil, si se define respecto a la referencia movil, y polar fija si se
describe en la referencia fija. Alternativamente, se pueden llamar también
ruleta y base, respectivamente. Las expresiones de estos lugares geométricos
son:

= Polar movil

kANvo dro
= =kAN— 4.24
p q 1 (4.24)
= Polar fija
kANvo drp
= = kN — 4.2
r=ro+ q ro+kA 4 (4.25)

La expresion en coordenadas cartesianas de las curvas polares se puede
obtener directamente desarrollando en componentes las ecuaciones vecto-
riales (4.24) y (4.25).

Emplearemos sin embargo otro método para deducir las ecuaciones de
las polares en coordenadas cartesianas; para ello nos basaremos en que,
para un punto O cualquiera, la velocidad vo proviene de una rotaciéon
instantanea respecto al C.I.R.:

Vo

O (Xo, Y
(Xo, Yo) Figura 4.15: El campo de velocidades del

movimiento plano como una rotacion alre-
dedor del C.I.R.

C.ILR. (X,Y)
dXp/dt
=—(Yo—-Y)Q Y=Yo+—7—
vo, = ~(fo-1)t = 0T T3/t
dYo/dt
=(Xo - X)Q X =Xo—
vo, = (Xo=X) = O~ dp/dt
En definitiva, resultan las expresiones:
e Polar fija:
dYop/dt dXop/dt
X =Xo - Y=Yo+ —— 4.2
©7 Tdp/dt’ Ot qo/dt (426)
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e Polar movil:
restando (Xp, Yp) v proyectando las expresiones (4.26) sobre los ejes

moéviles,
_ dXp/dt sen v — dYo/dt cos
T Tdg/at "M T Tagjar %
(4.27)
dXp/dt cos dYp/dt sen
Y dp/dt ¥ T dg/dt
Yy T de 0 T de
3 Figura 4.16: Proyeccion de
(—dYy/de, dXo/de) sobre los ejes md-
‘ viles
@ X
O

Las polares son curvas intrinsecas del movimiento; no dependen del
tiempo, cumpliendo éste tnicamente la funcién del parametro para la defi-
nicion de las mismas. Para un movimiento determinado, la polar fija serd
pues una curva fija, y la polar mévil una curva distinta que acompana al
plano mévil en su movimiento.

Las polares sirven para describir el movimiento plano en términos geo-
métricos. Esta descripcion se caracteriza por la propiedad fundamental de
los polares que establece que, la polar mévil rueda sin deslizar sobre la po-
lar fija, permaneciendo tangente a la misma. Esta propiedad es inmediato
demostrarla, como particularizacién de la propiedad general de los axoides
(apartado 4.3.2), considerando que en el movimiento plano la velocidad de
deslizamiento es nula.

4.6.3. Aceleraciones
Recordemos la expresién general del campo de aceleraciones (4.20):
a=ao+QAp+QA(QAP);
particularizando para el movimiento plano,
Q= Qk,

QAp=QkAp
QA (QAp) = —02p,
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Figura 4.17: Rodadura sin des-
lizamiento de la polar mdovil
respecto de la fija.

Polar fija

obtenemos la siguiente expresién

a=aop+0kANp—Q3p. (4.28)

Los términos en esta ecuacién tienen la siguiente interpretacion:
» ap es la aceleracién de O (traslacién);

» Ok A p es una componente perpendicular al radio vector p (no nece-
sariamente tangencial a la trayectoria, tan sélo lo sera en el caso de
que O coincida con el C.I.R.);

= —2p es una componente «centripetay, dirigida hacia O (direccién
que no tiene porqué ser normal a la trayectoria, salvo en el caso arriba
mencionado).

El polo de aceleraciones se obtiene igualando a cero la expresion (4.28)
y despejando p. Para ello, multiplicamos vectorialmente la igualdad por k,
y eliminamos (k A p) entre la nueva expresién obtenida y (4.28), resultando
finalmente:

_ Qk A ap + Q2ap
2ol

p (polo de aceleraciones)

Otra forma de expresar la aceleracion es mediante la consideracién del
movimiento como una rotacién instantdnea en torno al C.I.R. Asi, la velo-
cidad de un punto cualquiera P es:

v=QAd=QkA(r—reo),
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Figura 4.18: Velocidad de un punto cualquiera
en relacion al C.I.R. (C).

donde 7 es el vector posicién de P, r¢ eldel CI.R. (C),yd = CP =r—rc.
Derivando respecto a t:
a=QkANd+QkA(v—v0),
donde v es la velocidad del punto P del sélido, mientras que vo es la

velocidad de sucesién del punto geométrico C' (C.LR.)*.
Considerando finalmente que v = Qk A d, resulta:

a= QkNd — Q°d — QkAve . (4.29)
~—— —~~ —_——
tangenc. normal tangenc.
+ normal
Aceleracion del centro instantaneo de rotacion.— Otra considera-

cién interesante surge al desarrollar el campo de aceleraciones en relacién al
punto material situado en un instante dado sobre el C.I.R. Para diferenciar
este punto material del sélido del punto geométrico C.I.R., denominaremos
C* al punto material, mientras que el C.I.LR. (punto geométrico) es C'. Aun-
que en un instante dado la posicién de ambos coincide (r¢ = rc+), su

"Nétese que C, Centro Instantdneo de Rotacién, queda definido por una condicién
geométrica, por lo que no coincidird necesariamente con una misma particula del sélido
a lo largo del movimiento. Seria incorrecto por tanto asignar a la derivada de r¢ el valor
(nulo) de la velocidad del punto del sélido situado en C. En general, drc/dt = ve tiene
un valor no nulo, que para distinguir de la velocidad del punto del sélido, denominamos
«velocidad de sucesiény.



Aptdo. 4.6. Movimiento Plano 4.31

velocidad difiere:

_dre
St
vo+ = 0.

vo

#0,

El campo de aceleraciones puede calcularse particularizando la expresién
general (4.20) prraO=C*yp=d=r —r¢,

a=ac-+QNd+QA(QA).

Otra expresion equivalente para el campo de aceleraciones es la proporcio-
nada por (4.29).

Si se particulariza la expresién (4.29) para el propio centro instantaneo
de rotaciéon C*, teniendo en cuenta d = 0, resulta

ac = —Q Nvg.

Como consecuencia, debe quedar claro que, aunque la velocidad del punto
del sélido situado en el C.LLR. sea nula (vc+ = 0), su aceleracién no lo
tiene porqué ser (ac+ # 0). Esto se debe a que el C.I.LR. coincide con
distintos puntos del sélido en distintos instantes, y una particula que esta
situada sobre el C.I.R. en un momento dado dejara de tener velocidad nula
al instante siguiente, por lo que su aceleracién no seréd en general nula.

Circunferencias de aceleraciones

La ecuacién (4.29) permite expresar separadamente la aceleracién en las
direcciones tangencial y normal a la trayectoria (figura 4.19):

a; = Qd + Que sen (4.30)
an = Q%d — Que cos o (4.31)

donde « es el angulo formado por la normal comun a las polares y CP = d.
Por otra parte, se ha tomado como positivo el sentido centripeto (hacia C')
para a,.

Estas expresiones dan lugar a dos nuevos lugares geométricos.

Circunferencia de las inflexiones.— Es el lugar Geométrico de puntos
con aceleracién normal nula, Aplicando la ecuacién (4.31),

Q%d = Qugcosa = |d= Uﬁc cos & (4.32)
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QArd

Figura 4.19: Componentes de la aceleracion
—02q " direcciones normal y tangencial.

En funcién de las coordenadas polares (d, «) esta expresiéon define una
circunferencia, de didmetro D,, = v/, denominada Circunferencia de
inflexiones. Esta circunferencia es tangente a las 2 polares en el C.LL.R. (C).
Es por otra parte el lugar de los puntos del sélido que siguen trayectorias
rectas, ya que éstos no tienen aceleracién normal.

Figura 4.20: Circun-
ferencia de las infle-
Tiones

Circunferencia estacionaria.— Es el lugar geométrico de puntos con
aceleracién tangencial nula. Aplicando la ecuacién (4.30),

) Q
Qd+ Quegsena=0 = d:—%sena

Se trata asimismo de una circunferencia en polares, de diametro D, =
Que /2, denominada Clircunferencia estacionaria. Es perpendicular a las
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polares y a la circunferencia de inflexiones en C. En el caso © = 0 la
circunferencia degenera en una recta perpendicular a las polares.

La interseccién de la circunferencia estacionaria y la de las inflexiones
es el polo de aceleraciones, en el que las dos componentes de la aceleracion
se anulan (a, = a; = 0) (figura 4.23).

N

Figura 4.21: Circunferencia esta-
ctonaria

Polar fija

Circunferencia de los retrocesos.—

«Todo punto @ del plano fijo, por el que pase constantemente
una recta dada del plano mévil, pertenece a una circunferencia
de didmetro D,, = v /€2, simétrica a la de las inflexiones respec-
to a la tangente comun a las polares, denominada circunferencia
de los retrocesos.»

DEMOSTRACION. Sea r una recta del plano mévil que pasa constantemente
por un punto @ del plano fijo, y @* € r el punto del plano mévil que
instantdneamente esta situado sobre @ (figura 4.22).

El movimiento real es el del plano mévil al que pertenece r con respecto
al fijo, pero podemos imaginar también el movimiento relativo del plano
fijo con respecto al mévil, cuyo campo de velocidades seria igual pero con
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\
\é,C” Figura 4.22: Construccion geomé-

T <
{2 W oeosa-Ta trica para la circunferencia de los
o P
.movily, - o
- ST e ;&Q,w retrocesos
O I\\ 'Ud\
P. ﬁja \ \

\ \
\ \

signo opuesto. En este movimiento con respecto a r, el punto @) se traslada
segun r, es decir su velocidad lleva la direccion de r.

Simétricamente, la velocidad del punto del plano mévil Q*, al ser igual
que la anterior pero con signo cambiado, estard también contenida en la
recta r, no puede tener componente normal a ella.

Por otra parte, la velocidad de Q* debe ser perpendicular al segmento
desde el centro instantaneo de rotacién, C'Q. Adicionalmente, el movimiento
de sucesién de C' serd tal que constantemente se mantenga esta propiedad;
por tanto, en un incremento infinitesimal d¢, suponiendo que C' se traslada
a C' (figura 4.22) el desplazamiento de C' normal a QC, determinado por
el punto C” en la figura 4.22, est4 asociado a la velocidad v cos . En ese
mismo intervalo dt¢, en el movimiento relativo a r, el punto ) pasaria a
Q’, cumpliéndose QQ’ = —QQC dt. Puesto que debe cumplirse que QQ’ =
CC", se concluye que

QC Q) = —vcocosa.

Por tanto, despejando,

QC = _Uﬁc oS Q. (4.33)

esta ecuacion define una circunferencia en polares, con origen en C, similar
a la la de las inflexiones (4.32) salvo por el signo —, que indica que serd
simétrica de aquélla (figura 4.23). O
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C. retrocesos

P. movil

C. estacionaria
P. fija

C. inflexiones

Figura 4.23: Posicion relativa de las tres circunferencias en relacion con las
polares. La interseccion de las circunferencias de inflexiones y estacionaria
se produce en el polo de aceleraciones K.

EJEMPLO 4.9: La escalera recta de la figura 4.24 se mueve en un plano
vertical, apoyandose sobre la arista superior de un muro vertical de altura
h perpendicular al plano del movimiento, mientras el extremo A desliza
sobre el suelo horizontal con velocidad constante v dirigida hacia el muro.
En el instante inicial la distancia entre el muro y el extremo A tiene un
valor b. Se pide determinar, en funcién del angulo ¢ que forma la escalera
con la horizontal:

a. Velocidad y aceleracién angulares de la escalera;

b. Posicién del centro instantaneo de rotacion y velocidad del punto C
de la escalera;

c. Ecuaciones de las polares fija y movil;

d. Circunferencias estacionaria y de las inflexiones, asi como el polo de
aceleraciones.

Solucion.
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B
C
Figura 4.24: Ejemplo 4.9; escalera que
desliza sobre el suelo horizontal y se apo-
h ya sobre un muro de altura h.
¢
Ay v
a.— La velocidad del punto C' de la escalera ha de ser paralela a

la propia escalera. Como también conocemos la velocidad del punto A,
trazando perpendiculares a ambas se obtiene el C.I.LR. que llamaremos [
(figura 4.25). Escribiendo la relacién geométrica que define el dngulo ¢ y

v B
¢ Figura 4.25: Ejemplo 4.9; El C.I.R. (I) se en-
cuentra sobre las perpendiculares a las veloci-
h dades de los puntos A y C' de la escalera.
) ¢ Y
v X
derivando:
h : 9 vh
tgp=—+ = 14+t = .
g0=— o(1 +tg” @) =i

De aqui despejamos la velocidad angular 2 = b

¢E— vh
~ (b—vt)2 + A2’

Derivando una segunda vez se obtiene la aceleracién:

2hv% (b — vt)
[(b— vt)? + n2)*

b=
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Otras expresiones de velocidad y aceleracion que resultan convenientes son
en funciéon del propio angulo ¢:

h hqb Y, 9
(—X4) — = v “senZd = ¢ hsenqS (4.34)
b= —2¢ sen ¢ cos ¢ = 2— sen® ¢ cos ¢ (4.35)
b.— El centro instantdneo de rotacion tiene las coordenadas:
h
Xi=———=—(b—vt);

T (4.36)

~h (b—vt)2+h2

~sen?¢ h '

la velocidad del punto C' de la barra se puede obtener empleando la
propiedad de equiproyectividad, con el punto A de velocidad conocida. Lla-
mando « al dangulo que forma la velocidad en cada punto con la recta que
los une:
VACOSQq = Vo COSQC = Vo = UCOoS ¢.

También podria haberse obtenido vo considerando que es una rotacion
alrededor del C.I.R.:

vo = ¢ﬁ = @/Icosgzﬁ = v cos ¢.
En expresion vectorial,

vo =vcosp(cospI +sengJ).

c.— La polar fija (base) viene definida por la ecuacién del C.I.R.
(4.36), de forma paramétrica a través de ¢ (o t). Eliminando este pard-
metro se puede escribir la ecuacién implicita:

X2

Y=hto
T

Se trata de una parabola de eje vertical cuyo vértice esta en C.
La polar mévil (ruleta) se define a través de las coordenadas del C.I.R.
en la referencia movil (Azy):

h T h
v= tgg sengtgo
En la figura 4.26 se dibujan las polares en varias configuraciones distin-

tas del movimiento, pudiéndose observar el movimiento de rodadura sin
deslizamiento de la polar mévil sobre la fija.

sen ¢’
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Polar.fija

Pdlar movil

() (d)

Figura 4.26: Ejemplo 4.9; configuracion del sistema, C.I.R. y dibujo de las
polares fija y movil en distintas posiciones (a) ¢ = w/5 (b) ¢ = w/4 (c)
b=r/3 (d) 6 =275
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d.— La circunferencia de inflexiones es el lugar geométrico de los pun-
tos con aceleracién normal nula, por tanto pertenecen a ella los puntos que
recorren rectas del plano fijo, como es el caso de A. Por tanto serd la cir-
cunferencia tangente a las polares en I y que pase ademds por el punto
A.

Se puede obtener el didmetro de esta circunferencia mediante la ex-
presién D,, = vy/ . Para obtener la velocidad de sucesién del C.ILR (vr)
derivamos las coordenadas (4.36):

: : . B
vy =\/X?+Y?=¢p——/1+3cos?¢p =

sen? ¢

V' 1+ 3cos? .

La circunferencia estacionaria es el lugar de los puntos con aceleracién
tangencial nula, luego A también pertenece a la misma por ser su veloci-
dad constante. La circunferencia queda definida como tangente a la normal
comun a las polares en I que pasa por A. Por tanto A es el polo de acelera-
ciones, punto de aceleracién nula al ser su velocidad rectilinea y constante.

Podemos también en este caso calcular el didmetro de la circunferencia
estacionaria, mediante la expresion
¢ h/1+3cos?¢

¢ UI¢ 2 sen? ¢ cos o

D,=——
" send ¢

En la figura 4.27 se representan ambas circunferencias de aceleraciones junto
con las polares, para una configuracion dada del sistema. O

4.7. Problemas propuestos.

Problema 4.1. Un tridngulo rectangulo isésceles desliza con velocidad
constante v sobre un plano horizontal. Un disco de radio r se apoya sobre
ese tridngulo y sobre un plano vertical, de forma que no existe deslizamiento
en el contacto disco-triangulo. Se pide:
a. C.LR. del disco, velocidad angular del disco y velocidad del centro del
disco.

b. Velocidad y aceleracién del punto mas alto del disco.

c. Base y ruleta del movimiento absoluto del disco.
Problema 4.2. Un sélido rigido se mueve de forma que dos de sus puntos
Ay B recorren una circunferencia de radio R con velocidad constante v,

siendo la distancia entre ellos AB = R. Adems4s, el sistema rigido gira en
torno de la recta AB con una velocidad angular Q = v/R. Se pide:



4.40 Capitulo 4. CINEMATICA DE SISTEMAS RiGIDOS

Polar fija

Polar movil

Circ. inflexiones

Figura 4.27: Ejemplo 4.9: Circunferencias de aceleraciones para la posicion

¢ =m/3.

Figura 4.28: Proble-
ma 4.1

45°
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a. Determinar para el campo de velocidades el eje del movimiento heli-
coidal tangente y la velocidad minima;

b. Vector aceleracién angular;

c. Interseccién de los axoides con el plano dado.
(Examen final, 10/1/1994)

Figura 4.29: Problema 4.2

Problema 4.3. Una escuadra formada por dos varillas perpendiculares sol-
dadas en un extremo C' se mueve de forma que éstas deslizan por dos puntos
fijos A(—v/2a,0,0) y B(v/2a,0,0). El vértice C esté obligado a moverse en
un plano paralelo a Ozy, a una altura a, describiendo una circunferencia
con centro en el eje Oz, y a velocidad constante v. En el instante inicial C'
esta en el plano Oyz y su velocidad es positiva segin Ox. Se pide, en ese
instante:
a. Velocidad angular de la escuadra.

b. Velocidad del punto de la varilla sobre B.

c. Velocidad del punto M intermedio entre C'y B.
(Examen final, 16/9/1994)

Problema 4.4. Una placa ABC tiene la forma de un tridngulo rectangulo
isésceles, con lados AB = BC = av/2. Se mueve en relacién a un triedro
Ozyz de forma que A desliza sobre el eje Oz, B se mueve sobre una recta
horizontal paralela a Oz que pasa por (0,a,0), segin la ley xp = asenwt,
y C se mantiene dentro del plano Ozy. En el instante inicial (¢ = 0) A estd
en el lado positivo de Oz.

a. Obtener la velocidad de A para un instante ¢ genérico.
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'%\u

Figura 4.30: Problema 4.3

V2a

b. Sea 0 el angulo que forma AB con el eje Oz y ¢ el que forma la
proyeccién de AB sobre Ozy con Oz. Obtener las expresiones de
ambos en funcién del tiempo para un instante genérico, 0(t) y ¥(t).

c¢. Describir el movimiento instantaneo del sélido para un instante gené-
rico, obteniendo la velocidad de rotacién Q(t) y la velocidad minima
o velocidad de deslizamiento.
(Examen final, 16/1/1995)

Problema 4.5. El dispositivo de la figura consta de un eje vertical AC de
longitud h que gira con velocidad cte 1/1 Dicho eje mueve un arbol horizontal
CD, de longitud [, en cuyo extremo D se halla un disco con una ranura que
gira con velocidad gb cte respecto al eje CD. Por la ranura se mueve una
particula P con velocidad v en direccién vertical hacia abajo en el instante
considerado y aceleracion a vertical hacia arriba en ese mismo instante. Se
pide:

a. Aceleracion angular del disco.

b. Considerando la referencia {D, ¢, j, k} solidaria al disco, como sistema
de referencia movil, aceleraciones absoluta, de arrastre, relativa y de
Coriolis de P.

(Examen final, 20/6/1995)

Problema 4.6. Una placa cuadrada ABCD de lado av/2 se mueve de
forma que dos vértices A y B describen sendas circunferencias paralelas
con el mismo eje, de radios 2a y a respectivamente, situada esta ultima a
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Figura 4.31: Proble-
ma 4.4; configura-
cion inicial de la
placa

Figura 4.32: Problema 4.5
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una distancia a de la primera. La velocidad con que recorre el punto B la
circunferencia superior es constante, y vale vg = aw. Al tiempo, la placa
gira alrededor del eje AB con velocidad angular w. Se pide:

a. velocidad y aceleracion angular de la placa;

b. definir el movimiento helicoidal tangente (eje y velocidad minima);

c. en una posicién en que B y C se hallen en el plano Oyz, obtener la
aceleracién del punto C' .

d. axoides del movimiento.

(Examen final, 19/1/1996)

Figura 4.33: Problema 4.6

Problema 4.7. En el sistema mecénico de la figura (correspondiente a
un rodamiento de bolas) el cilindro de radio interior 3R y el cono de se-
midngulo 30° son coaxiales y giran respecto de su eje independientemente.
Entre los dos estd encajada una esfera de radio R que rueda sin deslizar
sobre el plano fijo inferior, apoyandose asimismo en el cono y en el cilindro
sin deslizamiento. El movimiento de éstos es tal que los puntos de contac-
to A y B tienen constantemente velocidades —V y +V respectivamente
(positivas en sentido hacia fuera del plano del papel). Se pide, justificando
adecuadamente:
a. describir el movimiento, discutiendo si el eje del movimiento helicoidal
tangente corta al eje del cono en un punto fijo y definiendo los axoides;

b. velocidades angulares de rodadura y pivotamiento de la esfera sobre
el plano inferior, asi como la velocidad del centro (C') de ésta;

c. aceleracion angular de la esfera;

d. aceleracion del punto de la esfera en contacto con el plano;
(Examen parcial, 9/2/1996)
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pared del cilindro

3R

/
/

/

Figura 4.34:
Problema 4.7
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Problema 4.8. Un plano gira alrededor de un eje perpendicular por uno
de sus puntos P con velocidad constante {2, mientras que P se traslada con
movimiento rectilineo uniformemente acelerado, de aceleracién a. Se pide:
a. Posicién del centro instantaneo de rotacién (C.I.LR.) en un instante
genérico

b. Lugar geométrico que describe el C.I.R., respecto a las referencias fija
(OXY) y mévil (Pxy) (polares).

c. Lugar geométrico de los puntos del plano mévil con aceleracién normal
nula.

d. Lugar geométrico de los puntos del plano moévil con aceleracién tan-
gencial nula.
(Examen final, 1988)

Problema 4.9. Un segmento de longitud ! se mueve de forma que sus
extremos A y B recorren dos rectas fijas r y r’ que forman entre si un
angulo «. La velocidad del extremo A es constante y de valor v. Se pide:
a. Obtener el centro instantdneo de rotacién (C.I.R.) en una posicién
genérica.

b. Lugar geométrico que describe el C.I.R., respecto a las referencias fija
(rectas) y movil (segmento) (polares).

c. Velocidad de B y aceleracién del punto del plano movil situado sobre
el C.I.LR. en un instante genérico.
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Figura 4.35: Problema
4.8

Yy xXr
b= Ot

P X

O v =at

d. Lugar geométrico de los puntos del plano mévil con aceleracién normal
nula.

Problema 4.10. El sistema de la figura esté formado por una barra AB
que se mueve permaneciendo tangente a un disco C fijo. La barra AB esta
inicialmente horizontal como se representa. El punto A comienza a ascender
ligado al eje de ordenadas Y con aceleracién a positiva y constante. Se pide
calcular en un instante genérico:
a. Velocidad y aceleracién del punto de contacto de la barra con el disco
en funcién del angulo 6 que la barra forma con la vertical.

b. Posicién del C.I.R. y polares del movimiento de la barra.

c. Particularizar los resultados anteriores para 6 = 7/3.

A
B

A
K V
Figura 4.36: Problema 4.10

-
L

O X

Problema 4.11. Un cono de vértice A, base circular BC' de radio DB =
2a/+/3 y altura DA = a se mueve en el espacio de forma que la circunferen-
cia del borde de la base del cono rueda sin deslizar sobre una circunferencia
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fija de radio OB = 2a con centro O. Este punto O es a su vez el centro
de una esfera de radio a en la que se apoya y desliza la base del cono. El
movimiento del cono es tal que su vértice A describe otra circunferencia
de centro O" y radio (3/2)a (en un plano paralelo a la de centro O), con
movimiento uniforme de periodo 7, de forma que que el eje DA del co-
no se mantiene en todo momento dentro del plano vertical por OB. Del
movimiento asi definido se pide:

a. velocidad del punto C' del cono (diametralmente opuesto a B) y ace-

leracion del vértice A del mismo;

b. velocidad y aceleracién angular del cono;

c. Axoides del movimiento.

(Examen final, 28/6/96)

Figura 4.37: Problema 4.11

Problema 4.12. Se da un conjunto de cuatro varillas AB, BC,CD,DFE
articuladas entre si, cuyas longitudes son: AB = DE = b; BC = CD = 2b.
Se mueve cumpliendo las siguientes condiciones: 1) el extremo A permanece
fijo; 2) el extremo E, asi como los puntos medios de BC'y CD, recorren
una recta fija r, que pasa por A; 3) la varilla AB tiene en todo instante una
velocidad angular con dos componentes constantes, segiin r, de valor Q1, y
segun la normal al plano determinado por AB y r, de valor 5. Se pide:
a. Determinar los axoides fijo y mévil del movimiento de AB.

b. Definir completamente los movimientos relativos, respecto de AB, de
las varillas CD y DFE.

c. Calcular la velocidad y la aceleracién absolutas del punto P de corte
de las rectas soporte de AB y DE.
(Examen final, 16/9/96)
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B D

A 20 2b r Figura 4.38: Proble-
ma 4.12

Problema 4.13. En el mecanismo plano de la figura, la barra OA gira
alrededor del punto fijo O con velocidad angular qS = cte. Un disco de radio
R se mueve de forma que desliza sobre el eje X a la vez que rueda sin
deslizar sobre la barra OA. Se pide:

a. Velocidad y aceleracion angular del disco.

b. Velocidad y aceleracién del centro C' del disco.
c. Ecuacién de la polar fija referida a OXY.

d. Velocidad y aceleracién del punto B cuando la barra forma 60° con
la horizontal.

Y A
¢ Figura 4.39:
R Problema
AN 4.12
\\ C
o
|
|
\ ’ B

X

Problema 4.14. Se considera un sistema compuesto por una mesa gira-
toria y un disco que se apoya en ella, como muestra la figura adjunta. La
mesa gira con velocidad wy constante alrededor de un eje vertical. Ademas,
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existe un drbol vertical OO’ que gira con velocidad wo constante. El disco,
de masa m y radio R, est4 ligado al 4rbol OO’ por un eje OO” de longitud
L y masa despreciable que pivota sin rozamiento en el punto O. La altura
sobre la mesa del punto O es tal que el eje OO” forma un dngulo « con la
vertical. El disco rueda sin deslizar sobre la mesa, y se admite que no llega
nunca a levantarse sobre ella.

Adicionalmente, se define el triedro S formado por los vectores {1, 7, k},
siendo % el versor segtin un diametro horizontal del disco, j segin un dia-
metro de maxima pendiente del disco, y k el eje normal al disco. Se pide:

a. Expresar la velocidad del centro O” del disco.

b. Expresar la velocidad de rotacién del disco, tanto relativa a la mesa
giratoria como absoluta, mediante sus componentes en el triedro S.

c. Describir el lugar geométrico que define el eje de rotacién, tanto re-
lativo al disco mévil como en una referencia absoluta (axoides).

d. Expresar la aceleracién angular absoluta del disco.

e. Expresar el momento en el punto O de las fuerzas aplicadas al disco,
considerando que la reaccion de la mesa mévil sobre el disco es normal
a la mesa.

(Examen final, 30/1/1999)

Figura 4.40: Problema 4.14

Problema 4.15. Un disco circular homogéneo de masa M y radio R rue-
da sin deslizar sobre un plano horizontal, de forma que mantiene en todo
momento una inclinacién constante de 45°, y el punto de contacto con el
plano describe sobre él una circunferencia de radio a = R(1+/3)/v/2 con
velocidad uniforme de valor aw. Suponiendo el movimiento dado del disco
sin atender a sus causas:
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Figura 4.41: Problema 4.15

a. describir el campo de velocidades del disco, especificando el eje del
movimiento helicoidal tangente, la velocidad de rotacion y la velocidad
minima;

b. calcular la aceleracién angular del disco y la aceleracién de su centro;

c. calcular la velocidad y aceleracién del punto del disco que en un ins-
tante dado se encuentra en el extremo superior de su perimetro.



Capitulo 5

Fuerzas Centrales y Orbitas
Gravitatorias

En este capitulo empezaremos a tratar sistemas dindmicos de varias par-
ticulas, comenzando por los mas sencillos: aquellos que estan constituidos por
dos cuerpos o a lo sumo tres, sometidos a fuerzas internas centrales. Como
aplicacion importante surge el movimiento en érbitas gravitatorias, aspecto
que histéricamente ha jugado un papel central en el desarrollo de la mecanica,
y continta siendo relevante en la actualidad con el progreso de la tecnologia
espacial.

Admitiremos las siguientes hipotesis simplificadoras a lo largo de este
capitulo.

1. Se puede despreciar el efecto del resto de los cuerpos del universo por su
lejania. Asi, nuestro estudio se limitard a dos cuerpos (sistema binario)
o tres cuerpos (sistema ternario).

2. Es valido idealizar los cuerpos como particulas puntuales. Es posible
demostrar que, para el caso de esferas homogéneas en campos gravi-
tatorios, el efecto es equivalente al de toda la masa concentrada en el
centro, independientemente del tamano. Sin embargo, en un caso real en
que los cuerpos no sean exactamente esféricos se cometerd un pequeno
error.

5.1. Reduccion del Sistema Binario

Sea un sistema binario aislado, formado por dos cuerpos de masas mg y
my, sometidos Unicamente a las fuerzas internas ejercidas entre ellos, des-
critos en una referencia inercial (1) por sus vectores de posicién ry y 7,
respectivamente.

Las ecuaciones del movimiento son:

mir1 = Fip; moro = For = —F o m (5.1)

5.1
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Figura 5.1: Sistema binario aislado
0 formado por dos cuerpos de masas
mg Yy my.

donde F'i; es la fuerza ejercida sobre my por myg, y viceversa. Sumando las
dos ecuaciones se obtiene

mlh + mo’f‘o =0. (52)

Definimos el centro de masa por:

ro def 11T + moTo (5.3)
mi + mo

cumpliéndose entonces, en virtud de (5.2), #¢ = 0: el centro de masa se
mueve con velocidad rectilinea y uniforme. Buscaremos entonces la ecuacion
de la dindmica para el movimiento relativo; definiendo

r e —r, (5.4)

mediante las ecuaciones (5.1) se llega a

P=—F— —Fy=—""1F,. (5.5)
m m

El cociente u def % se denomina masa reducida, y permite interpretar
el movimiento relativo de m; respecto de mq expresado por (5.5), para una
fuerza dada, como si su masa tuviese este valor .

Conviene observar que la ecuacién (5.5) expresa la dindmica en un sistema
de referencia no inercial (R), con origen en mq y ejes paralelos al inercial I.
Por este motivo, seria incorrecto establecer la ecuacién fundamental de la
dindmica directamente empleando la aceleracion relativa a este sistema. Sin
embargo, el resultado obtenido permite reducir el movimiento relativo en el
sistema binario, pudiendo estudiarse como si fuera inercial, es decir, como si
la masa mg fuese fija, sin mas que cambiar m; por la masa reducida pu.
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m
/
yd
Ve
Tl// r
e Figura 5.2: Sistema binario;
e . . .
yd Mo referencias inercial I y rela-
/ . . .
O R tiva a my (no inercial), R.
- 0 ’
0
’/"

~

Otro resultado interesante se puede obtener al expresar la energia cinética
T = imo7; + $morg eliminando 71 y rg en funcién de rg y 7

2 1%
r=rg+—r, T9=Tg——T
my mo

resultando finalmente

1 : L.
T = §(m0 +my) T + 5/17‘2.

Esta expresion descompone la energia cinética en dos términos, uno corres-
pondiente al movimiento del centro de masas, caracterizado por la masa total
(mo+my), y otro del movimiento relativo caracterizado por la masa reducida

p'

5.1.1. Sistema Binario Gravitatorio

Consideramos ahora el caso particular de un sistema formado por dos
cuerpos de masas M y m, que se atraen mediante fuerzas de tipo gravitatorio
(figura 5.3). La ley de la gravitacion universal de Newton (apartado 1.6,
ecuacién (1.3)) establece esta atraccién mutua como proporcional a las masas
y al inverso del cuadrado de la distancia. En nuestro caso, las fuerzas ejercidas
entre M y m son:

Mm mM

T T

r (5.6)

Reduccién al movimiento relativo a uno de los cuerpos.- Susti-
tuyendo en la ecuacién del sistema reducido (5.5) el valor de esta fuerza
gravitatoria,

. M+m Mm M+m
r= (—G p= r> 7_GTT' (5.7)

IEsta expresién resulta ser la aplicacién a este caso del Teorema de Konig, que se verd
més adelante (capitulo 6, ecuacién (6.25))
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Se observa pues que es posible estudiar el movimiento relativo de m res-
pecto a M a todos los efectos, como si m estuviera atraida gravitatoriamente
por una masa eficaz, fija, de valor (M + m), situada en el lugar de M.

m Figura 5.3: Sistema
P r binario gravitatorio;
a referencias relativas
a la masa M y al
centro de masa G

p (S.C.M.).

T‘P IrG r SCM
o

Reduccién al centro de masas.- Para el sistema gravitatorio anterior,
el centro de masas (G) queda definido por (5.3). Es posible estudiar el mo-
vimiento relativo a GG, tomando un sistema de referencia con origen en G y
direcciones paralelas al inercial, que llamaremos «Sistema del Centro de Ma-
sa» (S.C.M.). A diferencia del caso anterior (reduccién al movimiento relativo
respecto de una masa), si el sistema binario estd aislado, este sistema si sera
inercial, ya que se deduce inmediatamente de (5.2) y (5.3) que #¢ = 0.
Medida en el S.C.M., la posicién de un punto genérico P es:

prp—re; (5.8)

empleando (5.3) se obtiene
Mro+mrp  Mr
M +m M+m’
donde 7 = rp—7rp. Empleamos ahora la ecuacién (5.7), en la cual eliminamos
r en favor de p mediante (5.9):
M+m.  GM+m)M+m
Mo P T T P

p=Tp— (5.9)

resultando finalmente:

(5.10)
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Por tanto el movimiento equivale también en esta referencia a una atraccion
gravitatoria hacia una masa ficticia situada en GG, como si estuviese fija, de
valor: M* = M3 /(M + m)?. A este movimiento relativo habrd que sumar el
propio de G.

Esta ultima reduccién del movimiento? presenta la ventaja de que G a
menudo tiene un movimiento conocido, al menos de manera aproximada. Por
ejemplo, en un sistema aislado, GG se mueve con velocidad rectilinea y unifor-
me. Sin embargo, la interpretacion es menos intuitiva que si el movimiento
se refiere a una de las dos masas, ya que G no coincide con ningin punto
material fijo; su posicion se puede calcular, pero no corresponde a ningun
punto «fisico» observable como tal.

5.2. Movimiento bajo Fuerzas centrales

Las fuerzas gravitatorias son un caso particular de fuerzas centrales. Vea-
mos, en primer lugar, algunas propiedades generales del movimiento para
este tipo de fuerzas. Todo lo que sigue es aplicable para una fuerza central
desde un punto fijo, o bien aplicando alguna de las reducciones anteriores,
desde otra masa o desde el centro de masas.

5.2.1. Propiedades del Movimiento

Consideraremos fuerzas centrales aquellas que estan dirigidas constante-
mente hacia un centro O, y toman la forma general

F(r)=F(r)", (5.11)

donde F(r) es una funcién escalar de r = |r| que supondremos al menos
continua.

Es inmediato comprobar que las fuerzas centrales siempre derivan de un
potencial, definido por

V(r) = " —F -dr =— /T F(r)dr, (5.12)

To 0

integral que existe siempre al ser F'(r) continua. Si ademds el potencial es
un campo constante (es decir, 9V /0t = 0) las fuerzas centrales seran ademas
conservativas.

Otra caracteristica importante de las fuerzas centrales es que el momento
de F' respecto del centro O es nulo, por lo que se conserva el momento
cinético:

Hy, =7r ANmv = cte.

20tra manera de obtener la reduccién (5.10) es, considerando que para un sistema
aislado el S.C.M. es inercial, por lo que es valida la ecuacién mp = —GmMr /r®; empleando
(5.9) se llega a p = — [GM?3 /(M +m)?] p/p>.
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Recordemos (ver apartado 2.1.2) las dos propiedades que se deducen de esta
conservacion:

1. 7 es perpendicular al vector constante H o, por lo que la trayectoria
estda contenida en un plano.
2. El médulo |Hp| = Hp, también constante, es igual a:

|r A dr| ds
= m = _—

HO 2m

dt dt
Siendo dS el elemento diferencial de area barrida en dt. Asi, podemos
afirmar que la velocidad aerolar es constante. La manera usual de ex-

presar esta ultima propiedad es mediante la «constante de las areasy
(C), definida como:

aet Ho ds
lef 70 _ &2 1
C - T (5 3)

Figura 5.4: Velocidad areolar bajo fuerzas
centrales.

5.2.2. Ecuaciones del Movimiento

Expresamos la posiciéon mediante las coordenadas polares (r, ¢) tomando
como origen el centro de fuerzas O.

y
T’ Fl uﬁr 5-5- COOTOG”O’A]!G‘S pt)ld,’ﬂ?S Pt],’l"t), Cl mouvitmaien-

La constancia de la velocidad areolar (5.13) da lugar a la siguiente ecua-
cién:

1
dS = 57"(7‘ do) = |C=r%. (5.14)

Se obtiene otra ecuacion al aplicar la ley fundamental de la dindmica en la
direccién (radial) de la fuerza:

a, =i —r¢? = m(f—g) = F(r). (5.15)
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A esta expresion se podria haber llegado igualmente a partir de la ecuacion
de la energia cinética (2.6) (ejercicio que se deja para el lector).

Las expresiones (5.14) y (5.15) son ecuaciones diferenciales del movimien-
to en funcion de las variables r y . Cabe resolverlas de dos maneras:

1. En funcién de t, para hallar las ecuaciones paramétricas de la trayec-
toria (Fcuaciones horarias): r = r(t); ¢ = @(t).

2. Eliminando ¢, para hallar la ecuacién intrinseca de la trayectoria: r =
r(g).

Plantearemos a continuacion un método general para resolver las ecuacio-
nes diferenciales anteriores, valido para fuerzas centrales (5.11) en general,
reduciendo el problema a cuadraturas. Recordemos en primer lugar, que se-
gtn lo expuesto en el apartado 5.2.1, las fuerzas centrales provienen siempre
de un potencial:

dV (r)
F(r)=-— .
() dr
Admitiendo que 9V/dt = 0, podemos expresar la conservacién de la energia
total E < 7+ V-
02/r2

I S 2 .2
E—Qm(r + 7)) + V(r),

de donde, despejando 7,

;= i\/%[E —V(r)] - C?/r2, (5.16)

Integrando esta expresién se obtiene:

[ dr ‘
' / JEE- V)] -

Una vez realizada esta iltima integral (o cuadratura) para obtener ¢(r), in-
virtiendo obtendriamos r(t), y entrando en la ecuacién (5.14), mediante una
cuadratura adicional, se obtendria ().

Para obtener la ecuacién implicita de la trayectoria, se podria eliminar ¢
de la siguiente manera:
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Empleando la expresién anterior (5.16) para 7 e integrando se llega a

/T Cdr
¥ — %o = .
ro irQ\/ 2(E —V(r)] - C2/r?

Resolviendo esta integral obtendriamos ¢(r), e invirtiendo, r(p).
El procedimiento expuesto permite resolver el movimiento reduciéndolo
a cuadraturas, en un caso general de fuerzas centrales.

5.2.3. Formula de Binet

Expondremos a continuacion otro procedimiento para resolver las ecua-
ciones diferenciales (5.14) y (5.15). Este procedimiento da lugar a la denomi-
nada formula de Binet, que resulta especialmente ttil para el caso de fuerzas
gravitatorias, como se vera mas abajo.

Para ello, efectuaremos un cambio de variable, de r a u = 1/r. Expresemos
en primer lugar la derivada de la nueva variable u respecto a (:

d /1y 1dr _  ¢dr T
dp\r) ~
despejando de aqui 7 y derivando de nuevo respecto al tiempo:
d d /1 d? /1
S AL LAY RN A
[ ()] s ()
__cd&n
o or2de? \r )

Empleando esta expresiéon podemos eliminar 7 de la ecuacién (5.15), obte-

niendo o2 /1 o
i =m |- (1) -5
o bien,
mC? [1  d? [1
F(r)=— -—+—1-]]. Fo B 1
(r) = L + 12 (7’)} (Férmula de Binet) (5.17)

5.3. Orbitas Gravitatorias

La férmula de Binet (5.17) es valida para cualquier tipo de fuerza central.
En el caso de las fuerzas gravitatorias, si se particulariza para

F(r)=-G

)
7’2
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se obtiene la Ecuacion diferencial de la orbita gravitatoria:

¢ (1\ 1_GM
de? \ r r o C?

Como se ve, resulta una ecuacién diferencial lineal en 1/r, de segundo orden,
andloga a la ya conocida del oscilador arménico (capitulo 3). Tan s6lo cambia
la variable, que ahora es u = 1/r. La solucién general para esta ecuacién es:

1 GM
- = Acosp + —
T —— C?
sol. gral. v
, sol. part.
homogénea
completa

donde al integrar hemos elegido convenientemente el origen de angulos, sin
pérdida de generalidad, considerando ¢y = 0. Transformando ligeramente los
parametros en esta expresion, se obtiene:

p

S 5.18
" 1+ecosp’ (5.18)

def

siendo p o C?/(GM), e = AC?/(GM).

La ecuacién (5.18) es la expresion general de una cénica en coordenadas
polares. En ésta r representa la distancia al foco (F') de la cénica, y ¢ el
angulo con el eje focal (FF'). p es el llamado pardmetro de la cénica, y e
la excentricidad de la misma. El valor de esta ultima caracteriza el tipo de
conica:

0<e<1: elipse (e =0: circunferencia)
e =1: parabola
e > 1: hipérbola

Otra forma de definir con cardcter general una coénica es como el lugar
geométrico de los puntos X cuyas distancias respecto a uno dado (foco F') y
a una recta dada (directriz d) sea constante e igual a e > 0:

dist (X, F)
dist (X, d)

Tanto la elipse como la hipérbola son curvas simétricas respecto a un eje
perpendicular al plano focal, con un centro (O) y dos focos (F, F’). El eje
focal se denomina también mayor, y el eje perpendicular a éste por su centro
se denomina menor o secundario. Se llaman vértices de la cénica a los puntos
de la misma sobre los ejes. La distancia de un eje focal al vértice corres-
pondiente se llama semieje mayor, a. La semidistancia focal se denomina c,
cumpliéndose ¢ = ae.
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Elipse.- En el caso de trayectoria eliptica, la masa atractora, situada en
el origen de las coordenadas polares, corresponde a uno de los focos de la
elipse. Se puede definir ésta de una manera general como el lugar geométrico
de los puntos cuya suma de distancias a dos puntos fijos F'y F’ (focos) es
constante: PF + PF’ = 2a. A continuacién se resumen algunas relaciones
geométricas utiles para la elipse (ver también la figura 5.6):

a=p/(1—¢%); c=ae
bV =a®>—c*=a*(1—¢e*) =pa

Area = wab

directriz

Figura 5.6: Trayectoria eliptica; relaciones geométricas.

Estableciendo unos ejes Oxy, con direcciones segun el eje focal y el eje
secundario respectivamente, la ecuacion reducida de la elipse seria

.1'2 y2
@ et

Se puede asimismo establecer las ecuaciones paramétricas de la elipse de la
forma

T = aCos u;

y = bsenu.

El significado del pardmetro u se vera mas adelante (aptdo. 5.6.1), denomi-
nandose anomalia externa

Hipérbola.- En este caso también se cumple que la masa atractora M
estd en uno de los focos. La hipérbola se define como el lugar geométrico



Aptdo. 5.3. Orbitas Gravitatorias 5.11

directriz

ale

Figura 5.7: Trayectoria hiperbolica; relaciones geométricas.

de los puntos cuyas diferencias de distancias a F'y F’ (focos) es constante:
PF — PF" = 2a (figura 5.7). A continuacion se resumen algunas relaciones
geométricas utiles para la hipérbola:

a=p/le*—1); c=ae
bV =c*—a*=d*(e* - 1) =pa

1

Pasintota — + arc cos (E)

La ecuacion reducida de la hipérbola se establece, analogamente a la elip-
se, en unos ejes Oxy con origen en el centro de la coénica y direccién x segiin
el eje focal:

22
a?  b?

Igualmente, puede escribirse la ecuacién en forma paramétrica:

= 1.

x = tacoshu; (2 ramas)

y = bsenhu

En este caso, el pardmetro u se denomina anomalia virtual.

Parabola.- Se define como caso limite de la elipse o de la hipérbola, cuando
e = 1. La trayectoria no esté acotada, aunque en cambio no posee asintotas.
Puede definirse también la pardabola como lugar geométrico de puntos cuya
distancia a un foco (F') y a una recta directriz (d) sean iguales (figura 5.8). El
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eje de la parabola se define como la recta por F' perpendicular a d. Estable-
ciendo una referencia Oxy con origen en el vértice de la parabola y direccion
x segun el eje de la misma, la ecuacion reducida es

y? = 2px.

IS -

Figura 5.8: Trayectoria parabolica; relaciones geométricas.

La trayectoria eliptica es el inico caso de los anteriores en que la orbita
es cerrada, manteniéndose la particula dentro de una distancia acotada a la
masa atractora; es por tanto la que siguen los planetas y los satélites. La
minima distancia —en el punto denominado «perigeo» o «perihelio» segin
se trate de drbitas alrededor de la Tierra o del Sol— vale ry, = p/(1 +
e) (particularizando para ¢ = 0°); la maxima distancia (en el «apogeo» o
«afelio» respectivamente) vale rp.x = p/(1 —e). La distancia media entre los
dos extremos®es por tanto:

1{17 p]_p

= a.

Tmed:§ 1+e+1—e T 1—e2

El término «orbitay suele estar asociado a una trayectoria acotada, por lo
que las parabolas y las hipérbolas no se pueden considerar érbitas hablando
con propiedad, ya que la particula atraida pasa cerca de la masa atractora y
se aleja después al infinito. La parabola es el caso limite para que la particula
se marche al infinito, teniendo la energia justa para escapar de la acciéon
gravitatoria. Las hipérbolas corresponden a los casos en los que una particula
proveniente del infinito se ve desviada en su trayectoria por otra masa M,
efectuando un cambio de angulo: viene por una asintota y se marcha por
otra.

3Téngase en cuenta que este valor medio no coincide con la media temporal de la
distancia, a lo largo del movimiento. Si se define la media temporal de una variable y(t)
durante un periodo 7 como j = % fOT y(t) dt, el valor medio de la distancia r durante una
6rbita completa resulta ser 7 = a(1 + €2/2). Se deja como ejercicio al lector el realizar la
integral correspondiente para comprobar este resultado.
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5.4. Enmergia de las 6rbitas gravitatorias

Aplicando la definicién (5.12) del Potencial V' para el caso de fuerzas
gravitatorias, se puede expresar:

M M
mr-dr:G ;n

r3 r

dV =—F -dr =(

dr;

e integrando:

To

rM Mm M
V:/Gr;ndr:—GTm+G -

Fijamos convencionalmente que para 1o — oo, V(r) — 0 (es decir, V(o0) =

0). Ast:

Vir) = e (5.19)

r

Esta expresion equivale a considerar el potencial V(1) como el trabajo que
realizan las fuerzas del campo gravitatorio, al desplazarse una particula desde
un punto situado a distancia r hasta el infinito. Como se ve en la expresion
anterior, dicho trabajo es negativo, lo que quiere decir que el campo gravita-
torio se opone a dicho desplazamiento, ya que las fuerzas son atractivas.

La energia total es la suma de Ty V:

def

1 M
EET+V = sm(i® +17%) - G .

r

(5.20)

Al no existir més fuerzas que las centrales del campo gravitatorio, que como
se vid son conservativas, E se mantiene constante. Podemos calcular su valor
en el perigeo, sabiendo que en cualquier otro punto mantendra ese valor. En
el perigeo es p =0°, 7 =0:

y por tanto
1 GMp GMm
E=-m —
2 r? r
GMm |1 D 1GMm
b R R )
luego
1GMm
E=-= 1—e¢?). 5.21
51— (521)

A este mismo resultado se podria llegar desarrollando la expresién de la
energia total en un punto genérico que no sea el perigeo ni el apogeo, aunque
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este desarrollo requeriria algunas operaciones mas. Dejamos este ejercicio de
comprobacion para el lector.

Asi, la ecuacién (5.21) permite clasificar las trayectorias posibles segin
un criterio energético:

» ¢ < 1: Elipse, Energia total negativa (E < 0). Una particula en este
tipo de trayectoria nunca llega al infinito, que corresponderia a £ = 0.

» ¢ = 1: Pardbola, Energia total nula (E = 0). Tiene la energia justa para
llegar al infinito con v,, = 0, agotando en el camino toda su energia
cinética.

» e > 1: Hipérbola, Energia total positiva (E > 0). Llega al infinito sin
agotar la energia cinética (v, # 0).

Es util expresar la energia dada por (5.21) en funcién del pardmetro «a»
(semieje mayor) de la trayectoria, que segin el tipo de cénica vale a = p/(1—
e?) para la elipse, o a = p/(e? — 1) para la hipérbola (Conviene notar que
se verifica a > 0 siempre, y que en el caso de la parabola, al ser e = 1, se
verifica a — o0). De esta manera, resultan las expresiones que se resumen en
el cuadro siguiente:

GM
Elipse: E=- m’ v =GM(= - =)
2a rooa
’ 2 2
Parabola: E =0, v =GM- (5.22)
r
GM 2 1
Hipérbola: F = m’ v =GM(=+ )
2a roa

En el cuadro anterior se han incluido también las expresiones de v? en
cada caso, obtenidas a partir de:

1 o, GMm , 2E 2GM
E=-mv* — = v=—+
2 r m r

Cabe observar que las expresiones de E en (5.22) sélo dependen de a. Se
deduce asi que pueden existir diversas o6rbitas con igual energia y distintas
excentricidades, con tal de que el valor de a sea el mismo. Sin embargo, al
tener en comun el foco y no el centro, dichas érbitas isoenergéticas no serian
tangentes entre si (figura 5.9).
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Figura 5.9: Las orbitas 1 y 2 son isoe-
nergéticas, mientras que la 3 tiene una
energia mayor.

E3 _ GMm

— 7 2a(l+e)
5.4.1. Potencial Efectivo

En la ecuacién (5.20) de la energia total, podemos eliminar ¢, quedando
una expresion en funcién de r y 7

1 GM
E = §m(r2 + 1r2p?) — . m
mir2 C? GMm
= — m— —
2 o 2r? ro

Pot. efectivo, Veg(r)

es decir, definiendo un «Potencial efectivo» como

Vee(r) < m <C—2 — GM) (5.23)

22 r

la energia queda descompuesta en dos sumandos, Vee(r), término que depende
tinicamente de la distancia r, y m7?/2, término esencialmente positivo, que
corresponde a una parte de la energfa cinética del cuerpo (la debida a la
velocidad radial):

mi?

E = Ver(r) + =~ (5.24)

Para cada valor dado de C' (constante de las areas), se obtiene una funcién
Vet(r) determinada. El andlisis de la representacién gréfica de esta funcién
(figura 5.10) permite observar algunas caracteristicas interesantes del movi-
miento:

= Las distintas 6rbitas vienen caracterizadas por una Energia total £ =
constante, que corresponde a lineas horizontales en la grafica. Puesto
que la diferencia £/ — V¢(r) en (5.24) es esencialmente positiva, el movi-
miento se restringe a los valores de r para los que el potencial efectivo
es menor que la energia total, Vie(r) < E. Asi, podemos distinguir las
curvas de Vi¢(r) correspondientes a:
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mQC?
2r2
E
E > 0 (hipérbola)
Vet (1) E <0 (elipse)
0
_mC?
2 GMm
p/2 P
r

Figura 5.10: Grdfico del Potencial Efectivo; segun el nivel energético, las
orbitas son elipses (E < 0), pardbolas (E =0) o hipérbolas (E > 0).

hipérbolas, cuando se produce un sélo punto de corte de Vi(r) con
la recta E' = cte, movimiento restringido a ry, < r < o0;

pardbolas, similar al caso anterior, en el caso limite £ = 0;

elipses, con dos puntos de corte con £ < 0, zona admisible ry;, <
7 < Tmax;,

circunferencias (r = cte.). Es inmediato comprobar que para un
valor dado de C, la circunferencia es la trayectoria de energia
minima.

= El punto Vit(r) = 0 corresponde a:

2 GM
-2 =0 = =

p
272 r 2

Y

o bien 7 — oo (asintota horizontal).
» El minimo de Vi¢(r), para un valor dado de C, ocurre para

d c? GM
aeT e e T

0 = r=p,
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y particularizando, el minimo resulta

mC?
5

r=p = (‘/ef>min = - 2p

La 6rbita circular es aquella en que E = (Vf)min, en ella la Energia es:

mC? GMm GMm GMm GMm
- +
2 2p 2a a 2a
&\‘7—/ T

= Para el caso de la hipérbola, la velocidad radial para r — oo es:

Too = \/2E /m;

mientras que para la parabola r,, = 0.

5.5. Leyes de Kepler

El astrénomo Johannes Kepler (1571-1630), tras un minucioso anélisis de
las observaciones de los planetas y fundamentalmente de Marte, enuncié al
principio del siglo XVII tres leyes empiricas sobre su movimiento. En ese mo-
mento no se conocia un modelo tedérico que las explicase. No fué hasta finales
del mismo siglo (1686) que Newton, con la publicacién de sus Principia, pudo
explicar las observaciones de Kepler a partir de una axiomatica y un modelo
matematico coherente.

Por su especial interés en la historia de la mecéanica y puesto que ayudan
a comprender los conceptos tratados en este capitulo citaremos aqui estas
leyes.

‘PRIMERA LEY. Los planetas describen ¢rbitas elipticas, con
foco en el Sol.’

Mas arriba (5.18) se demostré que las érbitas son necesariamente cénicas.

‘SEGUNDA LEY. Las areas barridas en tiempos iguales son
iguales.’

Como se ha visto (5.13) se trata de una propiedad general de los movimientos
bajo fuerzas centrales.

‘TERCERA LEY. Los cuadrados de los periodos son propor-
cionales a los cubos de los semiejes mayores de las orbitas.’
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Esta ultima ley se deduce de la constancia de la velocidad areolar, como
veremos a continuacion.

En efecto, al ser ésta constante (5.13) la podemos igualar a su valor medio,
que serd igual al area barrida en la érbita completa dividida por el periodo
T

ﬁ — g — ﬂ-_ab = T2 — 471'2@ :
dt 2 T C?
considerando las relaciones b?/a = p 'y C?/GM = p, se obtiene:

2b2

4m2a3

T? =
GM

c.q.d.

APLICACION: Calcular la altura a la que debe situarse un satélite arti-
ficial, para seguir una érbita geoestacionaria alrededor de la tierra. (Nota: se
denomina geoestacionaria la 6rbita de un satélite que se sitiia siempre sobre
el mismo punto de la superficie de la tierra).

Consideramos los datos siguientes:

— Radio de la Tierra &~ 40000 km/27 = 6 366 x 10° m.

— GM = gR? = 397,58 x 10" m?/s?.
— Periodo de rotacion de la tierra (dfa sidéreo): T' = 86 164 s.

Por tanto, el semieje mayor de la 6rbita es

3 861642 x 397,58 x 10'2
N 472

a = a=42128km
La altura sobre la superficie de la tierra sera a — R = 35762 km.

Para un satélite no geoestacionario de érbita baja, el periodo suele ser
mucho menor. Por ejemplo, si es T = 2h, corresponde a un semieje a =
8052 km, y por tanto a una altura media de 1686 km. En este caso el satélite
no puede mantenerse sobre la vertical de un mismo punto de la superficie de
la tierra.

Unidades astrondmicas.-

A menudo se emplean en astronomia estas unidades, definidas como:

Longitud: Unidad Astronémica (U.A.) &t Semieje mayor de la Orbita
Tierra-Sol (= 1,49598 x 10 m).
Tiempo: Afio sidéreo (= 365,25636 dfas solares)*

4Dia solar = 24 h = 86 400s; Dia sidéreo = 86 164 s; Afio trépico = 365,2422 dias solares
= 366,2422 dias sidéreos.
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Masa: Masa del Sol (= 1,9891 x 10% kg).

Estas unidades son particularmente adecuadas para el sistema solar, simpli-
ficando considerablemente la aritmética. Por ejemplo, en ellas, La constante
gravitatoria para planetas en érbita solar seria

Am%a?

)
B = 47°.

GMsol =

5.6. Ecuaciones Horarias

En los apartados 5.3 y 5.4 se ha discutido la trayectoria de las érbitas
gravitatorias, en cuanto a su ecuacién intrinseca y sus propiedades generales.
El célculo de las ecuaciones horarias es la otra integraciéon que cabe hacer
de las ecuaciones (5.14) y (5.15) del movimiento, a la que se aludié en el
apartado 5.2.2. Estas ecuaciones son de gran importancia, pues directamente
de la ecuacién implicita de la trayectoria no es posible calcular la posicion de
un planeta o satélite en un instante dado.

5.6.1. Trayectoria eliptica

Estudiaremos primero el caso del movimiento en érbita eliptica. Para ello
se debe efectuar un cambio de variable mediante la «construccion de Keplery,
segun la figura 5.11.

b
u Figura 5.11: Construccion
a ? de Kepler para la determi-
0 nacion de la anomalia ex-

céntrica u.

Cambiaremos la variable ¢, llamada «anomalia verdadera,» por u, lla-
mada «anomalia excéntricay. La diferencia estriba en que ¢ es el angulo

AFP que forma el radio vector, trazado desde el foco, con el semieje mayor,
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—
mientras que u es el dngulo AOP que forma el radio desde el centro de la
circunferencia.
Teniendo en cuenta: OF = ¢; OA = OP' = a, podemos escribir:

r
aCoSUu —TrCcosp =c = COSU = €+ — CoS Y, (5.25)
a
considerando r = p/(1 + e cos ¢) obtenemos:
e+ cosp cosu —e
cosUY = ————— = COsSp = ———,
1+ecosp 1 —ecosu

ecuacion que expresa la relacion entre ¢ y u y que también se puede escribir

Ccomo:
% U 1+e
tan (5) = tan (5) /1=
M\y) T\ V1.

Planteamos ahora la constancia de la velocidad aerolar; Calcularemos
para ello el drea barrida en el movimiento eliptico (sector FAP) como la
correspondiente a la circunferencia afin (sector FAP') multiplicada por la
relacién de afinidad b/a:

Arpap = Aoap — Aorpr
LU casenu  a?
=a"—~— —— = —(u—esenu);
2 2 2

por otra parte:

(G
A =t— = — M
FAP 5 5 GMp

2
~ %b\/GM/a - % ?b,

donde se han empleado las relaciones p = b?/a; T? = 472a3/GM.

Asi, igualando (b/a)Apapr = Apap, y definiendo la constante n def 27 /T
(llamada «movimiento medioy ), se llega a:

|u— esenu = nt| (Ecuacion de Kepler). (5.26)

Esta ecuacién es inmediata de resolver si lo que se pretende es obtener el
instante ¢ en que se ocupara una posicién ¢ dada, a partir del simple calculo
de la anomalia excéntrica correspondiente (u) en (5.25).

Sin embargo, si lo que se pretende es obtener la posicién ¢ para un instan-
te dado, (5.26) resulta ser una ecuacién intrinseca no lineal, que es necesario
resolver por algin procedimiento numérico iterativo, como puede ser el mé-
todo de Newton, el de biseccién, etc.?

5Para una descripcién de estos métodos, consultar algin texto de andlisis numérico,
como p.€j. J. Puy: Algoritmos Numéricos en Pascal, Servicio de Publicaciones de la E.T.S.
de Ing. de Caminos de Madrid, o R.L. Burden y J.D. Faires: Andlisis Numérico, Grupo
Editorial Iberoamericana, 1985
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5.6.2. Movimiento hiperbdlico

En este caso no es posible emplear un procedimiento geométrico como
para la elipse, por lo que obtendremos las ecuaciones de forma analitica.
Partimos de las ecuaciones paramétricas de la hipérbola, medidas desde el
centro de la conica:

xr = tacoshu; y = bsenhu,

donde el parametro u se denomina anomalia virtual. Calculamos la expresion
de la distancia r medida desde el foco F:

r=+/(c—z)?>+y?>=a(ecoshu —1).

Igualando este valor con el que proporciona la ecuacion focal de la cénica,
r = p/(1+ ecos ), resultan las expresiones

e+ cosp coshu —e

cos p =

coshu = =
1 —ecoshu’

1+ecosy’

ecuaciones analogas a las obtenidas antes para la elipse, pero con funciones
hiperbdlicas. Igualmente, de éstas se deduce

<p> e+1 (u>
tg (=) = teh (=) .
g<2 e—18"\3

Emplearemos las relaciones anteriores para la ecuacion de constancia de
la velocidad areolar,

r’p =C. (5.27)

Para realizar el cambio de variable de ¢ a u derivamos

it (f)_ ) _ Je+1 U .
dt °\2) 7 cos2(p/2) ~ Ve—1Lcosh®(u/2)’

operando, resulta

¢:\/62—1L

ecoshu —1°

Con esto, (5.27) resulta
C = a*Ve? — 1(ecoshu — 1)i;

e integrando, con la condicién de borde u|,_, = 0 (el instante ¢ = 0 corres-
ponde al vértice de la hipérbola):

ab(esenhu — u) = Ct.
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En este caso no existe periodo real, pero por analogia con el movimiento
eliptico, se puede definir un periodo virtual

o def 47r2a3727rab N C 2
= VNom T O ab T,

donde n,, se denomina movimiento medio virtual. Con esto, finalmente resulta

’esenhu—u = n,t.

La ecuacion obtenida es no lineal, con funciones trascendentes. Ademéas de
esto, plantea la dificultad de que el primer término no esta acotado, por lo que
puede resultar mas dificil escoger un valor inicial para la solucién iterativa.

5.6.3. Movimiento parabdlico

Seguiremos, al igual que en el caso de la hipérbola, un procedimiento
analitico mediante n cambio de variable. La variable a emplear es

o defy (f>_ [1—cosp
5\ 1+ cose’

Despejando, podemos expresar también

1—172

COS @ = m,

y sustituyendo en la ecuacién focal de la cénica r = p/(1 + e cos ) resulta

p 2
=—(1 )
r 2( +77)
Derivando esta expresion
. %) ( 9 go) . 2T
7T tie 2 777 + 72

Sustituyendo ahora en la ecuacién de la velocidad areolar (r?¢ = C),
2
o =50+,

e integrando con la condicién inicial 7|,_, = 0 (en el instante ¢ = 0 estaria
en el vértice):

™ 20 2VGM
T+ —=—t=—°—t.
3 p? p3/2

La ecuacién obtenida sigue siendo no lineal, pero en este caso es cubica, de
la que puede hallarse una solucién directa.
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5.7. Estudio del Sistema Ternario

El problema de los tres cuerpos, al contrario que el de los dos cuerpos,
no posee solucion analitica en un caso general. Ha recibido a lo largo de
la historia la atencién de grandes matematicos (Lagrange, Laplace, Jacobi).
Poincaré en los albores del siglo XX, demostré que no posee solucién anali-
tica «cuantitativay. A raiz de ésto, adquirié un gran auge en la mecanica el
empleo de métodos cualitativos que, entre otras cosas, persiguen estudiar la
estabilidad de los sistemas dindmicos.

En un caso general, para su soluciéon cuantitativa directa, es necesario
emplear desarrollos en serie 0 métodos numeéricos de integraciéon directa en el
tiempo. Tan sélo en algunos casos particulares, como el movimiento equilatero
o el movimiento alineado, es posible plantear las soluciones analiticas.

5.7.1. Planteamiento de las Ecuaciones

Sean tres masas (mq,mo, m3) descritas por sus vectores de posicion res-
pectivos (71,72, 73) y que ejercen entre si fuerzas gravitatorias (figura 5.12).
Describimos el movimiento relativo a ms:

def
U =mT1—7T3

def
V =T7T9—7T3

r2 M Figura 5.12: Sistema Ternario.

Sobre cada masa actia la atraccién gravitatoria de las otras dos; estable-
ciendo asi las expresiones dinamicas se llega a las ecuaciones del movimiento
(absoluto) para my, mg y ms que son:

Gm

. 1
r3 = e u + 3 v
. Gmg Gm2
= — u v—u
! u? * lv — u|3( )
Gm3 G’m1
Ty = v (v —u)
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Restando entre si estas ecuaciones obtenemos el movimiento relativo, u =
’f'l—’i;g,’i'):’i;g—’f'gi

. GM u v v—u
u = —Fu + Gm2 (u3 —3 + m) , (528)
. GM u v v—u
vV = —?’U — Gm1 (5 —_ E + m) > (529)

def . . .
donde M = m; + my 4+ mg3. Con estas dos ecuaciones diferenciales queda
definido el movimiento relativo a ms.

5.7.2. Movimiento Alineado

Se trata de un caso particular en el que existe solucion analitica al proble-
ma de los tres cuerpos. Para ello imponemos que se cumpla constantemente
v = \u, siendo A\ un escalar arbitrario. Esta condicién impone la alineaciéon
de los tres cuerpos sobre una recta que puede a su vez girar en el espacio.

mga

Figura 5.13: Sistema ternario alineado.

Sustituyendo la condicién anterior en las ecuaciones (5.28), (5.29), resulta:

i = % {—GM + Gmy (1 - % + ﬁ)} (5.30)

b_%[—G;Y—GmI <1—$+ﬁ)] (5.31)

donde se ha supuesto A > 1. Esto no supone restriccion ninguna, ya que
expresa simplemente que m; sea la masa central y msy, mg las laterales; el
caso en que my fuese la masa central corresponde a 0 < A\ < 1, y para m3 en
el centro seria A < 0. Por lo tanto la solucién tomada tiene validez general,
obteniéndose los otros dos casos sin mas que permutar el papel de las masas.
Por otra parte, si derivamos dos veces la expresion v = \u se obtiene:

¥ = At + 2\ + ., (5.32)

Las fuerzas estan dirigidas segtin la recta de alineacién, definida por el vector
u. Por tanto, las aceleraciones estaran dirigidas segtin la misma recta: # || w;
7o || w; 73 || w, y por tanto, sus diferencias 44 = 7y — 73, ¥ = ¥y — 3, han
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de ser también paralelas a w. En un caso general w puede girar, y w no
llevaria necesariamente la direccion de wu, por lo que de la inspeccién de la
expresion (5.32) se deduce que A =0, es decir A\ = cte. Asi, (5.32) se reduce
necesariamente a

U = \u.

Esta expresion indica que las trayectorias de m; y mo relativas a mg son
homotéticas de razén A (constante). Sustituyendo en esta ecuacion las expre-
siones anteriores (5.30) y (5.31):

1 1 M my 1 1
M -t )= (1
+m2( A”(A—nﬁ) X A( A2+<A—1>2>’

ecuacion de quinto grado en A, cuyas soluciones corresponden a las posicio-
nes de equilibrio. Es posible demostrar que esta ecuacién posee una unica
solucién real en el rango de validez fisica (A > 1). De forma similar, si se
hubieran hecho otras hipdtesis respecto al valor de A, se habrian obtenido
sendas soluciones adicionales, correspondientes como se ha dicho a my 0 ms3
en el centro. Estas soluciones constituyen tres de los llamados «puntos de
Lagrange».

Para fijar ideas, pongamos como ejemplo el caso en que sea my = mz = m,
my = M’'. Es facil comprobar que A = 2 es una solucién, que corresponde al
caso trivial de dos cuerpos iguales, describiendo érbitas simétricas respecto
de un tercero M’, equidistante de los dos.

m u M’ m
e =

>

v Figura 5.14: Posicion de equilibrio en
el movimiento alineado.

Sin embargo, se puede demostrar que estas érbitas serian inestables®. Caso
de existir una pequena perturbacién, lo que en la préactica es inevitable, se
perderia la posicién de equilibrio.

5.7.3. Movimiento Equilatero

Investigamos ahora la posibilidad de que los tres cuerpos se encuentren
formando un tridngulo equilatero, de lado a(t) (variable con el tiempo).
Se verificara:
def 1l — Jay| —
aft) = |u| = [v| = [u -]
Particularizando en las ecuaciones diferenciales (5.28), (5.29), los términos
entre paréntesis se anulan, quedando:

. GMu . GMwv
U= — v =— )
a3 a3

véase por ejemplo E. Neal Moore: Theoretical Mechanics (Cap. 4), Wiley, 1983

6
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Figura 5.15: Movimiento ternario equildtero

>0
ms U my

Estas ecuaciones corresponden a una atraccion gravitatoria desde mg co-
mo si fuera un punto fijo con la masa total M. Por tanto, m; y ms describiran
elipses en torno a ms. El periodo de este movimiento es:

2#\/?
VGM

Existen dos posiciones de equilibrio posibles, segin que ms esté a un lado
o a otro del eje m; — mg3. Estas dos soluciones, al igual que las tres antes
obtenidas para el movimiento alineado, son también puntos de Lagrange. En
total existen pues cinco puntos de Lagrange, soluciones del sistema ternario.
Se puede probar por métodos de perturbaciones’ que estas nuevas confi-
guraciones de equilibrio son estables tan solo bajo ciertas condiciones.
En concreto, para:

mi < ma; mi < ms,

es decir, si una masa es mucho méas pequena que las otras dos (lo que se
llama el problema restringido de tres cuerpos), y ademés ms < 4% mo, la
estructura equilatera se mantiene estable. Este podria ser, por ejemplo, el caso
de m; = satélite artificial, m3z = Luna, my = Tierra, en cuyo caso se verifican
las condiciones anteriores entre las masas. Seria necesario obviamente para
obtenerse este movimiento el partir de las condiciones iniciales adecuadas.

En el sistema solar existe un ejemplo real de movimiento equilédtero, el de
los asteroides Troyanos. Estos estan situados en el cinturén de asteroides del
sistema solar, y se concentran en dos grupos que forman aproximadamente
triangulos equilateros junto con el Sol y Jupiter. La masa de los asteroides
es despreciable frente a las de Jupiter y el Sol, y la de Jupiter es menor que
el 4% de la del Sol.

"Ver J.A. Fernéndez Palacios: Mecdnica Tedrica de los Sistemas de Solidos Rigidos
(cap.20).



Capitulo 6

Sistemas de Varias Particulas.

Al estudiar los sistemas con varias particulas surgen varios elementos adi-
cionales, como son los enlaces o ligaduras entre puntos, tanto internos al
sistema como externos, y las fuerzas interiores. Uno de los casos mas repre-
sentativos es el de los sistemas rigidos, con enlaces de distancia constante
entre particulas.

En principio, la aplicacién de las leyes de Newton se hard realizando la
suma para todas las particulas, obteniendo asi leyes globales en funcién de
las magnitudes cinéticas resultantes o suma para todo el sistema. A la hora
de obtener estas resultantes convendra tener en cuenta las interacciones entre
particulas del sistema.

Un caso especial es el principio del momento cinético, que de manera
estricta no se deduce de las leyes de Newton, sino que son necesarias hipotesis
adicionales. Este principio es debido a Euler.

Adicionalmente, introduciremos los métodos de trabajos virtuales, de gran
potencia para plantear las ecuaciones de la estatica o de la dindamica direc-
tamente para el conjunto del sistema.

6.1. Morfologia de los Sistemas

Antes de desarrollar los principios y teoremas fundamentales, es conve-
niente definir primero algunos conceptos y elementos béasicos que se emplea-
ran en el estudio de los sistemas de varias particulas.

6.1.1. Sistema mecanico

Se llama asi a un conjunto de varias particulas, de ntimero finito o in-
finito, de las cuales queremos estudiar su movimiento. En el estudio de un
sistema mecéanico se prescinde pues de otras caracteristicas fisicas como la
carga eléctrica, color, temperatura, ...

En el capitulo 2 se estudio6 el tipo de sistema mas simple, reducido a una
sola particula, mientras que en el capitulo 5 se analizaron sistemas formados

6.1



6.2 Capitulo 6. SISTEMAS DE VARIAS PARTI{CULAS.

por 2 6 3 particulas bajo fuerzas centrales. Los cuerpos que observamos a
simple vista estan formados por un gran niimero de particulas, macroscopicas,
atémicas o subatémicas. S6lo en ciertos casos es valida la simplificacion que
supone el modelo de la masa puntual. En otros casos, por el contrario, sera
necesario considerar el sistema como formado por varias particulas.

Se llama configuracién de un sistema a la posicién de cada una de sus
particulas en un instante dado. Para definir la configuracién se necesita un
determinado niimero de parametros, segun el sistema de que se trate. Por
ejemplo, una particula libre precisa tres parametros: las coordenadas car-
tesianas, (z,y,z). Un sistema de n particulas libres queda definido por 3n
parametros. Sin embargo, si existen ligaduras que restrinjan el movimiento,
el nimero de parametros preciso para definir la configuracién sera menor.
Se denominan grados de libertad de un sistema al conjunto minimo de pa-
rametros necesario para definir univocamente la configuracion del mismo, y
que puedan variarse de manera independiente (es decir, sin ecuaciones de
ligadura).

6.1.2. Fuerzas

Las fuerzas ejercidas sobre las particulas de un sistema son las causantes
de la variacién del movimiento de las mismas. Podemos clasificarlas aten-
diendo a varios criterios:

= Fxteriores, si son ejercidas por agentes externos al sistema, o interiores
en caso contrario. En este ultimo caso, tanto la acciéon como la reaccién
se producen sobre particulas del propio sistema.

s Activas o Reactivas, segun que actien «motu proprioy», o bien como
respuesta a un movimiento determinado que intentan impedir, en cuyo
caso solo se dan cuando existe la tendencia a este movimiento. Estas
ultimas se llaman también fuerzas de enlace.

g externa F. externa

Figura 6.1: Tipos de fuerzas
en un sistema

/ ’ Reaccion
Reaccion
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6.1.3. Enlaces

La existencia de enlaces o ligaduras impone restricciones al movimiento
de las particulas, reduciendo el nimero de grados de libertad con respecto
al caso en que todas las particulas fuesen libres. El nimero de grados de
libertad se vera reducido, respecto del caso sin ligaduras, por el nimero de
ecuaciones de enlace independientes.

Los enlaces se pueden clasificar, segin diversos criterios, en:

= Frteriores, para las ligaduras con puntos externos, e interiores, para
las ligaduras entre puntos del mismo sistema.

» Lisos (no disipativos) y rugosos (disipativos), atendiendo a que las fuer-
zas de enlace disipen o no energia para los movimientos permitidos por
los mismos (figura 6.2). Se entiende que para que tenga sentido hablar
de enlace liso o rugoso, éste debe permitir algin movimiento, pues en
caso de restriccién total no cabe esta clasificacion.

s Holonomos y Anholonomos. Se consideran holénomos cuando es posi-
ble expresar la condicién de ligadura mediante una relacion entre las
posiciones de las particulas y el tiempo exclusivamente:

O(ry, 79, ..., 7, t) = 0. (6.1)

A su vez, los enlaces holénomos se denominan esclerénomos si no de-
penden del tiempo, y rednomos en caso contario (figura 6.3).

Los enlaces anholénomos son en general todos aquellos que no son ho-
lénomos, no pudiendo expresarse mediante ecuaciones del tipo (6.1). El
caso mas usual de enlace anholénomo es aquél que depende también de
la velocidad, mediante relaciones del tipo:

El caso mas sencillo es el de expresiones lineales en r;, del tipo:
N
©=> a; i +b=0
i=1

pudiendo ser a; y b funciones de la posicién (a; = a;(r;), b = b(r;))

» Unilateralesy bilaterales. Los unilaterales se definen mediante desigual-
dades, por ejemplo (figura 6.4):

z >0,

implicando restriccion en un sentido tan sélo. Por el contrario, los bi-
laterales implican restricciéon en ambos sentidos.
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O O
TR Figura 6.2: Enlaces liso y rugoso; para el
movimiento permitido por el enlace (desliza-
miento horizontal) la reaccion lisa no realiza
trabajo, mientras que en el caso Tugoso si.
R

Y
Figura 6.3: Enlaces holonomos;
a) esclerénomo (no depende del
s tiempo), b) rednomo (depen-
Y diente del tiempo o enlace mo-
(IAJ yA) = (Oé + vt, /6) UZZ)
v
,,,,,, o U

EJEMPLO 6.1: Enlaces internos de un sélido rigido, considerado como un
medio continuo.

La hipotesis de medio continuo implica que es infinitamente subdivisible,
constando de un conjunto infinito de particulas. En principio, esto conllevaria
asimismo infinitos grados de libertad. Sin embargo, las ligaduras internas del
solido obligan a que se mantenga constante la distancia entre dos particulas
cualesquiera; a su vez, esto da lugar a infinitas coacciones. El ntimero de
grados de libertad no se puede obtener pues directamente, ya que resultaria
indeterminado (oo — 00).

Para determinar el nimero de grados de libertad del sélido podemos ba-
sarnos en la descripcion que sigue de su movimiento.

» Elegimos una particula A cualquiera (figura 6.5); su posicién estara defi-
nida por tres parametros: sus tres coordenadas cartesianas, (z4,ya, 24).



Aptdo. 6.1. Morfologia de los Sistemas 6.5

\

\

\ . . .

| Figura 6.4: Enlace unilateral, que permite el mo-
R —— - vimiento vertical en un solo sentido.

» Una segunda particula B, al estar obligada a mantener la distancia
AB, vendra definida por dos parametros adicionales (por ejemplo dos
angulos en esféricas respecto de A: vp, A\g).

» Definida la posicion de las dos particulas A y B, una tercera particula
C precisa de un unico parametro mas para definir su posicién, por
ejemplo, el angulo de giro alrededor del eje AB, 6.

Cualquier otra particula del sélido tiene ya definida su posicién al estar de-
finidas A, B y C'. Por tanto no aportan grados de libertad adicionales.

C (+1gdl)
Figura 6.5: Grados de libertad del so-
lido rigido. Su movimiento queda de-
terminado por el del tridngulo rigido
ABC, con3+2+1=06 g.d.l.
A (3 gdl) B (42 g.d.l.)

Asi, el nimero de grados de libertad de un sélido rigido es 3+ 2+ 1 = 6.
Existen multiples maneras de elegir estos 6 g.d.l., aunque la descomposicion
usual es tomar las tres coordenadas de su centro de masas, y tres angulos o
parametros que definan la orientacién del sélido, como los angulos de Euler
(se verdn en el capitulo 8). Es posible también escoger otros conjuntos de
parametros, segin convenga en cada caso.

EJEMPLO 6.2: Disco vertical de radio a, rodando sin deslizar sobre un plano
horizontal, de forma que se mantenga vertical en todo instante, admitiendo
pivotamiento libre.

Sea el plano horizontal Oxy (figura 6.6). Denominamos (z,y,2) a las
coordenadas del centro del disco, v al angulo que forma el eje del disco
(perpendicular al mismo por su centro) con la horizontal, 6 al dngulo que
forma este mismo eje con la direccién Oz del plano horizontal, y ¢ al angulo
girado por el disco alrededor de su propio eje.
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Figura 6.6: Movimiento de wun disco vertical rodando sin deslizar sobre
un plano. La velocidad del centro del disco vertical tiene las componentes
(—pasend, pacosl) sobre las direcciones horizontales x e y.

Los enlaces son cuatro: dos holénomos,

z=a (altura constante del centro del disco),
=0 (disco vertical),

y dos no holénomos,

T = — ¢asenf

Yy = pacosb.

En un caso general en que 0(t) no sea constante, éstas iltimas relaciones
no se pueden integrar, siendo por tanto enlaces anholénomos. El sistema
queda definido por cuatro parametros (z, y, 0, @) y dos ecuaciones de ligadura
independientes, es decir, tiene 6 — 4 = 2 grados de libertad.

En el caso particular en que fuese # = cte., el disco rodaria apoyado sobre
una linea recta, dentro de un plano vertical fijo. Tomando el eje Ox segin la
direccion 6 = 0, resulta pa = —& = xr = —pa. La ecuacion es integrable y el
enlace seria anholénomo sélo en apariencia.

\
\

Figura 6.7: Disco rodando con 0 = / v\
cte; el movimiento equivale al mo- 1
vimiento plano de rodadura sobre N
una recta, con la ligadura holono- X .
ma T = —pa. E—
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EJEMPLO 6.3: Esfera rodando sobre sin deslizar sobre un plano, con pivota-
miento libre.

Figura 6.8: Componentes de
la velocidad de rotacion de
una esfera rodando sin des-
lizar sobre un plano hori-
zontal, segun el triedro mo-
vl Oxyz.

Tomamos unos ejes méviles (Ozxyz), de forma que O es el centro de la
esfera, Oz es un eje vertical, mientras que Ox y Oy pivotan con la esfera
manteniéndose horizontales en todo momento. Por otra parte, consideramos
también el triedro fijo (O'XY Z), en el que podemos expresar las coordena-
das del centro de la esfera (Xo, Yo, Zp). El dngulo girado por pivotamiento
(alrededor de Oz) lo llamaremos 9. Denominamos ¢ y 6 respectivamente a

las componentes de la velocidad de rotacion de la esfera segtin los ejes Ox y
Oy.

AY .
j:o:Oa

Figura 6.9: Proyecciones de la wveloci-
dad del centro de la esfera en el plano
horizontal.

X
Los enlaces son:
Zo=ua (holénomo)
Xo = ¢asent) + fa cos 1 (anhol6nomo)

Yo = —pacos + fasen (anhol6nomo)
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La esfera posee por tanto 6 — 3 = 3 grados de libertad, con dos enlaces
anholénomos.

6.2. Principios y Teoremas de la Dinamica de
Newton-Euler

6.2.1. Principio de la Cantidad de Movimiento

Consideramos un sistema formado por un ntimero finito de particulas,

m;

Fiie— —F.: ,
I 7" Figura 6.10: Fuerzas internas centrales entre dos

F;; particulas m; y m; del sistema.

m;

Aplicando el principio de la cantidad de movimiento (2.* ley de Newton)
a cada particula m; del sistema, siendo F'; la resultante de todas las fuerzas

sobre dicha particula,

d

Descompondremos las fuerzas en internas y externas al sistema:
_ ext wnt .,

las fuerzas internas sobre la particula 7, Fﬁ”t, son el resultado de las acciones
del resto de las particulas j # i:

nt §
an — Fija
J#i

donde la nomenclatura F';; indica la accién de m; sobre m,. Por la ley de
accién y reaccién 6 3.* ley de Newton, F';; = —F'j; (figura 6.10). Asi, al sumar
las ecuaciones (6.3) para todas las particulas del sistema, las fuerzas internas
se anulan dos a dos, resultando:

N N N d
;Ffzt + ZZF” = Z (Emﬂ)z) .

i=1 i#j i=1

=0
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Llamando F & SV Fet = N F; (resultante de fuerzas externas sobre

el sistema), y P o ZZN:1 m;v; (cantidad de movimiento del sistema), resulta
la expresion:

d
F=_P. 4
gy (6.4)

Expresion que se puede considerar como principio basico de la dindmica de
sistemas, enunciandose como sigue:

«La derivada respecto del tiempo de la cantidad de movimiento
del sistema es igual a la resultante de las fuerzas exteriores.»

Podemos obtener otra expresion equivalente para esta ecuacion a partir
del movimiento del centro de masas GG. Se define éste como:

N

My
ro D=1 M L (6.5)
Siendo M % > -, m;, masa total del sistema.

A

[o 0 o G }

: e A S Figura 6.11: Centro de masas G de un sis-

o tema de varias particulas.

Derivando (6.5) se obtiene:

d N N
i=1 i=1
= Mue, (6.6)

donde vg def drg/dt es la velocidad del centro de masas. Sustituyendo en

(6.4), y llamando ag © Q2pg /dt? a la aceleracién del mismo, se llega a:

7

Este resultado se denomina «teorema del movimiento del centro de masay,
constituyendo una expresién alternativa para la ecuacién (6.4). Se lee de la
siguiente manera:
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«Se puede estudiar el movimiento del Centro de Masas G de un
sistema como si fuera una particula, concentrando toda la masa
del sistema, sometida a la resultante de fuerzas exteriores sobre
el sistema.»

Como corolario se puede deducir el teorema de conservacién correspon-
diente:

N N
si F= ZFf” =0 = P-= Zmivi = Muvg = cte (6.8)
i=1

i=1

«Si la resultante de las fuerzas exteriores sobre el sistema es nula,
la cantidad de movimiento del sistema se conserva, por lo que el
centro de masas sigue un movimiento rectilineo y uniforme.»

La condicion de conservacion se cumple obviamente para un sistema aislado,
o en cualquier otro que aun sin estar aislado esté sometido a un conjunto de
fuerzas con resultante nula. A estos efectos conviene recordar lo estudiado
para el sistema binario en el apartado 5.1.

6.2.2. Principio del Momento Cinético

La ecuacion de balance del momento cinético (2.4) aplicada a una parti-
cula m; del sistema se expresa como:
d

M, = EHg, (6.9)

donde M7, def ri NF;y Hio def r; A m;v; (i no sumado). Si sumamos (6.9)

para todo el sistema, realizando la descomposicién habitual entre fuerzas
internas y externas:

F
N N N
S ML =S r AR S A <Z FJ) (6.10)
i=1 i=1 i=1 i#]

Admitiremos que se cumple la ley de acciéon y reaccién con su enunciado
més fuerte: no sélo son F;; y F';; iguales y opuestas, sino que supondremos
que son fuerzas centrales, siguiendo la misma recta de accién que une m; con
mj:

T, —T;

def
ij = Fij(rij) =2 <

F (Tij = |Tj _Tz|) (611)

Tz’j

Entonces, para dos particulas cualesquiera:

riNF,;+r;N(—Fj;;)=(r;—r;)NF;; =0 (i, j no sumados)
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Figura 6.12: Fuerzas internas y externas
sobre dos particulas cualesquiera del siste-
ma.

De esta forma, la suma de los momentos de las fuerzas interiores en (6.10) se
anula, al cancelarse dos a dos los sumandos. Definiendo el momento cinético
del sistema respecto a O:

HOdéfZHi :Zri/\mivi

i i
y el momento de las fuerzas exteriores respecto de O:
Mo =Y My=3 rinF

i i

se obtiene finalmente:

d
My=—Hyp (6.12)
dt
Esta expresion, que llamaremos también «ecuacion de balance del momen-
to cinético», se puede considerar como principio basico de la dinamica de

sistemas, con el siguiente enunciado:

«El momento de las fuerzas exteriores de un sistema respecto de
un punto O fijo es igual a la derivada respecto del tiempo del
momento cinético del sistema respecto del mismo punto.»

Como corolario, cuando M = 0, se obtiene el teorema de conservacion
correspondiente:
My=0 = Hg=-cte. (6.13)

La constancia de H puede ocurrir en los casos siguientes:

— Sistema aislado, sobre el que no actia ninguna fuerza exterior. El mo-
mento cinético del sistema respecto de cualquier punto se conserva.

— Fuerzas centrales (todas dirigidas hacia un mismo punto fijo), en cuyo
caso se conserva el momento cinético respecto del centro de fuerzas,
aunque no necesariamente respecto de otros puntos distintos.
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En lo anterior se ha admitido que las fuerzas internas son todas centrales
(6.11). Las interacciones de tipo gravitatorio o electrostatico cumplen muy
aproximadamente esta condicion, pero otro tipo de fuerzas como las electro-
dindmicas no la cumplen necesariamente. De hecho, en sistemas con cargas
eléctricas moviles, se puede violar la ley de accién y reaccion, tanto en su
enunciado fuerte (fuerzas centrales) como en su enunciado méas débil. En el
caso de un solido las interacciones entre particulas se deben a fuerzas de con-
tacto, de naturaleza compleja, que tampoco resulta evidente que deban ser
centrales. Sin embargo, en los casos en los que existan fuerzas internas del
tipo mencionado, generalmente se puede encontrar una generalizacion de P
6 de Hp que verifica los teoremas de conservacién enunciados. Por lo tanto,
en lo que sigue supondremos que, independientemente de la naturaleza de las
fuerzas internas, se verifica el principio del momento cinético expresado por
(6.12). Puesto que esta afirmacién se postula como base de partida, es méas
apropiado referirse a ella como «principio» que como «teoremas.

Conviene realizar una aclaraciéon importante, previniendo del grave error
que resultarfa de confundir en (6.12) la resultante de los momentos, Mo =
YT A F$™ con el momento de la resultante, que si suponemos a ésta
aplicada en G, seria rg A (Zl fot) # M. De caer en esta confusién, se
llegaria a contradicciones tan graves como que un sistema sometido a un par
de fuerzas (que tiene resultante nula) no se moveria.

Momento cinético en un punto cualquiera ().— Tanto el momento
cinético de un sistema como el momento de las fuerzas tienen la naturaleza
de campos de momentos, es decir, conocidos el momento en un determinado
punto de referencia y la resultante, se puede expresar el momento en cualquier
otro punto a partir de la ecuacion caracteristica del campo de momentos, con
una expresién andloga a la (4.10) del campo de velocidades del sélido.

En efecto, calculemos el momento cinético en un punto cualquiera (),
no necesariamente fijo, definido por el vector posicién rg. La resultante del
campo de vectores es en este caso P = Mwvg. Operando,

H, def Z(TZ —rg) ANmv; = Zri Amiv; —rg A Zmivi
P-mv,
=Hop+ P Arg. (6.14)
La expresién anterior es generalizable para dos puntos (P, () cualesquiera,
Hgo=Hp+ P Arpg.
Anélogamente, para el momento de las fuerzas las expresiones son

MQ:M0+F/\TQ
:MP+FATPQ.
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Sin embargo, seria un grave error aplicar la ecuacién de balance del mo-
mento cinético (6.12) en un punto cualquiera; esta ecuacion sélo es valida si
O es un punto fijo !, ya que la deduccién anterior se hizo basada en que cons-
tituye el origen de un sistema de referencia inercial. En efecto, si derivamos
H , dado por la expresién (6.14):

d d dP
EHQ: &HO—FE/\T‘Q—FP/\’UQ
=Mo+FArg+ P Avg

:MQ+MO0AUQ.

Comprobamos que en la ecuacién de balance aparece un término corrector
Mwvg N vg que no tiene porqué anularse en un caso general. Una excep-
cion importante es el caso del centro de masas, como se vera mas adelante
(apartado 6.3).

6.2.3. Teorema de la Energia Cinética

La ecuacién de la energia cinética (2.6) aplicada a cada particula m;
expresa:

e 1 .
dWw; dof F, . dr;=d <§mzvl2> (7 no sumado)

Al igual que en los casos anteriores, para obtener las magnitudes cinéticas
del sistema conjunto, sumamos para todas las particulas del mismo:

T %mivf = dT'=d Z%miv?
deéfZFld’r'Z:ZFz(emt)d?"z—i—ZZFUd’l"z
i b . \z’ 1#]

dV“/,emt dm\/rint

obteniéndose:
dT =dW

En las ecuaciones de la cantidad de movimiento (6.4) y del momento
cinético (6.12), el efecto de las fuerzas interiores desaparecia al sumar para
todo el sistema. Sin embargo, en un caso general el trabajo debido a las
fuerzas interiores no se anula:

AWt £ 0.

'El significado de «fijo» en esta expresién se debe entender en el sentido de la transfor-
macion de Galileo; cualquier punto que pueda ser el origen de un sistema inercial podra
ser considerado fijo. Si se trata de un punto con velocidad no nula, pero que se mantiene
constante, todo lo dicho es vélido, pero referiendo las velocidades para el cdlculo de (6.9)
a un sistema con origen en dicho punto.
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Merece la pena analizar de forma detallada el trabajo de las fuerzas inte-
riores comprender mejor el significado de la observacién anterior. Sean dos
particulas cualesquiera del sistema, m; y m;, situadas inicialmente en Ay B
(figura 6.13). Suponemos que al cabo de un movimiento elemental arbitrario
estan situadas en dos puntos cualesquiera A’ y B’. Podemos descomponer el
movimiento elemental total en:

m;
B
-.,..'.".." ( T)
o Fi N
""""" o)
F ...... \{3 Figura 6.13: Descomposicion de
- & e A un movimiento elemental general
O - "‘-.‘.. (B)  en traslacion, rotacion y estira-
A . miento.
A/ B/ (E) B//I

1. Traslacién (T) pasando A a A"y B a B”:
drl = d'rJT

dWT:Fij'd'rZT—F(—Fij)‘dTT:O

)

2. Rotacién (R) alrededor de A’ en el plano definido por A’B"B’, que-
dando fijo m; y pasando m; a B""

d’rf =dtQA(rj—mr); drf=0

dWR:Fﬂd’l“f:Fﬂ[dtQ/\(’T’J—’I‘Z)] :0
donde se ha supuesto que F';; lleva la direccién de (r; — 7;), es decir,

se trata de fuerzas centrales.

3. Estiramiento (E), quedando fija m; y pasando finalmente m; a B':

E.
dry’;

driE =0,

En resumen, los movimientos de traslacion y rotaciéon son movimientos de
solido rigido y no producen trabajo de las fuerzas interiores. Por el contrario,
las deformaciones internas (distorsiones o estiramientos), que no correspon-
den a movimientos de sélido rigido, si producen un trabajo neto de las fuerzas
interiores.

En definitiva, se puede escribir:

(6.15)

AT = dW = dW™ 4 W
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«La variacion de la energia cinética conjunta de un sistema es
igual al trabajo realizado por las fuerzas, tanto internas como
externas.»

La consideracion del trabajo de las fuerzas interiores es imprescindible
para el calculo de estructuras y la mecanica de los medios continuos defor-
mables, en los que la deformacién viene gobernada por la energia interna de
deformacion acumulada. Los métodos y teoremas energéticos proporcionan
algunos de los procedimientos mas potentes de cdlculo en este caso.

Si todas las fuerzas (tanto externas como internas) provienen de un po-
tencial independiente del tiempo, se verificara:

dW =Y F;-dr; = —dV,

deduciéndose entonces de (6.15) el teorema de conservacion de la energia:

AT +dV=0 = |E=T+V =cte.] (6.16)

Conviene recalcar que en esta ecuacion la energia potencial V' corresponde al
la Energia Potencial Total, derivandose de ella tanto las fuerzas interiores co-
mo las exteriores. Como ejemplo, en el caso de las estructuras o de los medios
elasticos deformables, V' debe incluir tanto el potencial de las cargas externas
aplicadas como la energia de deformacién debida a las fuerzas interiores.

Si las fuerzas internas en el sistema son centrales en el sentido de (6.11),

segun se vié en el apartado 5.2.1, provienen de un potencial expresado por
(5.12):

Vij(ri) = —/Fz'j(ﬂ) dp;
oVij
8’I°Z‘ '

Es posible demostrar en este caso que el potencial conjunto de las fuerzas

Interiores es A
V=3 "N "V (6.18)

i >t

Fy = (6.17)

(La limitacion j > i sirve para no sumar dos veces el potencial de interaccion
entre cada dos particulas.) De esta forma la ecuacién (6.15) se convierte en

d(T + Vznt) — dwext'

En este caso, si se trata de un sistema aislado se verificaria

’E =T+ V"= Cte.‘ (6.19)

EJEMPLO 6.4: Potencial de fuerzas internas de un sistema de particulas dis-
cretas, con atraccion lineal en funcién de la distancia entre cada dos particu-
las.
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Se trata de fuerzas analogas a resortes lineales ideales interpuestos entre
cada dos particulas, siguiendo el esquema de fuerzas centrales. Suponiendo en
primer lugar que la constante de todos estos resortes es la misma, el potencial
de uno de ellos es

L, s
‘/ij = Ekrija
siendo 7;; la distancia entre la pareja de puntos (7,7). Teniendo en cuenta
que Or;;/0r; = —71;;/ri;, la fuerza ejercida sobre ¢ por j se obtiene siguiendo
(6.17):
oV,
Fij = — 8’]"5 = k:’rij

La energia potencial total para todo el sistema, segin (6.18), es

virt=3"% " %krfj.

i g>1

Un caso particular seria aquél en que las constantes de atraccién entre
cada dos particulas son proporcionales al producto de las masas,

Fij = am;m;T;.
Sumando todas las fuerzas internas sobre una particula dada,

F, = Zamimj(rj — 1) =am;M(rg — ;)
i

siendo M =), my, la masa total. Se obtiene por tanto una fuerza de atrac-
cién de cada particula hacia el centro de masas del conjunto. El movimiento
de cada particula relativo a dicho centro de masas seria una érbita eliptica
con centro en él (ver apartado 3.2). Es trivial comprobar que la suma de
todas las fuerzas interiores dadas por la anterior expresion se anula.

EJEMPLO 6.5: Energia potencial de deformacién para fuerzas elasticas en
una barra recta, como medio continuo, de longitud L, seccién transversal A
y moédulo de elasticidad E.

Denominamos z a la coordenada segin la barra, x € [0, L] (figura 6.14).
Suponemos que cada punto de la barra puede sufrir desplazamientos axiales,
definidos por u(z). Si imaginamos una rebanada de la barra, entre dos puntos
x'y z+dz, el desplazamiento relativo entre ambas caras serd (u+du)—u = du.
Se denomina deformacion unitaria

c def du
dx’

Esta deformacién provoca en el material una fuerza interna recuperadora,
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do
~
x Agi VAo Figura 6.14: Barra recta continua someti-
-+t | ., . . .
v da a deformacion axial y tensiones inter-
I nas o

F™ que se opone a la misma. La magnitud de dicha fuerza por unidad de
area se denomina tension,

def Fint
=
En un material elastico lineal, se admite que la tension depende linealmente
de la deformacion,
o= FEke,

siendo E' denominado mddulo de elasticidad o modulo de Young.

Llamemos dU al trabajo realizado por las tensiones para alcanzar una
deformacion € en una rebanada Adx. Este se calcula integrando a lo largo
del proceso de deformacion de la misma, variando el desplazamiento relativo
entre ambas caras desde 0 hasta du. Para un incremento infinitesimal del
mismo, d(du), el trabajo elemental es

§(dU) = F™5(du) = —EecAd(du)
y en funcion de € puede escribirse
d
5(dU) = —EeA$ (d—“> dz = — Be 8 Adx.

T

Llamando a la densidad de energia potencial de las fuerzas interiores por
unidad de volumen

~ 1dU

V="da
resulta R

0V = Eede.

Integrando a lo largo del proceso de deformacién de la rebanada,

~

© ~ 1
V:/ Fede = V =_-E&
0 2
Para el conjunto de la barra, integramos a lo largo de la misma,
_ L _ Lq
yt :/ V(z)Adx :/ §E52Adx.
0 0

En el caso particular de que la deformacién sea homogénea, e(x) = AL/L

(cte.), resulta

: 1 1EA
int _ — 2 — 2
Vi = SESPAL = 5= (ALY,

es decir, la barra se comportaria como un resorte de constante equivalente

EA/L.
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6.2.4. Teorema del Virial

Los tres principios anteriores (cantidad de movimiento, momento cinético
y energia cinética) establecen el balance de las magnitudes mediante ecua-
ciones diferenciales en el tiempo. En contraste con éstos, el teorema del virial
no se expresa como una ecuacion diferencial, sino como una relacién entre
valores medios a lo largo del tiempo.

Comenzamos por definir una funcién escalar G, caracteristica del movi-
miento en un instante dado:

= Z P Ti
7

donde p; & m;v;, y el sumatorio se extiende a todas las particulas del siste-
ma. Derivando esta expresién respecto del tiempo:

%:Zipi‘Ti‘f‘;pi'vi:;Fi'ri_'_QT

Calculemos ahora la media temporal de esta derivada, que denotaremos por
una raya superpuesta, dG/dt. Para ello integramos sobre un intervalo [0, 7]
y dividimos por la duracién del mismo:

deifl/ St = Gr) —GO) ZF ;4 2T,

T

Supongamos ahora que el movimiento es periddico, siendo 7 el periodo
del mismo. Se cumplird entonces G(0) = G(7), por lo que resulta:

= ——Z F; r; (6.20)

Virial del sistema

La expresion a la derecha del signo = se denomina «wirialy. Por lo tanto, la
ecuacion anterior se lee:

«Para un movimiento periédico, la media de la energia cinética
sobre un periodo es igual al virial del sistema.»

Es posible generalizar este resultado para un movimiento que no sea pe-
riédico, con tal de que esté acotado. En efecto, en este caso la media temporal

4G _ G(1)—-G(0)
dt T ’
al tener G un valor acotado, tiende a cero para valores de 7 suficientemente

grandes. En este caso, se cumplird la relacién (6.20) de manera aproximada,
siendo exacta en el limite.
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Como ejemplo, podemos aplicar el teorema del virial al caso de una par-
ticula sometida a la acccion gravitatoria. El virial es en este caso:

I——- 1 GMm 1—

2 r2

y aplicando (6.20):

En efecto, segin vimos en el capitulo 5, aplicando las ecuaciones (5.19) y
(5.22) para la 6rbita eliptica se obtiene?:

V:_GMm N V:_GMm;
T a
M M
T_5_ :_G m+G m;
2a T
_ M M M 1—
po GMm  GMm _ GMm 1y 4
2a a 2a 2

6.3. El Sistema del Centro de Masas

El sistema del centro de masas (S.C.M.) se define como un sistema de
referencia cuyo origen estd en el centro de masas G y que no experimenta
rotacién. Si se caracteriza mediante un triedro de coordenadas cartesianas,
las direcciones de las mismas seran fijas y paralelas al sistema inercial de
partida (figura 6.15).

,,,,,,,,,,,,, —
P )
Y rg Gfsch) Figura 6.15: El sistema de referencia del
S/ centro de masas (S.C.M.), con origen en
""""" - G y ejes paralelos al sistema inercial (I).
0 (1)

Las expresiones de posicién, velocidad y aceleracién relativos al S.C.M.
son respectivamente
p=T—Tqg,
vV =v—vg,

a=a—ag.

2La media temporal de 1/r en una érbita gravitatoria eliptica resulta ser, desarrollando
la integral correspondiente, la inversa del semieje mayor, 1/r = 1/a. Sin embargo, si la
media de r resulta T = a(1 + €?/2) (consultar nota 3 al pie de la pagina 5.12).
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Para obtener v y a en estas expresiones, se ha derivado directamente de
manera sucesiva la expresién de p, sin resultar necesario emplear el término
complementario de derivacién €2 A p establecido en la ecuacién (4.6). Esto se
debe a que por su definicién el S.C.M. no gira (€2 = 0) anuldndose entonces
dicho término.

Sin embargo, debe quedar claro que, aunque el S.C.M. no gire, en un
caso general puede tener aceleracion de traslacion (ag # 0), y que por lo
tanto, no se trata de un sistema inercial®. A pesar de esto, su uso posee
ventajas notables, ya que como veremos a continuacion, se siguen cumpliendo
los principios del momento cinético y de la energia cinética, exactamente
como si se tratase de un sistema inercial. El principio de la cantidad de
movimiento queda reducido a una igualdad trivial.

6.3.1. Cantidad de movimiento

En el S.C.M., la expresién de la cantidad de movimiento P es:

PSCM d:Cf Zmﬂ/i = Zmi’vi — (Z mz> Vg = O,

défM

donde se ha empleado (6.6). Asi, resulta la expresion trivial:

6.3.2. Momento cinético

El momento cinético en un punto cualquiera viene dado por la expresion
(6.14). Aplicando esta ecuacion al centro de masas G:

HG:H0—Tg/\M’Ug. (621)

Conviene resaltar que en esta expresién del momento cinético se emplean
velocidades absolutas.

Sin embargo, para calcular el momento cinético relativo al S.C.M., ademas
de tomar momentos respecto de GG, debemos emplear también las velocidades
v, relativas al S.C.M.:

def
HgCM = Z(r, —rg) Ami(v; — vg)
i
= Zri /\mivi—Zri Amvg — g /\Zmivi +rg A Mvg

N N J/ J/

HO T"aAMUg TacAMUg

:Ho—Tg/\M’Ug.

3Una excepcion a esto seria el caso de un sistema aislado, en el que G se mueve con
velocidad rectilinea y uniforme, ver ecuacién (6.8).
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Observamos pues que ambas expresiones resultan ser idénticas: H f;CM =
H . Por tanto, a la hora de tomar momentos en (G, no nos preocuparemos
de este aspecto y escribiremos simplemente H . Conviene advertir que esto
no sucede en otros puntos distintos de G.

Derivando (6.21) respecto del tiempo:

d d
—HG: —HO—Ug/\M’ng—Tg/\MaG:Mo—Tg/\F
dt dt —_—— ~——
=0 F
pero
MGZZ("%—TG)AF?M:MO—"‘GA (ZFfﬁ)
i i
F
luego:
Y, — M (6.22)
dt G — G .

Es decir, se verifica la ecuacién del Momento Cinético (6.12) respecto del
origen GG del S.C.M., exactamente igual que si fuese inercial.

Por lo tanto, continuando con la discusién realizada al final del apartado
6.2.2, para aplicar la ecuacién de balance del momento cinético (6.12), se
debe tomar momentos bien respecto de un punto fijo O, o bien respecto del
centro de masas GG del sistema; En este tltimo caso, las velocidades pueden
ser las absolutas respecto de un sistema inercial, o las relativas al S.C.M., ya
que seguin hemos visto ambas dan idéntico resultado.

Por el contrario, si empleamos un punto () cualquiera, que no coincida
necesariamente con G ni sea fijo, derivando la férmula (6.14) resulta:

d d
EHQ = E(HO —TQ /\M’Ug) = Mo —TQ /\MG,G_'UQ /\M’UG
M
Es decir: 1
aHQ = MQ — Vg A M’Ug. (623)

Es necesario pues anadir un término complementario vg A Mwvg respecto de
las ecuaciones (6.12) 6 (6.22). Por tanto, si se toman momentos respecto de
otro punto (), sélo se verificara la ecuacion de balance del momento cinético
(6.12) cuando se cumpla una de las condiciones siguientes:

» si el punto @) tiene velocidad nula, vg = 0;

= si el punto @) coincide con (G, o por lo menos, su velocidad es paralela
alade G: vg || ve.



6.22 Capitulo 6. SISTEMAS DE VARIAS PARTI{CULAS.

También podriamos haber calculado H gQ empleando las velocidades en el
«Sistema Q» (S.Q.), definido de forma andloga al S.C.M. como una referencia
con origen en @) y ejes de direcciones fijas:

S
HQQ = Z(n —7rg) Am;(v; —vg)
:Ho—TgAMUQ—TQ/\Mvg+TQ/\MUQ
:HQ+ ('I‘Q —Tg) /\M’UQ.

Observamos en primer lugar que H ZQ # H . Derivando,

d o d d

—H)*=—H — — AN M
:MQ—’UQ/\M’Ug—i-(UQ—Ug)/\MUQ—i-(TQ—Tg)/\MCLQ
= Mg+ ('I“Q — T(;) N Mag (6.24)

Vemos que tampoco se cumple en este caso la ecuacién de balance del mo-
mento cinético (6.12), debido al término complementario (rg —rg) A Mag,
que soOlo se anula si se verifica una de las condiciones siguientes:

» si el punto ) coincide con G: rg = rg;

» siel S.Q. es inercial: ag = 0 (en este caso no basta que sea vg =0, )
debe ser un punto fijo, es decir, que esté constantemente en reposo);

= si, sin ser el S.QQ. inercial, la aceleracion de () estd dirigida hacia G:
(rq —re) | aq.

Como resultado de la discusion anterior se extrae una recomendacion impor-
tante a efectos préacticos:

no conviene nunca aplicar la ecuacion del momento cinético (6.12)
en puntos que no sean o bien fijos, o bien el centro de masas.

La razon es que los términos correctores que habria que manejar en otro caso
no tienen una interpretacién fisica clara, siendo muy facil que den lugar a
confusiones.

A estos efectos es importante destacar que no es lo mismo un punto fijo
que un punto que tenga velocidad nula en un instante (en este ultimo caso
el punto puede tener aceleracién no nula, con lo que el término corrector en
(6.24) serfa no nulo). Otra posible fuente de error es confundir la velocidad de
un punto definido por un criterio geométrico (velocidad de «sucesiény ), con
la velocidad del punto del sélido que coincide con él en un instante dado®.

4Esto tltimo ocurre a menudo cuando se toman momentos respecto del punto de con-
tacto de dos sélidos, como en la rodadura de un disco sobre una recta. El punto de contacto
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6.3.3. Energia cinética

Calculamos primero la relaciéon entre las medidas de la energia cinética T
(absoluta) y T9¢M (relativa al S.C.M.):

1 1
T = Z Emi“? = Z Emi(vc: +vi) - (ve + vy

= Z %mwzz + Z mV; | -vg + Z %mwé,

-
defnsom =0

es decir:

1
T= §Mvé + T75M (Teorema de Kinig) (6.25)

La energia cinética del sistema se puede descomponer por tanto en la suma
de la de una particula con toda la masa M que se moviera con G, mas la
energia cinética relativa al S.C.M. El primer sumando se puede interpretar
como el debido al movimiento de traslacién del sistema, mientras que el
segundo corresponde al movimiento relativo al centro de masa.

Si se calcula lo mismo respecto al S.Q., resulta

1
T =175 — 5 Mvg + Mug - vg

expresion que se reduce a la anterior para () = (. Volvemos a advertir al
igual que ya se hizo para el momento cinético, para evitar posibles errores
en la aplicacion del teorema de Konig, de la inconveniencia de aplicar esta
ultima reduccion a un punto () distinto de G.

Tomando una variacién elemental (diferencial) de T9¢M

d7T5M = Zmladt v, = ZmzozZ dp;

Pero:
Fi = m;a; = mz(az + CEG) = m;o; = Fz — m;ag,

dT5M — Z F;-dp, — Z m;dp;) -ag = Z F;-dp,.

A 7
— —
=0 def ypprsom
entre ambos se traslada sobre la recta al rodar el disco, por lo que su velocidad no es nula;
sin embargo, es el centro instantaneo de rotacién en cada instante, por lo que la velocidad
del punto del disco situado sobre él en cada instante si serd nula. Por ejemplo, para un so6-
lido plano que rueda sin deslizar sobre una recta, el momento cinético relativo al punto del
sélido que esta sobre el centro de rodadura es Hg = I}, siendo I el momento de inercia.
No se cumple, salvo en algunos casos particulares, la ecuacién Mg = (d/dt)Hg = IQQ,
por ser (Q un punto cuya velocidad es instantdneamente nula pero que tiene aceleracion
no nula

luego
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Por lo tanto

dTSC’M — dWsCM

es decir, se cumple también la ecuacion de la energia cinética (6.15) en el
sistema del centro de masa, a pesar de que no sea inercial.

6.3.4. Constantes del Movimiento en Sistemas Aisla-
dos

En un sistema aislado, todas las fuerzas exteriores desaparecen. Resu-
miendo los diferentes resultados presentados en apartados anteriores (veanse
las ecuaciones (6.8), (6.7), (6.19), (6.25), (6.22)), es posible establecer 10
integrales o constantes del movimiento:

P = Mwvg = cte. Conserv. cantidad de movimiento
P .
ra(t) — Mt =rqg(0) Th. movimiento del C.M.

. 1 .
E=T+V™= §M v 4+ T5M L V" Conserv. energfa

Ho=H;+rqcN\P Conserv. momento cinético

(6.26)

Las magnitudes { P, r4(0), E, Ho} constituyen las diez constantes cla-
sicas del movimiento del sistema de N particulas aislado.

Es posible demostrar® que estas diez constantes provienen de la inva-
riancia de las leyes de la mecanica ante las transformaciones més generales
que convierten un sistema inercial en otro inercial, es decir, que mantienen
invariantes las leyes de la mecanica:

s Rotacion R: r+— r' = Rr, asociada a la conservacién de H. Al ser
R ortogonal® (R = R™!), este tensor de rotacién depende sélo de tres
parametros.

s Traslacion a : r — v’ = r + a, asociada a la conservacién de P.

» Transformacion de Galileo™ w : 7 — v’ = r + wt, asociada al Th. del
movimiento del centro de masa.

» Traslacion de tiempo s : t — t' =t + s, asociada a la conservacién de
la energia F.

SVer p. ej. F. Scheck: Mechanics—from Newton’s Laws to Deterministic Chaos, (2.2
ed.), Springer-Verlag, Berlin (1990); apartados 1.12 y 1.13

5En el apartado 8.6.4 se discuten las rotaciones rigidas y se analiza la propiedad de
ortogonalidad para las mismas.

"Una versién mas simplificada de esta transformacién se presenté en el apartado 1.3.
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Un planteamiento similar se puede realizar a partir de la funciéon Lagrangiana
en dinamica analitica, cuestion que se describird en el apartado 7.7.

6.4. Trabajos Virtuales

Los principios y teoremas generales expuestos en los apartados 6.2 y 6.3
provienen directamente de las leyes de Newton, aunque deben reconocerse
también algunas contribuciones clave debidas a Euler, como el principio del
momento cinético. Por este motivo los métodos asociados se suelen denominar
de «Newton-Eulery.

En este apartado se presentan los principios y métodos basados en despla-
zamientos o trabajos virtuales. Seria posible postular estos principios basicos
de manera independiente a los principios de Newton-Euler, pudiendo servir
de base para construir sobre ellos toda la mecanica. A diferencia de las leyes
de Newton, formulan directamente las ecuaciones para la estatica o la dina-
mica de manera conjunta para todo un sistema, y no particula a particula,
por lo que revisten un especial interés para el estudio de sistemas de varias
particulas.

Comenzaremos por definir el concepto de Desplazamientos virtuales. En
un sistema de N particulas, se denomina asi a un conjunto de desplazamientos
infinitesimales arbitrarios de cada particula del sistema, {0r; (i = 1,... N)}.
En contraposicién a los desplazamientos infinitesimales reales, {dr; (i =
1,...N)}, los desplazamientos virtuales son una entelequia, que nos servird
para formular el principio de los trabajos virtuales; se trata de desplazamien-
tos ficticios, inventados, que tienen lugar en un instante dado («congelado)
de tiempo. Por el contrario, los desplazamientos infinitesimales reales {dr;}
se producen en el movimiento real, durante un intervalo dt, y se pueden
expresar como diferencial de las funciones que definen el movimiento, {r;}.

Aunque en principio {d7;} son completamente arbitrarios (pudiendo vio-
lar incluso los enlaces del sistema), en la practica emplearemos desplazamien-
tos virtuales compatibles con los enlaces en la mayoria de los casos.

Imaginemos en primer lugar un sistema en equilibrio, condicién que queda
expresada por 7; = #; = 0, (i =1,...N). Al ser la aceleracién nula, la fuerza
total sobre cada particula debe ser nula; descomponiendo ésta como suma de
las fuerzas activas (f;) y reactivas (R;),

Fi=f,+R, =0 Vi=i_..N. (6.27)

El trabajo virtual realizado por las fuerzas F'; para cualquier conjunto de
desplazamientos virtuales {dr;} es, por tanto, también nulo:

SWENFior; =0 V{or}. (6.28)

La equivalencia entre estas dos expresiones funciona también en sentido in-
verso: si se verifica la igualdad (6.28), se ha de verificar a su vez (6.27). Para
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demostrar esto bastaria ir tomando sucesivos conjuntos de desplazamientos
virtuales, con una unica componente no nula; la igualdad (6.28) obligarfa a
la nulidad de la componente de la fuerza correspondiente; al verificarse esta
ecuacién V{dr;}, se deduce que todas las componentes de las fuerzas han de
ser nulas.

Por tanto, la ecuacién (6.28), enunciada para {dr;} arbitrarios, es condi-
cion necesaria y suficiente para el equilibrio.

Aunque se podria tomar este enunciado, con {dr;} arbitrarios, como ex-
presion del Principio de los Trabajos Virtuales, no se suele hacer asi por la
escasa utilidad que tiene un planteamiento tan general. Es preferible formu-
larlo en funcion de desplazamientos virtuales compatibles, como se describe
a continuacion.

6.4.1. El Principio de los Trabajos Virtuales

Sea un sistema con enlaces lisos (recordamos la definicién realizada en
el apartado 6.1 como aquellos en que las fuerzas de enlace no realizan tra-
bajo para los desplazamientos permitidos por los enlaces), y un conjunto de
desplazamientos virtuales {dr;}, compatible con los enlaces. Al expresar el
trabajo virtual, el término de las fuerzas de enlace se anula:

oW = Z Ji-ori+ ZRz‘ -or; =0, V{or;} comp.

———
=0
Por tanto el trabajo virtual 0W se puede calcular a partir inicamente de las
fuerzas activas (f;), eliminando las fuerzas reactivas del computo del mismo.
El principio de los trabajos virtuales reza entonces:

“En un sistema material sometido a enlaces lisos, es condicion ne-
cesaria y suficiente para el equilibrio que el trabajo de las fuerzas
aplicadas para cualquier conjunto de desplazamientos virtuales
compatibles con los enlaces sea nulo:

oW = Z fi-or; =0, V{or;} comp.” (6.29)

OBSERVACIONES:

» Esinmediato comprobar que (6.29) se cumple necesariamente si se veri-
fica (6.27), es decir, se trata de una condicién necesaria para el equilibrio
en el sentido de Newton. Sin embargo, la suficiencia para garantizar el
equilibrio no se puede deducir directamente, como ocurria en el caso de
{ér;} arbitrarias (6.28).
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» Para una fuerza total F'; sobre un punto dado, se verifica que F;-dr; =
0, Vi (no sumado); sin embargo, para la fuerza activa correspondiente
f; en general es f, - 0r; # 0. Es decir, los términos individuales del
trabajo virtual de las fuerzas activas no tienen porqué anularse, aunque
la suma sf es siempre nula (), f; - ér; = 0).

» Las fuerzas activas f, deben incluir tanto las externas como las internas,
que en un caso general si realizan trabajo virtual. Por el contrario, f;
excluyen a las fuerzas de reaccion, que no desarrollan trabajo virtual.

Estas observaciones justifican la consideracién del enunciado anterior (6.29)
como «principioy, que se postula sin necesidad de demostracién. A pesar de
esto conviene mencionar que es posible encontrar algunas demostraciones®
que inciden en la equivalencia del principio de los trabajos virtuales con la
estatica.

Por 1ltimo, conviene notar que la ventaja del principio de los trabajos
virtuales es que plantea las condiciones para el equilibrio global del sistema,
sin emplear las reacciones de los enlaces lisos, que no hace falta calcular en
ningin momento.

También pueden tratarse problemas con enlaces no lisos, agregando a la
expresion (6.29) el trabajo virtual correspondiente a las reacciones de los
enlaces no lisos, como si se tratase de fuerzas activas. Dicho de otra forma,
las tnicas fuerzas de reaccién que se eliminan de la expresion general del
trabajo virtual son las de los enlaces lisos.

6.4.2. El Principio de D’Alembert

Este principio extiende el de los trabajos virtuales a la dinamica. Partimos
para ello de la segunda ley de Newton para una particula cualquiera del
sistema:

Pasando las «fuerzas de inerciay (—m;#;) al lado izquierdo del signo igual,
resulta una expresién del «equilibrio dindmicoy, andloga a (6.27):

Aplicamos ahora el principio de los trabajos virtuales al sistema de fuerzas
nulo F'; — m;7;, anulandose, al igual que antes, el trabajo de las fuerzas de
reaccién, bajo la hipdtesis de enlaces lisos. Resulta entonces el enunciado
siguiente del Principio de D’Alembert:

“En un sistema material sometido a enlaces lisos, la evolucion
dinamica del sistema esta determinada, como condicion necesaria
y suficiente, por la anulacion en todo instante del trabajo de las

8por ejemplo, Appell y Dautheville, en «Précis de Mecanique Rationelles
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fuerzas aplicadas mas el trabajo de las fuerzas de inercia para
cualquier conjunto de desplazamientos virtuales compatibles con
los enlaces:

7

———
ow

Z fi-or;— Z m;t; - or; = 0, V{or;} comp.”| (6.31)

OBSERVACIONES:

» Esinmediato comprobar que la condicién enunciada (6.31) es necesaria,
a partir de (6.30). Sin embargo, no es sencillo demostrar la suficiencia
con caracter general.

» Para una particula dada serd en general ( f,—m;#;)-0r; # 0, es decir que
el sumando individual del trabajo virtual no se anula necesariamente,
aunque la suma extendida a todo el sistema si se anula siempre.

= Aplica la misma observacion realizada arriba para el P.T.V. sobre la
naturaleza de las fuerzas f,.

En consecuencia, el principio de D’Alembert (6.31) debe considerarse como
un principio basico de la dindmica, alternativo a las leyes de Newton y a los
principios de Newton-Euler para dinamica de sistemas. Como caso particular,
el Principio de D’Alembert da lugar al Principio de los Trabajos Virtuales.

Al igual que en el principio de los trabajos virtuales, el principio de
D’Alembert permite expresar la dindmica global del sistema en forma com-
pacta, eliminando las fuerzas de reaccién de los enlaces lisos.

Cuando lo que se busca es precisamente calcular el valor de alguna reac-
cién, es posible realizarlo mediante trabajos virtuales empleando un truco.
Para ello, se considera este vinculo «liberado» y la fuerza de reaccién co-
mo una fuerza activa normal, que tendria el efecto precisamente del vinculo.
esto nos permite tomar dr; vulnerando el vinculo. De esta manera, la reac-
cién correspondiente si realiza trabajo virtual, y la expresién de los trabajos
virtuales (6.29) 6 (6.31) permite calcular al final dicha reaccién.

La importancia de los métodos basados en los trabajos virtuales radica
en que permiten obtener formulaciones practicas muy generales para la esta-
tica o la dindmica de sistemas con varias particulas (ecuaciones de Lagrange,
apartado 7.2). Asimismo son la base de métodos numéricos, muy extendi-
dos en la practica, para la resolucién de problemas con numerosos grados
de libertad, como el método de los elementos finitos. Estos métodos son de
una gran importancia en la mecanica computacional y en el calculo de las
estructuras.
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6.5. Dinamica en Sistemas no Inerciales.

Las leyes de Newton son validas en los sistemas de referencia denominados
inerciales. Se postula, al formularlas, la existencia al menos de un tal sistema
inercial; por el principio de relatividad de Galileo (apartado 1.3), sabemos
que cualquier otro sistema de referencia que tenga un movimiento uniforme y
rectilineo respecto del primero también sera inercial. En ocasiones llamamos
al sistema inercial «fijo», aunque este adjetivo no se emplea con su significado
estricto, sino como contraposicion al caracter general de un sistema «movily,
no inercial.

Los sistemas de referencia que posean, bien aceleracién lineal de su origen
(ap # 0), bien rotacién (€2 # 0), no seran inerciales. En ellos no se cum-
plen las leyes de Newton, por lo que no sera posible, por ejemplo, aplicar
a cada particula la ecuacion F' = ma, si la medicion de la aceleracion la
realiza un observador ligado al sistema maévil. Sin embargo, es posible estu-
diar la dinamica de estos sistemas aplicando ciertos términos correctores, lo
que puede tener interés practico en algunos casos. De este tema tratamos a
continuacion.

6.5.1. Dinamica de la Particula

Sea una particula observada desde dos sistemas de referencia distintos:
(5) = (Qryz), inercial, y (S") = (O2'y’Z’), no inercial:

z
2P Y
P
r 2 Figura 6.16: Coordenadas de la particula en
rOO sistemas de referencia inercial (Qryz) y no
inercial (Ox'y'2').
Q

T

Recordemos las relaciones entre posicién (4.7), velocidad (4.8) y acelera-
cién (4.9) en ambos sistemas:

T:rO—'—pa
v =v0+ QAP+,
v
a:ao—i—Q/\p—i—Q/\(Q/\p)+29/\vrel+arel,
[\ ~ / \q,—/

[0 799 Qcor

donde (r, v, a) son medidas que denominaremos «absolutasy (mds precisa-
mente, relativas a (5)), mientras que (p, Uy, @) son relativas a (7).
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El término de arrastre es el que corresponde al movimiento del sélido
rigido, es decir, el que tendria la particula sin movimiento relativo a (5”).
En el campo de velocidades es el inico término complementario que aparece.
En cambio, para las aceleraciones aparece otro término adicional denominado
aceleracion de Coriolis. Expresando el principio de la cantidad de movimiento
(con aceleraciones absolutas, por supuesto):

F =ma= m(afarr + Qcor + arel);

para expresarlo en funcién de las observaciones relativas a (S) es necesario
pasar los términos complementarios a la izquierda:

F — may, — My = My (6.32)

Por tanto, para aplicar la ecuacién de balance del principio, es necesario
anadir a las fuerzas realmente actuantes F' unas fuerzas de inercia ficticias
(—m@a) ¥ (—Maco), denominadas fuerzas de arrastre y de Coriolis respec-
tivamente.

Desarrollando su expresion, comprobamos que la fuerza de arrastre es una
funcién de punto, es decir, depende de p ademas de otros parametros que
puedan definir el movimiento del sistema mévil (ap, 2, Q2):

F,. ef —m[ao+QAp+QA(QAp)]
- _mf(p7 ao, Qu Q)
Bajo ciertas condiciones, la fuerza de arrastre se puede expresar como el

gradiente de un determinado campo escalar y, por tanto, resulta una fuerza
conservativa. Por ejemplo, si se verifica que 2 = 0,

F,.=—-mlao — O’p+ (2 p)Q2Y;

multiplicando escalarmente por dp obtenemos el trabajo elemental de esta
fuerza; si suponemos ademas que ap es constante, comprobamos que es una
diferencial exacta:

F..-dp=—mao-dp+mQ2p-dp—m(Q-p)(2-dp)
m m
=d[-mao - p+ 59202 - 5(9 -p)°l;

la funcién potencial de la que deriva es un campo escalar constante, —V'(p),
por lo que la fuerza es conservativa:

Farr dP: —d‘/,

siendo

def m m
V(p) = mao-p— 592,02 + (€ p)*.

Por el contrario, la fuerza de Coriolis no tiene una interpretacion clara, al
depender, no sélo de la posicién p, sino también de la velocidad relativa v,.
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6.5.2. Dinamica de Sistemas de varias Particulas

Para un sistema formado por un conjunto de particulas, el estudio en
una referencia no inercial debera hacerse aplicando las fuerzas ficticias (6.32)
descritas en el apartado anterior a cada una de sus particulas. Al ser las
expresiones de estas fuerzas lineales en p y v,e, parece légico esperar que su
resultante tenga también una expresion sencilla, en funcién del movimiento
del centro de masas G.

Figura 6.17: Sistema de varias particulas
A en una referencia no inercial; la posicion
0}V de cada particula es p;.

Supongamos un sistema de N particulas {m;}, siendo:
M déf Z m;
def
Mpg = Z miP;
La resultante de las fuerzas de arrastre es:
— Zmi(aarr)i = —[Mao + Q A Zmzpl + Q A\ (Q A\ Zmzpz)]

= —[Mao + MQA pg + MQA (A pg)],

def
Farr =

y la resultante de las fuerzas de Coriolis:

Fou © =D mi22 A (v,a)i] = —[M 2Q A (v6)sa]

Expresiones que resultan de utilidad para aplicar la ecuacién de la cantidad
de movimiento y determinar la posicién del centro de masa. Sin embargo, las
expresiones de la ecuacion del momento cinético no son lineales en p y, por
tanto, no resultan tan ttiles. Volveremos esto mas adelante para el caso del
sélido rigido (capitulo 9).

6.5.3. Ejes Ligados a la Superficie de la Tierra

Un sistema muy aproximadamente inercial seria uno con origen en el
centro del Sol y direcciones de los ejes fijas segiin las galaxias mas lejanas.
Este sistema es adecuado para observaciones astrondémicas.
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Es posible considerar también un sistema con origen en el centro de la
Tierra y orientacién fija en relacion con las galaxias lejanas. Cometeriamos,
respecto al caso anterior, el error debido a la aceleracion del centro de la
Tierra en su movimiento casi circular alrededor del Sol, es decir, la aceleracion
centripeta. El error cometido por este término se ve muy aproximadamente
compensado por la atraccion gravitatoria del Sol:

F + F, = maop + may,

donde ap es la aceleracién del centro de la tierra. Fy, ~ mao, por lo que
eliminando estos dos términos queda:

F = MQye] -

Es decir, si prescindimos de considerar la atraccién gravitatoria del sol, el
sistema resulta muy aproximadamente inercial.

Sin embargo, para describir movimientos «normalesy, en la superficie te-
rrestre y a escala humana, los sistemas anteriores poseen una complejidad
a todas luces excesiva. Es conveniente a menudo considerar un sistema de
ejes ligados a la superficie de la Tierra, que giran con la misma, ademas de
acompanarla en su movimiento de traslacion alrededor del Sol. Debido al mo-
vimiento de rotacion de la tierra estos ejes no son inerciales. A continuacion
evaluaremos el error que se comete aplicando en ellos las ecuaciones de la
dindmica, con férmulas aproximadas de correccion.

Figura 6.18: Triedro ligado a la
superficie de la tierra, en un pun-
to O. La direccion x apunta al es-
te, la y al norte, y la z segun la
vertical ascendente.

Suponemos la Tierra esférica y, en cada punto de su superficie, los ejes
siguientes: z segun la vertical del lugar, = segin el paralelo (positivo hacia el
Este), e y segin el meridiano (positivo hacia el Norte). Estudiamos en estos
ejes en primer lugar el equilibrio de los cuerpos en reposo, y a continuacion
la dindmica de los cuerpos en movimiento de caida libre.

Desviacion de la plomada.-

Sea una particula estacionaria en relacion con la superficie de la tierra,
v = 0. La tnica fuerza no inercial es la de arrastre, pues la fuerza de
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Coriolis se anula. El vector €2 de rotacion de la Tierra, en funcion de los ejes
que hemos definido es (figura 6.19):

Q = Q(cos Aj + sen \k)
AQ
Figura 6.19: Proyecciones de la velocidad de

k rotacion €2 sobre las direcciones Oz y Oy Si-
tuadas en el plano del meridiano.

El vector posicién (medido desde el centro de la Tierra) es
r = Rk + p = Rk,

restringiéndonos a puntos préximos a la superficie de la Tierra. Esta tiene
una velocidad de rotacién constante en médulo y direccién (en una prime-
ra aproximacién), siendo Q = 27/86 164rad/s?. Teniendo en cuenta que la
aceleracion del origen del triedro mévil (punto situado en la superficie de la
Tierra) es ap = Q2 A (Q A Rk):

—MAyy = —mfao + LA (QA p)]
=-—m[QA(QA(RE+p))] = —m[QA(QA RE)]
= —m[(2- Rk)Q — Q*RE]
= —m? Rcos )\ (sen Aj — cos \k)

'

dist. al eje versor perp. eje

Por tanto la plomada seguird la direccién de una gravedad aparente g’ (figura
6.20) definida como:

g &t g — Q*Rcos \(sen \j — cos \k).

El efecto de modificacién aparente de g, en modulo, es maximo en el
Ecuador. Alli, la disminucién de g vale:

o2 \?% /4 x 107
O’R = = 0,03367 2
(86 164) ( o ) ’ m/s

Lo que representa alrededor de un 0,3 % del valor medio de g = 9,81 m/s?.
Fuera del Ecuador, se ve también alterada la direccion de g, no estando
dirigida exactamente hacia el centro de la Tierra, aunque la modificacién en
modulo es progresivamente menor.

9La tierra efectiia una vuelta completa (27) en un dfa sidéreo (86 164 s). En un dfa solar
(86 400s) la rotacién efectuada es algo mayor que 27, siendo ésto necesario para volver a
enfrentarse al sol al desplazarse la tierra en su Orbita.
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Figura 6.20: Desviacion de la plo-
mada por efecto de la fuerza de

{
arrastre (—mag,,), obteniéndose
la «gravedad aparentes g'.

/
/
/

Desviacion por la aceleracion de Coriolis.-

Si el cuerpo estd en movimiento respecto de la superficie terrestre (v, #
0) es necesario ademas considerar la fuerza de Coriolis. Hemos visto antes el

efecto de modificacién de la gravedad aparente (g’) por virtud de la fuerza
de arrastre. La ecuacion de la dindmica se puede expresar como:

P=—+49g —2Q A v
m

En el desarrollo que se realiza a continuacién, admitiremos que el desplaza-
miento sobre la tierra es pequeno, por lo que se mantiene aproximadamente
constante la latitud (\) asi como la direccién de g’, que como hemos visto
antes sufre una desviacion muy pequena respecto a g, dependiendo de la la-
definida por g’

titud. Tomamos los ejes de forma que k coincida con esta vertical aparente,
T ] k
20NV =201 0 cosA sen A

T

Y

z

2Q[(2cos A — ysen A\t + £ sen \j — & cos \k];
resultan tres ecuaciones escalares:

si llamamos a las fuerzas aplicadas por unidad de masa F'/m = Xi+Y j+Zk,

T=X—2Q(2cos A — ysen\)
y=Y —2Qzsen \

2=7— g+ 2Q0xcos A

(6.33)
Estas ecuaciones son de aplicacién general para el caso de proyectiles o cuer-
to.

pos moviles de corto alcance, en que son validas las hipdtesis realizadas arriba.
En caso contrario seria necesario considerar la variacién de A en el movimien-
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EJEMPLO 6.6: Caida de un cuerpo sometido tnicamente a la gravedad te-
rrestre, partiendo del reposo, desde una altura h.

Al no existir otras fuerzas sera X =Y = Z = 0. Las condiciones iniciales
son
.T():O, y0:O7 Z():ha
20=0, =0, 2z=0.
Integrando las ecuaciones, para lo que suponemos A = cte., se obtiene:
&= —=2Q[(z — h) cos A — ysen \|
y = —2Qxsen A
Z = —gt+ 2Qx cos A
Sustituimos estos valores calculados para ¥ y Z de nuevo en la ecuacién
(6.331). Para ello consideramos que, puesto que 2 es pequeno, se pueden
despreciar los términos de segundo orden (O(Q?)):
¥ = —2Q[(—gt + 2Qz cos A) cos A + 2Qx sen Asen )|
~~ 20gt cos A (6.34)

Las desviaciones en 4 y Z son infinitésimos de segundo orden (O(£2?)), por lo
que su efecto frente a & se puede despreciar:

i = —2Qsen M{—29Q[(z — h) cos A — ysen \]} = O(92?)

= —g+2Qcos M{—29Q[(z — h) cos A — ysen \|} = —g + O(Q?)

Por tltimo, integrando dos veces la expresién aproximada (6.34):
i = Qqt? cos \,
Q
xr = 3 gt3 cos \.

Este ultimo valor indica una desviacion hacia el Este (sentido positivo de z).
En funcién de la altura de caida, se puede escribir como

Q) [8h3
T = —4y/— cos\.
3 \/ g

En las otras direcciones las desviaciones son pequenas.
EJEMPLO 6.7: Circulacién atmosférica en zonas de bajas presiones.

En una zona de baja presién (lo que los meteordlogos llaman borrasca) las
particulas de aire tienden a desplazarse hacia el punto de presién minima, por
efecto del gradiente de presién. La velocidad generada por este movimiento
da lugar a una fuerza de inercia de Coriolis:

—2mQ A v = 2mQu[sen A(sen i — cos aj ) + cos A cos ak]
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Figura 6.21: Lineas isobaras y circula- : :
cion del aire en una borrasca por efecto ' ' B ‘ ;
de la aceleracion de Coriolis (hemisfe- : :
rio Norte).

v =v(cosat+senaj)
Figura 6.22: Fuerza de Co-
riolis horizontal debida a la
Ne! velocidad en la superficie de
: - la tierra (hemisferio Norte).

T

(Feor)m = 2mQusen A(senat — cosa j)

El primer término de esta fuerza es horizontal, y origina una desviacién
consistente hacia la derecha en el sentido del movimiento, siempre que sea
sen A > 0 (es decir, en el hemisferio Norte). Eventualmente, se produce una
circulacién estacionaria alrededor del centro de bajas presiones, a modo de
remolino, cuando el gradiente de presiones es contrarrestado por la fuerza de
Coriolis y por la propia fuerza centrifuga del movimiento circular. Este efecto
produce una circulacién en sentido antihorario en el hemisferio Norte. En el
Sur es sen A < 0, por lo que la circulacién de las borrascas sera en sentido
horario.

6.6. Sistemas de masa variable

6.6.1. Sistema puntual: ecuacion fundamental

En la mecanica clasica la masa de una particula, o de un conjunto dado
de particulas, es constante. Por tanto, un sistema mecanico que no pierda ni
gane particulas mantiene su masa invariable.

La variacién de masa en un sistema procede de la pérdida o ganancia de
particulas. Esto puede ocurrir cuando el sistema quede definido por ejemplo
por el criterio de las particulas contenidas dentro de un recinto determinado.
Como veremos en lo que sigue, la variacion de masa produce a su vez una
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variacion de la cantidad de movimiento del sistema, interpretable a partir de
una fuerza ficticia equivalente.

Consideramos en primer lugar un sistema asimilable a una particula (es
decir, un sistema del que sélo interesa estudiar el movimiento de su centro de
masa (). En un instante ¢, el sistema posee una velocidad v y una masa m.
Supondremos que la masa de este sistema varia, por efecto de la incorporacion
o pérdida de particulas, de forma que a lo largo de un intervalo infinitesimal
dt se incorpora la masa dm con velocidad u (en caso de pérdida de masa,
serd dm < 0). En un instante inmediatamente posterior, ¢ + dt, el sistema
tendra una masa m + dm y una velocidad v + dv. De forma esquemaética la
variacién de cantidad de movimiento se plantea como:

instante ¢ instante ¢t + dt
=
mv +dmu (m + dm)(v + dv)

dm . o :
O Figura 6.23: Variacion de masa en un sis-
u tema por incorporacion o pérdida de parti-
—_—
> culas.

La resultante de todas las fuerzas externas (resistencias pasivas, gravedad,
etc.) la representaremos por F. Expresando el balance de la cantidad de
movimiento en ese intervalo infinitesimal:

Fdt = (m +dm)(v + dv) — (mv + dmu)
= mdv + dm(v — u) + dmdv,

y despreciando infinitésimos de segundo orden, resulta:

dv dm

. def . . .
Definiendo: v,.;, = u — v, velocidad relativa de la masa que se pierde o

incorpora; ¢ dof dm/dt, tasa de incorporacién de masa (serd de pérdida si
dm/dt < 0), se obtiene la siguiente ecuaciéon fundamental:

dv
— = qu,q + F. 6.35
mdt qUel + ( )

En definitiva, la variacién de masa produce un término adicional a las
fuerzas, de valor quv,.. Por ejemplo, en el caso de movimiento segin un eje,
la pérdida de masa (¢ < 0) producird un empuje neto en direccién de la
marcha, siempre que la masa perdida salga despedida «hacia atrés» (es decir,
si (u — v) lleva sentido opuesto a v).
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6.6.2. Sistema con masa distribuida

Para el caso general de un sistema de varias particulas, {m;, i = 1,... N},
es preciso aplicar las ecuaciones generales de la dindmica de sistemas, junto
con la ecuacién fundamental (6.35) a cada parte del sistema asimilable a una
particula.

Cantidad de Movimiento

Suponiendo constante la velocidad relativa de la masa que se incorpora o
pierde, v, = u; — v;, y efectuando la suma para el conjunto de particulas,

Zml% = Z [%vrel +Fz:|

3 7

es decir

dM
dt
por lo que el efecto sobre el movimiento del centro de masa coincide con lo
visto para el caso de una particula (6.35).

Supongamos ahora un caso mas general en el que la velocidad relativa
de incorporaciéon de masa no sea necesariamente constante para todas las
particulas, pero si lo sean la velocidad absoluta de la masa incorporada o
perdida u, y la tasa especifica de incorporacién de masa (3, definida por

MCI,G = Vel + F, (636)

dﬁf 1 dmz
Entonces: d Y,
m;
Evi = B;mﬂ?i = Mo = EUG
dt KT at ¢ dt “

i
def . . .
Por lo que, llamando v,.; = u — v¢, se obtiene la misma expresién que antes
(6.36).
Momento Cinético

Para expresar el balance del momento cinético del sistema es necesario
considerar el momento de las fuerzas debidas a la variacion de masa:

—Hp = Xi:ri A\ |:W('vrel)i + Fz:|

dmi
- MO + Zri A E(vrel)i;
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no es posible simplificar méas esta ecuacién para establecer una expresion
analitica general. Por ello, en cada caso particular sera necesario tener en
cuenta el momento debido a cada uno de estos sumandos.

6.6.3. Aplicaciones
Propulsién a Chorro en el Vacio

Un cohete o nave espacial en el vacio no puede impulsarse mediante hélices
o turborreactor, ya que falta un medio en el que «apoyarse».

Figura 6.24: Propulsion a chorro por expulsion del com-
bustible quemado.

i
/
/

La propulsién se produce por la pérdida de la masa de combustible quema-
do, que sale expulsada con una velocidad menor que la del cohete propulsado
(u < v, siendo v positivo en la direccién de avance). Si el empuje se produce
de forma simétrica, la resultante estard alineada con la direccién axial:

F d
dv = —dt + mvrel
m m

Integrando entre el instante inicial (¢ = 0) y un instante genérico t:

'R tdm
V— vy = —dt + — Vel
o M o ™

Si v, = w (cte.), entonces:

t
mo
vV — vy = —dt —wln —
0 m m
Examinando esta expresion, se desprende que para optimizar la propulsion
sera conveniente:
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1. Que la relacién (mg/m) sea maxima, lo que se consigue minimizando
el peso muerto;

2. Disminuir las resistencias pasivas (incluidas en F);

3. Aumentar la velocidad relativa a los gases de salida, w.

Turborreactor

En un turborreactor se produce una tasa de admisiéon de aire q,, que es
expulsado una vez ha reaccionado con el combustible, cuya tasa es g..

Figura 6.25: Propulsion
Ga + 4 Qa en un turborreactor; el
v empugje neto proviene de
la admision de aire (q,)

y de la expulsion de
productos de combustion

<QC + Ch)'

Por lo general, ¢. < q,. En la direccion del eje, el empuje es:
= —\Yc a - a 0—
€= (¢ + ¢a) (U = 1) + ¢a(0 = v)
<O ’L)Tel<0

Se define el impulso especifico como el cociente entre el empuje y el peso
de gases expulsados por unidad de tiempo:

def € . Urel Ga v

]es_—_
P (et )9 9 Gt day

Si . < ¢q, entonces q,/(q. + q.) ~ 1. Asi,

1 U ([ Upel
[es N —\Upel — = - ( - 1) .
i g<U 1= V) g\

EJEMPLO 6.8: Sea un cohete de masa total M, incluyendo el combustible
eM (0 < e < 1)y carga util («payloads) myg. El gasto de combustible es
m = kM, que se ve expulsado por la tobera con velocidad relativa c. Calcular

la condicién para que se pueda efectuar el despegue, y la velocidad final una
vez consumido el combustible.

En un instante ¢, la masa es m(t) = M + my — kMt. Suponiendo la
gravedad constante g, y despreciando resistencias pasivas, resulta la ecuacion
dindmica:

dv (—c)(—kM)

AT ARy Supee— y (6.37)
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De esta ecuacién, observamos que el cohete ascenderd (dv/dt > 0) en el
instante inicial (¢ = 0) tan s6lo si keM > (M + my)g.

Integrando:
e (1 kMt
v—vg=—gt—cln|1l— ———
0 g M + mo

La velocidad final es, para t = €/k, una vez quemado todo el combustible:

(1 eM €
V= —cln - | — g
M+m0 gk

Si el cohete tuviese varias fases serfa necesario hacer la integracién de (6.37)
para cada tramo de tiempo por separado, tomando como condiciones iniciales
para una fase las finales de la fase anterior con la nueva masa.

EJEMPLO 6.9: Sea una gota de lluvia esférica cayendo a través de una nube.
Se admite que acumula masa con una tasa temporal proporcional a su seccién
transversal y a la velocidad de caida. Calcular la aceleracion.

Al ser la gota esférica, en funcién del radio r y de la densidad p, la seccion
transversal y la masa total valen:

3
9 A7r

La acumulacion de masa, segtin la condicion dada, es

dm

e kAv = k(mr?)v;

Aplicando la ecuacién fundamental (6.35) y teniendo en cuenta que la incor-
poracion de masa se realiza precisamente a la velocidad de caida v,



Capitulo 7

Dinamica Analitica

La dindmica analitica comprende una serie de métodos cuya caracteristi-
ca principal es el tratamiento puramente abstracto, analitico, de los sistemas
mecanicos. De esta forma, se separan al maximo las consideraciones fisicas y
geométricas necesarias para definir el movimiento, de las puramente matema-
ticas para plantear y solucionar las ecuaciones. Las primeras son necesarias
para formular las coordenadas, enlaces y magnitudes cinéticas de un siste-
ma dado; una vez realizada definicién de un sistema mediante la adecuada
seleccion de las magnitudes anteriores, los métodos de la mecanica analiti-
ca permiten obtener las ecuaciones de la dindmica (o las condiciones de la
estdtica en su caso) de forma casi automaética.

El iniciador de estas técnicas fue Joseph Louis Lagrange, a partir de la
publicacién de su obra Mécanique Analytique® en 1788. Lagrange introdujo
numerosos conceptos empleados hoy dia en la mecanica y en las matematicas:
formul6 las ecuaciones que llevan su nombre para la dindmica; coloco sobre
bases sélidas el calculo de variaciones; fue el inventor de las palabras derivada
y potencial; etc.

Otra figura clave en la mecanica analitica fue William Rowan Hamilton,
ya en el siglo XIX (1805-1865). En su obra buscé una gran generalidad,
desarrollando una teoria por la que el movimiento se puede reducir a la
«btusqueda y diferenciacién de una séla funciény (la integral de la accién 5).
El punto de vista de Hamilton resulté muy fértil, resultando bésico para otros
campos como la mecanica cudntica, desarrollada posteriormente en el siglo

XX.

7.1. Coordenadas Generalizadas

Un planteamiento basico de la mecénica analitica es la descripcién de los
sistemas mediante «coordenadas generalizadas».

IEn ella, Lagrange se vanagloriaba de que no habfa ninguna figura, como botén de
muestra de que los métodos propuestos estaban libres de casuistica geométrica o topoldgica.

7.1
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DEFINICION.- Se denominan coordenadas generalizadas a un conjunto
cualquiera de pardametros {¢;, i = 1,2,...,n}, que sirven para determinar de
manera univoca la configuracién del sistema.

Estos parametros en principio pueden ser cualesquiera, sin necesitar ser
homogéneos en cuanto a dimensiones. Por ejemplo, se pueden mezclar longi-
tudes, angulos, etc. Una idea clave, subyacente en la eleccién de coordenadas
generalizadas, es que éstas pueden englobar en su propia eleccién los enlaces
del sistema (todos o al menos una parte de ellos). De esta forma se consigue
una doble ventaja: por una parte, el nimero de parametros es menor que el
correspondiente directamente a las coordenadas de todas las particulas. Por
otra, el nimero de ecuaciones de enlace se ve igualmente reducido.

Un conjunto de coordenadas {¢;} se denomina «libre» cuando se pueden
variar de forma independiente entre si; es decir, si las variaciones de las
mismas, {d¢; }, se pueden escoger de forma arbitraria. Caso de que no sea asi,
serd porque existe alguna ligadura que relacione dichas coordenadas, bien de
tipo holénomo o no holénomo.

Cuando las coordenadas generalizadas no sean libres, se debera a que
subsisten condiciones de enlace formuladas de manera explicita. Estas se
traduciran en relaciones entre las ¢; (y también sus derivadas ¢; para enlaces
no holénomos). Debido a estas ligaduras el nimero de grados de libertad es
en realidad menor que n. Por el contrario, si las coordenadas son libres, su
nimero es precisamente el nimero de grados de libertad del sistema.

Por ejemplo, en el sistema plano rigido de la figura 7.1, al tener una
articulacién, basta con una tinica coordenada angular (n = 1; ¢; = 0). En esta
eleccion ya quedan englobados implicitamente los enlaces, tanto los internos
(ligaduras de sélido rigido) como los externos (articulacién). El sistema tiene
un grado de libertad.

Figura 7.1: El movimiento del solido arti-
culado de la figura queda descrito por una
unica coordenada generalizada, el dngu-
lo 6. De esta forma se engloban todos los
enlaces, tanto internos (ligaduras de soli-

do rigido) como externos (rdtula cilindri-
ca en O).

Supongamos ahora el caso general de un sistema con un nimero finito
de particulas (N), sujeto a m ligaduras holénomas y k anholénomas. Sera
posible su descripcion mediante un conjunto mas reducido de n = 3N —m
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parametros o coordenadas generalizadas. Esquematicamente:

{mi, T, 1= 1,,N}
+

m Enlaces holénomos
+

k Enlaces anholénomos

)

{m;, i=1,...,N}, {¢;, 7=1,...,n}.
+
k Enlaces anholénomos

Esta reduccién en el nimero de coordenadas se efectia gracias a la elimina-
cion de los m enlaces holénomos, que quedaran implicitos en la eleccién de
las coordenadas generalizadas. Por el contrario, los k enlaces anholonomos
no es posible eliminarlos, debiendo quedar planteados de forma expresa.

Un caso extremo de reduccion en el nimero de coordenadas es el del sélido
rigido. Considerado como un medio continuo, es infinitamente subdivisible,
teniendo por tanto un numero infinito de particulas y por tanto de coor-
denadas. Sin embargo, recordemos (apartado 6.1) que los enlaces internos
del sélido (distancia constante entre dos particulas cualesquiera) permiten
reducir el nimero de coordenadas generalizadas del sélido a 6.

En general, existiran unas relaciones entre los vectores de posicién de cada
particula y las coordenadas generalizadas del tipo:

ri=7ri(g,t) (i=1,...,N; j=1,...,n) (7.1)

A los vectores de posicién de cada particula {r;} los denominaremos, por
extension, «coordenadas vectorialesy. Esta claro que éstas son equivalentes
a definir las 3N coordenadas cartesianas correspondientes. Por otra parte,
éstas solo seran libres para un sistema sin ligadura ninguna; en cualquier
otro caso, no formaran un conjunto libre.

Podra existir dependencia del tiempo en la definicién de las coordenadas
generalizadas (7.1) cuando se hayan tomado sistemas de coordenadas méviles,
o bien cuando haya enlaces méviles.

A partir de las relaciones (7.1), las velocidades se obtienen derivando:

or; d 87“1
Z 2+ (7.2)
(’3q] dt
, ., . . , . de
llamandose por extension «velocidades generalizadasy a los términos T

qj-
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EJEMPLO 7.1: Un sistema estd formado por dos particulas A y B unidas por
una varilla rigida sin masa, de longitud /. Las particulas se mueven sobre un
plano horizontal liso, existiendo en A un cuchillo que obliga a que ese punto
se mueva segun la direccién de la varilla (figura 7.2).

Figura 7.2: Sistema de dos particulas A y B, uni-
das rigidamente, con cuchillo en el apoyo de A
que materializa un enlace anholénomo.

SOLUCION: Al estar en un plano, se precisan 4 coordenadas cartesianas para
definir la configuracién, {x 4, ya, g, yp}. Estas se hallan sujetas a 2 condicio-
nes de enlace. Primeramente, el enlace holonomo correspondiente a la varilla
rigida entre Ay B

(xp —2a)*+ (yp —ya)* = 1°.

Por otra parte, la condiciéon de apoyo mediante el cuchillo de cargas en A
resulta en imponer que la velocidad de este punto lleve la direccién de la
varilla, lo que constituye un enlace anholénomo:

—%a(ys —ya) + ya(xp —x4) =0.

El sistema posee por tanto 2 grados de libertad. Podrian escogerse coorde-
nadas generalizadas que eliminen el enlace holénomo (aunque no el anholé-
nomo). Tomaremos para ello las coordenadas del centro de masas (x,y) y el
angulo 6 formado con el eje x, un total de tres coordenadas. En funcién de
éstas, la velocidad de A se expresa como v = (& + %0 sen )i+ (y— é@ cosf)g,
y la normal a la varilla es n = —senf 2 + cosf 3. La condicion del enlace es
v, - n = 0, resultando

—&senf + ycosf — é@ = 0. (7.3)

De esta forma, el sistema queda definido por tres coordenadas generalizadas
sujetas a una ecuacién de enlace anohlénomo.
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7.2. Ecuaciones de Lagrange

7.2.1. El Principio de D’Alembert en Coordenadas Ge-
neralizadas

Sea un sistema sometido a enlaces lisos. El principio de D’Alembert (6.31)
expresa:

Z:(fZ —m;1;) - 0r; =0, V{or;} compatibles. (7.4)
i=1
En esta expresion f, incluyen sélo las fuerzas activas, excluyendo las reac-
ciones de los enlaces lisos.
Considerando una variacién «d» (es decir, infinitesimal y a tiempo cons-
tante) de las coordenadas en (7.1), se obtienen los desplazamientos virtuales:

ori = gr’aq], i=1,...,N. (7.5)

7=1

/r‘.
8_;&’ ya que ot = 0 para
un desplazamiento virtual. La variacion ¢ se realiza en un instante fijo de
tiempo, no a lo largo del movimiento. En esto difiere de los desplazamientos

infinitesimales reales a lo largo del movimiento, que serian

Notese que en esta expresién no existe término

ar, =5 e 4 Mgy
J

— 8(]]‘ / ot
Sustituyendo (7.5) en (7.4) y reorganizando el orden de las sumas i, j:

N N

Z Zf 87"2 me 5q]—0 V{d¢;} compatibles. (7.6)

Analicemos con mayor detalle cada uno de los dos términos dentro del
corchete en esta expresién. El primero define unos coeficientes escalares que
llamaremos «Fuerzas generalizadasy:

N

e 8'ri .
de:foi'a—qj j=1...,n (7.7)
i=1

Es inmediato comprobar que (); son precisamente los coeficientes de dg; en
la expresion del trabajo virtual dW:

N n N
LWL S L TS 91 p oSN PR
i=1 j=1 \i=1 J
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El segundo término de (7.6) se puede expresar como:

d (& or; Y d ((’37"2-)
Z 0q; Tt (z; Oqj> ; dt \ J¢; (7.9)

J

Para lo que sigue, debemos precisar que consideraremos la dependencia fun-
cional de todas las magnitudes cinéticas sobre el conjunto de variables in-
dependientes (g;, ¢;,t). Esta aclaracién precisa el significado de las derivadas
parciales. Asi, 9/0q¢;(+) indicara la derivada parcial respecto de la coordenada
¢;, manteniéndose constantes el resto de coordenadas g (k # j) asi como las
velocidades ¢; y el tiempo ¢.

Para continuar el desarrollo de la expresién (7.9), establezcamos antes dos
igualdades que serd necesario emplear:

1. 81.2 = 6ri. En efecto, desarrollando el primer término,
8qj 8qj
T
or; 0 " or; or; or; or;
S TR B T
0q; 04, Oqx ot p Oqx. 0q;
0
or; or, L
2. — ( r ) _ . En efecto, desarrollando ambos términos por sepa-
1 8qj 8qj
rado:

i % . i 827'1' . I 827"2‘ .

dt \9g;) ~ & 0,00, " " dg,00°

or; 87“2, 87“, L 0*r,
= = 5 et ma

dq;  q; [Z ] 2 0q.dq; " 9tdq;

siendo ambas expresiones iguales, por la igualdad de las derivadas cru-
zadas. U

Empleando estos dos resultados y la definicién de energia cinética, T o
N 2
S tmyr?, la ecuacién (7.9) resulta:

=1 2
or;
Zmz'r‘z q]' dt <Z mzrz _> Zmz'rz a_q]

oT oT
=—(=)-= 1
dt (3%) aqj’ (7 0>
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Finalmente, empleando (7.7) y (7.10), el principio de D’Alembert (7.4) queda
expresado en coordenadas generalizadas como:

" [d /oT oT
— = | —=——-Q;| dq; =0, V{dg;} compatibles 7.11

Esta expresion, al tratarse del principio de D’alembert, puede ser considerada
por tanto como ecuacion fundamental de la dindmica.

Conviene notar que en (7.11) no se emplean fuerzas fisicas en ningun
término. Tan s6lo entran los coeficientes @), fuerzas generalizadas, calculadas
directamente a partir de la expresién (7.7) o como coeficientes del trabajo
virtual W (7.8) segin se ha dicho. Al igual que en el principio de D’Alembert,
en la definicion de @); tampoco intervienen las fuerzas de reaccién de los
enlaces lisos, que no realizan trabajo virtual.

7.2.2. Forma basica de las Ecuaciones de Lagrange

La expresién (7.11) es completamente general por lo que se puede aplicar
a cualquier sistema, tanto con enlaces holénomos como no holénomos. En el
caso en que todos los enlaces sean holonomos, sera posible siempre establecer
un conjunto de coordenadas libres {g;}, en el que las variaciones {dg;} se
puedan escoger de manera arbitraria, manteniendo la compatibilidad con
los enlaces. En este caso, (7.11) equivale a enunciar que cada uno de los
coeficientes de las {dg;} en ha de anularse:

d /01 01
dt (8%‘) 0q; 7 U 7 ) (7.12)

Estas expresiones son las llamadas ecuaciones de Lagrange, en su forma ba-
sica.

OBSERVACIONES.-

» En (7.12) existe una ecuacién por cada grado de libertad, por lo que la
eleccién de coordenadas generalizadas libres conduce directamente al
minimo nimero de ecuaciones dinamicas.

» Se trata de ecuaciones diferenciales de segundo orden (al existir deri-
vadas temporales de los términos 07/9q;, que dependen, a su vez, de

q5)-

» De las ecuaciones (7.12) han quedado eliminadas todas las reacciones de
enlace que no realizan trabajo virtual, correspondientes a los enlaces
lisos. Esto contrasta con las ecuaciones procedentes de los teoremas

Newtonianos en las que, en principio, deben considerarse también estas
reacciones.
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» Una vez evaluadas las expresiones de T" y de (), las ecuaciones de La-
grange se pueden obtener de forma automatica sin méas que aplicar las
reglas analiticas de derivacién correspondientes a (7.12). Es posible in-
cluso automatizar su obtencién mediante una programacién adecuada
de sistemas de matematica simbdlica, como MAPLE, MATHEMATI-
CA, MACSYMA, etc.

d (0T
» Fl significado fisico del término T ((9_) en (7.12) es el de las fuerzas
qj

de inercia. Para comprobarlo, tomemos como coordenadas las propias
coordenadas vectoriales r;:

d (0T dlo (&1, d. )
& (3_7“]) ~q 6_73 Z ST || = (my7;) = my;.
i=1

» Por ultimo, los términos 01/0q; pueden interpretarse como fuerzas
ficticias procedentes de la eleccién de coordenadas generalizadas {g;}.
En caso de que éstas sean simplemente las componentes cartesianas de
los vectores {7;}, desaparecerian. Estas fuerzas se afiaden a las fuerzas
generalizadas @); en la direccién de g;.

7.2.3. Caso en que las fuerzas provienen de un poten-
cial. Funcién Lagrangiana

Si las fuerzas aplicadas proceden de un potencial V,

fi:_gradivz_a_va

873
las fuerzas generalizadas tendréan entonces la expresion:

N N
def or; oV  Or; oV
@ f—— = — - = ——. 7.13
QJ Z f 8qj 87“i 8q] 8qJ ( )

i=1 =1

En lo que sigue, admitimos la hipdtesis de que el potencial V' depende de las
coordenadas y posiblemente del tiempo?, pero no de las velocidades?®:

V =V(g,t) =V(r,t).

2Ya se ha comentado (apartado 2.1.3) que si el potencial no es constante (es decir,
OV (r;,t)/0t # 0), las fuerzas no son conservativas a pesar de provenir de un potencial.

3En caso de existir fuerzas de tipo electromagnético, esta suposicién no es valida, ya
que las fuerzas dependen de la velocidad con la que se mueven las particulas con carga.
Es posible definir un potencial generalizado dependiente de la velocidad para este caso,
y establecer las ecuaciones de Lagrange correspondientes, aunque que no trataremos aqui
este aspecto para no complicar el desarrollo.
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Sustituyendo (7.13) y agrupando términos, las ecuaciones de Lagrange (7.12)
se pueden escribir como:

d (0T\ T —-V) |
i () A A —1,....n).
(3%) dq; G )

Se define la funcion Lagrangiana como:
. def .

al no depender V de las velocidades, se verifica 07'/0¢; = OL/0¢;. De esta
forma, las ecuaciones quedan finalmente:

d /0L oL
— —_— —_:0, .:17...,77,. 714
t (5%) dq; U ) (1)

Estas expresiones constituyen las ecuaciones de Lagrange en su forma estan-
dar, aplicables para sistemas en que las fuerzas provienen de un potencial.

Es necesario comprender la importancia de la funcién Lagrangiana L en
la caracterizacién dindmica de un sistema: basta con conocer su expresion,
L(gj,q;,t), para poder determinar a partir de ella las ecuaciones dindmicas
(7.14); toda la informacién dindmica del sistema esta por tanto contenida en
la estructura de L(g;, 4;,1).

Unicidad de la funcién Lagrangiana

La eleccion de una funcién Lagrangiana para representar un sistema no
es Unica. Para comprender esto basta considerar un potencial distinto, que
difiera en una constante aditiva (V' = V + cte.), lo que, como sabemos, es
equivalente por completo. Por tanto, dos Lagrangianas que difieran en una
constante también son equivalentes. Este resultado se puede generalizar, ya
que es posible comprobar que dos Lagrangianas que difieran entre si en una
derivada total de alguna funciéon que dependa exclusivamente de coordenadas
y tiempo, son equivalentes?.

En efecto, sean L y L’ tales que

d
(g5, d5,t) < L(g;, g;,) + &F(ijt% (7.15)

siendo F'(g¢;,t) una funcién cualquiera de g; y t pero no de las velocidades ;.
Por la definicién funcional de F', desarrollando la derivada temporal:

L' — Z Qk: +

y las contribuciones de este término en las ecuaciones de Lagrange son:

4Las transformaciones que ocasionan una variacién de L de este tipo se denominan
«transformaciones de gaugey, término proveniente del inglés, aunque la traduccién directa
en castellano «transformaciones de galga» no parece tampoco muy atractiva.
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o ()] - ] - X o300

. — | — = — | — q +
dt |84, \ dt dt [0g;] — <= 0g;0q; " " dg;0t
i{ﬁ}_ —~ O°F .+82F
dg; | di — 3%5%% dtdg;

Como se ve, al restar ambos términos en (7.14) se anulan entre si, y el re-
sultado neto, de emplear L', son las mismas ecuaciones dindmicas que para

L.

Caso de fuerzas no conservativas

En los casos en que existan algunas fuerzas que procedan de un potencial
(QF ' _9V/dg;) v otras que no (QY):

ov
szQ]-VJerV:—a—quij,
J

es posible definir una Lagrangiana parcial L = T — V', resultando entonces

las ecuaciones:
d /0L oL N )
— == - =—=0: =1,...

donde sélo aparecen expresamente las fuerzas no conservativas Qév .

Transformaciones admisibles de coordenadas

Supongamos un cambio de coordenadas definido mediante una funcién
biunfvoca G : {¢;} — {d;}, suave’. Llamaremos a su inversa g = G~
Entonces,

¢ = Gi(gj,t); ¢ = 9:(q5,) 1,j=1....n

dq;
= 0.
‘ 9q; 7

Para simplificar las expresiones en lo que sigue, definimos la derivada varia-
cional de L respecto a g; como

oL oL d /0L
oL 0L d (0L 7.16
ogj  Og; dt (aqj) (716)

En funcién de ella, las ecuaciones de Lagrange (7.14) quedan expresadas
simplemente como

5L
(qu'

Ses decir, con derivadas continuas hasta el orden que sea preciso

0 7=1,...,n.
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Estas ecuaciones son equivalentes a 5L/ 0qr = 0, siendo L="Lo g, es decir
L(q], q], t) = L((gj,q;,t), es la Lagrangiana expresada en las nuevas coorde-
nadas.

Demostracion. Desarrollando los términos de 5ﬁ/ 0q,

oL Z {8L doq, OL 8ql} .

Gy —1 0q Ogi, a% Oy

daL_ - 6L8ql)_ d(@Laq,)
dt g, Zdt (8Qz oG4 Z G Oqi

L2
dt \0q; ) 04r ~ Oqi Ogy

Restando ambas resulta

L ~[oL d oq oL Oq
oGy Zl [3% (anﬂ 0 Z 0qu 0k’

l

%

y al ser # 0, queda demostrada la equivalencia. l

7.2.4. Desarrollo explicito de las ecuaciones del movi-
miento

Energia cinética y momentos generalizados

La energia cinética es una funcién cuadratica de las velocidades. Esta
propiedad se conserva al expresarla en coordenadas generalizadas. En efecto,
desarrollando la expresion,

N N n 2
1 1 or; or;
T:Z—mﬁ?:Z—mi< _ZQj+_z>
— 2 — 2 = 0q; ot (7.17)
=Ty + T, + T,

siendo 75, T1 y Tp términos homogéneos en las ¢; de tipo cuadrético, lineal e
independiente respectivamente. Sus expresiones son

n N
1. . def or; Or;
Ty = — d = i— - 7.18
h kzl::l 5 @kdrd; siendo  a ;m 90, Oa (7.18)
~ N or; Or;
T, = Z i, siendo a; % Z mza—q; - 8tz (7.19)

=1

k=1
N 2
1 (37'1-
To=) S ( i ) (7.20)
=1
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En el caso en que no exista dependencia explicita del tiempo en la de-
finicién de las coordenadas generalizadas (Or;/0t = 0), la expresién de la
energia cinética serd cuadratica homogénea en las ¢;:

~ 1
T=T=>) SRCLCE (7.21)
k=1
Esto sucedera si no se emplean sistemas de coordenadas moviles ni hay en-
laces reénomos (es decir, dependientes del tiempo).
Por otra parte, los momentos generalizados se definen como

det OL
pj aq]

admitiendo que el potencial no depende de las velocidades, a partir de las
expresiones (7.17,7.18,7.19, 7.20),

U=1....n); (7.22)

p; = ke + a; 7.23
Jj 8q] ; jk4k J ( )

Forma general de las ecuaciones

En funcién de los momentos generalizados, las ecuaciones de Lagrange
(7.14) pueden reescribirse como

pi— 5 =0 (j=1,...,n) (7.24)

Derivando (7.23) se obtiene

Z @jkGr ~+ Z _QZQk + Z 81& Z 8%

l,k=1

por otra parte, teniendo en cuenta las expresiones (7.17), (7.18) y (7.19),

OL = 10ay . . da T, oV
o= Z __MQkQZ Z qu — - .
dq; 5= 2 04 9q; gy Oq;
Teniendo en cuenta la igualdad siguiente,
Jajy . . "\ 1 [ Oayy, Oaji\ .
Z a4 QGk = Z 5 ( o0 + o= D0 9k

jh=1 Cdl Lk=1

resulta

8ajk 8a]l 86Lkl .. ~ (‘)aj 8ak .
Z%k% + Z ( 9 dq; > qrqr + Z <aqk ag; qk

lk;l Ik

& Oa]k Oa; 0Ty OV
+}; ot dq, ' 0q,
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Esta expresién se puede simplificar introduciendo los coeficientes

d;f 1 8ajk 8ajl 6akl

ki, f] 4 2 4 2at : 7.26
% 5 (G + Gt - S (7.20

que denominaremos «simbolos de Christoffel de primera especie»®, aplicados
a la forma cuadratica que define T5. Por otra parte, podemos definir unos
coeficientes hemisimétricos

def 8aj aak .
YVik Vkj 8Qk aqj (]7 ) ) n)> ( )

que daradn lugar a fuerzas giroscopicas como veremos mas adelante. De esta
forma, las ecuaciones (7.28) pueden escribirse como

- o - “~day, . Oa; OTy OV
Za]qu+ Z[ ,J]QkQZﬂLZ%kaﬂLZ ot qr + ot~ g, +8qj
k=1 Lk=1 k=1 k=1
(7.28)
Teniendo en cuenta que la matriz de coeficientes [a;;] no puede ser singu-

lar, al ser la energia cinética definida positiva, podrian eliminarse las acele-
raciones de las ecuaciones (7.28), quedando

g; = fi(a,4q,1t) (j=1,...,n). (7.29)

(Hemos empleado los simbolos q, q para denotar a los conjuntos de coorde-
nadas o velocidades generalizadas respectivamente).

7.2.5. Integrales Primeras
Coordenadas ciclicas

Partiendo de las ecuaciones de Lagrange expresadas en la forma (7.24), si
la funcién Lagrangiana L no depende explicitamente de una coordenada q; —
es decir, 0L/0q; = 0—, se verifica la conservacién del momento generalizado
correspondiente:

oL
si—=0 = p,; =cte. 7.30
aqj J ( )

Se dice entonces que g; es una ¢coordenada ciclicay o ignorable. Las ex-
presiones (7.30) constituyen integrales primeras del movimiento, ya que son
ecuaciones en las que intervienen sélo derivadas primeras de las coordenadas.

Se puede interpretar el significado de las coordenadas ciclicas consideran-
do que, si una coordenada g; es ciclica, se puede sustituir (g;) por (¢; + C),

6Esta definicién es la misma que se realiza en geometria diferencial de superficies, en
la que para una superficie definida mediante coordenadas curvilineas 7(g;) se emplean
los términos ap; = (0r/0qx) - (0r/dq), correspondiendo a los coeficientes de la métrica
asociada, que es una forma cuadratica.
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siendo C' una constante, y las ecuaciones no varian. Esto se debe a que L
no depende de g;, y por otra parte ¢; es invariante ante ese cambio. Por el
contrario, hacemos notar que el hecho de que una coordenada sea ciclica no
quiere decir que su valor sea constante, ni tampoco la velocidad generalizada
correspondiente.

Sin embargo, para una coordenada ciclica g;, serd posible eliminar de las
ecuaciones la velocidad correspondiente ¢;, empleando la integral primera
(7.30). Si el sistema tiene n grados de libertad, de los que k corresponden a
coordenadas ciclicas, se podran eliminar éstas y quedar descrito el movimien-
to mediante dos conjuntos desacoplados de ecuaciones: k ecuaciones (7.30)
para las coordenadas ciclicas, y (n—k) ecuaciones (7.14) para las demds coor-
denadas. El problema se ve considerablemente simplificado, procediéndose en
primer lugar a resolver estas tultimas (n — k) ecuaciones; una vez resueltas,
se obtiene el valor de las k coordenadas ciclicas. Mas adelante veremos un
método general de proceder a esta reduccién, el método de Routh (apartado
12.7).

Es posible extender el concepto de coordenada ciclica para el caso en
que las fuerzas no procedan de un potencial. Para ello se define el momento
generalizado en direcciéon j como

def oT

La condicién de coordenada ciclica serd entonces:

O 0yQ;,=0 = t
aqj J J

Integral de Jacobi o de la Energia

En ocasiones es posible obtener una integral primera cuyo significado esta
relacionado con la energia total del sistema a partir de la funcién Lagrangiana.
Para ello, observamos que la derivada total de L respecto del tiempo es

d . "\ 0L . " 0L . OL
EL(Qj’qj’t>: __Qj‘f‘Z? P+ —.
j=1

=1

d
Sustituyendo a partir de (7.14), 0L/dq; = &(8L/8q'j), y operando:

S ST LTS LY ol M
dt — dt \og; ) ™ — 9¢; 7 ot dt — aq; " ot

Agrupando los términos con derivadas totales, se deduce

d [” an L] oL
d 9% 1| =-2%
dt = 8qj ot
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de donde se obtiene la expresién de la llamada «integral de Jacobi:»

oL j, def
si — =0, = cte 7.31

OBSERVACIONES.-

» En el caso en que Or;/0t = 0, segin vimos, la energia cinética es
una expresién cuadratica homogénea en ¢;. Entonces, a partir de (7.17,
7.18):

OL <~ .
T=T, = =Y ajdx
04 =
y por tanto

OL
h—zaqjq]—[,_m (Ty—V)=To+V =T+YV,

por lo que h (7.31) coincide en este caso con la energia total, T+ V.

» Pudiera darse el caso de que Or;/0t = 0y, por tanto, T+ V = h =
pjq; — L, pero que esta expresiéon no se mantenga constante por ser
OL/0t # 0. Esto ultimo ocurrird si 0V (g;,t)/0t # 0, siendo en este
caso el sistema no conservativo desde el punto de vista fisico aunque
las fuerzas procedan de un potencial.

= Por otra parte, en los casos en que existan sistemas de coordenadas
moviles se verificard, como se ha dicho, dr;/0t # 0 y por tanto h =
pj¢; — L # T + V. Sin embargo, puede que exista la integral de Jacobi
(si OL/Ot = 0), aunque su significado fisico no serd en este caso la
conservaciéon de la energia. Un ejemplo tipico de esta situacién es el de
una referencia movil pero inercial, con velocidad de traslacién constante
y rectilinea (cf. ejemplo 7.4)

Conservacién de la energia.- Otra manera —mas directa— de obtener
una integral de la energia es observando que, si las fuerzas son todas con-
servativas, la energia se mantiene constante (6.16). En este caso, basta con
expresar dicha ecuacion en funcion de las coordenadas generalizadas para ob-
tener, en el marco de la dinamica analitica, la integral primera de la energia,
equivalente a (7.31). Recordemos que para que las fuerzas sean conservati-
vas, ademas de provenir de un potencial, éste debe ser constante. En funcion
de las coordenadas generalizadas, esta condiciéon se impone de la siguiente
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forma:
ot
si 3V tal que Q; = —%Z;’), siendo af)_‘t/ =0y %ri(qj,t) =0
U
E=T+V = cte.

Hacemos notar que, en la expresion anterior, para establecer la constancia
del potencial V', ha sido necesario afiadir la condicién (9r;/0t)(g;,t) = O,
es decir, que no existan sistemas de coordenadas moviles. Otra manera mas
compacta de expresar la constancia de V' serfa en funcién de las coordenadas
vectoriales, mediante la condicién OV (r;,t) /0t = 0.

Por el contrario, en el caso en que el potencial V' no sea constante, apli-
cando el principio de la energia cinética (6.15),

oV (r;,t) B oV (ri,t)
dT = ]; o cdry = —dV o
por lo que
AT +V) = avg:, Dat 20,

es decir, no se conserva la energia 7'+ V. Hacemos la observacién de que
en la expresion anterior se emplea la derivada parcial respecto del tiempo en
relacién con las coordenadas vectoriales (absolutas), que es en general distinta
de la derivada cuando se consideran coordenadas generalizadas (posiblemente
relativas o méviles):
aV(ri, t)
ot

aV(qj, t)
ot

4

7.2.6. Teorema de Noether

Sea un sistema auténomo’, con Lagrangiana L(g;,q;). Suponemos que

existe una familia de transformaciones g; — h*(g;), funcién de un parametro
continuo s € R, de forma que L es invariante frente a ellas, y provienen de
forma continua de la identidad h*=°(q;) = ¢;. Existe entonces una integral
del movimiento,

(7.32)

s=0

Demostracidn. Sea g;(t) la solucién del movimiento. Por la hipdtesis hecha,
¢;(s,t) = h*(¢;(t)). Derivando:

d "~ [0L d oL d
0= —L(qi(s,t),q:(s,t)) = _— t ——q t
T 05.0) = 3 | Gt + g (s,
Tes decir, aislado, lo que implica OL/dt = 0
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Por las ecuaciones de Lagrange, 0L/0q, = (d/dt)(OL/0qx);

d —~[d oL d oL d
0=+L= > [Ea—%g%(sﬁ + a_quq’“(&t) :

k=1
d |~ 9L d d
- — = = Al = =T1(q: g
dt L:1 D s > )] a0 )
luego 1(g;, ¢;) es una constante del movimiento. ]

EJEMPLO 7.2: Sea un sistema invariante frente a movimientos de traslacion
segiin una direccién determinada e. La componente de la cantidad de movi-
miento segin esa direccion es una constante del movimiento.

SOLUCION: En efecto, elijamos —sin pérdida de generalidad— el eje = segin
la, direccién dada (es decir, tomamos ¢ = e). Podemos definir una transfor-
macion que cumple los requisitos del teorema de Noether mediante

h*:ri—r.+si, i=1,...,N
N N
0 i—1 i=1

EJEMPLO 7.3: Sea un sistema invariante frente a rotaciones alrededor de un
determinado eje (O, e). La componente del momento cinético segin ese eje
es una constante del movimiento.

d
— W (.
dS (T’L>

sS=

SOLUCION: En efecto, elijamos —sin pérdida de generalidad— el eje Oz
segin la direccion indicada (es decir, tomamos k = e). La transformacion es

r; = (%,yi, Zz) — "‘2 = (wi,yZ,ZZ)

T, = x; cos s + y; sen s

Y. = —x;sen s + y; cos S

Z,g = Z;
d d
—h? T; = —7T, = Z',—SBZ',O :'I"l/\k
i) e (y )

N N
I=> mgi-(rink)=> (miiAr;)-k=—Ho-k=—H, O

=1 i=1

7.2.7. Sistemas naturales

Llamaremos sistema natural a un sistema descrito por las ecuaciones de
Lagrange en su forma estandar (7.14), en el que exista la integral de Jacobi
como constante del movimiento (0L/dt = 0) y la energia cinética sea funcién
cuadratica homogénea de las velocidades generalizadas (T = T).
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Como se ha comentado antes (apartado 7.2.5), en este caso la integral de
Jacobi resulta tener un significado fisico claro, la energia total del sistema,

h=T+V.

Al conservarse h se mantiene igualmente constante la energia, resultando
conservativo desde el punto de vista fisico.

Teniendo en cuenta que en un sistema natural los coeficientes en las ecua-
ciones (7.19, 7.18) cumplen a; = 0 y da;;/0t = 0, las ecuaciones del movi-
miento tienen una expresion considerablemente mas sencilla que en el caso
general (7.28), resultando

n

3y & .. 0V .
Zaijk + Z [kl,y]chn + E =0 (] =1... 7n)' (7-33>
k=1 k=1

En esta expresion se observa que las velocidades generalizadas ¢; intervienen
Unicamente en términos cuadraticos.

Podemos observar que un sistema holénomo con integral de Jacobi, en el
que fuese 77 = 0 pero Ty # 0, tiene ecuaciones del movimiento muy similares
a (7.33), ya que T puede considerarse agrupado con la energia potencial V',

V/:V—T[),

de forma que la energia cinética restante es una expresién cuadratica homo-
génea en las ¢;, al igual que en un sistema natural.

EJEMPLO 7.4: Sea un sistema masa/muelle, capaz de moverse en una direc-
cion, unido en su base a un punto que se tiene un movimiento impuesto con
velocidad uniforme vy. Sea [y la longitud natural del muelle, k su constante,
y x la elongacién respecto de la natural. Discutir la existencia de una integral
primera de la energia.

l . .
0t 2 Figura 7.3: Sistema formado por una masa m y

un muelle de constante k y longitud natural [y,
J\/\/\/\/W m capaz de moverse en direccion x, cuya base tiene
v i un movimiento impuesto de velocidad constante
— Vo-

SOLUCION: La energfa cinética es

1
T= §m(?)0 + x)2
por lo que sus componentes homogéneas son
1 .9 . 1 2
T = §mw o Ty =mugx; Ty = émvo.
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La energia potencial es
1
V = Zka?
2
Se comprueba inmediatamente que 0L/0t = 0, por lo que existe la integral
de Jacobi, que vale

1 1 1
h=T,-Ty+V = imx'z - §mvg+§k:x2.

En este ejemplo, Ty es constante, por lo que la conservacién de h conduce
también a la conservacién de To+V, aunque ambas constantes tengan distinto
valor.

Otro procedimiento para analizar este ejemplo seria, considerando que
el sistema de referencia mdévil con la base es inercial, realizar los calculos
relativos a él:

1

T = —mi?;
2m:c ;
1

V= 5[6’932

En este caso obtendriamos un sistema natural, en el que se conserva la energia
total 7" 4+ V'. Observamos que ésta coincide con Ty + V' relativa al sistema
fijo inicial, que ya habiamos visto se conservaba.

7.2.8. Sistemas Giroscopicos

En el desarrollo explicito de las ecuaciones de Lagrange para un sistema
holénomo dado anteriormente (7.28),

.« qe N~ . =0, Oa; 0Ty, OV
> apds+ Y kL kg + Y vikde + Y e+ o — 5+ 5 =0,
k=1 k=1 k=1 k=1 ot ot dq; ~ 0g;
(7.34)
los términos v;iqx se denominan términos giroscopicos, dando lugar si apare-

cen a un sistema giroscopico. Se trata de coeficientes hemisimétricos, dados

por (7.27),

def 8aj aak .
. — — L = — - — ], k = 17 “ .. ,/n/ 9
T Gy gy |

donde a; son los coeficientes definidos en (7.19),

N

c%i a’l"i
Qp = E m .
=1

‘0, Ot

Por tanto, para que los a; no sean nulos, al menos una de las ecuaciones de
la relacién de coordenadas r; = r;(g;,t) debe ser funcién explicita tanto de
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¢; como de t. Ademds, para que existan términos giroscopicos v;;, algunos de
los coeficientes a; deben ser funciones explicitas de las coordenadas ¢;, como
ocurre cuando hay un enlace movil.

Una caracteristica importante de los sistemas giroscépicos es el acopla-
miento del movimiento entre dos o mas coordenadas. En efecto, la fuerza
giroscopica asociada en la ecuacién (7.34) es

Q¥ == Yind. (7.35)
k=1
Al ser v;; = 0 (5 no sumado), la fuerza Q?ir puede deberse a todos los

componentes de las velocidades generalizadas excepto a ¢;, lo que produce
necesariamente un acoplamiento.
Por otra parte, el trabajo realizado por estas fuerzas es

n

deZT ir . - ..
Q%G ==Y vikdide =0, (7.36)
=1

.
7,k=1
al ser 7;;, hemisimétricos. Es decir, cualquiera que sea el movimiento, las fuer-
zas giroscopicas no realizan trabajo. En esto difieren de las fuerzas disipativas
viscosas que pueden aparecer también en las ecuaciones del movimiento, que
serfan también términos proporcionales a ¢;, pero que por su propia natura-
leza desarrollan un trabajo neto necesariamente negativo.

Las fuerzas giroscépicas aparecen en sistemas fisicos que contengan algu-

na referencia moévil de tipo rotatoria para la definicién de coordenadas. Estas
fuerzas pueden servir para estabilizar el movimiento de ciertos sistemas alre-
dedor de trayectorias dindmicas estacionarias, como es el caso de la peonza
simétrica para su movimiento de precesion uniforme o la brijula giroscopica
(capitulo 9).
EjEMpPLO 7.5: Un disco circular de radio a, situado en un plano horizon-
tal, tiene un movimiento de rotacion impuesto alrededor de su centro con
velocidad constante w. En su perimetro esta anclado un muelle, de longitud
natural ry, que en su otro extremo tiene una masa m. Obtener las ecuaciones
del movimiento e identificar los términos giroscopicos.

SOLUCION: Para calcular la energia cinética debemos expresar antes la velo-
cidad del punto P, lo que puede hacerse a través del movimiento relativo al
disco,
Vp = V4 + VUpja
= [—awsen(wt) — r(w + @) sen(wt + @) + 7 cos(wt + )] ©
+ [aw cos(wt) + r(w + ) cos(wt + ) + 7 sen(wt + ¢)] J

La expresion de la Lagrangiana es

k
L= % [a*w® + 17 (w + ¢)* + 7 + 2arw(w + @) cos @ + 2awr sen | —5(1“—7“0)2.
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Figura 7.4: Disco que gira con velocidad
constante w, con un resorte fijado en su
perimetro, al cual estd sujeta a su vez
una particula de masa m.

Las ecuaciones de Lagrange resultan

mit — mr? — 2mrwy — mrw® — maw? cos ¢ + k(r —rg) =0

mr?@ + 2mrip + 2mrwr + marw?® sen p = 0

En la primera ecuacién —respecto a r— el término giroscopico es —2mrwp,
y en la segunda ecuacion —respecto a p— el término correspondiente es
+2mrwr. La matriz de coeficientes hemisimétricos es por tanto

o] = 0 —2mrw
Yl =\ omrw 0 ’

Estos términos son los que corresponden al desarrollo de la energia cinética,
T =T, + T+ Tp;
T, = %m(r2gb2 + %),
Ty = m(r’wg + arwg cos o + awr sen @),

1
Ty = —mw?(a® 4+ 1 + 2ar cos @),

2
de donde se deduce
ap = —— = Mawrseny, a, = —— = Mr-w + marw cos g;
or Op
da, O
= a . ﬂ = —2mrw, Yor = —Vro = 2mrw [

e = 90 T or

7.3. Potencial dependiente de la velocidad

En las ecuaciones de Lagrange (7.14) y en la discusién posterior se admitid
como base de partida que el potencial V' no dependia de las velocidades. Sin



7.22 Capitulo 7. DINAMICA ANALITICA

embargo, esta restricciéon no es siempre necesaria, pudiendo existir casos en
que se defina un potencial dependiente de las velocidades y se mantenga la
forma estandar de las ecuaciones de Lagrange.

Recordemos la forma basica de las ecuaciones de Lagrange (7.12),

d (0T or |
E(a_qj)_a_%_ggj, G=1,....n). (7.37)

Supongamos ahora que las fuerzas generalizadas (), provienen de un potencial
dependiente de la velocidad U(g;, 4;,t), de acuerdo con

d /oU oU
Q:i=—|—)—— =1.... . .
J dt (8%) (9qj’ (j ’ ’n) (7 38)

Comprobamos inmediatamente que, llamando L =T — U,
d (0L oL
—|=—=]—-=—=0 =1,...,n). 7.39
3 (50) - g =0 =t (7.39

Aplicacion: fuerzas electromagnéticas

Como ejemplo basico de potencial dependiente de la velocidad conside-
raremos las fuerzas electromagnéticas actuando sobre una particula cargada.
Si la carga eléctrica es e y la velocidad v, estas fuerzas son

F=¢(E+vAB), (7.40)

donde E es la intensidad del campo elecrico y B el vector de induccion
magnética. Estos se obtienen respectivamente de un potencial escalar ¢ y de
un potencial vector A de acuerdo con

0A 0A

B=r10tA=VAA, (7.42)

donde tanto ¢ como A son en general funciones del tiempo. En funciéon de
éstos, la fuerza vale

F:e(—ngﬁ—%—kv/\(V/\A)). (7.43)

Veamos como puede obtenerse esta fuerza de un potencial U, dependien-
te de la velocidad. Sea (z,y,z) la posicién de la particula en coordenadas
cartesianas. De entrada el término —eV ¢ corresponde a la energia potencial
ordinaria V.

Las componentes cartesianas del término v A (V A A) son

- 0An,
[v A (VANA), = Z Gijkﬁlmkvja—xl; (7.44)

k,l,m=1
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consideremos —por ejemplo— la componente z (indice de coordenada 1):

(04, 04, 0A, A,
PUA(VAA)]”E_%(EM Y ) T < 9z 8x)
0A, 0A, 0A, 0A, 0A, 0A,

e T

T U o T VA T U2
“or | "or  Car ¥ oy Y7oz

donde se ha anadido y restado v,(0A,/0x) en el ultimo término. A su vez,
A es funcién de coordenadas y tiempo, por lo que

EA _0Ax.+8Ax.+6Az,+8Ax
= or 8yy 9.~ ot
(7.45)
_d ﬂ( A)
“atlos Y
Resulta por tanto
0 dA, O0A,
A (VANA), = a(v -A) — 5 T 5 (7.46)

Generalizando para una componente genérica z;, la fuerza electromagnética
es por tanto

0p 0 dA;
F,=e|— -A) — 4
y considerando asimismo (7.45) generalizada segiin una direccién z;, se ob-
tiene 96 3 1/ 8
F=e|— cA)— — A . 4
Tomando ahora
U=e(p—v-A) (7.49)
se obtiene finalmente 4 /oU ou
F,=— — , 7.5
de acuerdo con (7.38). Resulta por tanto una funcién Lagrangiana de la forma
1
L:T—UzimUQ—e(gb—v-A). (7.51)

Esta forma de la Lagrangiana permite observar que el momento de una
particula cargada en un campo electromagnético es

oL
p=5 =M +eA. (7.52)

Este resultado llama la atencién, ya que indica que una parte del momen-
to estd asociado al propio campo electromagnético. En el caso en que una
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coordenada x; sea ciclica (es decir, OL/0x; = 0), es la componente corres-
pondiente de este momento generalizado, en lugar del momento mecanico
—cantidad de movimiento—, la que se conserva.

La representacién de las fuerzas electromagnéticas debidas a la induccion
magnética, ev A (V A A), es similar a las fuerzas giroscépicas descritas an-
teriormente (apartado 7.2.8). En efecto, la expresién (7.44) se puede escribir
como

[v A (V AA), Zv i), (7.53)

donde se han empleado los coeficientes

def & a*’4m
P €€k €lmk —— 7.54
7@] Z jkClmk 8[El ( )
k,l,m=1
Se comprueba inmediatamente que Vi = =75 Por tanto, esta represen-

tacién es analoga a la de los términos de fuerzas giroscopicas en (7.34). Al
igual que entonces, debido a la hemisimetria de los coeficientes, las fuerzas
debidas a la induccién magnética no desarrollan trabajo,

n

Wcm
Z ’ng QZQJ - . (755)

i,j=1

7.4. Sistemas con Ligaduras

Sea un sistema descrito mediante coordenadas generalizadas {¢;} no li-
bres, gobernado por la ecuacién fundamental de la dindmica (7.11). Si el
sistema admite potencial V' se puede escribir esta tltima ecuacion en funcién
de la Lagrangiana L:

~[d (0L oL :
Z: [E (0_%) 8q]} dq; =0, V{0q;} compatibles. (7.56)
7j=1

Las variaciones {d¢;} no son libres, sino que estan sujetas a restricciones o
enlaces, por lo que no se pueden eliminar de la ecuacién anterior.

No resulta posible elegir un conjunto de coordenadas libres si existen
enlaces anholénomos en los que intervienen las velocidades, del tipo:

Restringiremos nuestra atenciéon a las ligaduras anholénomas denominadas
catastdsicas, caracterizadas por una expresién lineal en ¢;:

j=1
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De forma equivalente, en funciéon de variaciones infinitesimales:

> Ajdg; +Cdt =0 (7.57)

Jj=1

En la expresion anterior tanto A; como C serdn a su vez funciones de ¢; y
de t; en caso de que fuesen constantes, admitiria una integral directa dando
lugar a una expresion holénoma, por lo que la ligadura seria anholénoma sélo
en apariencia:

A;,C constantes = ZAj(qj —(gj)o) +C(t—1y) =0
j=1

Ademas de los sistemas con ligaduras anholénomas, en que forzosamente
se han de formular los enlaces de forma explicita, en ocasiones nos interesara
formular de esta manera una ligadura, aunque sea holénoma. Como veremos,
asi serd posible calcular la reaccion de enlace, que de otra manera no entraria
en las ecuaciones. De esta manera, una ligadura holénoma ®(g;,t) = 0 es
equivalente a

—~ 0P 0P

a4+ —==0.
= 8(_[]‘ ot

7.4.1. Meétodo de los Multiplicadores de Lagrange

Supongamos un sistema mecénico, descrito mediante una funcién Lagran-
giana L(g;, g;,1), con:

» n coordenadas generalizadas {¢;, j =1,...,n}
» k ecuaciones de ligadura ®; = Z;;l Aiigi+Ci =0, i=1,....k)

El sistema posee (n — k) grados de libertad, por lo que las n coordenadas
{¢;} no forman un conjunto libre. En cualquier caso, se verifica la ecuacién
fundamental de la dindmica (7.56).

Los desplazamientos virtuales se toman en un instante fijo, sin variacién
del tiempo (6t = 0). Las condiciones de compatibilidad de éstos con los
enlaces se obtienen sustituyendo (dg;, 5t = 0) en (7.57):

j=1

En sentido estricto no se puede decir sin embargo que los desplazamientos
{0g¢;} que cumplan (7.58) sean compatibles con los enlaces, al estar éstos
ultimos definidos en funcién de velocidades que implican necesariamente una
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variacion del tiempo. Sin embargo, las {d¢g;} que cumplen (7.58) no producen
trabajo virtual con las fuerzas de enlace, que es lo que en realidad nos interesa.

Introducimos ahora unos multiplicadores {\;}, i = 1,..., k, de valores en
principio arbitrarios. Multiplicaremos por ellos a cada una de las k expresio-
nes (7.58), que seguirdn valiendo cero:

by Z A;i6g; =0, i=1,...,k (nosumado) (7.59)

j=1

Sumamos ahora para las k expresiones anteriores (la suma seguird valien-
do cero) e introducimos esta suma en (7.56), que no se vera alterado:

" |ld ronL\ oL &
i (5) -

j=1 i=1

5q; =0 (7.60)

donde para sacar factor comuin dg; se ha intercambiado el orden de los su-
matorios en ¢ y j. Las expresiones (7.60) obtenidas dependen pues de (n+ k)
parametros: k multiplicadores {\;} y n desplazamientos virtuales, {dg;}.

Puesto que los multiplicadores \; son arbitrarios, podemos elegirlos de for-
ma que se anulen & de los coeficientes del sumatorio en (7.60). Supongamos,
sin pérdida de generalidad, que éstos son los k primeros:

d [OL oL
dt (aq]) 8(]] E 14147 07 J ) s vy (7 6 )

restan pues en el sumatorio (7.60) tan sélo (n — k) coeficientes no nulos.
Puesto que el sistema posee (n — k) grados de libertad, serd posible elegir de
forma libre los (n — k) desplazamientos virtuales correspondientes, de manera
que se deberan anular los coeficientes respectivos:

d /oL oL <&
— (=) === N4, =0, j=k+1,...,n. 7.62
at (aqj) a4, ; 7 J (7.62)

Asi, por un motivo o por otro, han de anularse los n coeficientes entre
corchetes en (7.60). El sistema queda entonces planteado con (n + k) ecua-
ciones,

d aL) 0L &
— (=)= =3 NA, =0, j=1,....n 7.63
dt(% dg; 2 ’ (763)
O =Y Ay +Ci=0 i=1..k (7.64)
j=1

siendo las (n + k) incégnitas {q1,...,q.}, {M1,..., \x}. Este planteamiento
define las ecuaciones del movimiento en un caso general.
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Sin embargo, en la préactica no suele ser aconsejable abordar directamen-
te el problema de (n + k) ecuaciones (7.63), (7.64) con (n + k) incégnitas.
Normalmente es posible eliminar de las ecuaciones los & multiplicadores A;,
dejando un sistema de n ecuaciones con n incognitas.

Si las fuerzas no provienen de un potencial, el desarrollo seria enteramente
anélogo, pero partiendo de (7.11) en lugar de (7.56). Al final, las ecuaciones
equivalentes a (7.63) serfan:

k
d /0T oT .
(50 ) -5, =@ a1

=1
Esta expresion permite interpretar el significado fisico del término
Z?Zl AiA;j. Se trata de la reaccion en el enlace, en la direccién de la coordena-
da ¢;. Esta se suma a las fuerzas generalizadas ();, que recordamos provenia

Unicamente de las fuerzas activas.

EJEMPLO 7.6: Rodadura de un aro por un plano inclinado. Sea un aro de
radio r y masa m que rueda sin deslizar, dentro de un plano vertical, sobre
una recta inclinada un angulo «. Buscamos obtener las ecuaciones dindmicas
y la reaccién tangencial de la recta sobre el disco que asegura la rodadura.

Figura 7.5: Aro rodando sin des-
lizar por wun plano inclinado.
(nota: al resolver el problema la
reaccion R, resulta con valor ne-
gatiwo, lo que quiere decir que
tiene sentido opuesto al dibuja-
do)

SOLUCION: La ligadura impuesta por la rodadura es:
rdf —dx = 0.
En realidad esta ligadura es holénoma, pues se podria integrar, quedando
rf = x;

sin embargo, deseamos mantener la ligadura de forma explicita, lo que nos
permitira obtener después la reaccion del enlace.
En funcién de las coordenadas (x, ) (no libres), la Lagrangiana vale
1

1 .
L=T-V= §m332 + i(mr2)92 + mgx sen «
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Introducimos un multiplicador A; siguiendo la notacién de (7.59)
A (Amj: + Agé) =0, siendo A, =-1, Ag=r7r
Resultan pues de (7.63) y (7.64) tres ecuaciones con tres incognitas:

mi —mgsena + A =0

mr2 — Ar =0 } Lagrange

r§ =&  Ligadura

Es posible eliminar A de estas ecuaciones, derivando la ecuacion de ligadura
y entrando en la segunda ecuacién de Lagrange:

=% = mri=M = \=mi

Deduciéndose finalmente:

mgsena . _ gsena ; gseno
b Rt PR S :
2 ’ 2 2r

A:

La fuerza tangencial sobre el disco es por tanto:

(1) =

Hacemos notar que el signo negativo para R, indica que tiene el sentido
contrario al considerado positivo para x (descendiente segun la recta en la
figura), es decir, tiene sentido ascendente.

Podemos obtener también:

mgsen o
2

mgsen o

Rx T 2

mgsen «

Ry =My = 5

r?
que no es sino el momento debido a R”.

Como comprobacién, realizamos el mismo calculo por los métodos de
Newton-Euler:

cantidad de movimiento: mi = mgsena + R,
momento cinético: (mrz)% = —R,r

Es decir,
1
R,=-mit = R,= —§mgsenoz

1
= Sgsena.
EJEMPLO 7.7: Para el sistema descrito anteriormente en el ejemplo 7.1, Su-
poniendo que la masa de cada particula vale m, obtener las ecuaciones del
movimiento, y demostrar que el multiplicador de Lagrange representa la fuer-

za transversal de restriccion en ese punto.
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Figura 7.6: Sistema de dos particulas A y B, uni-
das rigidamente, con cuchillo en el apoyo de A
que materializa un enlace anholonomo.

T

SOLUCION: La ecuacién de ligadura anholénoma (7.3) era
l .
—gsenf + gcosf — 59 = 0. (7.65)

Los coeficientes son

[
A, = —senf; Ay =cosl; Ay = —5

La lagrangiana, correspondiente en este caso iinicamente a la energia cinética,
vale )

L=m(i*+9°) + Zml292.
Las ecuaciones de Lagrange, empleando un multiplicador A para la restric-
cion, resultan

2mi = —\sen¥; (7.66)
2mg = A cos 0; (7.67)
1 . l

Estas tres ecuaciones, junto con la de la restriccién (7.65), sirven para resolver
las cuatro incégnitas (z,y, 0, A). Es posible eliminar el multiplicador A, cuyo
valor a partir de (7.68) vale A = —ml#, en las otras dos ecuaciones:

24 = [0 sen 0; 2jj = —1fcosb; (7.69)

de esta forma, el problema queda planteado mediante estas dos ecuaciones,
junto con la restriccion (7.65), para las incognitas (z,y, 6).

Las ecuaciones de Newton/Euler correspondientes al balance de cantidad
de movimiento y momento cinético en G, funcién de la reaccion R normal a
la cuchilla, resultan:

2mi = —Rsen 6, (7.70)
2mi = R cos 0, (7.71)
1 i l
“mi%f = —R-. 7
Sm R (7.72)

Se aprecia inmediatamente que coinciden exactamente con las ecuaciones

(7.66-7.68) con A\ = R. O
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7.5. Introduccion al Calculo de Variaciones

7.5.1. Los Principios Variacionales

Los principios de Newton-Euler (apartado 6.2) dan como resultado ecua-
ciones diferenciales, es decir, relaciones entre funciones del movimiento y sus
derivadas en un instante dado. Segtin vimos, el principio de los trabajos vir-
tuales y el de D’Alembert globalizan el planteamiento de las ecuaciones para
sistemas de varias particulas, definiendo una condicién que se ha de verificar
para todo el sistema (la nulidad del trabajo virtual para conjuntos arbitrarios
de desplazamientos virtuales). El principio de D’Alembert permite formular,
para sistemas de N particulas sujetos a enlaces, un conjunto de ecuaciones
diferenciales por lo general mucho mas reducido que las que se obtendrian de
aplicar directamente los principios Newtonianos a cada una de las N parti-
culas.

En cualquier caso, los procedimientos arriba comentados se basan en el
planteamiento y resolucién de sistemas de ecuaciones diferenciales, que se
han de cumplir para cada instante de tiempo. Al basarse en relaciones que
se han de verificar para cada «punto» de tiempo, a esta formulacién cabria
llamarla «puntual» o «localy.

Una alternativa a la formulaciéon local de la dindamica es la ofrecida por
los principios variacionales. Estos se basan en establecer una propiedad glo-
bal del movimiento a lo largo de todo un periodo de tiempo. En lugar de
originar un sistema de ecuaciones diferenciales para cada instante, plantean
una caracteristica global del movimiento, es decir, una medida integral que
lo caracteriza desde el instante inicial hasta el final.

El empleo de principios variacionales en la fisica proviene histéricamente
del campo de la 6ptica. El llamado principio de Fermat (1608-1665) permitid
establecer las leyes basicas de la 6ptica de manera muy elegante. Establece
este principio que la luz va de un punto a otro por el camino por el que tarda
menos tiempo, incluso si sufre reflexiones y refracciones. De este principio se
obtienen otras propiedades fundamentales como la igualdad de los angulos
de incidencia y reflexién en un espejo, o la ley de Snell de la refracciéon. Todo
se deduce de una condicién de extremo (minimo) para una magnitud dada:
el tiempo recorrido por el rayo de luz en su trayectoria.

En la mecénica, se plantea el problema de si es posible definir un funcional,
en relacion con la trayectoria dindamica de un sistema, que juegue un papel
andlogo al principio de Fermat. Asi, la trayectoria real que seguiria el sistema,
para unas condiciones iniciales determinadas, ocasionaria un extremo de este
funcional.

Este funcional existe de hecho, como veremos en el apartado 7.6; se trata
de la integral a lo largo del tiempo de la funcién Lagrangiana L, denominada
accion Hamiltoniana. En el apartado mencionado desarrollaremos el princi-
pio, verificando su equivalencia con las formulaciones dindmicas ya conocidas.
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Este principio de extremo o variacional tiene una gran potencia: puede ser
generalizado a la mecéanica de medios continuos (sistemas con infinitos grados
de libertad), a sistemas cuédnticos o relativistas. Por lo tanto, merece la pena
detenerse, antes de presentar el principio de Hamilton, en la justificacién y
aplicacion general de este planteamiento variacional nuevo.

7.5.2. El Problema Fundamental del Calculo de Varia-

ciones

El planteamiento del problema consiste en encontrar una funcién y(z), de
variable real z, de forma que un funcional determinado I[y| de esta funcién
sea extremal. Sea el funcional con la estructura general siguiente,

2
1% [ @)@ ony@® L @)
1 T

donde f es una funcién dada de las variables (y, ¥/, ), a la que supondremos
los requisitos de continuidad y diferenciabilidad necesarios, y (x1, z3) los dos
puntos extremos, dentro de los que interesa el estudio de y(z). El problema
es determinar las funciones y(x), que toman valores dados en los extremos
y1 = y(z1) e y2 = y(x2), y que hacen del valor del funcional I[y| extremal, es
decir, un maximo o un minimo.

Para ello, estudiaremos la variacién del funcional, que llamaremos d1,
para variaciones arbitrarias de y(z) que cumplan las condiciones de borde
dadas. Esta variacion debe ser nula, como expresion de la condicion de extre-
mal. Como primer paso, investigamos la familia uniparamétrica de funciones
variadas

y(z, @) = y(z) + an(z),
siendo a € R un pardmetro continuo y n(x) una funcién real dada arbitraria,
a la que unicamente exigiremos que tenga condiciones de borde homogéneas,
es decir n(z1) = n(x2) = 0. Es decir, «enmarcamos» la solucién buscada y(x)
dentro de un conjunto de curvas de comparacién y(x, «) que cumplan todas
ellas las mismas condiciones de borde que y(z).
De esta manera el valor del funcional depende de «:

x2
o) = [ fly(e.).y/(w.0),z) do,
1
La variacién de éste para una variacion arbitraria da es

of A 2 (ofoy Of oy
7t =2 :/ il A Bt , 74
0 daéa o {83/ Oa * Jy' O darde (7.74)

Claramente,

?

o _ Py 0 ()

da  Oxda 0z \ Oa
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por lo que integrando por partes el segundo sumando en (7.74),
POLO (YN g, [T d (OF Of%
dy' 0z \ O /), Oadx \ Oy Y’ O

=0

2

xT1 1 1

El segundo sumando en la expresién anterior (términos de contorno) no con-
tribuye, puesto que dy/da = n(z), que desaparece en x; y xs. Asi,

_ 7oL A O O g —
(5[—/:61 {83; e (ay/)] aaéadx—o. (7.75)

En esta expresion (Jy/0a)doa = n(x)da se pueden interpretar como varia-
ciones de la curva y(z). Estas variaciones, que llamaremos dy(x), son arbi-
trarias, puesto que 7(z) es una funcién cualquiera con la tnica salvedad de
las condiciones de borde homogéneas. En la ecuaciéon anterior, el término
entre corchetes, en consonancia con la denominacién establecida en (7.16),
constituye la «deriwvada variacionaly:

Sfuf 4 ()

oy Oy dz \oy

Puesto que 01 = 0 para variaciones arbitrarias dy, el teorema fundamental
del calculo de variaciones establece que la derivada variacional en (7.75) se
debe anular en todos los puntos del intervalo:

of Of d [of

—=————|= =0, Vz€r,x 707

oy Oy dx \ 9y |21, o] ( )
Esta expresién se denomina la ecuacion de Fuler del cdlculo variacional.

Es posible observar la similitud de la ecuacion de Euler con las ecuacio-
nes de Lagrange de la dindmica (7.14), sin més que sustituir f(y, ', z) por
L(q,q,t), en un hipotético sistema de un grado de libertad. Este resultado

serd el punto de partida para el principio variacional de Hamilton (aparta-
do 7.6).

EJEMPLO 7.8: Se trata de una aplicacién clasica del calculo variacional, con-
sistente en hallar la curva a lo largo de la cual una particula, sometida al
campo gravitatorio, realiza el descenso entre dos puntos dados en un tiempo
minimo. Esta curva se denomina «braquistocronas.

(7.76)

SoLUCION: Tomando como punto de partida el 1 = (0,0) y de llegada el
2 = («, ), se plantea obtener la curva y(x) tal que la duracién

2 ds

1 U

T =

sea minima. En la expresion anterior ds es el elemento diferencial de arco, y
v la velocidad:

ds = /14 (v')?dz, siendo y' = dy/dx,
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1(0,0)

\ Figura 7.7: Una particula so-
N metida a su propio peso debe
\\\\\ descender del punto 1 al 2 en
\\\\\\\\\\ la trayectoria por la que tarde

S e un tiempo minimo (denominada
‘ braquistécrona,).

| 2 (o, §)

v = +\/29x,

suponiendo v = 0 en el punto 1. Asi,

T:/121/1J;;z/)2d””:\/12—9/12’/1+7wdx

Planteado de esta forma, el problema es formalmente idéntico al expresado
en (7.73), siendo f = +/[1 + (v)?]/z, por lo que se podré aplicar la ecuacién

de Euler (7.77):
of 4 (OFY _,
oy dx \oy /)

En este caso, df/0y = 0, luego la ecuacién anterior se reduce a la integral
primera

of
8_3/:C (cte.)
Particularizando:
8 /
L R =
dy z[1+ (y')?] oz

Para facilitar la integracién de 3/, realizamos el cambio de variable y de
constante siguiente:

1
cz = 2r;  x=r(l—cosp);
resultando
dy ,dz x

dp —y@ = 2T_xrseng0:r(1 — oS P).

Esta expresion se integra directamente, teniendo en cuenta las condiciones
iniciales (y; = 0,1 = 0), obteniéndose

y=r(p—senp).
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Por lo tanto, la ecuacién paramétrica de la curva buscada es

x=r(l—cosyp),
y = r(p —senp),

que corresponde a una cicloide®, con cispide en 1 = (0,0). El pardmetro r
de la misma se hallarfa obligando a que el punto 2 = («, 3) pertenezca a la
curva:

a=r(l—cosy);

B = r(p — seng).

Este constituye un sistema de ecuaciones no lineal para las incégnitas (r, ),
que se resolveria por métodos numeéricos iterativos.

7.6. El Principio de Hamilton

Sea un sistema conservativo y holénomo con n grados de libertad, en el
que se ha definido una funcién Lagrangiana (L). El principio de Hamilton
establece que:

«entre dos instantes tq (y to, caracterizados por las configuraciones
respectivas {qi(l)} y {qu)}, el sistema evoluciona de forma que la
integral

to
Sz/ Ligs, o )l (7.78)
t1

adopta un valor estacionario (es decir, extremal) para la trayec-
toria real del sistema.»

Esta estacionariedad se refleja en un minimo de S, denominada accion Hamil-

toniana. Al principio de Hamilton también se le llama principio de la minima

accion?.

8La cicloide es la curva que traza un punto del perimetro de una circunferencia cuando
ésta rueda sin deslizar sobre una recta.

9Existe otro principio también llamado de la minima accién, formulado histéricamente
antes que el de Hamilton, debido a Maupertuis (1744), y clarificado posteriormente por
Euler. En éste, se define la acciéon como f :12 2T dt, siendo T la energia cinética, y la propie-
dad de minimo se verifica para variaciones en las trayectorias del sistema que mantengan
constante la integral de Jacobi h (7.31). Una exposicién concisa de este ultimo principio
puede encontrarse en J.B. Griffiths: The Theory of Classical Dynamics, Cambridge U.P.,
1985. La mayor generalidad de las variaciones posibles en el principio de Hamilton lo hacen
preferible desde un punto de vista practico, aunque si se quiere evitar confusiones convie-
ne diferenciar ambos enunciados, precisando «minima accion Hamiltonianay o «minima
accién Maupertuisiana.»
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El principio de Hamilton se puede considerar como un postulado basico,
siendo posible deducir a partir de él toda la dinamica, de forma alternativa
a las leyes de Newton o al principio de los trabajos virtuales. De hecho, se
trata del planteamiento més «elegante»: constituye una unica expresion, con
un enunciado preciso, y permite definir la evolucion dinamica global a lo largo
del tiempo por contraposiciéon a la descripcion local instante a instante.

En lo que sigue, comprobaremos la equivalencia del principio de Hamilton
con las ecuaciones de Lagrange, que anteriormente se habian deducido a partir
del principio de D’Alembert.

7.6.1. Las Ecuaciones de Lagrange a Partir del Princi-
pio de Hamilton

Suponemos que la trayectoria real que sigue el sistema es {¢;(¢)}. Toma-
mos una familia de variaciones {d¢;} a tiempo constante, de la forma:

0q;(t) = a;(t)oa,

donde dar € R es una variacién arbitraria, y a;(t) son funciones dadas del
tiempo, arbitrarias salvo por la restriccion de tener condiciones de borde
homogéneas a;(t1) = a;(t3) = 0. De esta forma, todos los caminos variados
¢i(t) + 0¢;(t) tienen el mismo origen y final. Expresando la condicién de
extremal de la acciéon Hamiltoniana S al variar «, y teniendo en cuenta que
las variaciones no afectan a los limites de la integral,

dsS 2 /oL oL
0S8 = —da = —a; + —a; dt.
S 1 oo /t1 (3% a; + a4, a,) oo

En esta expresion, asi como en el resto de este apartado 7.6 se sobreentiende
el convenio de sumacién de indices repetidos, salvo en el caso en que estos
indices afecten a vectores. Integrando por partes el segundo sumando dentro
del paréntesis resulta

9L . 4 oL 2 /tz d (6L> iy
5, G dl = ——ai| — - .
t @qz aq, 4 t dt 8qz
——

=0

El término de contorno desaparece, puesto que dL/da = a;(t), que se anula
en ty v to. Asi, se llega a

2T9L d [OL

Considerando que a;(t) son funciones independientes para cada coordenada
i (recordemos que se hizo la hipétesis de que el sistema era holénomo por
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lo que esto siempre serd posible), con valor arbitrario salvo la condicién de
borde homogénea, la expresion anterior obliga a

L L L

S oq At \9¢ ) g

Estas relaciones son precisamente las ecuaciones de Lagrange deducidas an-
teriormente (7.14), y constituyen para este caso las ecuaciones de Euler co-
rrespondientes al principio variacional (7.78). Por este motivo, se denominan
también ecuaciones de Fuler-Lagrange.

Hemos comprobado que del principio de Hamilton se deducen las ecuacio-
nes de Lagrange. Reciprocamente, es inmediato comprobar que si se cumplen
las ecuaciones de Lagrange, se sigue la estacionareidad de (7.78). Por tanto,
queda demostrada la equivalencia.

El principio de Hamilton explica con gran claridad algunas propiedades
que habiamos demostrado anteriormente, como la invariancia de las ecuacio-
nes de Lagrange respecto a transformaciones «de galga» (7.15). En efecto, al
sumar a L el término £ F(g;,t), el efecto sobre la accién S en (7.78) es

to d
/ R 1)t = Fg® 1) — Fgl" 1) = cte (7.80)
t1

El anadir una constante no altera la estacionareidad de S, por lo que queda
comprobada la «neutralidad» dinamica de este tipo de transformaciones.

7.6.2. Generalizacion del principio de Hamilton

Es posible obtener una generalizacién del principio de Hamilton, para
considerar fuerzas no conservativas o sistemas anholonomos, que no puedan
definirse mediante coordenadas libres.

Supongamos un sistema definido con coordenadas {¢; } no libres, en el que
existen fuerzas generalizadas ();, posiblemente no conservativas. Ademas, las
coordenadas estan sujetas a k ecuaciones de ligadura,

(I)i(Qj,Qj,t)IO, Z:L,k

— 0P, L 0%
= 0q; ot
A i

ij

o en funcién de desplazamientos virtuales

j=1
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Las ecuaciones de la dindmica serian

" la o\ or b
— =)= _0. A
Z[dt(aq-,.) By~ 9 A

Jj=1

5Qj = 07 v{6(]‘7'}Comp.

Tomaremos variaciones {d¢;} compatibles con los enlaces, a tiempo cons-
tante (0t = 0), de forma que cumplan la condicién de contorno dg¢;(t1) =
dq;(t2) = 0. El principio generalizado afirma que se ha de verificar

/ tz
t1

Empleando la ecuacién (7.81), al tratarse de desplazamientos compatibles, en
la expresion anterior se anulan los términos de los multiplicadores, quedando

/ !
t1

En el caso en que las fuerzas provengan de un potencial, es inmediata la
equivalencia de esta expresién del principio generalizado con el principio de
Hamilton expresado en (7.78):

N k
(ST + Z (QJ + Z )\zAm) (Sq]] dt = O v{éqj}comp.- (782)
j=1 i=1

O+ Qﬁ%‘] dt=0  V{6¢;}comp. (7.83)

j=1

0T + ) Q;6q; = 0T — a—qj(sqj = §L.
j=1 j=1
(A%

En un caso general, la justificacién del principio generalizado se realiza
como sigue. La variacion de la energia cinética se puede desarrollar como

"~ 9T "\ 0T
0= D> ——0Gi+ ) —-0q;
i—1 94 ; dq;

con la definicion realizada de las variaciones, se verifica

d

56 = —
4= q

0q;;

siguiendo ahora un procedimiento similar al expuesto en el apartado 7.6.1, la
integral respecto del tiempo del primer sumando se realiza por partes:

to M
/1 Zaqz(s%dt Zaq / Zdt <(9qz)5q’dt

‘—v—“
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Sustituyendo estas expresiones en (7.82) resulta

2 d (8T> oT }
—— | == | +=—+Q;| 0g;dt = 0.
/tl ;{ dt \d¢;) ~ Og; @i %

Puesto que esta relacién se verifica para d¢;(t) de evolucién arbitraria en el
tiempo (con la tnica restriccién de las condiciones de borde homogéneas), el
integrando ha de anularse:

" [d /0T oT

=1

expresion que concuerda con la ecuaciéon fundamental de la dindmica o prin-
cipio de D’Alembert en coordenadas generalizadas (7.11). A su vez, si {q;} es
un sistema libre, {d¢;} se pueden escoger de forma independiente entre ellas,
por lo que se obtienen finalmente las ecuaciones de Euler-Lagrange (7.12):

afory _or_,
dt \ 9¢; g "

7.7. La Dinamica a Partir del Principio de
Hamilton

Como ya se ha mencionado, el principio de Hamilton puede servir de
sustento a todo el desarrollo de la dinamica, admitiendo como postulados
adicionales iinicamente las propiedades del espacio y del tiempo y el principio
de relatividad de Galileo, expuestos en el capitulo 1 (apartados 1.2 y 1.3).

Este planteamiento es el seguido por algunos textos de mecanica clasi-
ca tedrica, resultando interesante por la elegancia formal de su desarrollo,
asi como por la fundamentaciéon sélida de las leyes de conservacién de la
mecanica.

Expondremos aqui de manera resumida tan sélo algunos resultados ba-
sicos y su relacion con las leyes y teoremas de conservacion conocidos de la
dindmica. El enfoque seguido es similar al propuesto por Landau'®, cuya obra
se recomienda al lector que desee profundizar en este tema.

7.7.1. Estructura de la Funcién Lagrangiana

Lagrangiana de una particula aislada.- Para empezar consideremos
el problema mecanico mas simple, consistente en una particula aislada. La
funcion Lagrangiana L correspondiente, por la homogeneidad del tiempo, no

101, Landau y E. Lifshitz: Curso Abreviado de Fisica Tedrica; 1-Mecdnica y Electrodi-
ndmica, ed. Mir, 1971.
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debe depender de ¢; por la homogeneidad del espacio, no podra depender de
la posicion r, y por la isotropia del espacio tampoco se vera influida por la
direccion de la velocidad v. Por lo tanto, serd una funciéon tinicamente del
mddulo de la velocidad, L(v?).

Imponemos ahora la invariancia de las leyes dindmicas con respecto a una
transformacién de Galileo. Para ello estudiemos una traslacion con velocidad
uniforme w, por la cual la velocidad pasa a ser v' = v — w. La Lagrangiana
en este nuevo sistema, L(v'?), para ser equivalente a L(v?) debe diferir de
ella en una derivada temporal total de una funcién de coordenadas y tiempo
(7.80). Esta condicién se verifica inicamente por una funcién de la forma

L = kv

En efecto, se puede comprobar que al hacer la transformacién v = v’ + w,
se obtiene
L(v?) = k(v + w)? = kv + 2kv" - w + kw?,

lo que se puede poner como

d
L(v?) = L(v*) + T (2kr" - w + kw?t),

N J/

F(r',t)

relacién que prueba la equivalencia.
La masa de la particula se define en funcién de la constante k de su

Lagrangiana, como m o 2k; de esta forma, la Lagrangiana del punto material
aislado resulta finalmente 1
L = —mv?.
2
Es inmediato comprobar que la masa asi definida no puede ser negativa.
Si asi lo fuese, la accién S correspondiente a un trayecto entre dos puntos

dados 1y 2,
to 1
S = / —mo? dt,
t 2

1
no tendria un minimo; basta para ello considerar distintos movimientos, en
que la particula parte de 1, primero se aleja rapidamente de 2, para después
acercarse a él. Cuanto mas rapido sea este movimiento, menor (mas negati-
va) seria la accién. En este caso no existiria un extremal, contradiciendo al
principio de Hamilton.

Lagrangiana de la unién de dos sistemas aislados.- Se consideran
ahora dos sistemas aislados A y B, con lagrangianas respectivas L4 y Lg, que
no ejercen ninguna interaccion entre si. La Lagrangiana del sistema conjunto
es

Layp=Ls+ Lp.
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En efecto, supongamos que el sistema A posee unas coordenadas libres
{¢:;, i = 1,...,p}, mientras que el B posee otras {¢;, j = p+ 1,...,n}.
Asi, la suma de las Lagrangianas es

Puesto que ambas partes del nuevo sistema conjunto no tienen ninguna inte-
raccién, debemos obtener las mismas ecuaciones de Lagrange con la Lagran-
giana conjunta para ¢; que si toméasemos tan sélo L 4. En efecto:

d (O0Layp) _ d (OLa)

OLarp  OLa

0g; 0g; ’

como queriamos demostrar.

Si se tienen dos particulas a y b que no interaccionan entre si, la Lagran-
giana del sistema conjunto es

2
a Mply,
2 2

MaV>

I —

Si las dos particulas se mueven a la misma velocidad v, = vy, se puede consi-

derar la masa conjunta como mg,1p o mq + my, lo que justifica la propiedad
de aditividad de la masa.

Funciéon de interaccién.- Si las particulas interaccionan entre si, pos-
tularemos que la Lagrangiana conjunta diferird de la correspondiente a las
particulas aisladas en una funcién de interaccién V(r,, 7,) que dependa tini-
camente de las coordenadas de cada particula!':

2
m;v;
L= E 5 " V(7ra, 7). (7.84)

i=a,b

Supondremos por otra parte que las dos particulas a y b estan aisladas res-
pecto del resto del universo, constituyendo un sistema cerrado. En este caso,
por la homogeneidad del tiempo, L no podra depender de ¢t: L/t = 0, por
lo que la funcién V' tampoco puede depender de t.

HConviene notar que esta hipétesis implica que si se produce una variacién de las
coordenadas, su efecto se nota de manera instantanea a través de la funciéon V, por lo que
las interacciones se propagan con velocidad infinita, posibilidad que no admite la mecénica
relativista.
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Lagrangiana de un sistema de N particulas El razonamiento anterior
se puede extender a un sistema cerrado (es decir, aislado) de N particulas,

2
m;v;

. .. . def .
descritas por sus posiciones vectoriales r;. La suma 7' = ), =+ se denomi-
na energia cinética del sistema, y V(r;) se denomina energia potencial. La
expresion de la Lagrangiana es

22
L=T-V= Z% —V(ry). (7.85)

En funcion de esta Lagrangiana y del principio de Hamilton, siguiendo un
desarrollo similar al expuesto en el apartado 7.6.1, y escogiendo como coor-
denadas generalizadas las coordenadas vectoriales r;, se obtiene la expresion:

d (0L OL .
; [& (ah) — 87‘1} -or; =0, V{or;} compatibles. (7.86)

Notese que en la expresion anterior, en general no sera posible eliminar los
desplazamientos virtuales ér; y garantizar la nulidad de los términos entre
corchetes. En general d7; no seran libres salvo que garanticemos que no exis-
tan enlaces internos de ninguin tipo.

7.7.2. Teoremas de Conservacion

En lo anterior se ha establecido la estructura de la funcién Lagrangiana
(7.85) y su equivalencia con el principio de D’Alembert (7.86), a partir uini-
camente del principio de Hamilton y de las propiedades basicas del espacio
y tiempo.

Se puede igualmente deducir los teoremas de conservacion para sistemas
aislados (apartado 6.3.4), empleando las propiedades bdsicas del espacio y
tiempo de la mecanica clésica.

Conservacién de la Energia.-

La homogeneidad del tiempo tiene como consecuencia la conservacién de
la energia en un sistema aislado. En efecto, si el sistema esta aislado, hemos
visto antes que la Lagrangiana no puede depender explicitamente del tiempo.
La derivada temporal (total) de L(7;, ;) se puede desarrollar como

dL oL . oL .
p— _— _I_ _— T,
dt zz: 8’1"i ‘ ; 8ri ‘
Empleando las ecuaciones (7.86) para un conjunto de desplazamientos vir-

tuales que coincida con las velocidades reales del sistema (que obviamente
cumplen la condicién de compatibilidad con los enlaces) se obtiene

Zi oL - 8_LT
dt 87’% o p 8']"i v

)
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Sustituyendo en la expresion anterior queda

%:Z§t< ) Za :Z%G?TLT)

7

dt ( 87‘1 T ) =0

Es inmediato comprobar que la magnitud entre paréntesis en la ecuacion
anterior coincide con la suma de energia cinética y la potencial definidas en
(7.85); a esta suma la llamaremos energia total del sistema, y al anularse su
derivada temporal, la energia se mantendréd constante:

por lo que

e oL .
Ed:fT—FV:zZ:a—TZ'I“Z—L:Cte

Conservacién de la Cantidad de Movimiento.-

La homogeneidad del espacio da lugar a otro teorema de conservaciéon. De-
bido a dicha homogeneidad, las propiedades mecéanicas de un sistema aislado
no deben variar si dicho sistema, en su conjunto, experimenta un desplaza-
miento paralelo (traslacion) en el espacio.

Sea un sistema aislado de N particulas, con coordenadas (vectoriales)
{ri;, i = 1,...,N}, y Lagrangiana L(r;,7;). Se verifica 0L/0t = 0 debido
a que el sistema es aislado, por el mismo razonamiento que se hizo ante-
riormente. Tomaremos por tanto una traslacion arbitraria infinitesimal €, e
imponemos la invariancia de la Lagrangiana. Debido a la traslacion, las posi-
ciones de las particulas varian como r; — 7; + €, mientras que las velocidades

no cambian:
€

aL /\
SL = i [Z 8m]

y al ser € arbitrario se deduce que ). 0L/0r; = 0.

En funcién de las ecuaciones (7.86) particularizadas para un desplaza-
miento virtual € (que obviamente es compatible, por tratarse de una trasla-
cién uniforme de un sistema aislado que no puede tener vinculos externos),

se verifica
d /0L oL
[; (arl)] €= [; arl] €,

y al ser € arbitrario, se llega a
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De esta manera llegamos a la conclusién que la magnitud vectorial

def
P= Z 87"1

que se denomina cantidad de movimiento del sistema, se mantiene constante
para un sistema cerrado.

Conservacién del momento cinético.-

Debido a la isotropia del espacio, un sistema aislado sometido a un cambio
de orientacion no deberia variar su comportamiento dindmico. Para ello, ima-
ginemos que se efectiia un giro infinitesimal d¢p. Las variaciones en posiciones
y velocidades son respectivamente

or;=0p AT;
Con estas variaciones de las velocidades, el modulo de la velocidad de cada
particula se conserva, por lo que la energia cinética 7" no varia. Por lo tanto la

diferencia entre las Lagrangianas sera tinicamente funcion de las posiciones.
Imponiendo la invariancia de la Lagrangiana,

0L = Zam 5¢AT’+287'2 (b ANT;) = 0.

Permutando el producto mixto en esta expresion,

(9L oL

op - i —| =0
® ; |: 87’ + i 81"1]

y teniendo en cuenta que d¢p es arbitrario,
oL oL
iN=—+7T; A\ =0. 7.87
Z |:r 87"1' T 8’)",:| ( )

i

Expresamos ahora las ecuaciones (7.86), particularizadas para desplazamien-
tos virtuales dr; = d¢ A r; (compatibles siempre en un sistema aislado libre
de enlaces externos, ya que representan una rotacién rigida infinitesimal):

zi: [% (gf) - gfi] (S ATi) =0

y permutando el producto mixto,

oL oL
o S [4() 2
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y al ser d¢ arbitrario,
d [OL oL
N =] - iN=——=0
Z:T dt (ari) 22:"" or,
empleando la ecuacién (7.87) esta expresién queda convertida finalmente en

d (0L . oL d oL

. /

Ho

Es decir, se conserva el momento cinético, definido como la suma de los

. .. def . def
momentos de las cantidades de movimiento: Hp = ), r; A p;, siendo p;, =

0L /07 la cantidad de movimiento de cada particula.



Capitulo 8

Dinamica del Sélido Rigido

8.1. Conceptos generales

Se llama «solido rigido» a un conjunto de particulas, de nimero finito o
infinito, que a lo largo del movimiento mantengan invariables las distancias
entre cada dos de ellas, de manera que se conserve la forma geométrica del
sistema y la distribucién espacial de su masa.

Es posible pues caracterizar un sélido rigido B de dos maneras distintas,
seglin si el nimero de particulas es o no finito. El sélido con distribucion
discreta de masa es el constituido por un numero finito de N particulas
(m;, i =1,..., N) unidas rigidamente. Por otra parte, el sélido con distribu-
cion continua de masa estard formado por un nimero infinito de particulas,
pudiendo idealizarse como un medio continuo. Es decir, se considera como
un dominio B infinitamente subdivisible en el sentido del calculo diferencial,
mediante elementos infinitesimales de volumen (dV') y masa (dm). Admitire-
mos en este caso que existe una funcién de densidad p = dm/dV que expresa
la relacion entre ambos y que supondremos integrable.

De esta forma, la masa total del solido se expresa como

N
M = Z m; (distribucién de masa discreta)
i (8.1)

=1
M = / pdV (distribucién de masa continua).
B

Quedan fuera del alcance de este capitulo los medios continuos deforma-
bles, que seran objeto de estudio en otras materias (Resistencia de Materia-
les; Elasticidad y Plasticidad; Célculo de Estructuras; Geotecnia; Hidraulica
y Mecénica de Fluidos). La consideracién de la deformabilidad de los cuerpos
exigirfa introducir medidas de la deformacion interna (tensor de deformacio-
nes), asi como de las fuerzas internas entre las particulas del sélido (tensor
de tensiones) y las ecuaciones que ligan ambas (ecuaciones constitutivas), lo
que excede los objetivos de este curso.

8.1
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Como se vid en el ejemplo 6.1 (figura 6.5), un sélido rigido libre posee seis
grados de libertad. Estos se pueden descomponer como tres parametros que
definan la traslacién del sélido, (por ejemplo, las coordenadas del centro de
masa, X¢g, Yg, Zag), y tres pardametros angulares que definan la orientacién
del sélido alrededor de G (por ejemplo, los angulos de Euler (1,6, ), que se
definirdn més adelante (apartado 8.6.8)).

Las ecuaciones de la dindmica pueden obtenerse aplicando los principios y
teoremas generales enunciados en el capitulo 6. En particular, el movimiento
se puede resolver aplicando las ecuaciones que se deducen a partir de los prin-
cipios de la cantidad de movimiento (6.7), momento cinético (6.22) y energia
cinética (6.15). Para el caso més general del sélido libre en tres dimensiones,
se necesitaran al menos seis ecuaciones independientes. Un procedimiento ge-
neral para obtener las ecuaciones necesarias y suficientes es la aplicacion del
principio de D’Alembert, como se ve a continuacién.

8.1.1. Ecuaciones Cardinales de la dinamica

Supondremos un sélido rigido libre, sin enlaces exteriores, siendo las ini-
cas ligaduras las internas del propio sélido, de distancia constante. Los des-
plazamientos virtuales compatibles con estos enlaces son

(S’I”i =00 N (’l"i — 'I"G') + (S’I"G', V((S'I"G', 50) (82)

En esta expresién drg responde a desplazamientos virtuales arbitrarios del
centro de masa y 06 a rotaciones infinitesimales. Por concretar el desarrollo
se ha considerado el sélido como conjunto discreto de particulas (m;, i =
1,..., N), aunque los resultados son igualmente vélidos para una distribucién
continua.

El principio de D’Alembert (6.31) expresa

7

———
oW

Z fi-or;— Z m7; - 0r; = 0, V{or;} comp.. (8.3)

Empleando (8.2) el trabajo virtual de las fuerzas aplicadas f, resulta

N N N
SW=3"Fi-or= 3" fibra + 3 Fi (50 A (ri—76))
i=1 i=1 i=1 (8'4)

= F-6rc+ Mg - 60,

siendo F = Y. ' (resultante de las fuerzas exteriores aplicadas) y Mg =
Soi(ri—re) AP (resultante de momentos en G). Para obtener la expresién
anterior se ha empleado la propiedad de rotacién del producto mixto en los
términos debidos a 46.
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Por otra parte, los términos de inercia originan la siguiente contribucion:

N N N
i=1 i=1 (85)

i=1

= MG,G%S’I“G_F (%Hg> 50,

siendo H¢g =) ,(r; — r¢) Am;r;. Sustituyendo las expresiones anteriores en
(8.3),

d
(F - Mag> -0rg + (MG — EHG) <00 =0 v<(5’l"g, 50) (86)

De aqui se deducen las denominadas ecuaciones cardinales de la dinamica
del sélido:

F:MCLG;
d (8.7)
Mg = —Hg.
G dt G

Se trata de seis ecuaciones escalares, que al deducirse del principio de
D’Alembert, sabemos de entrada que son necesarias y suficientes para de-
terminar los seis grados de libertad del movimiento.

En el caso particular de un sélido con un punto O fijo, los desplazamientos
virtuales serfan dr; = 60 A r; (tomando en O el origen de coordenadas), y la
ecuacion del movimiento se reduce a

d
My, = —H,. 8.8
O e (8:8)

Si el sistema rigido se considera como un medio continuo, formado por
infinitas particulas, las expresiones anteriores son igualmente validas, calcu-
landose las magnitudes a emplear en (8.7) mediante:

F:/bdv+/ tdsS + > i, (8.9)
B oB A

Mc = /(r —rg) /\de—l—/ (r—7rg) /\tdS+Z(rk —rg) A FO
B oB -
(8.10)
B
siendo b las fuerzas distribuidas por unidad de volumen (p. €j. la gravedad

simplificada terrestre pg), t las fuerzas aplicadas por unidad de superficie en
el contorno 9B, f5* fuerzas concentradas (puntuales). Para el caso con un
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punto fijo (ecuacién (8.8)), las expresiones serian

MO:/rAde+/ rALAS +> AR (8.12)
B oB k

HO:/T/\'[",odV. (8.13)
B

Si se admite que la resultante de las fuerzas exteriores, F', no depende
de la orientacién del solido, sino tan sélo de la posicién del centro de masas
r y posiblemente del tiempo, la integracién de la ecuacién (8.7;) permitiria
calcular la trayectoria del centro de masas como si se tratase de una particula,
de forma desacoplada de la ecuacién (8.7;), problema que ya hemos estudiado
con anterioridad en la dindmica de la particula (capitulo 2).

Seria un grave error sin embargo considerar que el movimiento del sélido
se reduce a definir el movimiento del centro de masas. Para definir completa-
mente el movimiento faltaria determinar su orientacién, mediante la ecuacion
(8.72), 6 (8.8) en el caso con un punto fijo.

En este capitulo trataremos sobre el planteamiento y resolucion de las
ecuaciones (8.7;) 6 (8.8). Ambas ecuaciones son formalmente iguales, definen
el mismo tipo de problema: el movimiento de orientacion o rotacién del sélido
alrededor de un punto que puede considerarse fijo, sea éste G u O.

8.2. Expresion de las magnitudes cinéticas

8.2.1. Movimiento de rotacidén instantanea

Figura 8.1: Solido B girando alre-
dedor de un eje fijo (O, e).

Consideremos un sélido B con un movimiento instantaneo de rotacién,
alrededor de un eje (O, e), con velocidad angular 2 = (e, siendo e un versor
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unitario. El eje de rotacion de dicho movimiento sera en general variable a
lo largo del tiempo. En caso contrario se trataria de la rotacién de un sélido
alrededor de un eje fijo, que da lugar como se sabe a un movimiento plano.
Al tratarse de una rotacién instantanea la velocidad de los puntos del eje
es nula, por lo que tomando origen de coordenadas en O la velocidad de un

—
punto P cualquiera del sélido » = OP es
v=QAT. (8.14)

El momento cinético conjunto del cuerpo se obtiene mediante la suma o
la integral, segin se trate de una distribuciéon discreta o continua, de los
momentos cinéticos elementales de cada particula:

N
HO: E r; A\ m;v;
i=1

N N (solido discreto)
=D mri A QAT) =Y m 17— (ri - Q)r]
=1 i=1

(8.15)

Hy = / r ANvpdV
5 (sélido continuo)

:/rA(Q/\T)pdV:/[r2ﬂ—(r-9)r}pdv
B B
(8.16)

En lo que sigue consideraremos un solido continuo, por concretar las ex-
presiones. Proyectando sobre el versor unitario e obtenemos el momento ci-
nético dxico:

e'Hoz/e'[r/\(Q/\r)]pdV

5 (8.17)

:/Q(e/\r)-(e/\'r)pdV:Q/dgpdV
B B

donde se ha empleado la propiedad de rotacion del producto mixto. Asimis-

mo, se denomina d, o le Ar| ala distancia de cada punto al eje de rotacién
(O,e).

En la expresion anterior, la integral que aparece se define como momento
de inercia del sélido respecto al eje (O, e):

o / d2pdV (8.18)
B

resultando por tanto a partir de (8.17) la expresién

Ho,e =105, (8.19)
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donde Hop & o - e, momento cinético axico del sélido respecto del eje
(O, e).

De la misma manera, la energia cinética se puede expresar como

1 1
T:/—UdeV:/—(Q/\’r)?,odV
52 B2

(8.20)

Lo 2

=_O° | dpdV;
2 B
es decir,
1

T = 5101692. (8.21)
En el caso de un sélido discreto, las expresiones anteriores son igualmente

/7 . .z . . N
vélidas, siendo la expresién del momento de inercia Ip, =Y ;, m;dz,.

Debe advertirse que en las expresiones anteriores del momento cinético
(8.19) y energia cinética (8.21) el valor del momento de inercia Ip,. no es
constante, y debera ser calculado en cada instante en funcién de la posicion
del eje de rotacién (O, e). Esta circunstancia limita la utilidad practica de
dichas férmulas, siendo més recomendable para un caso general el uso del
tensor de inercia, tal como se explicara en el apartado 8.3 (expresiones (8.29)

v (8.42)).

8.2.2. Movimiento general (rotacién y traslacién)

En el caso mas general en que el movimiento no sea una rotacién instan-
tanea sino un movimiento general sin puntos de velocidad nula, el campo de
velocidades se puede desarrollar en general a partir del centro de masas (G).

. C .y, . . def .
Definiendo la posicién relativa al mismo por ¥ = r — rg, y suponiendo que
la velocidad instantanea de rotacién es €2 = (e,

v=vg+ QAT (8.22)

El momento cinético resulta

HG:/T’/\('UG+Q/\T’)pdV
B

= / ' ANvgp dV+/ " A (QAP)pdV. (8.23)
JB JB
-0
Proyectando sobre el versor e de la velocidad de rotacion,
Hg.=e-Hg= / e- [P ANQAPN]pdV =Qlg,, (8.24)
B

donde I, es el momento de inercia respecto del eje (G, e), que se define
andlogamente a (8.18).
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El desarrollo de la energia cinética es en este caso

1
T:/E(’Ug—}—ﬂ/\'f‘/)deV
B

_ 1 2 / 1 N2
_/BEUGpdV+\/BvG-(Q/\r)pdV/—l—/Bé(Q/\r) pdV (8.25)

-0

1M2+
=-Mv
2 G

1

I 02,
9°¢

Esta expresion es la aplicacién del teorema de Konig (6.25) al caso del sélido.

Debe realizarse aqui la misma advertencia que se hizo al final del apartado
anterior, en relacién con el valor variable en general del momento de inercia
I . a emplear en las férmulas (8.24) y (8.253).

8.2.3. Dinamica del sélido con un eje fijo

De las expresiones anteriores se puede obtener de forma directa la ecuacion
dindamica del caso mas sencillo de movimiento de rotacién de un sélido, que
es cuando el eje de rotacion (O, e) es fijo. Puesto que se trata de un sélido
rigido, /o . es una constante que refleja la distribuciéon de masas del soélido
alrededor de dicho eje fijo. Teniendo en cuenta esto, si se deriva (8.19) y
empleando (8.8) se obtiene

d . d
—Hop.=1p.Q0=—(Hp-e)=Mp-e= My,
q; 1o 0, dt( o-e) o-€ o,
U
Mo, = Ip.. (8.26)
En esta ecuacion Mo . < M o - e es el momento axico de las fuerzas. Al

derivar para obtener esta expresién se ha tenido en cuenta que, el eje (O, e)
es fijo, tanto respecto al sélido como a la referencia absoluta, por lo que el
momento de inercia /o, se mantiene constante, ya que la distribucién de
masa no sufre distorsion.

La expresion (8.26) define la dindmica de la rotacién en torno a un eje fijo.
Es similar a la ley «Fuerza = Masa x Aceleraciény (2.2) para dindmica de
traslacién de particulas, cumpliendo aqui el papel de aceleracién (variacién
del movimiento), Mo el papel de fuerza (causante de la variacién) e Ip . el
papel de masa (inercia a la variacién).

8.3. El tensor de inercia

Para el caso mas general de la dinamica del sélido, en lo que sigue nos
limitaremos a la ecuacién (8.72), o bien directamente a la ecuacién (8.8)
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en el caso en que el sélido tenga un punto fijo O —dando por descontada la
solucién de la ecuacién (8.7;) que gobierna la traslacién—. Como se ha dicho,
las dos ecuaciones son formalmente iguales, expresando ambas la dinamica de
la rotacion alrededor de un punto que se pueda suponer fijo, sea este punto
G u O. Por tanto en lo que sigue centraremos nuestra atenciéon en la ecuacion
(8.8) correspondiente al sélido con un punto fijo.

Para poder expresar dicha ecuacion en un caso general en que el eje de ro-
tacion no sea fijo, es preciso en primer lugar desarrollar las expresiones de las
magnitudes cinéticas (momento cinético, energfa cinética) de forma intrinse-
ca, sin referirse al eje de rotacién, lo que dard lugar al denominado tensor
de inercia. Como veremos, este tensor constituye la descripciéon més general
de la inercia de un sélido a la variaciéon de su movimiento, generalizando el
concepto de momento de inercia que se emplea para la rotacion alrededor de
un eje.

Figura 8.2: Movimiento del so-
lido B con un punto fijo O.

Expresiéon del Momento Cinético.— El momento cinético de un sélido
B con un punto fijo O, con velocidad de rotaciéon instantdnea €2, viene dado
por (8.16):

HO:/BT/\(Q/\r)pdV:/B[rQQ—(r-Q)r]pdV (8.27)

Se observa facilmente que esta expresion es lineal en €2; por tanto se puede
interpretar que define H, como una transformacion lineal de €2, que identi-
ficaremos con un tensor' I,

Io: Q— Hy(Q) :/ [ — (r - Q)r] pdV. (8.28)

Véase el apéndice A, donde se define un tensor de orden dos como «una funcion lineal
que aplica cada vector a un vectory
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Se trata de un tensor de segundo orden, que denominamos tensor de Inercia
del sélido B en el punto O.
En lenguaje tensorial, decimos que H es la actuacion de I sobre €2:

Ho=15 (8.29)

donde el operador (-) indica la aplicacién del tensor sobre un vector.

Componentes del tensor de inercia.— FEn notacion tensorial, a partir
de (8.27) y teniendo en cuenta que (r@r) - = r(r- Q) (véase apéndice A),
el tensor de inercia se puede expresar de manera explicita mediante

I, = /(r21 —r®r)pdV, (8.30)
B

donde 1 es el tensor identidad, de componentes d;; (deltas de Kronecker) en
una base ortonormal, y (®) indica producto tensorial o diddico.

Para clarificar el significado del tensor de inercia, desarrollemos las com-
ponentes del mismo en una base ortonormal, a partir de (8.27):2

(Ho)s = [ [0 = (rj)rdpav

— [/(T%&j — TiTj)pdV Qj
B
= IOJ‘]‘Q]'.

(8.31)

Los coeficientes I ;; corresponden a las componentes del tensor de inercia
I y quedan definidos por

def

[O,ij = /(T25ij - TZ'Tj)pdV, (832)
B

La ecuaciéon (8.31) permite interpretar la actuacion del tensor de inercia I
como el producto tensorial contraido® con €.

Cambio de coordenadas.— Una de las propiedades esenciales de los
tensores es el comportamiento de sus coordenadas frente a un cambio de
base (apartado A.5 en apéndice A). Supongamos un tal cambio, asociado a
un tensor de cambio A con matriz de componentes [A]*, que transforma la

2En estas expresiones, se sobreentiende que se efecttia la suma sobre los indices repetidos
sobre su rango de variacion, convencién que emplearemos en lo sucesivo en este capitulo
salvo indicacién expresa en contra.

3es decir, realizando la sumatoria («contrayendo» ) en el indice mds cercano entre ambos

‘Emplearemos la siguiente notacién en este curso para las expresiones matricia-

les: {x} = {z:}, {r} = {r:i} (entre llaves) para matrices columna (n x 1), |lz| =
{z}" = ||aill, |Ir]| = {r}T = ||| (entre barras dobles) para matrices fila (1 x n), y
[R] = [Rij], [A] = [Ai;], [I] = [I;;] (entre corchetes) para matrices de 2 indices (rec-

tangulares n X m o cuadradas n X n). Reservaremos las letras «negritas matemédticasy
(z, 7, R, I) para vectores o tensores. Procuraremos distinguir de esta manera entre el
tensor R y la matriz de componentes del mismo en un triedro dado, [R] = [R;;].
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base ortonormal {e;} en otra igualmente ortogonal {e}}:

i o [leedl=lee el .
€, = GJAJ,L
Las coordenadas de un vector dado a cambian como
{a,}’ = [A]T{a} & ag = Ajia;. (8.34)

Las coordenadas del tensor I (cf. ecuacion (A.42) en apéndice A) en ambas
bases estan relacionadas por

[Io]/ = [A]T[Io”A] =4 I/O,ij = AkiIO,klAlj- (835)

Recordamos que, al tratarse de un cambio entre bases ortonormales, A es
ortogonal ([A]T = [A]™!, y det(A) = +1). Supondremos ademds que ambos
triedros son «a derechasy, por lo que adicionalmente ha de ser det(A) = +1.

Reviste especial interés considerar un triedro (O, 4, j, k) ligado al sélido,
con origen en un punto O del mismo y direcciones (¢, 7, k) solidarias al cuerpo.
En este triedro, un punto material del sélido tiene coordenadas constantes®
a lo largo del movimiento:

r=z1+y°j+ 2°k, con (z°,4°, 2°) constantes. (8.36)

Las componentes del tensor de inercia en este triedro, a partir de (8.32), son
igualmente constantes. Empleando la notacién indicial para las coordenadas,
(ry,rs,rs) = (x°,y°, 2°), estas componentes son

I3 = /(735“ —rirj)pdV  (constantes) (8.37)
B
Consideremos ahora el cambio de base que relaciona el triedro del cuerpo
(O,1,7,k) con el triedro fijo (O, I,J, K),
25 k|l =l J KJ|[R]. (8.38)

(El triedro fijo puede definirse como aquél que coincide con la posicién del
triedro del cuerpo en el instante de referencia o inicial, [R];—o = [1].) La
relacion entre las componentes del tensor de inercia en ambos triedros es

[Io]° = [R]"[I0][R], (8.39)

donde [I5]° son las componentes del tensor de inercia en el triedro del cuerpo,
e [Io] las componentes en el triedro fijo. Teniendo en cuenta [R]T = [R] ™!,
la relacién anterior se puede invertir resultando

[Io] = [R][Io)°[R]". (8.40)

5Este tipo de coordenadas ligadas al movimiento se denominan en ocasiones coordenadas
convectivas.
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Esta expresién matricial define las componentes del tensor de inercia en una
base fija (inercial) a lo largo del movimiento, en funcién de la matriz [R)].
Se puede comprender facilmente que las coordenadas [Ip] por lo general no
seran constantes. Si se desea evitar tener que considerar dicha variacién en el
calculo, debera expresarse el tensor de inercia en un triedro ligado al sélido

(o).

Expresion de la Energia Cinética.— La expresion de la energia cinética
(8.20) se puede desarrollar como:

T:/%(Qm).(gm)pdv
15 (8.41)
:59-/81“/\(9/\1’)pdv.

Considerando (8.16) y (8.29) puede escribirse en funcién del tensor de inercia,

T %Q Iy ). (8.42)

Otras maneras de expresar esta ecuacion son:

1

T = §Qi[O,iij (notacién indicial); (8.43)
1

= §||Q||[IO]{Q} (notacién matricial). (8.44)

La ecuacién (8.42) es una expresién tensorial, por lo que el resultado es
otro tensor, en este caso de orden cero, es decir, un escalar invariante. Por
lo tanto, el valor de T' es un invariante intrinseco del movimiento, que no
depende del sistema de coordenadas elegido. En efecto, realizando el cambio
de coordenadas definido por [A] segin (8.34) y (8.35) y teniendo en cuenta
la ortogonalidad de la matriz de cambio:

T = STl ey
— S (ILA]) (AT LoJLA)) (A)"{2) (5.45)

— JlIliTol(e) =1

8.4. Propiedades del Tensor de Inercia

8.4.1. Momentos y Productos de Inercia

Sea un eje (O, u) correspondiente a un versor u pasando por el punto
O € B. La distancia al eje de un punto cualquiera P € B definido por
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r=0Pesd= |lu A r|. Segin la definicién de momento de inercia (8.18),

L= | &pdV = [(uAr) - (uAT)pdV
Jotorr=, o

:u-/r/\(u/\'r)pdV.
B

La integral que aparece es anédloga a la (8.27), que sirvi6 para definir el tensor
de inercia, ocupando aqui u el lugar de 2. Por tanto,

In=u-(Ip-u) (8.47)

Esta expresion define el momento de inercia como una forma cuadratica

Figura 8.3: Momento de inercia
del solido B respecto de un eje

(O,u).

funcién de w, y permite calcular, conocido I, el momento de inercia para
un eje cualquiera por O. En concreto, tomando las direcciones de los versores
del triedro (O, 4,7, k) y empleando (8.47) y (8.30) obtenemos los momentos
de inercia segun las direcciones del triedro de referencia:

Ly =1-(Ip-1) = /B (y* + 2*)pdV, (8.48)
Ty =i+ o-d) = [ @+ )pav. (8.49)
L.=k-(Io-k)= /B($2 +y?)pdV. (8.50)

Estos momentos de inercia coinciden con las componentes de la diagonal prin-
cipal de la matriz de coordenadas, como es facil ver. La expresiéon completa
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de esta matriz es

JsW* +22)pdV — [saypdV — [z zzpdV
o] = — [syzpdV  [(Z®+a2)pdV - [yyzpdV
— [gzapdV — [ayzpdV  [i(a? 4+ y2)pdV (8.51)
I, —P,, —F.
=Py Iy —Fp

_sz _Pyz [zz

Las integrales de fuera de la diagonal, con signo positivo, se denominan pro-
ductos de inercia:

Py / wypdV; P, < / yzpdV; P, = / zepdV. (8.52)
B B B

De la expresion (8.51) es inmediato comprobar que I es un tensor simé-
trico, por lo que para definirlo en un caso general bastaran 6 componentes (3
momentos de inercia y 3 productos de inercia).

Ademas, el tensor I es siempre definido positivo. Esto se deduce de forma
inmediata de (8.42) que expresa T como una forma cuadrética de  definida
por Io. La energia cinética T, por su propia definicion, es esencialmente
positiva para cualquier movimiento de rotaciéon no nulo (2 # 0), lo que
caracteriza al tensor Iy como definido positivo.

Otras propiedades del tensor de inercia de facil demostracién son las si-
guientes:

» La contraccion (traza) de un tensor de 2”0 orden es un invariante esca-
lar. Por tanto

tr(IO) - Iaa = Ixr + ]yy + ]zz
= 2/($2 +y* +2%)pdV
B

= 2/ r?pdV =21,
B

donde Iy es el denominado momento de inercia polar, invariante de B
para un punto O dado.

= Se verifica la propiedad triangular, es decir, un momento de inercia es
menor que la suma de los otros dos, pero mayor que su diferencia. Se
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comprueba inmediatamente,

]yy—l—fzzz/(2x2+y2+22)pd\/= m+2/x2pdv,
B B

N———
>0
Iyy _Izz = /(22 _y2)pdv = ]xa: _2/y2pdv
B B
>0

8.4.2. [Elipsoide de Inercia

Consideremos el haz de ejes que pasan por un punto O, con direcciones
arbitrarias definidas por el versor unitario e. Definimos para cada direccién
un punto situado sobre el eje (O, e) a una distancia (1,)~/2 de O:

e
s

Si expresamos la forma cuadratica en r definida por I,

r==4

e (Ip-e)

r-(Ip-r)= 7

=1. (8.53)
Esta ultima ecuacion caracteriza el lugar geométrico de los puntos conside-
rados como una cuadrica con centro en O. La expresién (8.53) es una forma
cuadrética definida positiva (en todos los casos de solidos no degenerados),
por lo que geométricamente se trata de un elipsoide, llamado elipsoide de
inercia. Su expresion desarrollada es

L.z + Iyyy2 +1,,2°— 2P, 2y — 2P yz — 2P pza = 1

El elipsoide de inercia ofrece una manera alternativa de estudiar el movi-
miento del sélido, a través de procedimientos geométricos, en lugar de los
procedimientos algebraicos mediante el tensor de inercia, de naturaleza mas
abstracta.

8.4.3. Ejes Principales de Inercia

En un caso general, la velocidad instantanea de rotacién €2 y el momento
cinético Hp = I - £ no tienen porqué ser paralelos. Sin embargo, existen
algunas direcciones privilegiadas en las que si se cumple esta condicion; éstas
se llaman direcciones principales de inercia en O.

Si € es paralela a una direccion principal de inercia, esto quiere decir que
existira un escalar A que exprese la proporcionalidad,

HO:IO'Q:)\Q;
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si tomamos el versor e correspondiente a esta direccién (2 = Qe), se cumplira
I.=e-(Ip-e)=e-(\e) =)

es decir, el coeficiente de proporcionalidad es precisamente el momento de
inercia segun la direccién principal, A = I.. Estos se denominan momentos
principales de inercia.

La obtencién de las direcciones principales y momentos principales aso-
ciados a un tensor Iy constituye un problema de autovalores: Se trata de
encontrar una direccion e tal que, para algun A, se verifique

Ip-e=le. (8.54)

Introduciendo el tensor unidad 1, cuyas componentes cartesianas son las
deltas de Kronecker (d;;), resulta la igualdad

(Io—\)-e=0. (8.55)

Esta expresion corresponde a un sistema de ecuaciones lineal y homogéneo,
de incégnitas e = ||e; ez e3]|. Para que exista solucién no trivial (e # 0), la
matriz de coeficientes de (8.55) ha de ser singular:

det(Io — A1) =0, (8.56)

expresion que constituye la denominada ecuacion caracteristica del problema
de autovalores (8.54). Se trata de una ecuacién cibica en A, que posee tres
raices (A\; = A, A\;; = B, Arip = C). Por ser I simétrico, estas tres raices
deben ser reales; como ademads es definido positivo, las tres seran ademas
positivas, correspondiendo a los tres momentos principales de inercia.

Cada momento principal de inercia estd asociado a una direccion princi-
pal de inercia, solucién de (8.55) con el valor de A apropiado: (e, ey, errr).
Admitamos en primer lugar que la ecuacion caracteristica tiene tres raices
distintas (A # B # ('), las tres direcciones principales se obtienen respecti-
vamente de

IO'CIZAEI (857)
Io e = Bey (8.58)
IO cerrr = 06111 (859)

Una propiedad esencial de las direcciones principales es que, si correspon-
den a autovalores distintos, han de ser mutuamente ortogonales. En efecto,
multiplicando escalarmente (8.57) por e;; y (8.58) por ey,

€rr- (Io : 61) = Ae;r-e;

er-(Io-e) = Bes- ey
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restando estas dos expresiones y haciendo uso de la simetria del tensor de
inercia, se obtiene

0= (A — B)e[ - €ery,

expresion que indica la ortogonalidad entre ambas direcciones, ya que por
hipétesis antes realizada (A — B) # 0. Por lo tanto, el triedro de referencia
(O, eyr, e, err) formado por las tres direcciones principales en O constituye
una base ortonormal ligada al sélido. Las componentes del tensor de inercia
en esta base son

Ioij=¢€;-(Ip-ej)=\0; (inosumado),
lo que equivale a una matriz de componentes diagonal:

A 0
0 0
0

C

0
o] = B
0
Los ejes principales de inercia corresponden a los ejes geométricos del elip-
soide de inercia, cuya expresion en este triedro seria

Az + By’ + C22 =1,

ecuacién que corresponde a un elipsoide de semiejes (1/v/A,1/vVB,1/3/C).
En el caso en que existiera una raiz doble en la ecuacion caracteristica
(8.56), habré dos momentos principales iguales. Los ejes principales de inercia
estaran constituidos por el correspondiente a la raiz unica y otros dos ejes
cualesquiera en el plano normal al primero y que sean ortogonales entre si,
adoptando entonces la matriz de componentes del tensor de inercia la forma

A0 0
To]={0 A4 0
0 0 B

En este caso es inmediato comprobar que cualquier direccién del plano
(O, err, errr) ortogonal al primer vector (es decir, un vector u = aer;+ ey
para «a y (3 arbitrarias) es también direccién principal de inercia. Estamos
ante un tensor de inercia cilindrico.

Por 1ltimo, en el caso en que exista una unica raiz triple, analogamente
al caso anterior, cualquier direccion del espacio es principal. Podremos esco-
ger como ejes principales tres direcciones ortogonales cualesquiera. Diremos
que el tensor de inercia es esférico, siendo su expresion en cualquier sistema
cartesiano de coordenadas la misma:

A 0 0
Io]=|0 A 0
00 A
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Veamos ahora que los momentos de inercia correspondientes a las direc-
ciones principales son los méximos y minimos de los momentos de inercia
para cualquier direccién. Basta plantear el problema de méximos/minimos
condicionados en el que se buscan los extremos de la funcion

I.(e)=e-(Ip-e), (8.60)

sujetos a la ligadura
e-e=1, (8.61)

puesto que el versor e debe tener mdédulo unidad. El problema se soluciona
mediante el método de los multiplicadores de Lagrange. Tomando una varia-
cién infinitesimal de la primera expresién e igualando a cero, la condicion de
extremo (8.60) queda expresada como

26-<IO'56) =0.

(donde se ha empleado la simetria de Io.) Multiplicando la ecuacién de
ligadura (8.61) por un multiplicador arbitrario A, y tomando igualmente su
variacion,

2)e - de = 0.

Restando ahora ambas expresiones,
(Io-e—Xe)-de=0,

lo que, al ser de arbitrario, obliga a

Toe=e] 552)

Es decir, e debe ser una direccion principal, como queriamos demostrar. Por
lo tanto, de las tres direcciones principales, una corresponderd al méaximo
momento de inercia, otra al minimo, y la tercera a un valor intermedio.

8.4.4. Simetrias de Masas

La existencia de simetrias en la distribucion de masas simplifica de manera
considerable el calculo del tensor de inercia. En la practica es conveniente
emplear estas simplificaciones siempre que sea posible.

a. Plano de Simetria. Por ejemplo, si (Oxy) es un plano de simetria, cual-
quier particula de coordenadas (z,y, z) posee una simétrica (z,y, —z).
Asi, P, = fB xzpdV = 0,P,, = fB yzpdV = 0. En la expresion de
la matriz de inercia (8.51), la tercera fila y la tercera columna se anu-
lan, por lo que el eje Oz (perpendicular al plano de simetria) es un eje
principal de inercia.
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b. FEje de Simetria. Sea este, ejemplo el eje Oz. Para toda particula en
(x,y, z) existe otra en (—z, —y, z). Por tanto P,, = P,, =0, y el eje de
simetria Oz es también eje principal de inercia.

c. Eje de Revolucion. Sea este por ejemplo el eje Oz. El eje de revolucion
es también eje de simetria, por lo que Oz serd eje principal. Por otra
parte, existe simetria respecto de cualquier plano que contenga al eje de
revolucién, por lo que todo eje € Oxy es principal de inercia. Estaremos
por tanto ante un tensor de inercia cilindrico,

A 0 O
Io]=(0 A 0
0 0 B
EJEMPLO 8.1: Sea un cubo homogéneo, de masa M y arista b. Se desea
calcular las componentes del tensor de inercia referido a un vértice del cubo

con ejes paralelos a las aristas, asi como los ejes principales de inercia.

A
z
Figura 8.4: Obtencion del tensor
de inercia de un cubo respecto del
vértice O, con ejes (z,y,2) para-
lelos a las aristas M
O : Y
U TSR N
b

T

Calculamos directamente las integrales que definen las componentes del
tensor de inercia (8.51) en ejes cartesianos ortonormales (8.51):

]w:///(yQ—i-ZQ)pdmdydz
v
b b b
:,0/ dz/(y2+22)dy/ dz
0 0 0
b b
—pb/ dz/ (y* + 2%) dy
0 0
b b3

= pb/ (= +bz%) dz

'3
vioopt 2

=pb(—= + =) = =MV’
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ya que M = b3p. Andlogamente

Los productos de inercia valen

Pmy:///xypdxdydz
v
b b b
:p/dx/xydy/dz
0 0 0
b b
:pb/ dx/ xy dy
0 0
[

=p— | xdx

y de igual manera

Por lo tanto, la expresién del tensor de inercia es

2/3 —1/4 —1/4
[Io] = Mb* | -1/4 2/3 —1/4]. (8.63)
-1/4 —1/4 2/3

Calculemos ahora los ejes principales de inercia. La ecuacion caracteristica
es:
det(IO - /\1) =0

denominando Mb? = 3, para simplificar las expresiones, resulta

By b
-3 A=A =B =0

Desarrollando el determinante,

det(Ip — A1) = (%ﬁ — A) K%B — A) (%5 — A) — éﬁQ] =0,

cuyas soluciones son A = (1/6)5 y A = (11/12)5 (doble).

Por lo tanto el tensor de inercia, expresado en los ejes principales, seria

1/6 0 0
[Io]=Mb*| 0 11/12 0
0 0 11/12
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Para obtener las direcciones principales, sustituimos en (8.62) cada autovalor
A solucion de la ecuacion caracteristica, y resolviendo para e obtendremos
la direccion principal asociada. Conviene recordar que al ser la matriz de
coeficientes singular, estas direcciones principales quedan indeterminadas en
funcién de al menos un parametro, lo que nos permite elegir las soluciones
normalizadas, correspondientes a versores de médulo unidad.

Sustituyendo el primer autovalor (A = (3/6) en (8.62) y simplificando
resulta:

261—62—6320,
—61+262—63:0,

—€q —€2+2€3 = 0.

La solucién —funcién de un pardmetro indeterminado p ya que las tres ecua-
ciones no son independientes— es p(1,1,1), que corresponde a la diagonal
del cubo.

Las otras dos direcciones principales hay que buscarlas en el plano normal
a ésta. Como el otro autovalor es una solucién doble, seran cualesquiera dos
direcciones de este plano que sean normales entre si. (El tensor de inercia es
por tanto cilindrico.)

8.5. Campo Tensorial de Inercia

Tal y como se ha definido en el apartado 8.3, el tensor de inercia es un
«tensor de puntoy, ligado al punto material O que se ha tomado como origen
de coordenadas. Por lo tanto, al variar dicho punto, se obtendra un tensor
distinto, con lo que se define un campo tensorial. Si se toma como referencia
el centro de masas (G, obtendremos el llamado tensor central de inercia, Ig:

Ic = /(Tépl —rgp ®@rgp)pdV (8.64)
B

def =73 L.
Donde r¢p = GP, vector desde G a un punto genérico P € B.
Calculemos la expresién de Ip en funcién de Ig; empleando la descom-
posicién® rp = rg + rap,

I, = /(r%l —rpRrp)pdV
B

= /(rél —’r(;®rg)pdV+/(réP1 —rep @rgp)pdV
B B

+2-1/(rG-rgp)pdV—/('rG®7‘Gp+"°GP®7°G)PdV
B JB

[ (.

g g

=0 =0

—
Sempleamos la notacién rp ' op para denotar al vector desde el origen O a un punto
P explicitado en el subindice
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Las dos ultimas integrales se anulan debido a que se reducen a factores cons-
tantes por integrales del tipo |, sTcap pdV = 0. Por lo tanto la expresion del
campo tensorial de inercia resulta

IO:Ig—FM(Té]_—Tg(X)Tg). (865)

Desarrollando ésta en componentes:
Ioij = I + M[r&di — raaira,),
y matricialmente:
[Lo] = [Ie] + M(rg[1] = {ra}ral).

Veamos a continuacion algunas propiedades del campo tensorial de iner-
cia.

a. Fjes principales de inercia
Sea un punto O sobre uno de los ejes principales de inercia en G. En-
tonces, tanto la direccién principal u||r¢ como las otras dos direccio-
nes principales perpendiculares a w son también principales en O. Para

Figura 8.5: ejes principa-
les de inercia en un pun-
to O sito sobre uno de los
ejes principales por G

comprobar esto, distinguimos los dos casos, segiin que la direccion sea la
del vector unitario u o perpendicular a éste. En el primero, r¢ = OG u;
aplicando (8.65):

IO-u:IG-u+M[7“2Gu—OG2u(u®U)-(TZGU)]
= u+ M[riu — 1% (u - u) ul
~——

=1

= \u
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Figura 8.6: Teorema de Stei-
ner: momento de inercia pa-

ra un

(G, e)

En el caso de una direcciéon v normal a r¢, tal que v-u = 0, aplicando
de nuevo (8.65) para Ip,

Io-v=1Ig v+Mriv—(u®u)- (rgv)]
= v+ M[riv —r% (u - v) u
=0
= A+ Mr)v

En ambos casos la direccion principal de I lo vuelve a ser de I, con
el mismo momento principal de inercia en el primer caso (u paralela a
rg), y con el momento aumentado (Ip, = I, + M 1%) en el segundo
caso (v perpendicular a r¢).

Teorema de Steiner

Sea un eje por el centro de masas (G, e) en el cual conocemos el mo-
mento de inercia I .. El momento de inercia respecto de un eje (O, e)
paralelo por otro punto O y que diste d del primero (figura 8.6) serd

eje (O, e) paralelo a

e-(Io-e)
e (Ig+ Mgl —re@re)-e)
e (Ig-e)+ Mrgle-(1-e) —e-((rc@rc)-e)]

2

IO,e

oo’

A

=Ige+ Mg —(e-rc)(e 10)]

.

a2
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Se obtiene por tanto la expresion del Teorema de Steiner:

Ioe=Ige+ Md?

Es inmediato ver que, para una direccion e dada, el momento de inercia
minimo es el correspondiente a un eje (G, e) que pasa por G.

EJEMPLO 8.2: Continuando con el cubo del ejemplo 8.1 anterior se pretende
ahora hallar el tensor de inercia en el centro de masas, respecto a unos ejes
paralelos a las aristas del cubo, a partir del tensor de inercia obtenido antes
en un vértice (8.63).

Figura 8.7: Obtencion del tensor
central de inercia de un cubo res- G
pecto de su centro G

"0
b

Aplicamos la expresion (8.65) del campo tensorial de inercia:
IG = IO —M(Tél —Tg®Tg).

El vector rq vale:

362
Irall = 11b/2, 0/2, b/2]] =
re:rg,; = (VZ,])
luego:
[M(rGl —rg® rg)] M (16 —r6irc),
y su matriz de componentes es
b2 3—1 -1 -1 b2 2 -1 -1
MZ -1 3-1 -1 MZ -1 2 -1
-1 -1 3-1 -1 -1 2
Por tanto, a partir de (8.63),
2/3 —1/4 —1/4 b2 2 -1 -1
[Ig] = MV | —-1/4 2/3 —1/4 MZ -1 2 -1
—-1/4 —1/4 2/3 -1 -1 2

1/6 0 0
=My 0 1/6 0
0 0 1/6
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Se comprueba pues que el triedro formado por las direcciones de las aris-
tas es un triedro principal en GG. Lo mismo se podria haber deducido por
simetrias, ya que la direccion de cada arista en G forma un eje de simetria.

De hecho, por ser el tensor esférico (los tres momentos principales son
iguales), la matriz de componentes es diagonal y cualquier eje es principal
en (. El resultado habria sido el mismo para cualquier triedro de referencia
cartesiano por el centro. El comportamiento de un cubo respecto al giro
alrededor de su centro de masas es por lo tanto idéntico al de una esfera.

8.6. Rotacion Finita del Sélido

8.6.1. Rotaciones infinitesimales y su composicion

—

Supongamos un sélido B con un punto fijo O, y un vector € = OP
dirigido desde O a un punto P € B. Este vector esta ligado al sélido, por lo
que su matriz de coordenadas en una base ligada al mismo, ||x||° = ||z y 2|,

es constante a lo largo del movimiento. Por el contrario, si se considera un
triedro fijo (OXY Z), las coordenadas de & variardn al moverse el sélido.

Supongamos que el movimiento es una rotacion pequena e alrededor de
una determinada direccién. Sin pérdida de generalidad consideramos esta
direccion segun el eje Oz, por lo que la rotacion la expresamos vectorialmente
como ek. Las nuevas coordenadas del vector @ en el triedro fijo después de
esta rotacion infinitesimal son (figura 8.8):

Figura 8.8: Rotacion infinitesimal alrededor del eje z, en la que los ejes Oxyz
giran solidariamente con el solido, asi como el vector posicion x de un punto
P del solido, mientras que los ejes OXY Z permanecen fijos.
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X =xzcose —ysene = — ey + O(e%);
Y =wsene +ycose =y + ex + O(e%); (8.66)
4 =z.

En forma matricial la expresion equivale a

X x —y 1 00 0 -1 0 x
Ye=Ryp+ted z p=1|01 0]+e|ll 0 0 y p +O(H).
Z z 0 001 0 0 O z
(8.67)
En esta expresion, la matriz [J,] = (g I)l §> se denomina generador de ro-

taciones infinitesimales alrededor de z, y corresponde a las coordenadas de
un tensor hemisimétrico J,. Suponiendo e suficientemente pequeno, la expre-
sién (8.67), despreciando infinitésimos de orden dos o superior, equivale a la
ecuacion tensorial

x=(1+eJ,) = (8.68)

En esta expresion @ = (X Y Z)T es el vector de posicién medido por

un observador fijo, mientras que x° = (w Y z)T es el vector convectivo de
posicion del punto P, es decir, un vector medido desde el punto de vista del
observador mévil con el sélido, que es constante a lo largo del movimiento
para una particula dada. Este tultimo vector puede interpretarse también
como coordenada material de la particula, ya que cada punto P € B esta
asociada a un vector constante x°.

Como todo tensor hemisimétrico, J, equivale a un producto vectorial (cf.
apartado A.10). En esta ocasién el vector axial asociado es precisamente el
versor del eje z:

VaceR? J.-a=kAa=(—a,a.,0)". (8.69)
La ecuacion (8.68) puede escribirse de forma incremental,

Ax=x—x°=€l, x° (8.70)

y en el limite infinitesimal (¢ — d¢, x° — x)
de=d¢J,. - & dx=dokAx. (8.71)
Definiendo la velocidad de rotacién €, % (de/dt)k, la ecuacién anterior

equivale a

&= Az (8.72)

Como se ha dicho antes, la eleccion de la direccién z para la rotacién no
resta generalidad, siendo vélida la expresién (8.72) para una rotacién segin
una direccion cualquiera €2. El razonamiento seguido establece por tanto la
equivalencia entre una rotacién infinitesimal y el campo de velocidades del
sélido (4.10), estando ambas definidas por una aplicacién hemisimétrica o
equivalentemente por un producto vectorial.
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Composicion de dos rotaciones infinitesimales.— Supongamos ahora
dos rotaciones infinitesimales sucesivas,

R, x®—a'=(1+el) x%

Ry, ' = x? = (1+eJy) - x'

Sustituyendo el valor de ! y despreciando infinitésimos de orden superior al
primero, la composiciéon de las dos puede expresarse como

REQ o Rel i A :132 = (]- + €1J1 + €2J2) cx’ + €1€2<J2 : Jl) - x°

8.73
%(1+€1J1+€2J2)'$0. ( )

Esto puede interpretarse como una rotacién infinitesimal suma de las dos,
€1J1 -+ €2J2. (874)

De forma equivalente, puesto que la primera rotacién equivale al producto
vectorial por €; y la segunda por €5, se comprueba igualmente que la compo-
sicion de las dos equivale al producto vectorial por la suma de ambos vectores,
€] + €3:

' =x° + € N,

x? =z + e Nt
=x°+ (e +e)Nx’+e (e Nx’).
—_——
~0

Tanto la suma de tensores de orden dos como la suma de vectores son
operaciones conmutativas, por lo que igualmente la composicion de rotaciones
infinitesimales es conmutativa, no importando el orden en que se produzca.
Como se ha dicho antes, esta propiedad encuentra su equivalente en el campo
de velocidades del sélido (4.5), en el que la composiciéon de dos rotaciones
por O es otra rotacion con velocidad angular suma de las anteriores, no
importando el orden de los sumandos en esta adicion.

8.6.2. Composicion de rotaciones finitas

Al contrario que las rotaciones infinitesimales, la composicion de rota-
ciones finitas no es una operacion conmutativa. Esto se puede comprobar
facilmente aplicando sucesivamente a un sélido dos rotaciones finitas ele-
mentales segin ejes distintos, en diferente orden (figura 8.9). Esta falta de
conmutatividad se debe a que, como se vera a continuacion, las rotaciones
finitas se caracterizan como producto por un tensor de rotaciéon. La compo-
sicién de rotaciones equivale pues al producto de tensores, operaciéon que no
es conmutativa.

De forma matricial, las componentes del vector rotado vienen dadas por
el producto por una matriz ortogonal, y la composiciéon de rotaciones por
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a) rotacion Tk seguida de 7.

AT A

b) rotacién 7j seguida de Jk.

Figura 8.9: Las rotaciones finitas no son conmutativas: en el caso a) se realiza
primero la rotacion (w/2)k sequida de (w/2)5; en el caso b) (7/2)j seguida
de (m/2)k, siendo el resultado claramente diferente.

el producto de las matrices correspondientes. Comenzaremos por desarro-
llar esta interpretacion matricial a través del cambio de base asociado a la
rotacion.

8.6.3. La Rotacion finita como cambio de base

Sea (O;1, 7, k) una base ortonormal ligada al sélido (triedro del cuerpo)
y (O;1,J, K) una base ortonormal fija (triedro fijo). Se puede interpretar la
rotacion del sélido a partir del cambio de base entre ambos triedros. Supon-
gamos este definido por una matriz [R], de forma que’:

lig k|l =1 J K| [R]. (8.75)

"Recordemos que, seglin A.5, otra manera de definir el cambio de base es mediante
las siguientes expresiones de transformacion de los vectores de la misma: ¢ = R-I; j =
R-J; k= R- K, donde el tensor R es aquel cuya matriz de coordenadas en la base
(I,J,K) es precisamente [R].
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Figura 8.10: La ro-
tacion finita equi-
vale a un cambio
de base definido
por la matriz [R),
) que permita pa-
sar del triedro fijo
|\IJ K| al triedro
del cuerpo || 7 k||

La relacion de cambio de coordenadas asociada, denominando (X,Y, Z)
a las coordenadas en el triedro fijo y (z,v, 2) las del triedro del cuerpo, es

X T
Y=[R|{vyy- (8.76)
Z z

La rotacién del sélido puede por tanto interpretarse como un cambio de
base, definido por la matriz [R], que multiplica al vector columna de coor-
denadas «convectivasy para obtener las nuevas coordenadas. En esta inter-
pretacién, se trataria de distintas coordenadas (segun dos triedros diferentes)
para un mismo vector.

La superposicion de dos rotaciones sucesivas, asociadas a dos matrices
[R1] y [Rs], equivaldria al producto de las mismas, [Ry] - [Ry]. Como se
sabe, el producto de matrices no es una operacion conmutativa: [Ry] - [Rs] #
[Ry] - [Ry].

La condicion de que ambos triedros sean ortonormales obliga a que la
matriz de cambio sea ortogonal, [R]T = [R]™! (cf. apéndice A). La matriz
[R] es de dimensién 3 x 3 y tiene por tanto 9 componentes, pero la propiedad
de ortogonalidad impone 6 condiciones escalares:

3
Y RuRy=0;  (i,j=1,2,3i<j), (8.77)
k=1

por lo que el conjunto de dichas matrices se podra por tanto representar
mediante 9 — 6 = 3 parametros independientes.
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De esta manera, la orientacion del triedro del cuerpo ||z j k|| queda defi-
nida por tres grados de libertad. Estos caracterizan el cambio del triedro fijo
|IJ K| al triedro del cuerpo |27 k||, que se mueve con el sélido y define
por tanto su orientacién.

8.6.4. La Rotacion finita como transformacién ortogo-
nal

El movimiento mas general de un soélido rigido con un punto fijo se re-
presenta mediante una transformacién lineal R, es decir, un tensor de orden
dos (cf. apéndice A). Veremos ademds que este tensor es ortogonal propio.

Sea x° el vector posicion de una particula del sélido, medido desde el
punto fijo O, en un instante inicial que tomaremos como configuracion de
referencia. Este vector ° se denomina convectivo, siendo constante a lo largo
del movimiento para una particula dada del sélido (siempre representa el
vector posicién en la configuracién de referencia). De forma equivalente, x°
puede considerarse como el vector posiciéon medido por un observador movil
con el solido, para el que la situacion de los puntos del sélido es fija.

Por otra parte, sea « el vector posicién de un punto del solido, para un
observador fijo o inercial, en un instante genérico del movimiento, que deno-
minaremos configuracion rotada. La relacién con el vector posicién convectivo
x° se establece mediante un tensor® R:

r=R-z2° = x;=Ry1;. (8.78)

Es facil comprobar porqué esta transformacion debe ser ortogonal: al tratarse
de un sélido rigido, la distancia al punto fijo tiene que coincidir en ambas
configuraciones, la inicial y la rotada; desarrollando esta condicién,

z-z=(z""R") - (R-2°)=2° (R"-R) x°)

=x° - x°.

Se deduce por tanto que el tensor R debe cumplir la condicién de ortogona-
lidad (cf. apéndice A):

R"-R=1 = R'=R" (8.79)
Tomando determinantes en la expresion anterior,
det(R")det(R) = (det(R))*=1 = det(R) = +1. (8.80)

De las dos posibilidades que se ofrecen para el signo del determinante, de-
be tomarse +1, lo que corresponde a una transformacion ortogonal propia.

8Es facil comprobar que esta transformacién es necesariamente lineal, por lo que se
puede identificar con un tensor.
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Las transformaciones ortogonales cuyo determinante vale —1 se denominan
impropias, y producen, ademdas de una rotaciéon, una inversiéon en los ejes
equivalente a la imagen reflejada en un espejo, lo que conllevaria inversion
de los volumenes.

Resumiendo lo expuesto en este apartado y anterior (8.6.3), es posible
interpretar la rotacién R desde dos puntos de vista distintos:

1. Rotacidon activa: El tensor R transforma el vector x° en otro vector
distinto £ = R - x°.

2. Rotacion pasiva: El tensor R, o su matriz de coordenadas asociada
[R| = [R;j], define un cambio de base, del triedro fijo (E;) = (I,J, K)
al triedro del cuerpo (e;) = (2,7, k), segin las relaciones de cambio
(8.75): ¢, = R- E;, = R;E;. Denominando {z}° = (zy2)T a las
coordenadas del vector posicién de un punto en el triedro del cuerpo y
{x} = (XY Z)" a las del triedro fijo, la relacién entre éstas debe ser

(8.76): {x} = [R]{x}".

Notese que en la acepcion como rotacion pasiva, se consideran distintas coor-
denadas para un mismo vector, en dos bases distintas: el sélido permanece
mientras es el triedro de referencia el que rota. Por el contrario, la interpreta-
cion activa de la rotacion considera dos vectores distintos: es el propio sélido
el que rota.

La interpretacion segin uno u otro punto de vista es equivalente en cuanto
a las expresiones en coordenadas, pudiendo adoptarse la que mas convenga
en cada caso. En lo que sigue consideraremos en principio la interpretacion
activa.

8.6.5. Teorema de Euler

«El desplazamiento mas general de un solido con un punto fijo es
un giro alrededor de algin ejey.

Este enunciado puede parecer trivial a primera vista, teniendo en cuenta
que a menudo hemos asimilado los términos «movimiento de un sélido con un
punto fijo» con «rotacién de un sélido». Sin embargo, una lectura mas cui-
dadosa permite comprobar que no resulta obvio. El significado que tiene este
teorema es que, para todo movimiento de un sélido con un punto fijo, existe
un determinado eje de rotacién (O, p) que produce el mismo efecto girando
el solido alrededor de él un determinado angulo ¢. Como ejemplo ilustrativo,
considérense las dos rotaciones compuestas definidas en la figura 8.9, en las
que no resulta inmediato identificar para cada una de ellas el eje de rotacion
resultante.
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Figura 8.11: Teorema de
Euler: el desplazamiento de
un solido con un punto fijo
O es un giro de valor ¢ al-
rededor de algin eje (O, p).
Para el punto A el giro se
desarrolla alrededor de C,
por el cual el punto A se
transforma en A, y x° en
x.

DEMOSTRACION.—  Si el movimiento es una rotacién alrededor de un
eje, los puntos del mismo no sufriran cambio alguno, mientras que los puntos
fuera del eje efectuaran un giro de magnitud angular finita ¢ alrededor del
mismo. Por tanto, el versor p que define la direccion del eje debe ser invariante
en la transformacion definida por R:

R-p=p.

Esta ecuacion indica que p debe ser un vector propio de R, con autovalor
A = +1. El teorema quedara demostrado por tanto si probamos que R posee
dicho autovalor, en cuyo caso la direccién buscada del eje de giro sera la
del vector propio correspondiente. Para ello partimos de la igualdad trivial
siguiente, que se deduce inmediatamente de la condicion de ortogonalidad
(8.79):

(R-1)-R"=1-R";

tomando determinantes,
[R—-1|-|R"|=[1- R
y considerando las igualdades siguientes

IR"| = |R| = +1;
IR" —1|=|R—1];
1-R"|=(-1°|R" —1|=—-|R—1]|,

llegamos a
|IR—1|=0.

Esta igualdad garantiza el cumplimiento de la ecuacion caracteristica (|R —
A1l| = 0) para el autovalor A = +1. Admitiendo ademds que el autovalor
A = 41 es Unico, cuestion que no demostraremos por no prolongar esta
discusién, quedaria probado el teorema. l



8.32 Capitulo 8. DINAMICA DEL SOLIDO RiGIDO

El teorema de Euler es coherente con el comentario realizado antes sobre
los tres grados de libertad que definen la rotacién finita debido a las con-
diciones de ortogonalidad (8.77). Parece 16gico buscar una correspondencia
de estos tres pardmetros con algin vector del espacio vectorial R3. Este po-
dria ser el denominado vector de rotacion de Euler, cuya direccién es p y el
modulo es el angulo girado ¢.

A pesar de esto, debemos insistir en que no se puede considerar los mo-
vimientos del sélido con un punto fijo (o «rotaciones») como vectores, lo que
implicaria su aditividad conmutativa para la composicién de dos rotaciones.
Hemos visto que la composicion de dos rotaciones finitas consecutivas no es
conmutativa, por lo que éstas no poseen estructura de espacio vectorial. Se
debe seguir considerando a éstas como transformaciones lineales ortogonales
(definidas mediante tensores o matrices ortogonales) y no como vectores, a
pesar de que estén caracterizadas por tres parametros que podrian servir pa-
ra definir un vector en R3. Para precisar este aspecto y no inducir a error se
suele decir que p es un «pseudo-vectors»”?.

Un corolario del Teorema de Euler es el Teorema de Chasles, cuyo enun-
ciado afirma:

«El desplazamiento mas general de un sélido rigido es una tras-
lacién mas una rotaciony.

La comprobacién es inmediata, ya que al liberar la ligadura del punto fijo
se introducen tres grados de libertad de traslacion de dicho punto, que no
afectan a la orientacion del sélido. Chasles propuso también un enunciado
mas fuerte de este teorema, que no desmostraremos aqui, segiin el cual es
posible escoger un origen de coordenadas de forma que los ejes de traslacion
y rotacién coincidan, siendo entonces el movimiento el de un sacacorchos
(helicoidal).

8.6.6. Relacion entre rotaciones finitas e infinitesima-
les

Generacion del tensor de rotaciéon R integrando las rotaciones in-
finitesimales

Sea una rotacion finita de angulo ¢ alrededor de cierto eje, que para
concretar tomaremos como el Oz, sin pérdida de generalidad. Es decir, la
rotacién finita puede caracterizarse por el vector de Euler asociado ¢k. Pode-
mos imaginar el giro completo ¢ como composicion de n giros infinitesimales
¢/n, n — oo. En el limite, cada uno de estos giros elementales esté asociado
a la transformacién (1 + %J .), siendo J, el tensor hemisimétrico asociado al

9Las rotaciones finitas forman un grupo no conmutativo, denominado SO(3) o grupo
especial ortogonal.
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vector axial k (ver ecuacién 8.69). La composicién de estos giros elementales
se asocia al producto de todos los tensores elementales correspondientes,

n 2 n
lfim (1+?Jz> =1+¢J, + =J+... +=J"+... (8.81)
Este desarrollo, por analogia con la funcién exponencial de exponente real'®,
se define como la exponencial del tensor ¢J.:

. o\ " J
lim (1+2J,) =) Z=J0 =%, 8.82
i (1470.) =20 (852

En el caso que nos ocupa, se puede comprobar sumando la serie (8.81) que
el desarrollo de la exponencial da lugar a la siguiente matriz de componentes,
que corresponde a un giro ¢k:

cos¢p —sen¢o 0
[e??:] = [R(¢k)] = | sen¢ cos¢ O] . (8.83)
0 0 1

Otra forma de justificar la exponencial de (8.82) es considerando que una
rotacién infinitesimal elemental se puede expresar como

dex
de =dokANx=dpJ, -z = @:Jz-w. (8.84)
Esta ecuacion diferencial vectorial es similar a la siguiente ecuacion diferencial
escalar, cuya integral es la exponencial:

dy _

=W =y = yee". (8.85)

Andlogamente, la solucién de la ecuacién (8.84) se puede escribir también

como una exponencial,
x = e x°. (8.86)

Comprobamos que se obtiene el mismo resultado que antes (8.82) para el
tensor de rotacion.

Obtencién de la velocidad angular €2 derivando el tensor de rotacién
R

Desde el otro punto de vista, si derivamos la expresién de la transfor-
macion de rotacion podemos obtener también una relacion entre la rotacion
finita y la rotaciéon infinitesimal, caracterizada por la velocidad de rotacion.
En efecto, derivamos la expresién (8.78), teniendo en cuenta que en la misma

Yrecordemos: lim,, .o (1 + 2/n)" = e®
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el vector x° que representa la posicion en ejes materiales de una particula es

constante: .
r=R-2° = x=R-x°. (8.87)

Podemos eliminar ahora ° = R' - x, resultando
=R (R" z)=(R-R") . (8.88)

El operador R - R que aparece en esta férmula es hemisimétrico, como
se comprueba, facilmente!!, por lo que cabe asociarlo al producto vectorial
por un vector axial asociado (cf. apartado A.10), que denominamos €2. Al

operador hemisimétrico lo denominamos QYRR
(R-R) z=Q-z=QAx, Ve. (8.89)
El resultado final es por tanto
r=QANx,

lo que justifica la consideraciéon de dicho vector axial €2 como velocidad de
rotacién del sélido.

8.6.7. Parametrizacion de la rotacion; formula de Ro-
drigues y parametros de Euler

La rotacién queda definida por la ecuacién (8.78):
r=R- x° (8.90)

veamos como se puede expresar el tensor R correspondiente a esta trans-
formacién de manera explicita, a partir de la rotacién (p, ¢) definida por el
teorema de Euler.
Refiriéndose a la figura 8.11 podemos expresar los vectores posicién me-
diante las igualdades vectoriales siguientes:
T =Toc + Tca; (8.91)
x° =Toc +Tca. (8.92)

Por otra parte,

roc = (T -p)p;Toa =TcB+TRA
= [x° — (z° - p)p]cos ¢ + (p A °) sen ¢;

desarrollando estos términos mediante (8.91) y (8.92),

x=ax°cosp+ (x° - p)p (1 —cosp)+ (pAx°)sen ¢ (8.93)

. . . . T
UEn efecto: 0= $1= % (R-R') =R -R"+R-R =R-R"+ (R-R") .
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expresion que constituye la denominada férmula de Euler-Rodrigues. De for-
ma equivalente, también se puede expresar como

x=x"-cosp+ (pp) -x°(1 —cosg)+ (pAx°)sen¢ (8.94)

De aqui se deduce inmediatamente el operador de la transformacion corres-
pondiente que es

R=1cos¢ +p@p (1 —cosp)+ P sen¢ (8.95)
~—— — ——
tensor tensor tensor
diagonal simétrico hemisimétrico

donde el simbolo p representa el tensor definido por la aplicacion hemisimé-
trica correspondiente al producto vectorial por p:

Va, p-a=pAa.

Se comprueba pues en (8.95) que el tensor ortogonal R de la rotacién
resultante se descompone en tres partes: una diagonal, otra simétrica, y otra
hemisimétrica. Cuando el angulo girado ¢ es muy pequeno, desarrollando
en serie (sen ¢) y (cos¢) y despreciando infinitésimos de segundo orden, la
parte diagonal se convierte en la identidad; la parte simétrica, afectada de
(1—cos ¢), se hace despreciable; y la parte hemisimétrica, afectada de sen ¢ —
¢, se convierte en el producto vectorial por el pseudo-vector rotaciéon (de
direccién p y médulo ¢). Por lo tanto, el incremento infinitesimal de «, para
una rotacion elemental, equivale a un producto vectorial. Esto coincide con
la descripcién antes realizada para giros infinitesimales (apartado 8.6.1).

Para definir la rotacion se podrian emplear los 4 parametros que definen
el vector de rotacion de Euler:

{¢7 p1, D2, p3}) (896)

estando sujetos a la ligadura que expresa que el médulo de p es la unidad:
pi+ps+ps =1 (8.97)

Esta manera de caracterizar el movimiento del sélido con un punto fijo, en
funcion del angulo girado y la direccion del eje de rotacion, resulta particu-
larmente intuitiva y facil de visualizar. Sin embargo no es la tinica forma para
describir la rotacion, ni tampoco la més conveniente en la practica, debido a
que en general no es inmediata la obtencion de la direccién de rotacion p.

Existen otras parametrizaciones posibles para definir la rotacién del séli-
do. Una de las mas empleadas es la definida por los denominados pardmetros
de Euler:

€p = COS 5; €1 =p1Sen —; ey = pPosen —; €3 = P3sen —.

2 2 2
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Estos cuatro pardmetros constituyen un cuaternio y se hallan sujetos a la
ligadura

eatel+ertes=1,
equivaliendo por tanto a 3 grados de libertad. Los pardmetros de Euler re-
sultan ventajosos para su uso en modelos numéricos de célculo, siendo em-
pleados en numerosos programas de ordenador para cinematica y dindmica
de mecanismos.

Por tltimo, otra forma para definir la rotacién finita es la caracterizada
por los dngulos de Fuler, que sera la que emplearemos de manera preferente
en este curso, por ser la méas conveniente para el desarrollo analitico de las
expresiones.

8.6.8. Angulos de Euler

La manera que emplearemos en lo sucesivo para caracterizar la orientacion
del sélido sera mediante los dngulos de Fuler. Definiremos estos a partir de
3 giros consecutivos, partiendo del triedro fijo (I,J, K), hasta obtener el
triedro del cuerpo (2, 7, k).

Precesion, v K.— En primer lugar se efectiia un giro de magnitud i en
torno al eje K, pasando del triedro (I,J, K) al triedro (u,w, K). Refirién-
dose a la figura 8.12, las expresiones de los vectores del nuevo triedro son:

Figura 8.12: rotacion K (prece-
sion)

u = I cosy + Jsen),
w = —Isenvy + J cos.

La expresion matricial equivalente es

cosyy —seny 0
lu,w, K| = |[L,J, K| | sents  cosvp 0
0 0 1

N J/

[Ry]




Aptdo. 8.6. Rotacién Finita del Sélido 8.37

La matriz de rotacion inversa es:

cosy seny 0
Ry ' =[Ry]" = —sentp cosyp 0],
0 0 1

equivalente a un giro de (—v) alrededor de K.

Nutacién, fu.— Se define como un giro de dngulo 6 en torno al eje u, obte-
niendo a partir del triedro (u, w, K) el llamado triedro intermedio, (u, v, k).
La operacién queda ilustrada en la figura 8.13, siendo la expresién matricial
del cambio:

_
K-~
- ——

-

- 8,1
. . -, - Yo, —
F'lgura 8.13: rotacion Ou (nuta- e iy
cion) il y
l’ -
' -
N -
1 0 0
|lu,v, k|| = ||u,w, K| - [0 cosf —send
0 senf cosf
[Ry]
Rotacién propia, pk.— La ultima operacién consiste en un giro de mag-

nitud ¢ alrededor del eje k, obteniendo finalmente a partir del triedro in-
termedio (u,v, k) el triedro del cuerpo (i,7,k) (figura 8.14). La expresién

Figura 8.14: rotacion ¢k (rota-
cion propia)
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matricial es:

cosp —seny 0
H’%JakH = ”U/,’U,kH | seny cosep 0
0 0 1

[Ry]

La rotacion total hasta obtener finalmente el triedro del cuerpo sera la
composicion de las tres rotaciones consecutivas:

lw, w, K| = [|1,J, K[| - [Ry]
[, v, k[ = [[w,w,k[| - [Ro] > = [|3,5, k|| = [[T,J, K| - [Ry] - [Ro] - [Re;],
12,3, kIl = [lu, v, K[| - [Ry]
por tanto la matriz de rotacién total es
[R] = [Ry] - [Ro] - [Ry].

Su expresion en funcion de los angulos de Euler resulta

[R] =

cos i cosp —sen cosfseny; —costsenp —sencosfhcosp; senysend

sen 1) cos o + cos 1 cos fsen ;  —sensen  + cosy coscosp; —cossend
sen 6 sen ; sen 6 cos ; cos 6

(8.98)

Dejamos como ejercicio sugerido al lector la comprobacion de que se verifica
la condicién de ortogonalidad, [R]™* = [R]T.

De los triedros manejados los més utilizados a efectos practicos son el
triedro fijo (I,J, K)y el triedro del cuerpo (2,7, k). A veces interesa también
emplear también el denominado triedro intermedio, (u,v, k) cuya relacion
con el triedro fijo viene dada por

lw, v, k|| = 1, J, K| - [Ry] - [Re],
siendo la matriz de transformacion correspondiente a este triedro

costy —senycosf senpsenf
Ry] - [Rg] = | senty) costpcos —cosisend
0 sen 6 cos 6

Para calcular las matrices inversas haremos uso en general de la condicién
de ortogonalidad, evaluando en su lugar las traspuestas:

([Ry] - [Ro])™" = (Ry] - [Ro]) "
([Ry] - [Ro] - [Ry)™ = ([Ry] - [Ro] - [Ry])™



Aptdo. 8.6. Rotacién Finita del Sélido 8.39

Hacemos notar que una rotacion general siempre se puede descomponer de
esta manera, por lo que los dngulos de Euler (1, 0, ¢) son una parametrizacién
adecuada de las rotaciones.

Sin embargo, existen posiciones singulares en las que la representacion
mediante angulos de Euler no es unica. Por ejemplo, basta considerar los
casos # = 0 6 § = 7, correspondientes a rotaciones alrededor del eje (O, k),
en los que la descomposiciéon del giro entre ¢ y ¢ no es univoca.

8.6.9. Expresiones de la velocidad de rotacion

La ecuacién de la dindmica del sélido (8.8) determina la derivada del mo-
mento cinético, que a su vez depende linealmente de la velocidad de rotacion
(8.29). La expresion de ésta es por lo tanto un aspecto clave para el desarrollo
de las ecuaciones de la dindmica del sélido.

Interesa definir la velocidad de rotacién €2 a través de sus expresiones en
alguno de los triedros descritos en el apartado anterior, especialmente en el
del sélido (¢, 7, k), intermedio (u, v, k) o fijo (I,J, K).

Segtn la definicion realizada de los angulos de Euler en el apartado ante-
rior, {2 se puede descomponer segin las tres direcciones correspondientes a
éstos como'?:

Q=YK + fu + ¢k. (8.99)

Las componentes de esta expresion no estan definidas segin direcciones or-
tonormales, por lo que resulta conveniente desarrollarlas en alguno de los
triedros definidos anteriormente.

Expresién de 2 en el Triedro del cuerpo

Denominamos (p, ¢, ) a las componentes de €2 en este triedro:
Q=pi+qj+rk

Para obtenerlas desarrollamos K y u en la expresién (8.99). La expresion de
K se obtiene de

12,7, K| = |35, kll - (Ry] - [Ro] - [R,])

resultando
K =senflsenpt+senfcospj+cosbk. (8.100)

La expresion de u se obtiene de

lw, v, k|| = |55, k] - [R,]

12En esta expresién se ha tenido en cuenta que, al referirse la velocidad a rotaciones
infinitesimales (dy = 9dt,...), éstas si se pueden sumar vectorialmente al contrario de lo
que ocurre para rotaciones finitas.
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resultando
U =CosSpt—senyj.

Se obtiene finalmente:

p= écos<p+¢sen956ngp,
g = —0senp + senbcos oy, (8.101)
r:¢+¢ww.

Expresion de (2 en el Triedro Intermedio

En este caso denotamos las componentes por (p',¢',r’) :
Q=pu+qv+rk.
Desarrollamos K en la expresion (8.99) mediante
[, v, K[| = [lu, w, K[ - [Rg],

resultando
K = senfv + cosOk.

Se obtiene asi '
p =9,
¢ =1jsent, (8.102)
P =¢+ipcosld [=r].

La expresion anterior prodria haberse deducido también de particularizar
(8.101) para ¢ = 0, ya que el triedro intermedio no es sino el triedro del
cuerpo anulando la rotacién propia, ¢ k.

Expresién de €2 en el Triedro Fijo

Por tltimo, si llamamos (P, @, R) a las componentes en este triedro:
Q=PI+ QJ+ RK,
la expresién de las mismas resulta

P = ¢sentpsent + 0 cos i,
Q = —pcostpsend + Osen), (8.103)
R:¢+¢mw.

La comprobacién de estas expresiones queda propuesta como ejercicio al lec-
tor.
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Obtencién de las componentes de (2 a partir de la matriz de rotacién
R

Merece la pena observar que un procedimiento alternativo para calcular
las expresiones de las componentes de 2 es emplear la expresion que la define
a partir de la derivada del tensor de rotacién (8.89):

~ 0 —Q5 O
Q=(9 o -o|=[R-[R. (8.104)
0 0

En esta expresion, los términos (21, {2, 23) indican las componentes en el
triedro que se escoja, equivaliendo a (p, g, ) en el triedro del cuerpo, (p, ¢, ')
en el intermedio o (P, @, R) si se emplea el fijo. Particularizando en los dis-
tintos triedros puede comprobarse la equivalencia con las expresiones de las
componentes de £ obtenidas anteriormente (respectivamente (8.101), (8.102)
y (8.103) por métodos vectoriales.

8.7. Ecuaciones de la Dinamica

En lo que antecede se han desarrollado los conceptos necesarios de ci-
nemadtica de la rotacién (rotaciones finitas y su parametrizacién mediante
los dngulos de Euler) y de cinética y geometria de masas (tensor de inercia,
momentos de inercia, expresiones del momento cinético y energia cinética).
Pasaremos ahora a plantear las ecuaciones de la dinamica del sélido con un
punto fijo, debidas a Euler. Partimos para ello de la ecuacién del momento
cinético, que tomard la forma (8.7;) si se aplica en G y (8.8) si se aplica en
un punto fijo O.

8.7.1. Ecuaciones de Euler

Segiin hemos visto, el momento cinético H o viene expresado por (8.29),
en funcion del tensor de inercia I, que define la geometria de masas del solido
respecto a O. El tensor de inercia serd constante para un observador ligado
al movimiento del cuerpo; en cambio, respecto del sistema de referencia fijo,
seria necesario considerar la variacion de sus componentes. Asi, la derivada
(absoluta) de H o conviene realizarla a través de la derivada relativa al triedro
del cuerpo, anadiendo el término complementario correspondiente:

d
My =—(I, Q
© dt<o )

:(%UOQO LQA T Q).

rel
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Resulta la denominada ecuacion de Euler de la dinamica, en su expresion
vectorial:

Mo=1Io-Q+QA(Io-Q) (8.105)

Hacemos notar que esta ecuacion es una expresion vectorial ntrinseca, es

decir, independiente del sistema en el que se expresen sus coordenadas.
Observamos ademas que en esta expresion la derivada de €2 es indiferente

realizarla respecto al triedro fijo (absoluta) o respecto al triedro del cuerpo

(relativa):
: dQ dQ
Q=(— =|— QAQ
(dt)abs (dt)rel+ "

=pi+qj+rk.

Desarrollemos ahora las componentes de la expresion vectorial (8.105) en
el triedro del cuerpo. Suponiendo que hemos escogido éste segtn las direccio-
nes principales de inercia,

A 0 0
Io]=10 B 0 = Iop-Q=Api+ Bqj+ Crk;
0 0 C
i j k
QANTo-Q)=|p q T
Ap Bq Cr

=—(B—-0C)qri— (C—Aprj— (A— B)pgk;

por lo que la expresién en componentes de las ecuaciones de Fuler resulta:

M, = B¢ — (C — A)rp, (8.106)
M, = Cr — (A— B)pg.

Para desarrollar el planteamiento completo de las ecuaciones dindmicas en
funcién de las coordenadas o grados de libertad que definen la configuracion
(en este caso, los angulos de Euler), serfa necesario sustituir en la expresién
anterior los valores de (p, g, ) y de sus derivadas en funcién de los dngulos de
Euler (8.101). Se obtendria asi un conjunto de 3 ecuaciones diferenciales de
270 orden en funcién de los dngulos de Euler (¢, 6, ¢). Sin embargo, resulta
mas conveniente plantear dos conjuntos de 3 ecuaciones de primer orden de
manera simultanea, planteamiento que es equivalente. Asi, de la expresion
(8.101) de (p, ¢, ) podemos despejar (1), 8, ¢):
pseny +qcosy.

w': sen '

0 = pcosp — gsen p; (8.107)
) pseny + qcosp

o=r— .

tan 6
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Por otra parte, de las ecuaciones de Euler (8.106)

~_Mx+B—O

p_ A A qr?

. M, Cc—-A

) 8.108
(=2 + =5 Tp ( )
. MZ+A—B

= .

El conjunto de 6 ecuaciones diferenciales de primer orden (8.107) y (8.108)
queda planteado en funcién de las 6 variables, (¢,0,¢) v (p,q,r). Su resolu-
cién puede llevarse a cabo por métodos analiticos (en el capitulo 9 se discute
la solucién para algunas aplicaciones concretas), o bien por métodos numéri-
cos (por ejemplo mediante el método de integracién paso a paso en el tiempo
de Runge-Kutta).

8.7.2. Ecuaciones de Euler derivando respecto al trie-
dro intermedio

Cuando se trata de un sélido de revolucién puede ser conveniente expresar
las ecuaciones dinamicas realizando la derivada relativa respecto al triedro
intermedio, cuya velocidad de rotacién respecto al fijo es (2 — pk):

Mo=1,- (%) +(Q2—pk)A(Io- Q)
rel

Al expresar la derivada relativa en la ecuacion anterior, que lo es respecto
a un observador ligado al triedro intermedio, se ha tenido en cuenta que al
ser el solido de revolucion su tensor de inercia permanece inalterado por la
rotacion propia.

Desarrollando la ecuacién en componentes, suponiendo que se ha elegido
el triedro principal de inercia con momentos principales (A, A, C):

dQ
Ip- (—) — Apu+ Ad v+ Ci' k
dt rel
u v k
R—k)ANIo-2)=| p ¢ -9
Ap A¢d  Cr
resulta:
M, =Ap — (A—=C)r" + Ad
M, =Ad — (C — A)yr'p) — Ap'p (8.109)
M, =Cr'

Observamos ademads que se verifica ' = r, por lo que no hace falta la distin-
cion entre ambas.
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Estas ecuaciones se complementan con las (8.102) para definir el problema
en funcién de los dngulos de Euler (1,0, ¢):

M, = A6 — Ay? senf cos 0 + Cri)sen ),
M, = Aspsen 6 + 2Ay0 cos § — Cré, (8.110)
M, =Cr.

De la tltima ecuacion (8.109) se observa que, para sélidos de revolucién,
si el momento segun el eje de revolucién se anula, la velocidad de rotacion
segun dicho eje se conserva: si M,» =0 = r = cte.. Conviene notar que esta
propiedad sélo se verifica para un eje de revolucién en que los momentos de
inercia segin dos ejes perpendiculares a él son iguales.

8.7.3. Ecuaciones de Euler derivando respecto al trie-
dro fijo

La rotacién R relaciona los vectores convectivos o materiales (los observa-
dos desde la referencia del cuerpo, £°, Q°,...) y sus contrapartidas espaciales
(los observados desde una referencia fija, «, €2, . ..) mediante las siguientes re-
laciones:

r=R-z2°; °=R' x;
Q=R-Q:; Q°=R".-Q;
QO=R-Q: Q' =R"-Q.

Derivando el vector posicion @, y teniendo en cuenta la definicion del
operador hemisimétrico correspondiente a la velocidad de rotacién (8.89):

e=R-2*=R- (R" - 2)=(R- R") - 2=Q-z=Q A=

De forma andloga, pueden establecerse las relaciones entre el tensor de
inercia convectivo (constante) y su contrapartida espacial (variable):

I; = / (z° - x°)*1 — 2° ® 2°)pdV/;

Io= [ (@ oP1- @)V
B

~R-(I3-R").

Empleando las relaciones anteriores, pueden desarrollarse las ecuaciones
de la dinamica, derivando desde un sistema de referencia fijo el momento
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cinético:
d d o pT
Mo = S(lo- @) = S(R- (I BY) - )
= SRy (RT-9) = SR (1)

—R- (I Q)+ R-(I5-Q)
=(R-R")-(R-(I- R")) - (R-9°)) + (R- (I, - R")) - (RQ")
— QAo Q) +1Io-(RO)=QAIo-Q)+1p-NQ.

Como puede comprobarse, la expresion a la que se llega es la misma ecua-
cion de Euler que se obtuvo anteriormente derivando respecto a un sistema
de referencia convectivo (8.105).

Cabe recalcar que este resultado constituye una expresién vectorial in-
trinseca, es decir independiente de las coordenadas en las que se exprese. Por
lo tanto, podran emplearse tanto las referidas al triedro del cuerpo como las
del triedro fijo o cualquier otro sistema.

8.7.4. Ecuaciones de Lagrange

Las ecuaciones de la dindmica (8.106) 6 (8.109) se han obtenido antes
por los procedimientos vectoriales (Newton-Euler). A partir de la dindmica
analitica se podrian haber obtenido también tres ecuaciones dindmicas, equi-
valentes en su conjunto a las ecuaciones de Euler. Sin embargo, tan sélo una
de las ecuaciones asi obtenidas coincide con alguna de las ecuaciones de Eu-
ler: se trata de la ecuacién de Lagrange en ¢, que es la misma que la ecuacion
en (8.1063), es decir la ecuacion de Euler correspondiente al movimiento de
giro alrededor del eje Oz del triedro movil.

Obtenemos la ecuacién de Lagrange en direccion ¢ desarrollando los tér-
minos de (7.12). Para ello expresamos las derivadas mediante la regla de la
cadena:

E(G_T)_d oT 0Op +8T dq +8T or _or
dt\d¢/)  dt |dp 8¢ " 0q 0p ' Or 8o |
’ Ty T

or _orop oToy  oT or
dp  Opdp 0O0qdp Or Op
=0
= Ap (senfcos o — Osen @) +Bq (—1)sen fsen o — 0 cos )
i >

= (A - B)pq
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siendo por tanto la ecuacion resultante
Qp = Cr — (A= B)pq.

Se observa la identidad de ésta con (8.1063), teniendo la fuerza generalizada
@, la interpretacion fisica de la componente M, del momento. Por permuta-
cién ciclica, cambiando los papeles de los ejes (x,y, z), seria posible deducir
las otras dos ecuaciones de Euler expresadas en (8.106).

También se pueden obtener directamente las ecuaciones de Lagrange re-
lativas a las variables ¢ y 6. No detallaremos aqui el desarrollo y daremos
unicamente el resultado, quedando propuesta la deduccion como ejercicio al
lector:

Qy = Apsenfsenp + Ap(écos@sengp—i— psen B cos @) + Bgsenb cos p
+ Bq(f cos 0 cos p — ¢senfsen @) + Crcosf — Crfsen §

Qo = Apcosp — Ap(psen ¢ +¢cos@sen<p) — Bgsen g
— Bq(¢ cos p + 1) cos 0 cos @) + Crip sen 0

Conviene recalcar que, aunque las ecuaciones de Lagrange en funcion de
las coordenadas generalizadas (¢, 6, ¢) no son las mismas ecuaciones que las
de Euler (8.106), son combinacién lineal de ellas y en conjunto constituyen
un sistema equivalente. Es facil, obteniendo los coeficientes de esta combina-
cién lineal, expresar los momentos generalizados (Q., Qy, Q) a partir de los
momentos «fisicosy (M, My, M.,):

Qy = M, sentsenp + M, senf cos ¢ + M, cos 0
Qo = M, cosp — M, sen
QW:MZ

8.7.5. Calculo de Reacciones en los Enlaces
Solido con un punto fijo

Como es légico, en la ligadura del punto fijo se produce una fuerza de
reaccién. Esta serd un vector R de direccién en principio arbitraria aplicado
en un eje por O.

La reaccién se puede calcular facilmente a través de la expresion del ba-
lance de la cantidad de movimiento (8.71), descomponiendo las fuerzas en

activas y reactivas:
F*" + R= Mag

siendo F** = Y~ £ la resultante de las fuerzas externas activas aplicadas
al sélido.
Por cinematica sabemos que

ag=QAN0G + QA (QAOG)
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act

Figura 8.15: Fuerza de reaccion de
un solido con un punto fijo

de donde

R=M[QAOG+QA(QAOG)] — F*t (8.111)

El valor de © y £ se obtendria de resolver las ecuaciones de Euler (8.105).
En el caso en que el punto fijo sea precisamente G, la ecuacién anterior (8.111)
se reduce a la expresién trivial R = —F?",

Sélido con un eje fijo (2 puntos fijos)

Suponemos que el eje fijo se materializa mediante un punto fijo (O) y otro
punto A que pueda deslizar segin el eje OA pero no en direcciéon normal a
él. El momento de las fuerzas en O es el de las fuerzas exteriores activas, mas

Figura 8.16: Fuerzas de reaccion
de un solido con un eje fijo, ma-
terializado mediante un punto fijo
y otro punto que solo permite mo-
vimiento en la direccion del eje.
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el de la reaccién en A; planteando asi las ecuaciones de Euler (8.105)
M5+ OANRy=Io-Q4+ QA (Ip-Q)
donde OA = de y al ser e fijo,
Q=0e, Q=2Qe.

La expresion anterior es una ecuacion vectorial que permite calcular R 4.
Recordemos que en el apartado 4.3.1 ya se estudiaron este tipo de ecuaciones,
en el contexto de la cinematica. Para que exista solucién, la condicion de
compatibilidad exige que e sea normal al término independiente:

e [Io-Q+QAITp Q) — M5 =10~ M, =0,

condicién que como vemos efectivamente se cumple (recuérdese (8.26)). Des-
pejando pues R 4,
Io- Q4+ QA (Ip-Q) — MEYAde

2

Ry, =

QIo-e+QeA(Ip-e)— ME]Ae
d

En el caso particular en que se cumpla I -e = I.e (es decir si e es un
eje principal), entonces la expresién anterior resulta

e N M¥'
d

RA:

Es inmediato comprobar que este valor es el mismo que se produciria en
situacion estatica, por lo que en este caso particular no se producen efectos
dindmicos sobre la reaccién.
Una vez calculada Ry, la reaccion en el otro punto, Rp, se calcula igual
que en (8.111):
RO = Ma(; _Fact — RA.



Capitulo 9

Aplicaciones de la Dinamica del

Solido

Se describen en este capitulo algunos ejemplos de aplicacién significativos
de la dinamica del sélido en 3D. Se estudia en primer lugar el movimiento
por inercia y los ejes permanentes de rotacién. A continuacién se trata de la
peonza simétrica, la brijula giroscopica, y el péndulo esférico. Por ultimo, se
estudia el comportamiento dindmico del solido en un sistema no inercial.

9.1. Movimiento por inercia; Descripcién de
Poinsot.

Cuando un sélido con un punto fijo no tiene fuerzas aplicadas o éstas
son tales que su momento respecto del punto fijo es nulo (Mo = 0), el
movimiento se produce tinicamente por la inercia del mismo. Este movimiento
tiene varias propiedades notables, por lo que lo estudiaremos en primer lugar
en este capitulo de aplicaciones.

9.1.1. Propiedades del movimiento

a. FEl momento cinético, Hp, es constante.
Se deduce inmediatamente de la nulidad del momento de las fuerzas,

d
MO:E(HO); My=0 = Hy=cte.
[l

Por tanto Hp define un vector de médulo y direccién constantes en
el espacio. Convencionalmente, escogeremos esta direccién como versor
K del “triedro fijo”, y llamaremos H al moédulo:

Ho = HK. (9.1)

9.1
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b. La Energia Cinética, T, es constante.
En efecto, debido a la constancia de Hp,
d .
OZ&IIO:IOS]—l-(l/\(lofl)7
premultiplicando escalarmente por €2, que es perpendicular al segundo
sumando de la expresion anterior, resulta:

0= (Io-Q);
por otra parte, considerando la simetria de Io:
dIr  d |1 :
—=—|=Q-Tp- )| =Q-(Ip-2)=0.
at — dt [2 (Lo )] (To-£1) =0

Como corolario de esta ultima propiedad, se puede afirmar que

«la proyeccion de €2 sobre la direccion fija de H o es cons-
tante.»

Figura 9.1: En el movimiento
por inercia la proyeccion de S : :,
sobre la direccion fija de Ho 7 invariante
es constante, estando el extre-
mo del vector € situado sobre
el plano tnvariante.

En efecto,

H()Q:Q(Ioﬂ):2T (Cte)

Otra forma de expresar este resultado es diciendo que el extremo del
vector €2, supuesto su origen en O, pertenece a un plano fijo, per-
pendicular a Hy y situado a una distancia 27'/h, denominado plano
movariante.

c. Dada la constancia de Hp,

H*=Ho Ho=Io-Q)-(In-Q)=Q-(I5-Q), (9:2)
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donde se ha tenido en cuenta la simetria de Iy. Por otra parte, de la
constancia de 7', se expresa:

2T =0 - (Ip- Q). (9.3)

Multiplicando (9.2) por 27, (9.3) por H? y restando ambas término a
término:

Q- [(H 1o —2TI3) Q] =0, (9.4)

ecuacién que indica que € es la generatriz de un cono cuddrico® en
el triedro del sélido, ya que en este triedro las componentes de I se
mantienen constantes. Este cono se denomina cono del cuerpo, y a lo
largo del movimiento rueda sin deslizar sobre el cono fijo, superficie
que describe € en relacion al triedro fijo. Este tltimo es también un
cono, al pasar su generatriz 2 siempre por el punto O, aunque por lo
general no es cuadrico. Ambos conos corresponden, respectivamente, a
los axoides mévil y fijo del movimiento del sélido (apartado 4.3.2).

d. La constancia de la energia cinética permite escribir:

Io
Q.- (2.a) =1
(379) =1

expresion que es enteramente analoga a la (8.53) del elipsoide de inercia,
sin més que tomar r = Q/v/2T (recordemos que 7' es constante). Por lo
tanto, el lugar geométrico definido por el vector €2/ V2T es precisamente
el elipsoide de inercia?.

La normal a este elipsoide en €2 viene definida por el gradiente de la

superficie:
8 IO IO HO
—~ o (2.0l =2¢2.0="209
o2 { (QT )} T T

Comprobamos por tanto que este elipsoide es tangente precisamente al
plano invariante definido en la propiedad b.

En resumen, las propiedades anteriores del movimiento por inercia per-
miten la siguiente interpretacion geométrica del mismo debida a Poinsot:

1. Elvector £ define un elipsoide homotético al de inercia (de razéon v/2T'),
con centro en O.

1Un cono cuadrico es un cono (superficie reglada definida por generatrices que pasan
todas por O), cuya seccién recta es una cénica, no necesariamente circular, pudiendo ser
una elipse, pardabola o hipérbola; En el caso en que la seccién recta es una circunferencia se
denomina cono de revolucién o circular. Es inmediata la comprobacién de que la ecuacién
(9.4) define un cono cuddrico, sin més que particularizar la expresién de las componentes
de I en el triedro principal.

20tra manera de expresar lo mismo es diciendo que € define un elipsoide homotético
al de inercia, de razén v2T.
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Figura 9.2: El extremo de lHO
Q, en relacion con el siste-
ma de referencia del cuerpo,
esta sobre un elipsoide, ho- y ~
motético al de inercia. Este ,/ Q ;
\
\

| Hin rian
elipsoide es ademds tangen- variante
te en todo instante al plano \

invariante (su normal co- O
min es N ), sobre el cual \
rueda (y pivota) sin desli- )

zar. ~—

2. Este elipsoide permanece tangente a lo largo del movimiento al plano

invariante, plano perpendicular a H y situado a una distancia 27/ H
de O.

3. Al ser nula la velocidad de todos los puntos del sélido sobre el eje
(0, Q2), el movimiento es una rodadura sin deslizamiento del elipsoide
sobre el plano invariante.

4. El movimiento del sélido se puede interpretar igualmente como el del
cono del cuerpo (cono cuddrico) rodando sin deslizar sobre el cono fijo.

Figura 9.3: El movimiento por
wnercia es andlogo al de un cono
movil con el cuerpo, que rueda sin
deslizar sobre un cono fijo. Ambos
conos son los azoides del mouvi-
miento, y comparten en todo ins-
tante una generatriz, definida por
el vector ).

cono del
cuerpo

OBSERVACIONES.-

= En general €2 no es constante ni en moédulo ni en direccién, a pesar de
que H si lo sea.

= En el caso en que el tensor de inercia sea cilindrico, es decir si dos
momentos principales de inercia son iguales (A = B), por ejemplo para
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un sélido de revolucién, segun la expresién (9.4) el eje de € genera
un cono de revolucion. En este caso particular, el médulo de € si es
constante, aunque su direccién no lo serd en general. Es facil ver que el
cono fijo también es de revolucién en este caso, por lo que el movimiento
se reduce a la rodadura de un cono circular (de eje el de revolucién del
sélido, k) sobre otro cono circular (de eje la direccién invariante, K).

EJEMPLO 9.1: Sea un cilindro macizo homogéneo de radio r, altura h y masa
m, que se mueve libremente en el campo gravitatorio simplificado. Se le pone
en movimiento comunicandole una velocidad inicial de rotacién que forma 45°
con el eje del cilindro, y cuya componente segiin dicho eje vale w. Describir
el movimiento del sélido.

SOLUCION: Los momentos principales de inercia son:

1 1 1
A=B= Zmr2 + Eth; C = §m7’2.

La velocidad de rotacién inicial es Q¢ = (w, 0, w), luego
1
Hp=Avi+Cwk;, T= §(Aw2 + Cw?);
1
H=wvA2+(C? K=—_—(Ai+Ck).
VA? + 02( )

Por lo tanto, la matriz de coeficientes del cono del cuerpo (cf. ecuacién (9.4))
es

10 0
A=2TI} — HIp =AC(A-C)w* |0 1 0
00 —1

Se trata de un cono de revolucién, con vértice en el centro del cilindro y cuyo
eje lleva la direccion k. El semiangulo conico es
k ikl L =
cosay =k — = — o =
Qo \/§
Por otra parte, el cono fijo es igualmente un cono de revolucion, cuyo eje
lleva la direccion de K y el semidngulo cénico es

Q) A+4+C
Qo VoJAZ+(C?

A su vez, el elipsoide de inercia sera de revolucion con semiejes
(1/v/A,1//C), siendo su ecuaciéon Az? + Ay*> + Cz? = 1. El vector velo-

cidad angular, en el sistema de referencia del cuerpo, permanece sobre un
elipsoide homotético al de inercia, de ecuacién

™
1 .

cosa; = K -

Ap? + Ag? + Cr* = 2T.

(Siendo (p, q, ) las componentes de 2.)
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9.1.2. Ejes permanentes de rotacién

En el apartado anterior hemos hecho notar que el vector velocidad de
rotacion €2 no tiene porqué ser constante, ni en direccién ni en modulo, en
un caso general de movimiento por inercia. Se plantea ahora obtener las con-
diciones en las que direcciéon de €2 pueda permanecer constante. Se denomina
eje permanente de rotacion de un solido aquél que, para un movimiento por
inercia con velocidad de rotacién inicial alrededor de dicho eje, se mantenga
invariante la direccién de rotacion.

Sea el eje (O, e), y una velocidad de rotacién inicial 2y = pe. Suponemos
que la direccion de € permanece segiin la misma direccién e a lo largo del
movimiento. En primer lugar, observemos que puesto que la energia T es

constante,

1 0?
T:§Q(IOQ):? e:Cte,

siendo I, = e - (Ip - €), momento de inercia respecto al eje (O, e). Al ser éste
constante se deduce que el modulo de §2 tampoco varia: 2 = ().
Por otra parte, de la ecuacién de Euler (8.105), al ser 2 = 0,

OZEHO:Q/\(IO-Q).
dt
Se deduce por tanto que I - €2 ha de ser paralelo a €2, es decir la direccién e
debe ser principal de inercia en O. Por tanto, un eje permanente de rotacion
sera necesariamente un eje principal de inercia del solido.

Esta condicién, que es necesaria, no basta sin embargo para garantizar
la estabilidad del eje permanente de rotacion. Para analizar este aspecto,
elegiremos unos ejes del cuerpo de forma que k corresponda con la direccion
principal que se desea estudiar, segin la cual se imprime una velocidad de
rotacién €2. Supongamos que se producen unas inevitables perturbaciones
pequenas en las otras dos direcciones perpendiculares, con lo que la velocidad
angular es:

Q= (e, €, 1) siendo €,, €, < 7

La estabilidad de €2 como direcciéon permanente de rotacién equivale a ga-
rantizar que las perturbaciones introducidas (e, €,) se mantengan pequeflas
(acotadas) a lo largo del movimiento. Si por el contrario estas perturbacio-
nes crecen sin acotar, el movimiento de rotacion alrededor de dicho eje serd
inestable.

Analicemos por tanto la evolucién de (e,, €,). Desarrollando para este
caso las ecuaciones de Euler (8.106) con Mo = 0,

0=Aé — (B—C)eyr

0= B¢, — (C— A)re, (9.5)
0=CF — (A— B)eye, ~ Ci
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De la ecuacién (9.53), despreciando infinitésimos de orden superior, se deduce
que r = cte. Derivando (9.5),

0= A¢, — (B — C)é,r;

despejando de (9.52) (¢, = (C—A)re,/B) y eliminando en la ecuacién anterior
se obtiene finalmente:

(C-B)(C-4A),

e, = 0.

A€, +
P B
Se trata de una ecuacion diferencial de segundo grado en funcién exclusi-
vamente de €,. Es una ecuacién similar a la del oscilador arménico simple
(apartado 3.1),
mZ + kx = 0.

Como se vié esta ecuacién tiene solucién armoénica (acotada) para x si k > 0,
y solucién exponencial (monétona creciente, no acotada) si k& < 0. Asi, la
condicion de estabilidad para que €, se mantenga pequena es:

bien C>ByC> A,

(C—=B)(C—-A)>0 -
6bien C<ByC<A.
Por lo tanto para que el eje principal sea estable como eje permanente ha de
corresponder bien al maximo, bien al minimo, de los momentos principales
de inercia. En el caso en que corresponda al intermedio, no podra ser eje
permanente, siendo en este caso el movimiento inestable.

La propiedad anterior se puede confirmar experimentalmente con nume-
rosos objetos de uso cotidiano, arrojandolos al aire con una velocidad de
rotacion inicial, en caida libre. Es facil verificar que sometido tinicamente a
su propio peso, para un objeto en caida libre el momento en el centro de masa
G es nulo®, por lo que experimenta un movimiento por inercia alrededor de
G.

Podemos realizar el experimento con una caja rectangular de cartén fa-
cil de encontrar en cualquier domicilio u oficina. Admitiendo que la caja es
sensiblemente plana, como se muestra en la figura 9.4, dos momentos prin-
cipales de inercia corresponden a los dos ejes de simetria dentro del plano
Ay B. La planitud de la caja permite deducir que para la tercera direccion

3En efecto, calculemos dicho momento para un cuerpo B de masa M:

MG:/(rfrg)/\(fgk:)pdV:f/r/\gk:pdV+/'rg/\gk:pdV
B B B

=—MrgANgk+rgA\Mgk=0.

Como receta, es vélido suponer que un campo de fuerzas uniforme y paralelo como el
gravitatorio simplificado produce en el sélido el mismo efecto que su resultante (—Mgk)
“aplicada” en el C.D.M. (G).
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principal, normal al plano, el momento de inercia sera suma de los otros dos
(C = A+ B) y por tanto el méximo. Por otra parte, el momento del eje
paralelo al lado menor del rectangulo (B en la figura) serd mayor que el otro
(A), por lo que B seré el intermedio y A el minimo. Si se lanza la caja al
aire girando alrededor de los ejes C' o A, permanecerd en rotacion estable,
mientras que la rotacién alrededor del eje B es inestable.

A

lc>A c>B

%l %l %_b’

A<B, A<C

B<(C, B>A
(estable) (inestable) (estable)

Figura 9.4: Los ejes de momento de inercia mdzimo (C) y minimo (A) permi-
ten movimientos de rotacion permanente estables, mientras que el intermedio
(B) es inestable.

Anélogamente podriamos probar con una raqueta de tenis o de ping-pong.
En este caso el momento de inercia minimo corresponde al eje del mango, y
el maximo al eje perpendicular a la raqueta.

9.1.3. Ecuaciones del movimiento

En un caso general de sélido con punto fijo el movimiento se define me-
diante las 6 ecuaciones diferenciales de primer orden (8.107) y (8.108), en
funcion de las correspondientes 6 variables. Veremos en primer lugar éstas
para el caso mas general de movimiento por inercia. En el caso particular en
que dos momentos principales sean iguales (sélido de revolucién), la solucién
se simplifica considerablemente y se puede integrar directamente.

Caso general.— Recordemos en primer lugar la expresion de las compo-
nentes de la velocidad de rotacién en el triedro del cuerpo, 2 = pi+qj +rk,
en funcién de los dngulos de Euler (8.101):

p =0 cos+ senfsenp (9.6)
¢ = —0sen ¢ + 1 sen b cos
r=¢+cosh
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La expresion del momento cinético en este triedro es, a partir de (9.1) y

(8.100)
Hy,=HK = H(senfsen @i+ senf cospj+ cosf k)

Es posible obtener otra expresion del momento cinético en el triedro del
cuerpo aplicando directamente (8.29). Supondremos para ello, sin pérdida
de generalidad, que los ejes son los principales de inercia, con momentos de
inercia (A, B, C):

Ho=1,-Q2=Apit+ Bqj +Crk.

Igualando componentes entre ambas expresiones de H,

P=7 sen f sen ; (9.9)
H
q= Esen@cos ©; (9.10)
H
r= 50089. (9.11)
De (9.11) se deduce
Cr
0=—; 12
oS 7 (9.12)
y del cociente término a término entre las ecuaciones (9.9) y (9.10),
Ap
tgp = —. 1
89 =3, (9.13)

Sumando la ecuacion (9.6) multiplicada por sen ¢ a la (9.7) multiplicada por

cos @, se puede despejar 1:

¢ _ pseny +qcosyp

sen ’
- . pA qB
1 d diante (9.9 9.10 = = ———, obte-
elmm?m o mediante (9.9) y (9.10) sen ¢ reeng Y COSY = T obte
nemos:
~ Hsen26 '’
y por tltimo, eliminando sen?# en virtud de (9.12),
: Ap* + B¢? Ap* + Bq?
b= = H (9.14)

H (1 _ W) A2p2 + B2q2

Las ecuaciones (9.12, 9.13, 9.14), junto con las tres ecuaciones de Euler,

0=Ap— (B—C)gr (9.15)
0=B¢—(C—A)rp (9.16)
0=Cr—(A- B)pq (9.17)

forma un sistema de 6 ecuaciones con 6 incégnitas: (0,6, ,p, g, ), que se
puede resolver de manera auténoma.
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Sélido de revolucién.—  Sea el caso particular de un sélido de revolucién®.

Segin se sabe (apartado 8.4.4) un eje de revolucién es siempre principal de
inercia. Todos los ejes normales a éste son también principales y tienen igual
momento de inercia. Tomaremos convencionalmente la direccién k segin el
eje de revolucién; los momentos de inercia serdn C' (segun k) y A = B (segin
direcciones perpendiculares a k).

En la tercera ecuacion de Euler (9.17) el segundo sumando se anula, por

lo que:
Ci=0 = [r=cte]

De la igualdad (9.12) con r constante, se deduce que la nutacién es también

constante: o
-
st =G = [T=a)

La interpretacién geométrica de la nutacién (figura 9.5) es el angulo que
forma el eje del cuerpo (k) con el eje invariante (K) (recuérdese que en el
movimiento por inercia se ha tomado convencionalmente K segun la direccion

fija de Hyp).
K

Figura 9.5: Interpretacion geo-
métrica de los dngulos de Fuler
para el movimiento de Poinsot
de un solido con simetria de re-
volucion.

v &N

1

De la ecuacién (9.14) con A = B se obtiene:

AP+ AP
o A2p2 T A2q2

J b= (cte).

o | s

Por dltimo, a partir de este tultimo resultado y las ecuaciones (9.8) y (9.12),

. A-C
¥ = A
4Para el desarrollo que sigue no es necesario exigir estrictamente que el sélido sea de

revolucién, bastaria con la condicién de que el tensor de inercia sea cilindrico, es decir, con
dos momentos principales iguales (A = B).

r o (cte).
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Por tanto, en el caso en que el sélido sea de revolucién, en el movimiento por
inercia el eje del cuerpo describe un cono circular alrededor de la direccion
invariante (nutacién 6 constante). El movimiento de precesién de dicho eje
tiene velocidad 2/1 constante, con una velocidad de rotacién propia alrededor
del mismo (¢) asimismo constante. El cono del cuerpo es de revolucion, con
semiangulo conico dado por a = arctg (% tg 0). El cono fijo es también de
revolucién, con semidangulo = 6 £ a (dos casos posibles).

9.2. Dinamica del so6lido en sistemas no iner-
ciales

Las ecuaciones de Euler (8.105) son las ecuaciones de la dindmica en un
sistema de referencia inercial (OXY Z), siendo O un punto fijo del sélido.
Alternativamente, pueden aplicarse también para el movimiento alrededor
del centro de masas (G).

Las ecuaciones (8.106) son la expresién en coordenadas de las ecuaciones
de Euler para el triedro del cuerpo. Recordemos que independientemente
del sistema en el que se expresan las coordenadas en un instante dado, las
derivadas que intervienen en las ecuaciones de la dindmica deben realizarse
siempre respecto a una referencia inercial®

Figura 9.6: Ejes inerciales (Ozyz)
y no inerciales (Qz'y'z") para la
descripcion del movimiento del

solido B.

Si se quiere describir el movimiento en relaciéon a un sistema no inercial

5Recordemos la diferencia existente entre el sistema de referencia en que un observador
realiza las derivadas para las ecuaciones de la dindmica, con la expresion de las componen-
tes de estas ecuaciones, que en un momento dado pueden obtenerse en cualquier triedro o
sistema de coordenadas.
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SQ = (Qx'y'2"), siendo Q un punto arbitrario dado del sélido®, serd necesario
considerar el efecto de las fuerzas de inercia correspondientes.

Sistema ligado a un punto del sélido con orientaciéon arbitraria.-
Se plantea en primer lugar el caso mas general, en que se desea establecer las
ecuaciones del movimiento relativas a un sistema de referencia de orientacion
arbitraria SQ = (Qx'y'z'), que no coincida necesariamente con el triedro del
s6lido que gira con el mismo (Qzyz). Sea €2 la velocidad de rotacién del sélido,
y w # Q, la del triedro (Qz'y’z’). Sea r el vector posicién genérico medido
desde O, ' el vector posicién medido desde @, y 7g = OQ (figura 9.6). La
relacién entre la aceleracién absoluta y la relativa al sistema no inercial (SQ)
es:

d/ d2/
é*:'FQ—Fw/\’r’—i-w/\(w/\r’)—i—2w/\<—r> +( r) (9.18)
N SQ SQ

2
iy at dt
arr ~~ N ~~

A cor A,

El movimiento del sélido relativo a (S@Q) es una rotacién instantdnea de
velocidad (2 — w), por lo que:

(%’:) W (Q—w) AT (9.19)

(C:tzl)sQ - <%(Q B “’)>SQ AT+ (Q—w) N[ —w) Ar]

Para establecer la ecuaciéon dindmica del movimiento relativo a (SQ) es
preciso anadir al momento de las fuerzas exteriores en ), M, el momento
debido a las fuerzas (ficticias) de inercia originadas por Gu.; ¥ Geop:

My = Mg — /Br' A (Qarr + Qo) pdV (9.20)

El desarrollo de esta expresion requeriria sustituir las expresiones de ag.,
a partir de (9.18) y @, a partir de (9.18) y (9.19) y puede resultar algo
engorroso.

Sistema ligado a un punto del sélido, sin rotaciéon.- FEs raro el caso
en que sea necesario un planteamiento tan general como el anterior. En la
practica es mas comun que lo que interese sea el estudio del movimiento del
solido relativo a un punto () del mismo, de movimiento conocido o impuesto,
sin prescribir necesariamente una velocidad de rotaciéon w al triedro. En este

5Es decir, @ se identifica con una particula dada del sélido; en general este punto no
tiene porqué estar fijo en el espacio, ni coincidird con el centro de masas, aunque si seria
“fijo” para un sistema de referencia ligado al sélido, al moverse junto con él.
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caso, tomaremos el triedro de referencia (Qx'y'2") = (QXY Z) con origen
en ) y direcciones paralelas al inercial (cumpliendo un papel similar al del
“triedro fijo” para el planteamiento de las ecuaciones de Euler), y por otra
parte tomaremos el triedro “del cuerpo” (Qzyz) con direcciones materiales
fijas, es decir, que rote con el sélido. Serd entonces w = 0, y (9.18) se convierte

en:
. (dzr/)
T=7rg+ ,
dt? ) g0

Por lo que el término adicional en (9.20) serd tinicamente el debido al arrastre
de la traslacién de Q:

—/%wAf@pM/:— vl A(Mig) (9.21)
B v
_QG

Resulta finalmente la ecuacién:

o dHy’
MQ —Ta A\ (M’I‘Q) = T (9.22)
SQ
=I5 -Q+QA (I Q)

Notese que en esta expresion se ha empleado el momento cinético H g@ con
velocidades relativas al sistema (SQ), para el que es vélida la expresion
H ZQ = I - Q2. Sin embargo, si se empleasen velocidades “absolutas”, re-
sultaria

HQ:IQ‘Q—FM(TG—’I‘Q)/\’UQ

Por otra parte, al igual que en el desarrollo de las ecuaciones de Euler, se
ha derivado primero respecto al sistema de referencia (Qxyz), utilizando la
propiedad de constancia de Iy en relacién con este sistema de referencia.
El término adicional (9.21) se puede interpretar como el momento en ) de
(—M7wq) situado en G.

Sistema del Centro de Masas (SCM).- En el caso en que sea @ = G,
serd r, = QG = 0, por lo que las fuerzas de inercia no dan momento en G,
y la ecuacién (9.22) es idéntica a la de un punto fijo en un sistema inercial
(8.105):

d

Mb:&ﬂb:LyQ+QAUOQ)

Este resultado lo conociamos ya, habiéndolo visto al tratar del principio del
momento cinético.

Si consideramos el movimiento de un sélido en el campo gravitatorio
simplificado, sin otras fuerzas aplicadas ni ligaduras, serd entonces posible
descomponerlo en:
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1. Movimiento del centro de masas GG, como si fuera una particula
ag = _gka
que da lugar a una trayectoria parabdlica.

2. Movimiento relativo a GG, con momento nulo (movimiento por inercia),
ya que el peso no produce momento respecto del centro de masas:

d .
GHe=1c-Q+QA(Ic-9)=0 (9.23)

9.3. El Girdscopo

9.3.1. Ecuaciones del movimiento de una peonza

Consideremos el movimiento de una peonza con simetria de revolucion,
moviéndose con un punto de su eje fijo, sometida a su propio peso (figura 9.7).
Tomando los ejes locales de forma que k esté segiin el eje de revolucién, el
tensor de inercia es:

Figura 9.7: Movimiento de una
peonza simétrica sometida a su
propio peso, alrededor de un
punto fijo O de su eje.

La energia cinética es:

1 1 1
T:§QI09:§A(]?2+Q2)+§CT2



Aptdo. 9.3. El Giréscopo 9.15

Desarrollando la expresion en funciéon de los angulos de Euler mediante

(8.101):
T = EA(GQ + 9% sen? ) + 50(@ + 1 cosf)?
A su vez, el potencial es
V = Mgdcost

donde se ha llamado d = OG. La Lagrangiana resulta entonces:
1 . . 1 .
L= 5A(92 +*sen? 0) + 50(({0 +1pcosf)? — Mgd cos 0 (9.24)

Se observa que L no depende explicitamente de i (OL/0¢ = 0) ni de ¢
(OL/0¢ = 0); por lo tanto ambas coordenadas son ciclicas, y podemos escribir
las correspondientes integrales primeras como ecuaciones del movimiento:

py = Atpsen? 0 + Ctjcos? 6 + Cp cos f (cte)

P, =C (o + w cos ) (cte)
h\r/—/

La integral primera de p, corresponde a la constancia del momento ciné-
tico segun el eje vertical K:

Hy K = (Api+ Aqj+Crk)-(senflsenpi+senfcosyj+ cosf k)
= A¢sen’ 0 + Cr cos
= Ay sen® 0 + C cos® 0 + C'p cos 0
= H.

Esta magnitud, que denotamos por la constante escalar H, se conserva puesto
) )
que el momento de las fuerzas en esta direccién fija es nulo:

My, =Mo K =[dkA(—~MgK)] K =0

La integral primera de p, expresa simplemente la constancia de r, componen-
te de €2 segun el eje k del cuerpo; de forma equivalente, se puede considerar
que establece la conservacion del momento cinético segun este eje:

Hy k= (Api+Aqj+Crk)- k=Cr

La conservacion de esta magnitud no es tan obvia como en el caso anterior,
al ser k una direccién movil. Para justificarla derivamos directamente,
d d dk
—(H, - k)= —H, k+H, —
qi Ho k) = g Ho k+Ho-
=My -k+Hp- (2NEk)
=0

= (A - B)pg,
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siendo este término nulo gracias a que el sélido es de revolucién (A = B).
Al no existir fuerzas disipativas, otra integral primera es la constancia de
la energia, T+ V = E.
Resumiendo, las tres integrales primeras de la peonza simétrica son:

H = Aipsen® 0 + Cr cos (cte) (9.25)
r =@+ 1cosh (cte) (9.26)
E = %A(éQ +p?sen?f) + %CTQ + Mgd cos 6 (cte) (9.27)

Podemos despejar ¢ de (9.25),

B H — Crcosf

Y= Asen2 (9.28)

para después eliminarla en (9.27), obteniendo asi una ecuacién funcién de 6
exclusivamente, que expresaremos en relacién a la nueva constante £’

(H — Crcosf)?
2Asen?d

e 1 1 .
EYE-— Ot =5 A0° + + Mgd cosf (9.29)

Realizando el cambio de variable:
U
i@

u=cosf = O=—

se obtiene . " (H_C )2
U — Cru
E==-A M qgd
2T = T oA —) I

y despejando 2,

2F"  2Mgd H — Cru)?
_ = “) _H=Cry (9.30)

-2 2

= flu) = (1 —u
flu) = ) < A A A2
Ecuaciéon cuya solucion se obtendria directamente mediante la cuadratura:

n )_/“t du
Y7 ) V(@) (2E'JA _ 2Mgdu/A) — (H - Cra)2j A2

(9.31)

Una vez calculado u(t) y en consecuencia 6(t), sustituiriamos en las ecua-
ciones (9.25) y (9.26) para obtener ¢ y ¢ respectivamente. La cuadratura
planteada en (9.31) no es inmediata de manera analitica, pero se puede abor-
dar mediante integrales elipticas, o bien por métodos numéricos.

Sin necesidad de obtener la solucion explicita, podemos sin embargo es-
tudiar de manera cualitativa el movimiento. Para ello, observemos que las
raices de la ecuacién (9.30): f(u) = 0, corresponden a los puntos en que
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@ = 0y por tanto § = 0, es decir los méximos o minimos locales de 6. Al

ser f(u) un polinomio cibico, podré tener hasta tres raices reales. Podemos

acotar dos raices de esta ecuacién, observando que para los valores

(H — Cru)?
A2

El rango de validez de u es precisamente —1 < u < +1, correspondiente

u==+1 = f(u)=-— <0

A

Figura 9.8: Valor de la ecuacion
cibica f(u), de la que buscamos
las raices f(u) = 0, correspon- )
;Zzentis q/los gatlores e:z:t?"/emo‘.s de /-\\—/ -
a nutacion. Esta ecuacion siem- ¥ uy |ug +1 us u
pre tiene dos raices en el rango de /

validez fisico de u, —1 < u < +1.

rango de validez
fisico

am >0 >0.Al ser f(u) = 4 esencialmente positivo, por motivos fisicos
en este rango existira al menos una zona en que f(u) > 0. Por tanto en el
intervalo [—1,+1] existen dos raices u; y ug. Asi, 6 oscilarda entre los dos
valores correspondientes ¢y = arccosu; y #5 = arc cos us, maximo y minimo
de la nutacién, 6; > 0 > 6,.

Una forma de visualizar geométricamente el movimiento es a través de la
trayectoria descrita por extremo del versor del eje de revolucion k, que podréa
describir distintos tipos de curvas sobre una esfera de radio unidad, restrin-
gidas a la banda entre dos paralelos extremos: 6; > 6 > 65 (ver figura 9.9).
Los distintos comportamientos vienen definidos por el signo de la velocidad
de precesién, obtenido por el numerador en la ecuacién (9.28), pudiéndose
distinguir tres casos en funcion de las condiciones iniciales del movimiento
(en concreto segun el valor de las constantes H y r):

1. H—Crcosy >0y H—Crcost, > 0, en cuyo caso la precesién siempre
tiene el mismo sentido;

2. H—Crcosth <0y H—Crcosf; > 0, en cuyo caso la precesion alterna
de sentido, desarrollandose unos lazos caracteristicos;

3. H —Crcosfy = 0, en cuyo caso se producen unas cuspides en la tra-
yectoria con velocidad de precesion nula. Este caso se produce en la
practica cuando las condiciones iniciales corresponden a la peonza con
rotacién propia y su eje en reposo, a partir de una inclinacién determi-
nada (nutacién 6,). A partir de este instante la peonza empieza a caer
y a precesionar simultdneamente, siendo inicialmente 1) = 0.
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a) b) c)

Figura 9.9: Los tres tipos de soluciones para el movimiento de la peonza
simeétrica, obtenidos mediante integracion numérica en el ordenador de las
ecuaciones del movimiento. La figura representa, sobre una superficie esféri-
ca, la trayectoria del extremo del eje de revolucion de la peonza. En el caso
a) la velocidad de precesion lleva siempre el mismo signo; en el caso b) alter-
na de signo, describiendo bucles caracteristicos; en el caso limite ¢), en los
puntos de nutacion minima (puntos mds altos de la trayectoria) se anula 1&,
produciendo cuspides en la trayectoria.

9.3.2. Efecto giroscépico

El gir6scopo es un cuerpo con simetria de revolucién, con un punto de su
eje fijo, y girando a gran velocidad respecto de dicho eje. En estas condiciones
se produce el llamado “efecto giroscopico” que describimos a continuacién.

Veremos en primer lugar el efecto giroscépico aplicado a la peonza simétri-
ca estudiada en el apartado anterior. La condicién de rotacion propia elevada
la concretaremos admitiendo que la energia cinética de rotacion alrededor de
su eje sea mucho mayor que las posibles fluctuaciones de energia potencial
gravitatoria. Como méximo, estas se producen al variar la altura de G entre
[—d, +d]. Admitimos por tanto que

1
507“2 > 2Mgd (9.32)

De esta manera, al ser la energia asociada a la rotacién propia mucho mayor,
cabe esperar que las oscilaciones de nutacién (#) debidas al potencial gravita-
torio sean pequenas, produciéndose un movimiento de precesién con nutacion
cuasi-constante. En la realidad, debido al inevitable amortiguamiento, estas
oscilaciones pequenas en la nutacion se amortiguan, dando lugar con bastante
aproximacién a un movimiento con nutacién constante.

En el planteamiento de las ecuaciones de Lagrange vimos que las corres-
pondientes a 1) y ¢ daban lugar a sendas integrales primeras (9.25) y (9.26).
La ecuacién en 6 se obtiene derivando la Lagrangiana (9.24):

4 (a_/;) — Af
dt \ 96
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g—g — Ay sen @ cos § + Cr(—sen ) + Mgdsen 6
y resulta
Al — Ay senf cosf + Cripsend — Mgdsend = 0 (9.33)

Deseamos comprobar las condiciones bajo las que se puede dar un movimiento
con nutacion cuasi-constante. Suponiendo entonces que las oscilaciones de
nutacién son pequenas y 6 ~ 0, se obtiene:

Mgd = Cri — Ai? cos b

y resolviendo para ZZJ ;

b= Cr ++/C%r2 — 4AMgd cos 0
N 2A cos 6

Cr 4AM gd cos 6
- 2Acos6 (1 * \/1 - C2r2 ) (9:34)

Para que puedan existir soluciones reales el radicando debe ser positivo, es
decir C?*r? > 4AMgdcosf. Debido a la hipdtesis anteriormente realizada
(9.32) queda garantizada esta condicién. Por otra parte, considerando que la
raiz en (9.34) se puede aproximar como y/1 — € &~ 1 —¢€/2 (teniendo en cuenta
€ < 1) se obtienen dos soluciones posibles para e

' C
v = T (precesién rapida)
Acost (9.35)
IS Myd (precesién lenta)
T Cr precest

De las dos soluciones, la que se obtiene en la mayoria de los casos practi-
cos es la precesion lenta. Aunque en teoria seria posible la otra solucion, la
energia requerida es mucho mayor, por lo que es dificil alcanzar las condi-
ciones iniciales precisas. No entramos en consideraciones de la estabilidad de
las soluciones, que también juegan en contra de la precesion rapida por lo
general.

Vemos pues que, en el caso del girdscopo sujeto a una fuerza gravitatoria
excéntrica respecto del punto fijo, se ocasiona un movimiento de precesion
alrededor del eje vertical paralelo a la accién gravitatoria, con velocidad cons-
tante.

Para generalizar este efecto, definamos los vectores siguientes:

w, = VK (velocidad de precesién)

(Momento cinético respecto
H, = (Ho-k)k=Crk del eje del cuerpo, orienta-
do)
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El vector H , tiene médulo constante, siendo su angulo con la direccién fija K
asimismo constante (e igual a €). Su evolucién es una rotacién alrededor de k
con velocidad w,. Por tanto, aplicando la férmula de derivaciéon de vectores
moviles,
dH .
At

El momento de las fuerzas en O vale

—w, N H, = ¢Cr(K NE) (9.36)

Mo =dk A (~MgK) = Mgd(K A k). (9.37)

Podemos comprobar que, si se sustituye el valor obtenido en (9.35) para la
precesién lenta, 1 = Mgd/Cr, en la ecuacion (9.36), se obtiene la identidad
de esta tltima con (9.37):

dH ,
MO: dt :wp/\HZ.

Figura 9.10: En el movimiento gi-

roscopico, el vector H, que defi- < )
ne el eje del giroscopo gira alrede- N
dor del eje w,, moviéndose en di-
reccion normal a la fuerza aplica-
da (es decir, paralelamente al mo-
mento Mo =dk N F). O

Sy

El resultado anterior se verifica no sélo para el momento originado por el
peso, sino en general para una fuerza excéntrica F' cualquiera. Si considera-
mos a ésta aplicada en un punto P definido por » = OP, considerando el
eje K de precesién en la direccion de F', se verifica igualmente

Mo=rANF=w, \NH,

Conviene destacar dos caracteristicas importantes del efecto giroscépico,
aparentemente contradictorias con las leyes clasicas de la dindmica, al menos
tal y como se formulan para particulas:

1. La accién de una fuerza F' sobre el sélido produce un desplazamiento
del eje del cuerpo en direccién perpendicular a F', en lugar de segun la
direccién de F'. En efecto, el movimiento del eje lleva la direccién de
M o=TA F.
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2. La accion de F' y por consiguiente M o produce una velocidad de pre-
cesion constante, en lugar de una aceleracién constante, como ocurriria
en un cuerpo sin efecto giroscopico. Si cesa la acciéon de M, cesa
inmediatamente la velocidad de precesién.

Un giroscépo que no esté sometido a momentos —por ejemplo, si estd
sometido al campo gravitatorio en movimiento libre, en cuyo caso el momento
respecto del centro de masas es nulo— mantiene fija la orientacién de su eje
con una gran exactitud. Tan sélo se produce una variacion de la direccién de
su eje si se aplica un momento sobre él, precesionando en este caso segin la
direccién del momento. Similarmente al concepto de “fuerzas de inercia” en
dindmica de la particula, que representa la resistencia a variar la velocidad
de la misma, se produce aqui un “momento giroscépico” que es la resistencia
a variar la orientacion del eje del giréscopo.

Este fenémeno es la base de numerosas aplicaciones practicas. Cabe citar
entre ellas la brijula giroscopica. Esta consiste en un giréscopo cuyo eje pue-
de girar libremente alrededor del centro de masas, con la tinica restriccion de
obligarle a mantenerse horizontal. En estas condiciones el eje tiende a colo-
carse orientado hacia el Norte geogréfico, con oscilaciones pequenas alrededor
de esta orientacién’. Asimismo, los giréscopos se emplean como sistemas de
navegacion inercial en aeronaves, cohetes, y satélites espaciales.

Por 1ltimo, un fenémeno interesante basado en el efecto giroscopico es
la precesion de los equinoccios en el movimiento de la tierra. Es sabido que
el movimiento de la tierra se produce en el plano de la ecliptica, con una
rotacion propia alrededor del eje N-S que se halla inclinado respecto a la
ecliptica unos 23°. Esta inclinacién produce una incidencia distinta de los
rayos solares en distintas fases de la orbita terrestre, siendo la responsable de
los equinoccios (primavera y otonio) y los solsticios (verano e invierno). En
principio, parece que el eje de la tierra se mantiene constante en direccion,
por lo cual los equinoccios ocurririan siempre en la misma época del ano
sidéreo. Si la tierra fuera perfectamente esférica y homogénea, esto seria asi,
ya que la accion gravitatoria del sol y de la luna darian un momento neto
nulo respecto del centro de masas, con lo cual no existiria precesion de su eje.
Sin embargo la tierra no es una esfera homogénea sino que esta achatada,
no siendo tampoco perfectamente uniforme, debido a la fuerza centrifuga de
la propia rotacién terrestre. Asi el momento neto ejercido por la luna y el
sol sobre la tierra producen una precesién del eje de giro (N-S) de la tierra
alrededor de la normal a la ecliptica, con un periodo aproximado de 26.000
anos.

Esto quiere decir que, respecto a direcciones fijas en el firmamento, léase

"Se puede encontrar una descripcién més detallada de la brijula giroscopica en: J.A.
Fernandez Palacios, Mecdnica teorica de los sistemas de solidos rigidos, Ed. el autor, 1989;
J.L. Synge y B.A. Griffith, Principles of Mechanics, McGraw-Hill 1970; J.M. Bastero y J.
Casellas, Curso de Mecdnica, Ediciones Univ. de Navarra, 1987
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Primavera

Verano — Invierno

Figura 9.11: En el movimiento de la tierra alrededor del sol, que se desa-
rrolla sobre el plano de la ecliptica, debido a los momentos originados por
la atraccion excéntrica del sol y la luna, el eje N-S de rotacion de la tierra
precesiona muy lentamente alrededor de la perpendicular al plano, originando
el fenomeno llamado “precesion de los equinoccios”.

estrellas del zodiaco o galaxias lejanas, la posiciéon de los equinoccios varia a
lo largo del tiempo; cada 2000 anos aproximadamente se produce un corri-
miento de un mes. Asi los signos del Zodiaco, asociados con la posicién de la
tierra alineada en la ecliptica bajo diversas constelaciones en el firmamento
celeste que dan su nombre a cada signo, no corresponden a fechas fijas en
el calendario de las estaciones. Asimismo, en cada época distintas estrellas
hacen el papel de estrella Polar (situada sobre el Norte, en la prolongacién

del eje N-S).

9.3.3. Estabilidad de la peonza dormida

Estudiamos aqui la estabilidad del movimiento de la peonza simétrica,
cuyas ecuaciones se desarrollaron en el apartado 9.3.1, en la posicién 6§ = 0
(peonza «dormiday). El estudio de estabilidad tiene como objetivo analizar
bajo qué condiciones un movimiento posible, cuando estd sometido a pe-
quenas perturbaciones, se mantiene préximo al movimiento original, en cuyo
caso se denomina estable. En el caso contrario, cualquier perturbacion peque-
na respecto del movimiento producira la pérdida del mismo, denominandose
inestable.

Estudiaremos las oscilaciones de nutacién (), caracterizadas por la ecua-
cién de Lagrange correspondiente que ya fue deducida anteriormente (9.33):

Af — A sen cos O + Cripsend — Mgdsen d = 0. (9.38)
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Esta ecuacion se ve complementada por las dos integrales primeras de la
peonza simétrica, expresadas anteriormente en (9.25) y (9.26):

H = Aipsen® 0 + Cr cos 6 = cte. (9.39)
Cr = cte. (9.40)

Al ser inicialmente # = 0, de la primera de las expresiones anteriores (9.39)
se deduce que la constante es H = C'r. Empleando este valor y despejando
Y en (9.39),
. H—Crcost) Crl—cost
v= Asen2 A sen2d
si se tiene en cuenta que el valor de 6 es pequeno, desarrollando en esta
expresiéon denominador y numerador de forma que despreciemos términos de
orden superior a 2,
. _Cre?/2  Cr
VAL T
Sustituimos ahora el valor de 1) en la ecuacién (9.38), y despreciamos los
términos de orden 2 6 superior en funcién de 6 pequeno:

. or\? Cr
A@—A<ﬂ) 0+Crﬂ9—Mgd0—O
\

. (O
A - M = 0.
(9—|—(4A gd)@ 0

Observamos que esta ecuacién corresponde a un oscilador armoénico simple,

siempre que el coeficiente de 0 sea positivo, en cuyo caso resulta un movi-

miento arménico acotado para 6. La condicién de estabilidad es por tanto
C?r?
4A

9.4. EIl Péndulo Esférico

> Mgd. (9.41)

Sea una masa puntual m sujeta al extremo de una varilla rigida y sin
masa de longitud [, cuyo otro extremo (O) esté fijo. No tiene sentido en este
caso definir la rotacién propia, por lo que el movimiento esta caracterizado
tnicamente por dos angulos: ¢ (precesién) y 6 (nutacién) (figura 9.12). Las
ecuaciones son similares a la peonza simétrica, pero sin considerar rotacion
propia. Eligiendo como triedro “del cuerpo” un triedro con la direcciéon Oz
segun la varilla, los ejes resultan principales de inercia y el tensor de inercia

en O vale
mil?

IO = ml2
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Figura 9.12: Un péndulo esférico
consiste en una masa puntual m
unida por una varilla rigida a un
punto fijo O, pudiéndose mover
en cualquier direccion del espacio.

La Lagrangiana es

1
L= émlg(p2 +¢*) +mgl cos

1 N
= iml2(02 + 9* sen” 0) + mgl cos 0

Podemos expresar dos integrales primeras: en primer lugar ) es una coor-
denada ciclica,

H = mi*)sen*6 (9.42)

Por otra parte, la energia total se conserva, al estar en el campo gravitatorio:
mi? o o

E = 7(9 + ¢*sen”0) — mgl cos 0 (9.43)

De la ecuacion (9.42) despejamos:

H

ml? sen? 0
De esta expresion se desprende que 1 nunca cambia de signo, al contrario

de lo que podria ocurrir en la peonza, en la que la ecuacién correspondiente
(9.28) resultaba:

. H—Crcost
- Asen?d
Eliminando ) en la ecuacién (9.43), se obtiene:
mi? . H?
E=—¢ — mgl cos 6
y U omiZsen2g 9 Y
y despejando 62,
2F H? 2g

0% = - =~ cosd
ml2 m2l4sen20+ l o

Se puede ahora realizar el cambio

uZ

1 —u?’

u=cos; = 6=
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obteniéndose al eliminar 6 una ecuacién cubica en wu:

2E 2 2
-2 2
i _(1_“)(W+T“)_m2z4

Esta ecuacién posee tres soluciones reales para f(u) = u* = 0, correspon-
dientes a puntos de maximo o minimo de u. De ellas, dos y s6lo dos estan
comprendidas entre u = 1 y u = —1, rango de validez del cambio de va-
riable anterior. En efecto, ha de existir un intervalo de validez fisica en que
f(u) > 0, ya que en el movimiento real 4> > 0 es intrinsecamente positivo.
Sin embargo en u = +1, f(u) < 0; luego dentro del intervalo considerado,
debe haber dos puntos en que f(u) = 0.

= f(u).

Figura 9.13: La trayectoria del
péndulo esférico se sitia entre dos \
valores extremos, madximo y mi-
nimo, de la nutacion. El minimo
(punto mds bajo de la trayecto-
ria) estd mecesariamente por de-
bajo del punto O, es decir, por de-
bajo del ecuador de la esfera.

Por ello, al igual que ocurria en la peonza simétrica (ver apartado 9.3.1
y figura 9.9), la nutacién 6 oscilard comprendida entre dos valores extremos,
emin y emax-

Se puede demostrar que en el péndulo el minimo de 6 necesariamente
debe estar por debajo del punto de apoyo O, es decir, 0 < 0,,;, < 7/2. En
efecto, obtengamos la ecuacién de Lagrange en 6:

T <g_6> = ml*0; ?)_6’ = ml*y? sen § cos § — mgl sen b,
resultando ) .
mil*0 = mi*)* sen 0 cos § — mgl sen 6.

Para m/2 < 6 < 7 se verifica sen 6 > 0, cos§ < 0; por tanto de la ecuacion
de Lagrange anterior se deduce que en este intervalo § < 0, lo que hace
imposible que exista un minimo dentro de él (asociado a 6 > 0). El minimo

de 0 ha de estar necesariamente entre 0 y 7/2, como queriamos demostrar
(figura 9.13).



Capitulo 10

Dinamica de Impulsiones

10.1. Introduccion

La dindmica de impulsiones estudia las situaciones en las que se producen
cambios rapidos en la cantidad de movimiento o en el momento cinético de
sistemas materiales. Estos fendmenos se suelen denominar impactos, percusio-
nes o choques, y exigen fuerzas muy elevadas, que actiian durante intervalos
de tiempo muy cortos. Ello permite que, al estudiar los cambios de movimien-
to debidos a la impulsion, se puedan despreciar las otras fuerzas “ordinarias”
de valor acotado, por ser su efecto muy pequeno respecto al de las fuerzas
impulsivas.

En la dindmica de impulsiones para sistemas discretos' se admite que el
cambio de movimiento puede ser considerado como instantaneo, de forma que
se estudia tan solo el salto entre la situacion inmediatamente anterior y la
inmediatamente posterior a la impulsién. Se emplea un modelo simplificado,
en el que se desprecian los efectos de deformabilidad de los sélidos y de
transmision de ondas de tension en los mismos, pero que puede resultar valido
siempre que las condiciones se aproximen a las de una impulsion tedrica
(intervalo de tiempo muy corto y fuerzas muy elevadas).

10.2. Teoria de impulsiones

10.2.1. Impulsién sobre una particula

Consideramos una particula (punto material) de masa m, con velocidad
vy en el instante inmediatamente anterior a la impulsion y vy en el instante

les decir, aquellos que se representan mediante un ndimero finito (discreto) de pa-
rametros, como las particulas, conjuntos de particulas, sélidos rigidos, y mecanismos o
ensamblajes de piezas rigidas. Por el contrario, los medios continuos (fluidos, sélidos de-
formables, estructuras de piezas prisméticas o laminares) poseen un ndmero infinito de
grados de libertad

10.1
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inmediatamente después, moviéndose segiin una recta. Se trata por tanto de
un sistema con un sélo grado de libertad.

Suponemos asimismo que se produce una fuerza impulsiva que actua du-
rante un intervalo de tiempo pequeno [T — €, T + €], centrado en el instante
T.

U2

Figura 10.1: La variacion de las
velocidades en una impulsion se
produce en un intervalo de tiempo vy
[T — €, T + €| muy breve, asociado
a una fuerza de tipo impulsivo de
valor maximo elevado.

Definimos la impulsion como el incremento de la cantidad de movimiento
de la particula debido a esta fuerza:

T+e€
Idéfmvg—mvlz/ Fdt
T—E€
Podemos generalizar esta definiciéon a un movimiento no rectilineo, en el cual
se produzca también una variacién de la velocidad en direccion, mediante la
expresion vectorial:

T+e€
| / Fdt (10.1)

En la teoria de impulsiones se adopta la hipdtesis de que la duracion
del intervalo de la impulsién (2¢) es muy breve, pudiendo considerarse el
fenémeno como practicamente instantaneo. Al mismo tiempo se admite que
la integral (10.1) conserva un valor finito para la impulsién. Para que esto
ocurra, el modulo de la fuerza impulsiva F' debe ser muy alto, mucho mayor
que las fuerzas ordinarias, y en el limite de impulsién instantédnea (e — 0),
infinito (F' — 00).

10.2.2. Fuerzas impulsivas; Funcion Delta de Dirac

Las fuerzas impulsivas que verifican las hipotesis de la teoria de impulsio-
nes se pueden describir mediante un formalismo matematico que emplea la
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funcion delta de Dirac. Esta funcién 6(¢) se define de la siguiente manera:

1. 6(t)=0  paratodo t#0
(10.2)
2. [T Sy de=1

Estas condiciones implican que para t — 0, 6(¢) — oo.
También deducimos de ellas que la integral vale 1 cuando se extiende a
cualquier intervalo finito que comprenda el punto ¢ = 0:

+e
5(t)dt =1 (10.3)

—€

Oc(t) §(t) = lime_o 0 ()

1/e

Figura 10.2: La funcion 6 de Di-

| .
rac pefmz'te representar la fuerza I‘ t
impulsiva como F(t) = 16(t—7), 2¢
de forma que se produce un salto "
I de la cantidad de movimiento en v 2
el instante T.

I6(t—7)
01
—

Como corolario, podemos afirmar que para cualquier funcién acotada f(t)
se cumple
+oo
/ f@)o(t —7)dt = f(r). (10.4)
Esto se demuestra facilmente, puesto que al ser nulo §(¢t — 7) salvo en el
punto ¢t = 7, podemos sustituir en (10.4) f(¢) por la constante f(7), que sale

fuera de la integral; empleando la propiedad (10.3), se obtiene directamente
el resultado buscado.



104 Capitulo 10. DINAMICA DE IMPULSIONES

Definimos la fuerza impulsiva que produce la impulsiéon I en el instante
T COmMo

Crst—7) (10.5)

Fmr(t)

En virtud de (10.4) la integral de esta fuerza sobre cualquier intervalo que
contenga el instante 7 serd precisamente la impulsion I. Asimismo, la fuerza
tiene valor nulo para cualquier otro instante t # 7.

En el estudio de los fenémenos impulsivos distinguiremos entre dos clases
de fuerzas, las fuerzas impulsivas F™™ causantes de la variacién “impulsiva”
del movimiento, y las fuerzas ordinarias, F°™.

Fuerzas ordinarias son aquellas cuyo efecto durante el breve intervalo
de la impulsién es despreciable frente a las impulsivas. Para tener efectos
apreciables en el movimiento, necesitan intervalos de tiempo mayores (un
ejemplo es el peso o accién gravitatoria).

Esta distincién es claramente relativa, e imposible de cuantificar de ma-
nera exacta. La teoria de impulsiones no es por tanto absolutamente exacta,
sino que constituye un modelo aproximado, que serd mas preciso cuanto mas
nitida sea la distincién entre ambos tipos de fuerzas.

El papel de las fuerzas ordinarias en una impulsiéon se puede establecer
calculando la integral del impulso:

/ U Em ) 1 Fr)

—€

Por la definicién de F"" (10.5), la integral anterior valdra:

T+€ T+€ T+e
/ I6(t—1) dt+/ Ford(t) dt:I+/ Ford(t) dt

—€ T—€ T—€

Al estar F"4(t) acotada, el impulso debido a ellas se hace despreciable si
e — 0, mientras que el efecto de las fuerzas impulsivas se mantiene finito.

10.2.3. Axiomatica

En funcién de los conceptos anteriores, se puede definir una axiomatica
para las impulsiones como sigue.
= Principio de accion y reaccion.

Por cada impulsién I existe otra impulsion reactiva (—I), igual y de
sentido contrario. Este axioma proviene directamente de generalizar el
principio de accién y reaccion para las fuerzas.

= [mpulsiones exteriores e interiores.

Las impulsiones se consideran interiores si ambas (activa y reactiva) se
ejercen sobre puntos que pertenecen al sistema; si la impulsion actia
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entre una particula del sistema y otras externas a él, se llama exterior.
En este caso, la reaccion esta fuera del sistema, mientras que si es inte-
rior tanto accién (I) como reaccién (—I) se producen sobre el sistema,
siendo la impulsién neta nula.

n Aditividad Vectorial

El efecto de dos o més impulsiones simultaneas es igual al de su suma
vectorial, como vectores deslizantes. El concepto de simultaneidad hay
que matizarlo, pues en la practica es imposible que dos impulsiones
ocurran de forma exactamente simultanea. Se consideran simultaneas
las impulsiones si actiian con una diferencia de tiempo del orden del
intervalo real de actuacién de las fuerzas impulsivas.

10.2.4. Teorema Fundamental

Basandose en la axiomatica arriba expuesta, podemos considerar los si-
guientes sistemas de vectores deslizantes:

= »; Cantidades de movimiento de cada particula antes del choque.
= >y Cantidades de movimiento después del choque.
» 1T Impulsiones sobre cada particula (interiores y exteriores).

La igualdad vectorial establecida en la definiciéon de la impulsién sobre
una particula nos permite establecer la equivalencia siguiente entre sistemas
de vectores deslizantes:

mvs =mv;+1 = Yo =2+ 11

Donde el signo + de la férmula recuadrada indica la composiciéon de sistemas
de vectores deslizantes.

Puesto que las impulsiones interiores, por el principio de accién y reac-
cion, forman un sistema nulo, el Teorema fundamental de la dindmica de
impulsiones permite expresar la equivalencia como:

Sy = 51 + M | (10.6)

Donde II.,; es el sistema de vectores deslizantes que sélo incluye las impul-
siones exteriores.

La aplicacién del teorema fundamental (10.6) se hace a través de las
igualdades de resultante y momentos, como criterio para la equivalencia de
sistemas de vectores deslizantes:

@2 — @1 +ZIemt

22 = 21 + Hea?t — (107)
(Ho)g = (HO)I —+ Z’I" A Iet
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Donde ® y H son respectivamente la cantidad de movimiento y el momento
cinético totales del sistema.

Las ecuaciones de equivalencia (10.7) son condiciones necesarias que ha
de verificar el sistema de vectores deslizantes Y5, pero no constituyen en un
caso general un conjunto suficiente de condiciones para determinar 5. Para
comprender esto basta darse cuenta de que se trata de 6 ecuaciones escalares,
y siempre que el sistema tenga mayor nimero de grados de libertad, serdn
precisas ecuaciones adicionales.

Como criterio practico, las ecuaciones (10.7) no seran suficientes si exis-
ten grados de libertad o movimientos relativos internos permitidos en el sis-
tema. En este caso, seria necesario dividirlo en subsistemas para establecer
las ecuaciones adicionales necesarias, aplicando la equivalencia (10.7) en cada
subsistema.

Al contrario que en las ecuaciones de la dindamica, el punto O en el que
se toman los momentos en (10.7) puede ser un punto geométrico cualquiera,
puesto que en estas ecuaciones no interviene el tiempo, sino que se plantea
unicamente la equivalencia de sistemas de vectores deslizantes en un instante
dado. No existe por tanto la restriccién de que el punto sea fijo, como veiamos
en dinamica de sistemas para el teorema del momento cinético. Ahora bien,
es necesario tener precaucion a la hora de evaluar el momento cinético si el
punto no tiene velocidad nula, no pudiéndose aplicar entonces algunas de las
férmulas usuales (ver apartado 11.4.2).

10.2.5. Aplicacién del Principio de los Trabajos Vir-
tuales

Puesto que el sistema (X5 — 37 — II) es un sistema nulo, la impulsién se
puede plantear como un problema de equilibrio, pudiendo aplicar por tanto el
principio de los trabajos virtuales enunciado en el apartado 6.4.1. Tal y como
se observo entonces, la ventaja mas importante de este principio consiste en
que establece una condicién necesaria y suficiente para el equilibrio global de
un sistema, sin necesidad de considerar las fuerzas de reaccion que no realizan
trabajo virtual. Buscaremos aqui por tanto la misma ventaja, de forma que
se puedan eliminar de la expresion de equilibrio las impulsiones debidas a los
vinculos lisos y permanentes.

Suponemos un sistema general sometido a un conjunto de impulsiones
{I,}; para cualquier conjunto de velocidades virtuales {v} se ha de cumplir

Z(miAfvi —I,)-vi=0  Y{v;} (10.8)

Donde el sumatorio ), se extiende a todas las particulas del sistema. Si
las velocidades virtuales v} en (10.8) son completamente arbitrarias, en esta
suma se deben incluir todas las impulsiones, tanto internas como externas,
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activas y reactivas. Esto es debido a que, en un caso general, aunque para
cada percusién interna exista otra reactiva, de forma que su suma neta es
nula, el trabajo virtual de las dos no lo es necesariamente. Supongamos para
ello una percusion I sobre una particula A, con velocidad virtual v*, y la
reacciéon —I sobre B con velocidad virtual —v*. El trabajo virtual de esta
pareja de impulsiones es

Wr=1I v+ (-I) - (—v*)=2I-v"#0

Debido a esto, el enunciado mas general del Principio de Trabajos Virtuales
(10.8), para velocidades virtuales {v}} completamente arbitrarias, no resulta
de gran utilidad practica.

Si restringimos el sistema a uno con vinculos lisos y bilaterales, de forma
que todas las impulsiones interiores se deban a vinculos permanentes, y con-
sideramos tan sélo velocidades virtuales compatibles con los enlaces {v}, es
posible eliminar el efecto de las impulsiones interiores:

Z(mZAvi — I v =0  V{v!} compatibles (10.9)
i
Tan sélo necesitamos tener en cuenta en este enunciado las impulsiones ex-
ternas, al desaparecer las internas porque no realizan trabajo virtual. No
desaparecerian, en cambio, las impulsiones debidas a choques internos con
separacién (vinculos no permanentes), puesto que las velocidades virtuales
del punto de accién y del de reacciéon no seran necesariamente las mismas, y
por tanto pueden dar trabajo virtual neto no nulo. En caso de existir estas
impulsiones, no invalidarian la aplicacién de (10.9), sino que habria que in-
troducirlas como sumandos adicionales en la expresion del trabajo virtual en
dicha ecuacion.

10.2.6. Aplicaciéon del Principio de la Cantidad de Mo-
vimiento

El principio de la Cantidad de Movimiento (6.4) establece que, para un
sistema cuya cantidad de movimiento es ®,

d® ox
o m L

)

———
déf F

Descomponiendo las fuerzas exteriores en impulsivas y ordinarias, e integran-
do para una impulsién que ocurra en el instante t = 7:

b, — P, = /T+E(Z Fimv 4 Z Ford)ds

—€ .

T+€ T+€
= / S rets(t — r))dt + / > Ferdyat
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despreciando, para e — 0, el efecto de ), F' ;”d, resulta la ecuacién de balance

By — B =)y I (10.10)

7

Observamos que el resultado es el mismo que el obtenido antes en (10.7;).

10.2.7. Aplicacién del Principio del Momento Cinético

La expresion de este principio es (6.12):

dH o ot
;,_/
M,

Integramos esta expresién descomponiendo F$* en Fuerzas impulsivas
(FY") y Fuerzas ordinarias (F¢"%), ambas exteriores:

T+e€ '
<HO)2 - (HO)l = / [Z’l"l /\Fzmp+zri /\F?Td] dt

T+e€ T+e
= ) A [/ ISt — 7)dt +
P T—e
siendo 7; la posicion media de cada particula durante la impulsion. La
primera integral es precisamente la impulsion, mientras que la segunda es
despreciable para € — 0:

F;’rddt] :

T—E€

(Ho)2 — (Hoh = Zri NI (10.11)

Donde 7; ha sido sustituido por r; (Posicién de cada particula en el instante
7), al tender el intervalo [T — €, 7 + €] a cero. Observamos, al igual que antes,
que se obtiene idéntico resultado que el expresado en (10.75).

Esta ecuacion, al contrario que (6.12) para el caso general de la dindmica,
se puede aplicar también tomando momentos respecto de un punto que no sea
fijo. En efecto, se vi6 en el apartado 6.3 que al tomar un punto ) cualquiera
aparecia un término adicional en la ecuacién del momento cinetico (6.23):

dH,

T :MQ—M’UQ/\’UG

Sin embargo, el término adicional Mwvg A vg esta acotado, al estarlo las
velocidades de los dos puntos G'y @, y se puede englobar por tanto dentro
de las fuerzas ordinarias, cuyos efectos de cambio de movimiento durante la
percusion se desprecian por ser el intervalo de actuacién infinitesimal.
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10.3. Consideraciones Energéticas

10.3.1. Energia Cinética

Por lo general en una impulsién no se conserva la energia. El cambio
energético proviene exclusivamente de la variacién de la energia cinética,
puesto que la energia potencial, al no variar la configuracion del sistema
sensiblemente durante un intervalo infinitesimal, si que se conserva.

De forma global, el balance energético es tal que la energia mecanica
disminuye, o a lo sumo se mantiene constante. La disminucién proviene fisi-
camente de la transformacién a otras formas de energia mas “degradadas”,
como calor, ruido, dislocaciones plasticas, etc., siguiendo el segundo principio
de la termodindmica (entropia creciente).

Dentro de un sistema dado, para el balance de energia se pueden distinguir
dos situaciones diferentes:

= Si s6lo hay impulsiones interiores, la energia disminuye siempre o a lo
Sumo se conserva.

= Si hay impulsiones exteriores, la energia puede aumentar o disminuir.
El aumento se produce a costa de que el sistema “robe” energia cinética
del exterior: en conjunto debe quedar claro que nunca puede aumentar
la energia.

En las impulsiones no ocurre lo mismo que en la dindmica, en la que el
teorema de conservacién de la energia tenia considerable utilidad practica.
Esto se debia a que permitia pasar de un estado a otro, obviando la (a
menudo dificil) integraciéon de las ecuaciones diferenciales de segundo orden
de la dinamica, a lo largo de un camino cambiante. Para ello bastaba emplear
la ecuacion de balance energético que se denominaba “integral primera”, al
formularse en funcién inicamente de derivadas primeras (velocidades).

En cambio, en la dindmica impulsiva, esta utilidad se pierde, por dos
razones:

1. Por lo general, la energia no se conserva.

2. Las configuraciones anterior y posterior al choque son las mismas, por lo
que no es preciso realizar una integracion de las ecuaciones dinamicas
para una trayectoria desconocida, sino expresar un mero balance de
magnitudes cinéticas entre las situaciones anterior y posterior al choque,
para una misma configuracion.

Por estos motivos, hacemos notar que las consideraciones que se realizan
a continuacién tienen un interés mas bien conceptual. Son importantes sin
embargo para comprender el balance energético de las percusiones. Asimismo,
en numerosas aplicaciones practicas se puede conocer o estimar el llamado
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“coeficiente de restitucion”, que como veremos esta intimamente ligado al
balance energético.

Relacionaremos a continuacion la pérdida de energia con el valor de las
impulsiones. Para una particula de masa m, denotando la velocidad por v y
la energia cinética por T', con los subindices 1 y 2 para indicar las situaciones
anterior y posterior al choque respectivamente, la variacion de energia cinética
es

1 1
T, -1 = imvg — émvf
1
= Qm(vg — ’Ul) . (’Ug + ’Ul)
1
= §I- (v2 + v1)

Sumando para todas las particulas del sistema,

E—E_%Zzhﬂmh+@m] (10.12)

Si todas las impulsiones interiores provienen de vinculos permanentes (es
decir, particulas que estaban unidas antes de la impulsién y permanecen
unidas), los términos del sumatorio (10.12) debidos a ellas se anulan dos a
dos, ya que ocurren en parejas del tipo

(vo+wvy) - I+ (va+vy)-(=I)=0

Resulta por tanto bajo esta hipotesis

T, Ti= 3 3L (w0 + (00 (10.13)

10.3.2. Coeficiente de Restitucion

Estudiamos dos cuerpos que chocan a través de sus puntos Py () respec-
tivamente. Sean las velocidades de dichos puntos vk y vé (antes del choque)
y v, 'vé (después del choque). Admitiremos la hipétesis de que las ligaduras
internas en cada cuerpo cumplen que son todas debidas a vinculos permanen-
tes, lo que es vélido por ejemplo en un sélido rigido. En el choque se produce
una impulsién I sobre P, de direccién definida por el versord (I = Id), y
la correspondiente impulsion reactiva (—I) sobre Q.

Definimos:

Coeficiente de restitucion es el cociente, cambiado de signo, de las
velocidades relativas de los puntos de impacto después y antes del
choque, en la direccion de la impulsion:

aof  (vp—wj)-d wy - d

fef _ - 10.14
c (vp —vg) -d w; - d (10.14)
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Figura 10.3: Choque entre dos cuerpos I y II a través de sus puntos P y Q)
respectivamente; situaciones inmediatamente anterior y posterior al choque.

Donde ws, w; son las velocidades relativas después y antes del choque,
respectivamente.

El coeficiente de restitucién lo podemos relacionar con la pérdida de ener-
gia cinética del sistema conjunto. Para ello expresemos el balance energético
global. Para el cuerpo I:

1
ATy = 5(1}}) +v3)- T
y para el cuerpo II:
ATy = 2wl +v2) - (—T
7= 2(vQ+vQ)'( )
En estas expresiones se ha aplicado (10.13), que permite considerar tan sélo
las impulsiones exteriores: I sobre el cuerpo I y —1I sobre el II. Sin embargo,

la evaluacién de AT y Aty corresponde a la energia cinética total de cada
solido, incluyendo la de rotaciéon. Sumando ambas contribuciones,

1
AT = [}~ vb) + (v —v3) - T
1

y considerando, por la definicién (10.14) del coeficiente de restitucién, que
ws - d = —e(wy - d), resulta

1

Para clarificar la aplicacién de esta férmula recordemos que w; = v —le
(velocidad relativa de P respecto de () antes del choque) e I es la impulsion
que se produce sobre el punto P.

Segun el valor de e diferenciamos varios tipos de choque:

» ¢ = 1, choque eldstico (AT = 0).
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» ¢ = 0, choque plastico (AT = jw; - I, maxima pérdida de energia
cinética).
Conviene precisar que, a pesar de que la pérdida de energia sea la
méxima, en general no se pierde toda la energia cinética inicial (AT #
Tl).

s 0 < e <1, caso intermedio.

La expresién del coeficiente de restitucion tiene por tanto un significado
en términos de balance energético. Para resolver una impulsién es preciso por
lo general plantear, ademés de las ecuaciones (10.10) y (10.11) que expresan
balance de cantidad de movimiento y de momento cinético, alguna ecua-
cién que exprese el balance energético, como la del coeficiente de restitucion
(10.14). Esta ultima condicién se podria establecer igualmente expresando
directamente la pérdida de energia cinética

AT =T, —Ty. (10.16)

Sin embargo es preferible emplear para esto las ecuaciones (10.14) 6 (10.15)
del coeficiente de restitucion, ya que éstas proporcionan expresiones lineales
en las velocidades, en lugar de expresiones cuadréticas como surge de (10.16).

10.3.3. Teorema de Carnot

Este teorema expresa la pérdida de energia para un caso particular: aquel
en que el sistema sea holénomo con vinculos lisos, y las impulsiones se deban
exclusivamente a la aparicion de nuevos vinculos interiores permanentes.

Partimos para ello del principio de trabajos virtuales, que se puede aplicar
con su enunciado restringido (10.9) debido a las hipétesis realizadas:

Z(miAvi — I - vf =0, V{v]} compatibles

%

Al no haber impulsiones exteriores, I5"* desaparece:
X
E m;Av; - v; =0
i

Esta relaciéon se cumple para velocidades virtuales v} cualesquiera, siempre
que sean compatibles con los vinculos. En particular, se cumplira para las
velocidades reales después del choque, v} = v;; + Av; = v;3, es decir

Zmi(UiQ — ;1) Ve =0 (10.17)

Considerando la igualdad

2 2 2
2 E mi(vi - Vi) = — g mi(vi — vi)” + g mivy + E MVso,
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desarrollando (10.17) resulta
Zm-v«2 +12m-(v- — Vi) — Eva2 - Ethv-Q =0
i 1 Y42 2@ 1\ Vil 12 21 1 Vi1 22 1 V2
Y por tanto

—% Zmi(vﬂ — '01'2)2 = %Zmivé — %me?l = T2 — T1

es decir

1
TQ — T1 = —5 Zmi(vﬂ — ’01‘2)2 (1018)

Esta expresion ofrece una interpretaciéon intuitiva muy clara, ya que permite
calcular la pérdida de energia cinética como la energia cinética de un siste-
ma (ficticio) en que cada particula posea precisamente la velocidad que ha
perdido, (v;; — v;2).

Repetimos la observacion realizada arriba sobre las hipotesis restrictivas
que es necesario verificar para que se pueda aplicar este teorema. Conviene
analizar detalladamente las condiciones de cada problema, verificando que se
cumplen las hipotesis enunciadas, antes de aplicarlo. En la practica, por este
motivo el teorema de Carnot tiene una utilidad bastante limitada.

10.4. Choque Entre Sélidos Rigidos

10.4.1. La Deformabilidad de los solidos

Para explicar los choques y fenémenos impulsivos la teoria de impulsiones
entre sistemas discretos (entre los que se hallan los sélidos rigidos), requiere
introducir fuerzas impulsivas de contacto de valor infinito. Asimismo, el ba-
lance energético se expresa mediante un concepto nuevo, el de coeficiente de
restitucion.

En la realidad fisica, las fuerzas de contacto se generan por la deforma-
bilidad de los cuerpos, comenzando en cero y aumentando a medida que las
zonas de contacto se comprimen. Aunque pueden alcanzar valores elevados
en relacion con las fuerzas de naturaleza no impulsiva, obviamente no alcan-
zan nunca valores “infinitos”. En cualquier caso, tienen limitaciones de tipo
fisico debido a los limites de rotura de los materiales en contacto o a po-
sibles transformaciones termodindmicas de los mismos (bajo presiones muy
elevadas muchos materiales se lician o incluso se subliman).

La pérdida de energia se explica por uno de los motivos siguientes:

= Energia residual de vibracién eldstica que permanece en los cuerpos
después de separarse. Se trata en realidad de energia cinética y energia
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potencial elastica, pero para calcularla seria preciso estudiar la dinami-
ca de la impulsion como cuerpos que fuesen deformables, aspecto que
se halla fuera del ambito de este curso.

» Pérdidas por energia plastica disipada, cambios de tipo termodinamico,
ruido, calor, etc.

La deformacion local en el area de contacto produce unas fuerzas internas
en el solido denominadas tensiones. La velocidad con que se transmite la
onda de tensién generada en el choque (asociada a una discontinuidad de
velocidades) es finita. Por ejemplo, en una barra, la velocidad con la que se
propaga es ¢ = y/ E/p siendo E el mddulo elastico de Young y p la densidad
masica.

El cambio de velocidades del sélido no se produce por tanto de forma
instantanea, sino de manera gradual, asociado a la propagacién de una onda
que provoca un salto de velocidades y de tensiones en el material. Esta onda
se refleja (“rebota”) en los extremos o bordes de los cuerpos, produciendo en
general estados de vibraciéon elastica mas o menos complejos.

En ocasiones es imprescindible estudiar de manera detallada la trans-
misién de ondas de tensién para explicar los fenémenos impulsivos. Como
ejemplo, consideramos el caso en que impactan axialmente dos barras ho-
mogéneas, una de las cuales se mueve con velocidad v y la segunda esta
en reposo. Si ambas barras son de igual longitud [, al cabo de un tiempo
pequeiio? la primera barra se queda en reposo, mientras que la segunda sa-
le despedida con velocidad v. En este caso la energia cinética que tenia la
primera barra se ha transmitido integramente a la segunda barra.

En cambio, si las barras son de distinta longitud (por ejemplo [ y 21), per-
manece una porcion de la energia en la primera barra, en forma de vibraciones
elasticas.

Esto ocurre asi a pesar de que localmente el choque se produzca con
coeficiente de restitucién e = 1. En este 1ltimo caso, se observaria, desde el
punto de vista del sélido rigido (punto de vista que podriamos denominar
“macroscépico”), una pérdida de energia, que en realidad (desde el punto
de vista “microscépico”) permanece en el sistema como energia interna de
vibracion.

10.4.2. Caso general de choque entre dos sélidos

Andlogamente al planteamiento en la dinamica de las ecuaciones de la
cantidad de movimiento y del momento cinético, se debe considerar en una
impulsion el balance de dichas magnitudes. Siendo v la velocidad del centro

2este tiempo se puede calcular como el que tardan las ondas eldsticas en avanzar hasta
el extremo libre y volver al punto de impacto, es decir T' = 2l/\/E/p
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de masa, el balance de la cantidad de movimiento se expresa como:

M
—
Zli = ZmlAvi = (Z m;) Avg

Por tanto

Y I = MAvg (10.19)

7

El balance del momento cinético arroja:

—_———

S AL =AHg=1c-AQ+AOA (Ic- Q)
‘ ~0

El término complementario del incremento se puede despreciar debido a que
la rotacién A@ producida durante la impulsiéon es un infinitésimo. Por lo
tanto se escribe

Y AL =16 AQ (10.20)

La expresion de balance del momento cinético se puede aplicar igualmente
si se toman momentos respecto de un punto cualquiera, que no sea ni un punto
fijo (O) ni el centro de masas (G). Tal como se vi6 en el apartado 10.2.7, es
posible aplicar la ecuacién (10.11) para establecer el balance en un punto Q)
cualquiera

> ri AL = AH,.

Ahora bien, conviene precisar que en este caso AHg no se expresa de la
misma manera que como en la ecuacién (10.20), en funcién del tensor de
inercia, es decir AH g # I - AQ. La expresién de H en un caso general es

HQ:IQ'Q+QG/\MUQ (1021)
por lo que, en una impulsién, el incremento seria
AHQ ~ IQ : AQ+QG/\MAUQ

También podriamos haber empleado otras expresiones alternativas de H ¢
(véase la ecuacién (6.14)), si resultan mds convenientes, como

HQ = Io-Q+Mvg/\OQ
Ic Q+ Mvg AGQ

La expresion (10.21) se reduce ala (10.20) si @ = G (el punto tomado coincide
con el centro de masas) o si vg = 0 (el punto tomado tiene velocidad nula).
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10.4.3. Choque directo

Se denomina choque directo aquel en que el vector deslizante que define
la impulsion, I, se halla sobre la normal comun a los sélidos en contacto, en
el que se encuentran asimismo los centros de masa respectivos. Para que se
cumpla la condiciéon enunciada de normalidad, las superficies han de ser lisas,
o bien en caso de no serlo, no deben tener velocidad tangencial relativa los
puntos de contacto.

En el choque directo, al no producirse momentos de las impulsiones res-
pecto al centro de masas, basta con estudiar el movimiento de los centros de
masas, como si se tratase de impulsiones de particulas.

Ga
Uy

Figura 10.4: Choque directo entre dos solidos; situacion inmediatamente an-
terior e inmediatamente posterior al choque. Solo se modifica la velocidad
normal de A y B, que coinciden con las velocidades de los centros de masa
respectivos, conservandose la velocidad tangencial.

Sean v}y, vy, las velocidades antes del choque de los centros de masa
de los dos sélidos A y B en direccién de la impulsion (es decir, en direccién
normal), y v5,, vhg las velocidades posteriores al choque. Al estar alineados
los centros de masa con la normal, sus velocidades son las mismas que las de
los puntos de contacto, por lo que la ecuacién del coeficiente de restitucion
es

vyy — V3 = —€(Viy — vip) (10.22)

Consideramos sélo las velocidades normales, que son las que cambian. Las
velocidades tangenciales a la impulsion, v’y y vh, se mantienen constantes.
Por conservacion de la cantidad de movimiento:

My, + mpuly = mavh, + mpvly (10.23)
De (10.22) y (10.23) despejamos las incégnitas vl, y vhg:

mp(1+ e)vig + (ma — emp)vty

Vyy =

24 ma +mp

n_ ma(l+e)viy + (mp — ema)oiy
Uosp =

ma+mg
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Estas expresiones generales se pueden particularizar a los casos de choque
perfectamente eldstico (e = 1)

2mpvip + (Ma — mp)viy

Vyy =
ma+mp
P 2m v, + (mp — ma)viy
ma +mpg

o choque plistico (e = 0)

mpvTg + maviy
ma+mpg

n _
Voq =
n n
Uop = Vg4

El choque de esferas o discos lisos es un ejemplo tipico de choque directo, ya
que los centros de masa estan siempre en la normal a la superficie, direccion
asimismo de la impulsion, al ser lisas.

10.4.4. Impulsiones tangenciales

Si en la percusion hay componente tangencial de la velocidad relativa en
el punto de impacto, y las superficies no son lisas, se producird ademés de la
impulsion normal Iy, una impulsién tangencial I. El valor méaximo de esta
ultima se obtiene mediante un coeficiente adimensional k:

It <k-Iy

Esta expresiéon establece un limite maximo para la impulsién I que se “mo-
viliza”, en funcién de Iy, de forma similar al rozamiento de Coulomb.

Este valor maximo se alcanza si hay deslizamiento después de la impul-
sion. El valor de k es por lo general semejante al coeficiente de rozamiento
de Coulomb, pu.

10.5. Dinamica Analitica de Impulsiones

Es posible aplicar los métodos de la mecanica analitica, descritos en el
capitulo 7, al caso de las impulsiones. Supongamos para ello un sistema ho-
lénomo, con vinculos lisos, y coordenadas libres {¢;}, (j = 1,2,---,n).
Recordamos la expresién de las ecuaciones de Lagrange (7.12):

d [oT oT
— =) -=Z= —0. i—=1.2. ...

El primer sumando del lado izquierdo de esta ecuacion representa las fuerzas
de inercia, derivadas temporales de los momentos generalizados, mientras que
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el segundo corresponde a fuerzas ficticias debidas a la eleccion de coordenadas
generalizadas {¢;}. En el caso en que éstas sean coordenadas cartesianas, este
segundo término es nulo.

Para establecer el balance de momentos generalizados se integra sobre el
intervalo [T — €, 7 + €. La integral del sustraendo (07'/0q;) resulta ser un
infinitésimo del orden de €, al tener dicho término un valor acotado. Resulta

pues:
oT | T Ory
oy / F,. g
8qj T—e T—€ aQJ
N—_——
Qj

donde se sobreentiende el sumatorio sobre indices repetidos en el integrando.
Despreciando las fuerzas ordinarias (no impulsivas), la integral de las
fuerzas vale

o or; arz’) def
/T ( ) 9q; (a% ’

—€

donde la barra superpuesta indica el valor medio a lo largo de la impulsion.
Definimos esta expresién como “impulsién generalizada” P;. Asi, la ecuacién
de balance resulta

oT
A (8—%) — P, (10.24)

Ap;

La aplicacion de esta ecuacion exige que se cumplan las condiciones expuestas
al principio de este apartado, es decir que los vinculos sean holénomos lisos,
y por tanto permanentes, condiciones que a menudo no se dan. Conviene
por tanto tener cuidado con su empleo ya que, debido a estas restricciones,
la aplicacién directa de la ecuacién (10.24) a las impulsiones, sin comprobar
adecuadamente que se verifican las hipdtesis expuestas, puede dar lugar a
errores.



Capitulo 11

Oscilaciones Lineales con varios
Grados de Libertad

11.1. Ecuaciones del Movimiento

11.1.1. Linealizacion de las Ecuaciones

Los sistemas que se encuentran en posicion de equilibrio estable, al ser per-
turbados ligeramente, desarrollan un movimiento vibratorio (de vaivén) con
pequenas oscilaciones alrededor de la posicién de equilibrio. Si estas oscilacio-
nes son suficientemente pequenas, a menudo el sistema se puede considerar
lineal: las fuerzas desarrolladas dependen linealmente de las coordenadas y
de las velocidades, y los parametros del sistema se pueden considerar cons-
tantes, e iguales a los correspondientes a la posicién de equilibrio. En este
caso, el movimiento oscilatorio tiene naturaleza armonica.

En el capitulo [3 se estudiaron las vibraciones en sistemas lineales de un
solo grado de libertad. En este capitulo trataremos del caso mas general de
sistemas con varios grados de libertad acoplados, es decir, que no se puedan
considerar como una mera colecciéon de ecuaciones independientes, cada una
sobre una sola variable.

La dinamica analitica proporciona un marco teérico adecuado para plan-
tear las ecuaciones en este tipo de sistemas. Adoptamos para ello las siguien-
tes

HiPOTESIS.—

1. El sistema es holénomo con vinculos esclerénomos (es decir, vinculos
que no dependen de t). En estas condiciones la energfa cinética es una
expresion homogénea de segundo grado en las velocidades generalizadas

11.1
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g; (ver apartado [[.24] ecuaciones (7.22)) y (Z.19) %

N

I . def or; Or;
2%1%% 51€ndo Ak E m Dar 3Qz ( )

i=1

2. Existe una posicion de equilibrio estable, en la que tomaremos conven-
cionalmente el origen de coordenadas (¢; = 0), con objeto de simplificar
las expresiones.

La condicién de equilibrio se puede definir por la ausencia de movi-
miento, ¢; = ¢; = 0. Se puede comprobar facilmente que esta condicion
es equivalente a la anulacién de las fuerzas generalizadas );. En efecto,
partiremos de las ecuaciones de Lagrange ((7.10),

d (L) OL
E<a_qj)_f_Qj. (11.2)

Desarrollando de forma general estas ecuaciones (7.29), y teniendo en
cuenta que se trata de un sistema esclerénomo (9r; /0t = 0), se obtiene:

i+ 1, i = — oo + Q) = Q. (113)
4;
siendo [kl, j] = 3(9aji/0q+0a;/0qr —Day /dg;). Particularizando para
unas condiciones iniciales de reposo (¢; = 0), se comprueba facilmente?
que la condicién de equilibrio (G; = 0) es equivalente a la condicién de
nulidad de las fuerzas generalizadas, Q); = 0.

3. Al ser estable la posicién de equilibrio, una perturbacién pequena del
mismo producira igualmente oscilaciones pequenas respecto de la po-
sicion de equilibrio. Supondremos pequenas tanto las coordenadas re-
lativas a la posicién de equilibrio (g;), asi como las velocidades y las
aceleraciones (¢;, ¢;), por lo que los términos cuadréticos de estas com-
ponentes se pueden despreciar en relacion con los términos lineales.
Asimismo, los parametros del sistema se podran considerar constantes,
al suponer que no varia apreciablemente la configuracion del mismo.

Desarrollaremos ahora las fuerzas generalizadas ); de las ecuaciones
(I1.3)). Admitiremos que estas fuerzas puedan depender de las coordenadas
generalizadas q = (¢1,42 - .. ¢n) v de sus velocidades q = (41,42 ... ¢n), ¥ Su-
pondremos también que no dependen explicitamente del tiempo (0Q);/0t =

1 En esta expresién y en el resto del capitulo se sobreentenderan los sumatorios sobre
los indices repetidos, extendidos a lo largo de su rango, salvo indicacién en contra o en
los casos en que estos indices afecten a vectores, como es el caso de la segunda de las
ecuaciones que se citan.

2 Téngase en cuenta que la matriz de coeficientes a;j, es definida positiva y por tanto
regular.
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0). Esto equivale a considerar un sistema auténomo, en el que las unicas
fuerzas actuantes provienen de cambios en la propia configuracion del siste-
ma (fuerzas interiores), o de la velocidad (resistencias viscosas), no existiendo
fuerzas debidas a agentes exteriores variables con el tiempo. Con estas premi-
sas realizamos un desarrollo en serie de primer orden alrededor de la posicion
de equilibrio, que nos permitra linealizar la expresion de las fuerzas genera-
lizadas en funcién de coordenadas y velocidades:

. 0Q; 0Q;| . .
Q;(q,q) = Q¢|o+£ g + ﬁ ¢ + O0(q®) + 0(q%)
~ aqﬂ' 0 aqﬁ 0

Emplearemos la terminologia siguiente para los coeficientes que aparecen:

0.
kij = — @ Coeficientes de rigidez
(9qj
0Q; . . : .
Cij = _a;@ Coeficientes de amortiguamiento viscoso
45

Supondremos aqui que las fuerzas provienen de un potencial (Q; =
—0V /dq;), por lo que los coeficientes de rigidez seran:
OV

0¢;0q;

Es facil comprobar la simetria de estos coeficientes, heredada de las propie-
dades de las derivadas: k;; = kj;.

Anélogamente, para las fuerzas dependientes de la velocidad, se puede
adoptar la hipétesis de que provienen de una funcién R, denominada funcion
de disipacion de Rayleigh, definida a partir de los coeficientes simétricos ¢;;
como:

r ..
R = §CijQina (115)
de forma que
PR
Cii = ———. 11.6
J an‘an ( )

El significado de R puede establecerse calculando la tasa de energia disipada
por unidad de tiempo por las fuerzas viscosas no conservativas:

D =—-QNg = (cij45)4: = 2R

Por el segundo principio de la termodinamica esta disipacién debe ser positiva
o nula, lo que conduce a la condicion R > 0, o de forma equivalente, a que
los coeficientes ¢;; definen una forma cuadratica semidefinida positiva.

Las ecuaciones del movimiento (IT.2]) quedan pues expresadas como:

ajedi + [kl flang = —kijq; — i@ + O(d®) + O(a°)
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Empleando ahora la hipétesis [3 arriba enunciada de pequenas oscilaciones,
se puede aproximar la ecuacién anterior eliminando los términos de orden
cuadratico. Se obtienen asi las ecuaciones linealizadas del movimiento:

mijc'jj +Ciij+kiij :O, 7, = 1,2,...71 (117)

Estas ecuaciones son validas siempre que el sistema sea auténomo, sin
fuerzas exteriores que lo exciten. Este caso se denomina de vibraciones libres.
En caso contrario se obtendria un sistema con wibraciones forzadas, en el
que habria que anadir a la derecha de la igualdad los términos de fuerzas
exteriores correspondientes:

mij('jj + Ciij + k'l'j(]j = fz(ﬂ, 7 = 1, 2, ...n (118)

Las ecuaciones (I1.7) 6 (IL.8)) gobiernan el estudio de las vibraciones en
sistemas lineales, siendo vélidas también de forma bastante aproximada para
el estudio de pequenas oscilaciones en la mayoria de los sistemas reales no
lineales. Como se comprueba inmediatamente, son una generalizacion directa
de la ecuacion ([B.10) para las oscilaciones con un grado de libertad estudiada
en el capitulo [3}

mi + ci + kx = f(t).

11.1.2. Formulacion Matricial

En las ecuaciones (IL7) los coeficientes m;; juegan el papel de masas,
los ¢;; definen el amortiguamiento viscoso, y los k;; la rigidez del sistema.
Podemos emplearlos para definir las matrices siguientes3:

M] = [my] Matriz de masas

[C] = [cij] Matriz de amortiguamiento

K] = [kij] Matriz de rigidez

¢} Vector columna de coordenadas

Q;} Vector columna de fuerzas externas

De esta forma para el caso de oscilaciones libres (I1.7)) la ecuacién matri-
cial resulta ser

[M[{q} + [C{q} + [K[{a} = {0} (11.9)
3Emplearemos la notacién habitual en este curso para las expresiones matriciales: {q} =
{g;}, {a} = {a;} (negritas entre llaves) para matrices columna (n x 1), ||a|| = {a}T =

laill, llall = {a}™ = [l;[| para matrices fila (1xn), y [M] = [M;;], [K] = [Ky], [A] = [A;)]
(negritas “sans serif” o corchetes) para matrices de 2 indices (n X n). Reservaremos las
“negritas mateméticas” (x, a, R, I) para vectores o tensores. Procuraremos distinguir de

esta manera entre el tensor R y la matriz de componentes del mismo en un triedro dado,
[R].
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y para oscilaciones forzadas (I1.8),

[M[{a} + [C{a} + [Ki{q} = {f}. (11.10)

La matriz [M] define la energia cinética como una forma cuadrética de
las velocidades (ecuacién (1)),

1 . 1. .
T = 5 Mijdid5 = §{Q}T[M]{Q}
La matriz [M] = [m;;], por la definicién de sus componentes (ver (Z.19))

es simétrica. Por otra parte, la energia cinética, por su definicién, es esen-
cialmente positiva, por lo que la matriz de masa ha de ser ademés definida
positiva:

1

Restringiéndonos al caso en que las fuerzas provienen de un potencial, la
definicién de las componentes de [K] = [k;;], ver ecuaciéon (IL.4), la caracte-
riza también como simétrica. Para estudiar su signo, desarrollamos en serie
de potencias el potencial V' alrededor de la posicién de equilibrio,

oV 1 0*V
Vi) =VO0)+ —| ¢+ 75| ¢q; +--- 11.12
(@=VO+ 5| a+5 550 a (1112)
=0 —ki;

La condicion para que el equilibrio sea estable, en virtud de lo cual las oscila-
ciones alrededor del mismo se mantienen pequenas, equivale a que el potencial
V' tenga un minimo local, es decir que sea V(q) — V' (0) > 0. Esta afirmacion
la demostraremos mas adelante (apartado [1.2.2]). Supondremos ademds que
los coeficientes de las derivadas segundas k;; en el desarrollo anterior son
significativos, sin que se necesite recurrir a derivadas de orden superior para
establecer la condicién de minimo. En virtud de ello, se deduce que la forma
cuadratica definida por k;; es definida positiva ademés de simétrica:

Por 1ltimo, como ya se justificé en el apartado anterior, los coeficientes
de amortiguamiento viscosos definen una matriz simétrica y semidefinida
positiva:

EJEMPLO 11.1: Supongamos un sistema formado por tres masas puntuales
conectadas entre si por resortes lineales y amortiguadores. La primera esta
conectada de igual manera a un punto fijo, y estdn obligadas todas ellas a
moverse segin una misma recta (figura [[T.T]).
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o & G
L1 o 1 B o 1
1 2 3

Figura 11.1: Sistema lineal con 3 grados de libertad, formado por tres masas
unidas mediante resortes y amortiguadores lineales.

Obtendremos en primer lugar las ecuaciones de Lagrange del movimiento.
Para ello tomamos coordenadas absolutas de cada masa en relacién con la
posicién de equilibrio, qo = (z1, 2, z3). La energfa cinética es

1 . . I
T = §m1x% + §m2x§ + Emgl'g,

y la energia potencial
Lo 1 2 1 2
V = §k1$1+§]€2(1’2 —Il) ‘|—§/€3(ZE3 —Ig) .

Derivando se obtiene

A(OTY (0T A (oTY
dt \oi, ) """ @t \oi, ) P At \ois) N

Las fuerzas generalizadas deben incluir los términos conservativos y los
no conservativos provenientes de los amortiguadores:

Q1 = _8_1:1 + Q1

= —kiz1 + ko(xe — 21) — 181 + 2By — 31)
Qo = —ko(xg — 1) + k3(x3 — 23) — oy — T1) + c3(d3 — )

Qs = —k3(r3 — 12) — c3(i3 — i2)
Resultan por tanto las ecuaciones del movimiento siguientes:

mlfél + (lﬁ + kz)l’l — k’gl‘g + (Cl + Cg)ii‘l — ngfg =0
mljg — kgllil -+ <k2 + k3)l’2 — k3£C3 — Czibl + (02 + Cg)jig — Cgiﬁg =0

m1i3 — kgl’g + k?gIg — Cgig + 631’3 =0

Estas ecuaciones se pueden expresar matricialmente en la forma definida
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por (I1.9), siendo las matrices del sistema en este caso

mq 0 0
[M] = 0 mg 0 )
0 0 ms
C1 + Co —C9 0
[C] = —C9 (&) + C3 —C3 ;
0 —C3 C3
ki +ky  —ko 0
K] = —ky  ky+ k3 —ks
0 —ks ks

11.2. Oscilaciones Libres

11.2.1. Oscilaciones sin amortiguamiento; problema de
autovalores

En este caso no existen fuerzas dependientes de la velocidad, ni fuerzas
exteriores aplicadas, por lo que las ecuaciones del movimiento (IT.I0) quedan

[M[{a} + [K]{q} = {0}, (11.15)
O en Componentes,

Buscaremos una solucién de la forma

{a} = C{a}e™

_ Aiwt
q; = Caje™".

(11.17)

En la expresién anterior C' = D + iFE € C es una constante compleja, en

funcion de la unidad imaginaria ¢ o v/—1; {a} es un vector de constantes que
m4s adelante (apartado IT.2.2)) demostraremos es real (€ R"), y ¢! indica
la notacién de Euler para la exponencial compleja:
et = coswt + isen wt.

La utilizacién de magnitudes complejas en (IT.I7) se realiza tinicamente por
conveniencia, para facilitar los desarrollos. Légicamente el movimiento fisico
corresponde a coordenadas reales, por lo que habra que tomar tinicamente la
parte real de esta expresion. La notacién compleja facilita la representacion de
funciones arménicas, ya que la constante compleja C' incluye dos constantes
reales. En efecto, desarrollando la parte real de (IT.I7),

{a) = R(D +i8)(coswt + isen )} {a}
= (D coswt — Esenwt){a};
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y si definimos unas nuevas constantes (B,d) como B = v D? + E? y tgd =
—FE/D, esta expresién equivale a su vez a

fa} = {a}R [Belt ]

= {a}Bcos(wt — 0). (1L.18)

La solucién considerada debe cumplir la ecuacién del movimiento (I1.I5).
Para ello se deriva dos veces (IT.17),

{a} = —w’Claje™
= _w2{q}>

y sustituyendo en la ecuacién (IT.15),
(—wz[M] + [K]) {a}C et = {0}.
De esta ecuacién se puede eliminar el escalar Ce™? # 0, resultando
(—w*[M] + [K]){a} = {0} (11.19)

Esta expresién define un sistema de ecuaciones lineales homogéneas en fun-
cién de la incégnita {a}. Este sistema de ecuaciones define un problema de
autovalores generalizado. En efecto, denominando A = w?, se trata de obtener
los vectores {a} que verifican

[K]{a} = \[M]{a} (11.20)

para algun valor de \. Para que existan soluciones (distintas de la trivial
{a} = {0}), el sistema de ecuaciones homogéneo (IT.I9) debe ser singular,
es decir, debe anularse el determinante de la matriz de coeficientes:

det([K] — A[M]) = 0. (11.21)

Esta ecuacion de compatibilidad se denomina la ecuacion caracteristica del
problema de autovalores (IT.20). Resulta una ecuacién polinémica de grado
n en A, que poseerd en general n raices \;, k = 1,2...n. Estas raices \; se
denominan autovalores o valores propios, correspondiendo a los valores de A
que hacen posible una solucién no trivial de (II.20)); cada uno de ellos esta
asociado a un vector solucién {ay}, que se denominan autovectores o vectores
PToOpLos.

11.2.2. Frecuencias propias y modos normales de vi-
bracion

Los valores wy, = v/, se denominan frecuencias propias del sistema, de-
bido a que representan las frecuencias angulares de las posibles soluciones

armonicas del tipo (ITLIT).
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La linealidad de la ecuacién (II.I5) lleva aparejada la linealidad de las so-
luciones: si {x;} y {x2} son soluciones de la ecuacién, cualquier combinacién
lineal de las mismas (u{x;} + v{x2}) también es solucién. La comprobacion
es inmediata, sin mds que sustituir en (ILIH):

[M](u{%1} + v{Xa}) + [K](p{x1} + v{x2}) =
p (IM{Z1 ) + [K]{x1}) +v ([M]{Xz} + [K]{x;}) = {0}.

(. S (. S

—{0} —{0}

Supondremos en principio que los autovalores A\ son todos distintos, no exis-
tiendo soluciones multiples de (IT.2I]). El caso de autovalores miltiples se
tratara mas abajo. Por tanto, cada A definird una solucién posible del ti-
po (III7), en funcién de una constante arbitraria Cy. Por lo dicho antes la
solucion mas general serda una combinacion lineal de las mismas, del tipo

{q} = Cl{al}eiwlt + C’g{ag}ei”t + ...+ C’n{an}ei“’"t

= Z Ck{ak}eiwkt (1122)
k=1

En esta expresién, los valores de {a,} y wy vienen dados por la solucién
del problema de autovalores (IT.20). Quedan 2n constantes por determinar,
correspondientes a las constantes complejas Cy, = Dy, + 1 Ey, que se definiran
a partir de las 2n condiciones iniciales.

Adelantando algunos resultados que demostraremos mas adelante, los n
autovalores )\, son reales y positivos, por lo que w; = v/A; son nimeros
reales. Tomaremos sélo la raiz positiva, ya que la negativa carece de sentido
fisico. Por tanto, la solucién serd, tomando la parte real de (IT.22)

{q} = Z(Dk coswit — By senwyt){ax} (11.23)

o bien con la notacién alternativa (IT.IS),
{q} = Z Bk{ak} COS((Ukt — 5k) (1124)

k=1
siendo By, = /D7 + EZ.

Esta expresion ofrece una interpretacién del movimiento como la suma
de n “modos de vibracion” {a;}, cada uno de ellos vibrando con su frecuen-
cia caracteristica, wy. La amplitud de cada modo en funcion del tiempo es
By, cos(wyt — dy,).

La solucién general, en cualquiera de las formas (IT.22)), (IT.23)) ¢ (I1.24)
depende de 2n constantes que se determinan a partir de las 2n condiciones
iniciales del problema: coordenadas iniciales {qg} y velocidades iniciales {qo}.
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Propiedades de los autovalores y modos normales (autovectores)

1.

Todos los autovalores son reales: N\, € R.

Para demostrarlo emplearemos la propiedad de hermiticidad® de las
matrices (K| y [M]. Sea un autovalor \g, que cumple:

[K]{ax} = \e[M]{ay} (11.25)
Tomando conjugados de los traspuestos de esta expresion,
{ar}[K] = Ni{ar} [M]. (11.26)

Pre-multiplicando la ecuacién (IL25) por {a;}', post-multiplicando
(IT20) por {ax} y restando ambas expresiones se obtiene:

0= (A — Ap){ar} [M[{ag}. (11.27)

Veamos ahora que el segundo factor de esta expresion no puede ser
nulo. Suponiendo en general una expresiéon compleja para el autovalor
como

{ar} ={an} +i{B};  {a}l = {ar}" —i{B}",
resulta
{ar} M){ar} = {ar} M{on} + {8} IM]{3:}
+i ({o} ' IMK{ B} — {6} IM{a})

=0

La condicién de definida positiva de la matriz [M] obliga a que la
expresion anterior sea estrictamente positiva. Por tanto, de la expresion

(IT27) se deduce
AL = )\Z = M € R,

como queriamos demostrar.

Todos los autovectores son reales: {a;} € R™.

Sea un autovector cualquiera {a} = {ay}, del cual ya sabemos que su
autovalor asociado es real, A € R. La ecuacién (IT.25]) es un sistema ho-
mogéneo con coeficientes reales, que en componentes puede expresarse
como
(kij — )\mij)aj = Qa5 = 0, Qg € R.

Las posibles soluciones a este sistema tienen la propiedad de que el
cociente entre dos componentes cualesquiera es real: ai/a; € R. Por
tanto, dada la indeterminacion que existe para la solucién, podremos
escoger de forma arbitraria una componente real, p. ej. a; = 1, con lo
que el resto de componentes habra de ser igualmente real.

4Se dice que una matriz es hermitica cuando su adjunta, es decir la conjugada y tras-
puesta, es igual a ella misma: [A]" = (JA]T)* = [A]. Esta propiedad es evidente para una
matriz real simétrica.
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3. Los autovalores son positivos: A\, > 0.

Se parte de la igualdad (TT.25),
[K]{ax} = A\[M]{ay}. (11.28)

Pre-multiplicando por {a;}T y despejando ), se obtiene

_ {a}TK]{ar}
Ap = Ml (o] (11.29)

Tanto el numerador como el denominador en esta expresion son es-
trictamente positivos, al ser definidas positivas las matrices [K| y [M]
respectivamente. Por tanto, A\, > 0, como queriamos demostrar.

Si algin autovalor fuera negativo, A\p < 0, la frecuencia propia asocia-
da serfa imaginaria, wy = v\, = Z(a + ib), y sustituyendo en la
solucién (II.I7) se obtendria una exponencial real creciente, no acota-
da, que indicaria un equilibrio inestable e invalidaria la hipdtesis hecha
de pequenas oscilaciones. Esto podria ocurrir en el caso en que no se
tuviese un minimo del potencial, en cuyo caso los coeficientes [K] po-
drian no ser definidos positivos. Este razonamiento prueba que para
la estabilidad del movimiento se requiere la condicién de minimo del
potencial.

4.  Ortogonalidad:

Dos modos de vibracién {a;} y {a;}, correspondientes a autovalores
distintos Ax, # A;, son ortogonales respecto a la matriz de masa [M]:

{ar} M]{a} =0 (11.30)

La expresion anterior se puede interpretar como la anulaciéon del pro-

ducto interior de los vectores {a;} y {a;}, en la métrica definida por
[M].

En efecto, debe cumplirse:

AM{a} = [K[{ax}
N[MHa} = [K[{a;}

Premultiplicando la primera igualdad por {a;}*, la segunda por {a;}T y
restando ambas entre si, gracias a la simetria de [M] y de [K] obtenemos

(M — M) {a ' M]{a;} =0 (11.31)

Al ser Ay # \; queda demostrada la ortogonalidad.
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Los autovalores y autovectores son intrinsecos:

Esto quiere decir que son independientes de la elecciéon de coordenadas.
En efecto, si suponemos un cambio de coordenadas cartesianas definido
por la matriz [U],

{a} = [U{y}, (11.32)

al sustituir en la ecuacién matricial (III5]) resulta:
MJ[U{y} + [K][U{y} = {0};
la ecuacion caracteristica es ahora:
| = AIMJ[U] + [K][U]| = [[U]] - | = A[M] + [K]| = 0.

Si el cambio de coordenadas es regular, es decir |[U]| # 0, se deduce por
tanto la misma ecuacién caracteristica (IL2I]). De ella resultaran los
mismos autovalores \,. Los vectores propios correspondientes estaran
ligados a los obtenidos con las coordenadas originales {q} mediante las
relaciones de cambio de coordenadas (I1.32).

Los wvectores propios son linealmente independientes.

Los vectores propios asociados a autovalores distintos son linealmente
independientes. En efecto, si suponemos una combinacion lineal cual-
quiera

ar{ar} + ao{as} + ... + ax{ar} + ... + an{a,} = {0}

premultiplicando por {a;}T[M] obtenemos «; = 0. Puesto que esta
operacion se puede realizar para todos los valores £k = 1,---  n, se
deduce que la tnica posibilidad es que todos los coeficientes a4 sean
nulos. Los n vectores propios forman por tanto una base del espacio
vectorial R™.

Normalizacién de los vectores propios

Al ser solucién de un sistema homogéneo, los vectores propios estan in-
definidos respecto de, al menos, un pardametro. Asi, si {a;} es vector propio,
puf{a,} también lo es:

(=Ae[M] + [K])(n{ar}) = p{0} = {0}

podemos por tanto escoger los vectores propios de forma que cumplan algin
criterio de normalizacion.

Una posibilidad es que su norma respecto de la matriz de masas sea
unidad:

{a,} [M]{a,} = 1. (11.33)
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Para hacer esta normalizacion, el procedimiento que se sigue en la practica,
es tomar en primer lugar una solucién cualquiera para (I1.28)), que podemos
denominar {v}. A continuacidn, este vector propio se normaliza dividiéndolo
por su norma

Al — {ve}
{ax} NASIURD, (11.34)

En este caso, considerando (IT30) y (IL34), se verificara

{ap )T M{a} =0  (=0,sik#1; =1,sik=1) (11.35)

La normalizacién realizada en (I1.34]) no suele ser la mas conveniente en
la practica, y no es la tnica opcién posible. Otra posibilidad seria adoptar el
convenio de que la primera componente de cada vector propio fuese de valor
unidad, o bien que la méaxima componente de cada vector propio fuese la
unidad. Estas alternativas pueden ser preferibles para expresar los vectores
propios en calculos manuales, con objeto de evitar las operaciones aritméticas
que implica (IT.334]). En estos casos, la norma respecto de la matriz de masa
no sera unidad,

{ar} " [M]{ay} = M. (11.36)

El valor My se denomina masa modal del modo {a;}. Conviene advertir que
no se trata de una magnitud intrinseca de los modos de vibracion, sino que
depende de cémo se hayan escogido y normalizado. La expresién general del
producto interno de dos autovalores sera

{ar} ' M]{ar} = 6 M. (11.37)

La ortogonalidad respecto de [M] implica también ortogonalidad respecto

de [K]: premultiplicando (TL.28) por {a;}7,
{a} " [K{ar} = {a} " (wiM{a,}) = oMy (11.38)

(sin sumar en k).

11.2.3. Caso de autovalores multiples

La propiedad de ortogonalidad (I1.30]), conducente a obtener un conjunto
de n vectores propios normalizados y ortogonales entre si respecto de [M], se
ha basado en la no existencia de soluciones multiples de la ecuacién caracte-
ristica (IT21]), por lo que todos los autovalores en (IL.31]) eran distintos.

En el caso en que existan autovalores multiples como solucién de (ITT.2T])
es posible también obtener un conjunto de vectores propios normalizados y
mutuamente ortogonales. A continuacion se describe en lineas generales el
procedimiento de obtencion.

Supongamos que uno de los autovalores A\ es una soluciéon doble. En ese
caso, el sistema de ecuaciones homogéneo (II.I9) poseerd como soluciones
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para este valor de A un subespacio de dimensiéon 2, por lo que se podran
escoger dos vectores solucién independientes, {a,.} y {a;}, que supondremos
ya normalizados, es decir cumpliendo cada uno la condicién (IT33]).

Deseamos obtener dentro de este subespacio dos vectores {ax} v {a;},
ortogonales entre si y a todos los demas vectores propios correspondientes
a los otros autovalores. Escogemos para ello el primero directamente como
{ax} = {a}}. Este vector cumple la condicién de ortogonalidad respecto
a los vectores propios de autovalores distintos, ya que es valido el mismo
razonamiento seguido en (IT3I]). Para el otro vector {a;}, suponemos una
combinacién lineal arbitraria de {a}} y {a]}, en funcién de dos escalares ¢;
y Ca:

{a} = aif{ay} + eofa}

imponiendo la ortogonalidad con {ay},
{a} [M{ar} = c1 + co{a)} [M{a;} = 0, (11.39)
de donde se obtiene una relacién entre c¢; y ca,
C1 T /
% — —fa) M} =
Obtenemos otra relacién expresando la masa modal de {a;},
{a;} ' M{a;} = M; = & + ¢+ 2cic01. (11.40)

De las dos ecuaciones (IT39) y (IT40) determinamos los valores precisos de
c1y ¢o. De esta forma se obtienen dos vectores propios asociados al autovalor
A, que son ortogonales a todos los demds y entre si.

En el caso de haber autovalores de multiplicidad mayor (m > 2), se sigue
un procedimiento similar. En primer lugar se escoge un primer vector nor-
malizado del subespacio asociado de dimensién m; a continuacion se aplica
el procedimiento anterior para obtener un segundo vector dentro de este su-
bespacio, ortogonal al primero; y asi sucesivamente, imponiendo cada vez las
condiciones de ortogonalidad con todos los vectores anteriores, hasta obtener
los m vectores ortogonales entre si.

El método descrito es analogo al procedimiento clasico de ortogonalizacién
de Gram-Schmidt, que se puede consultar en los textos de algebra lineal®.

11.2.4. Analisis Modal; Coordenadas normales

La solucién general de las ecuaciones (ILI5), debido a la linealidad de las
soluciones, se puede expresar como una combinacién lineal de las mismas, de

5Cristébal Mateos: Algebra Lineal, Servicio de Publicaciones de la E.T.S.I1.C.C.P. de
Madrid; Juan de Burgos: Algebra Lineal, McGraw-Hill, 1993
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la forma (I1.24):
{a} = Z Bi{ay} cos(wyt — o) (11.41)

Denominando a; a la componente i del vector propio {a}, la expresién
anterior se puede escribir en componentes como

i = By ax; cos(wyt — dk) (11.42)

donde se sobreentiende el sumatorio implicito en el indice repetido k. Defi-
namos ahora unos coeficientes (funcién del tiempo)

we(t) € By cos(wit — &) (11.43)
que denominamos coordenadas normales. En funcién de ellas (IT.42) queda
qi(t) = ag; ux(t) (11.44)

Esta expresién puede interpretarse como un cambio de coordenadas para
obtener wuy(t) a partir de las ¢;(¢). La matriz del cambio es la definida por los
coeficientes ay;, que son constantes en relacion al tiempo, y que como hemos
visto son precisamente las componentes de los modos normales de vibracion.

Las componentes ay; definidos para la expresién (I1.42]) constituyen la

llamada Matriz Modal, [A] o lag;]. Es inmediato comprobar que ésta esta

formada por los modos normales como filas,

{al}i (Gu a2 - G1n)
[A] def {a?} = (a:21 a:22 a2:n) (11.45)
{a,}" (1 Gz -+ )

El cambio de coordenadas establecido por (II1.44]) estd definido por la
traspuesta de la matriz modal, [A]". La expresién de la solucién {q} en
funcién de las coordenadas normales {u} es pues:

{a} = [A] {u} (11.46)

es decir
{a®)} = wi(t){a} +ua(t){az} + ... + un(t){as}

Las coordenadas normales asi definidas poseen una propiedad notable, ya
que en funcion de ellas las ecuaciones del movimiento quedan desacopladas.
Al realizar el cambio a las coordenadas normales, en lugar de un sistema de
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n ecuaciones simultdneas acopladas (IIL.IH), se obtienen n ecuaciones inde-
pendientes, cada una con una sola variable, que se pueden solucionar una a

una. En efecto, sustituyendo (IT.46]) en (ITI5),
[M][A]"{i} + [K][A]"{u} = {0}
y premultiplicando por la matriz modal [A],
[A][M][A]" (i} + [A][K][A]"{u} = {0}

Desarrollando en componentes los productos de matrices en esta ecuacién,
la componente (ij) de [A][M][A]" corresponde a

([AIM][A]T)i; = ammumaz = {a;} " [M]{a;} = 6;M;,

es decir, se trata del producto interior a través de [M] del modo {a;} (fila
i de [A]) y el modo {a;} (columna j de [A]T), que como se vié en (II1.37)
son las deltas de Kronecker multiplicadas por las masas modales. Por tanto
el resultado es una matriz diagonal:

M,
M
[AIM][A]" = [Mp] = (11.47)
Mn

En el caso en que la normalizacion se haya hecho con masas modales unitarias
(TT35), esta serfa la matriz identidad.

Andlogamente, el otro producto de matrices, empleando (IT.3§]), resulta
otra matriz diagonal

le%
Mgw%
[A]K][A]" == [Kp] = (11.48)
M,w?

Por lo tanto, la ecuacién (ITIH) queda expresada en coordenadas norma-
les como

[Mp]{i} + [Kp]{u} = {0} (11.49)

En componentes, equivale a n ecuaciones desacopladas (independientes)

iy + wiug = 0, k=1,2,...n (11.50)

(sin sumatorio sobre el indice repetido k).
Este resultado no deberfa extranar si se recuerda la definicién de uy(t) rea-
lizada antes (I1.43). En efecto, esta ecuacién define las uy(t) como funciones
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armonicas de frecuencias wy, que son precisamente las soluciones generales de
ecuaciones del tipo (II50). Existe una identidad formal entre definir wuy(t)
explicitamente en funcién de constantes By y 0p por determinar como en
(IT43)), o definirlas como soluciones de las ecuaciones (IL50). En definitiva,
las ecuaciones (IT.50) en uy, son n ecuaciones desacopladas, correspondientes
cada una a un sistema de un grado de libertad: la amplitud del modo de
vibraciéon correspondiente.

Esta observacion permite interpretar las vibraciones libres de un siste-
ma de n grados de libertad como la suma de las oscilaciones por separado
de n modos normales de vibracion, independientes unos de otros. Asi las
coordenadas normales uy(t) son las amplitudes de cada modo, coeficientes
variables con el tiempo por los que multiplicamos a los modos de vibracion
para obtener la vibracion total del sistema.

Hacemos notar que el desarrollo realizado arriba para demostrar la exis-
tencia y propiedades de ortogonalidad de los modos de vibracién, resumido
en las ecuaciones (I1.47) y (I1.48)), puede resumirse mediante el llamado
teorema de diagonalizacién simultdnea®. Este afirma que, dada una matriz
simétrica [M] definida positiva, y otra matriz [K] simétrica, existe siempre
una matriz [A] no singular tal que [A][M][A]T = [1] v [A]K][A]T = [D],
siendo [1] la matriz unidad y [D] una matriz diagonal. Si ademads [K] es defi-
nido positivo, los términos de la diagonal de [D] seran todos positivos como
es nuestro caso.

EJEMPLO 11.2: Sea un péndulo doble, formado por dos masas iguales m
unidas por varillas rigidas sin masa de longitud [, la primera de las cuales
estd articulada en un punto fijo (figura[I1.2)). Estudiar las pequenas oscilacio-
nes alrededor de la posicién de equilibrio vertical calculando las frecuencias
propias y modos normales de vibracion.

Figura 11.2: Péndulo doble formado por masas
puntuales m unidas por varillas de longitud |

6Consultar por ejemplo J.A. Fernandez Palacios: Mecdnica Tedrica de los Sistemas de
Solidos Rigidos, 1989.
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Empleando las coordenadas (1, ¢2) definidas en la figura[I1.2] la Lagran-
giana es:

1
L= §ml2 (267 + 95 + 20199 cos(ipa — 1)] 4+ mgl(2 cos p1 + cos @a).
Las ecuaciones de Lagrange del movimiento resultan:

0 = 2ml*p, + mi® cos(pa — ¢1)Pa — legb% sen(ps — 1) + 2mgl sen pq
0= ml2gb1 cos(pa — 1) + m12¢52 + ml%b% sen(pg — 1) + mgl sen o

Las ecuaciones se linealizan despreciando términos de segundo orden:

0 = 2ml*p; +ml*Gy + 2mglip,
0 = mi*p1 + ml@y + mglps

La expresion matricial de las ecuaciones es:
[M[{q} + [K]{q} = {0}
M] = (27;322 Zﬁi) . K] = <2”ggl mogl) |
La ecuacién caracteristica resulta
det((K] —AM]) =0 = 2 (— - )\>2 A=,
cuyas soluciones son

A= (2 \/5)%; Ao = (24 \/5)%

A partir de éstas podemos calcular el vector propio asociado a cada una, asi
como la frecuencia propia. El resultado es:

w=y2-va L @ =03,
wy = \/2+ ﬂ\/% {as}T = (1, —V2).

11.2.5. Condiciones iniciales

Los 2n coeficientes (By, dx) de (I1.4I) se obtendrdn a partir de las 2n
condiciones iniciales ({qo}, {qo}). Desarrollando esta expresién,

{q} = Z Br{ay} cos §y, cos wyt + Z Br{ay} sen o sen wyt (11.51)
k k
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por otra parte, la derivada de (IT.41]) es
{a} = =) Bifay}wy sen(wit — &)
k
particularizando ambas en ¢ = 0,
{ao} = Z By {ay} cos by,
k
{@} = Biwr{ar} sendy
k

premultiplicando por {a;}T[M] identificamos los coeficientes:

BiM; cos & = {a;} [M]{qo}
BlwlMl sen 5[ = {al}T[M]{qo}

(I no sumado)

Sustituyendo en (IT5]]) podremos expresar la solucién directamente en fun-
cién de las condiciones iniciales como

fa} = Z - | @y (b cosen + - fan)sena )| Gaud | (11.52)

EJjEMPLO 11.3: Demostrar que un sistema sometido a un desplazamiento
inicial proporcional a un modo de vibracién, partiendo del reposo, desarrolla
un movimiento de oscilaciéon pura en que sélo se excita ese modo de vibracion.

En efecto, sea {qo} = {a,}, {do} = {0}. Los coeficientes entre corchetes
del sumatorio (IT.52) serdn

[ ]k = {ar  M|{a,} coswit = MOy, cos wyt.

Por tanto, el movimiento resultante sera
SN |
{q} = Z EMkékp coswit{a,} = cosw,t{a,}.
k=1

11.2.6. Oscilaciones libres con amortiguamiento

Se considera ahora el caso mas general de vibraciones libres en las que
puedan existir fuerzas de amortiguamiento, dependientes de la velocidad. La
ecuacion del movimiento es (I1.9):

M[{q} + [Cl{a} + [K[{q} = {0}

Buscamos la solucién mediante funciones del tipo

{a} = C{b}e"!
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donde al igual que antes, sélo tiene significado fisico la parte real de la expre-
sion, aunque con objeto de simplificar el desarrollo, emplearemos las cons-
tantes y la notacion complejas.

En este caso, a diferencia del caso sin amortiguamiento, tanto {b} como w
pueden pertenecer al campo complejo. Sustituyendo en la ecuaciéon matricial

(I19) y dividiendo por Ce™* # 0,
(=[MJw? +i[Clw + [K]){b} = {0}

Para simplificar las expresiones, realizamos el cambio v = iw. Resulta enton-
ces

(M]* + [Cly + [K]){b} = {0},

sistema homogéneo que define un problema de autovalores complejo. Para
tener solucién distinta de la trivial, ha de cumplir la condiciéon de que el
determinante de la matriz de coeficientes sea nulo:

det([M]y* + [C]y + [K]) =0 (ecuacion caracteristica)

Esta ecuacion tendra en general soluciones complejas que vendran dadas por
parejas de autovalores y autovectores conjugadas del tipo

v = —s+ Qi, v = —s — Qi
{b} ={a}+{B}i, {b}' ={a}- {8}

La contribucion de esta pareja de soluciones conjugadas en la solucion general
serd, si las afectamos de constantes (escalares) arbitrarias C; y Cs,

{a ()} = Ci{b}e + Cy{b} e
= (G ({a} +H{BHE + Co({a} — i{BHe ]

Desarrollando la exponencial compleja y considerando tan sélo la parte real
de la expresion resultante,

{q(t)} = e (O + Cy)[{a} cos Ut — {B} sen O] (11.53)

Para que la expresion anterior permanezca acotada, la parte real de 7, (—s),
ha de ser negativa o nula. En caso contrario, el médulo de (II.53]) creceria
de forma exponencial, en contra de la hipétesis de movimiento acotado y pe-
quenas oscilaciones. Si s = 0 no existira amortiguamiento para esa frecuencia
caracteristica, mientras que si s > 0, se producird un amortiguamiento que
provocara que al cabo de un cierto tiempo el valor de (IL53) se haga tan
pequeno como se quiera.

La solucién general sera, por combinacién lineal de todas las soluciones

del tipo (IL.53),

{a} = Z Bye ' ({ay} cos Qut — { By} sen Qyt)
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Esta solucién consta pues de un sumatorio de armonicos, cada cual con
su fase y frecuencia propias, afectados cada uno de ellos por términos ex-
ponenciales decrecientes (e **') que representan la pérdida de energfa por
el amortiguamiento viscoso. Al cabo de suficiente tiempo el movimiento se
detiene en la practica.

En este caso, la transformacion a coordenadas normales exigiria un cam-
bio a ejes principales que diagonalice simultaneamente las tres matrices
[M], K], [C]. En general no es posible realizar esta triple diagonalizacién
simultdnea. Tan sélo sera factible en algunos casos particulares, como por
ejemplo, bajo la hipdtesis comun en dindmica estructural del amortigua-
miento de Rayleigh, por la que se considera la matriz de amortiguamiento
proporcional a las de masas y de rigidez:

[C] = o[M] + BK] (11.54)

En este caso se comprueba facilmente que la diagonalizacion simultanea se
alcanza con la misma matriz modal [A] que se obtuvo en el caso sin amorti-

guamiento (ecuaciones (IL47) y (I148), ya que
[A][C][A]" = a[Mp] + F[Kp)]

M (a + fw?)
_ M;(a + fuw3) (11.55)

M, (o + Buw?)

que es también una matriz diagonal.

Para obtener la matriz modal [A] se empleardn por tanto los mismos
modos normales del problema sin amortiguamiento. Hecha la diagonalizacion,
resultan las ecuaciones desacopladas

i + c g+ wiug =0 (11.56)

(sin sumatorio sobre el indice k repetido), donde 0 < ¢, = a + Bw? son los
coeficientes de la forma diagonal de [C] en (II55]). La solucién general de
cada una de estas ecuaciones de 1 g.d.l. tal como se expuso en el apartado
es

U = Ck eicht (1157)

donde C}, es en general un nimero complejo, al igual que wj). De la misma
forma que antes, de esta expresién se considerara tan solo la parte real.
Sustituyendo en la ecuacién (IT50), las wy, deben satisfacer

2 - 2
—w'y +iwy e +wp =0

ecuacion de segundo grado que posee dos soluciones,

wp =1 Ek +y\/wi—ci/4
~ Y———
= Sk :Qk
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Sustituyendo en (I1.57)) y tomando la parte real,

up(t) = R(Cpe™™t + CreMt)esut
= By, cos(Qt — i )e 5.

Esta ecuacion caracteriza a la amplitud modal como un movimiento afectado
de una exponencial decreciente, cuya energia disminuye con el tiempo debido
al amortiguamiento.

La ecuacion (I1.50) se puede escribir también en funcién de las tasas de
amortiguamiento respecto al critico, haciendo el cambio ¢, = 2wy

iy + 26wy g + Wi uy, = 0;

En este caso, la solucién de cada amplitud modal serd uy(t) = By cos(Qxt —
5k)e—§kwkt_

Un caso que reviste especial interés en la practica es aquél en el que
se conoce la tasa de amortiguamiento de los modos de vibracién, obtenida
mediante un analisis modal experimental o a partir de una especificacion
en una norma, aunque se desconoce la forma exacta que tenga la matriz de
amortiguamiento. Supongamos que los amortiguamientos modales unitarios
son &, medidos como razén del amortiguamiento critico. En este caso puede
obtenerse esta matriz mediante

n

€)= Y- 26 (MH{anh) (e} VD) (11.58)

k=1

En efecto, realizando el producto por los vectores propios en esta matriz
resulta una expresion diagonal,

{a,}"[Cl{a,} = 25w M5,
La ecuacion desacoplada resultante para cada modo sera

11.3. Oscilaciones Forzadas

11.3.1. Oscilaciones sin amortiguamiento; Resonancia

La ecuacion matricial incluye en este caso un término independiente, de-
bido a las fuerzas de excitacién externas:

[M[{a} + [Kl{a} = {f(1)} (11.59)

Esta ecuacion tiene por solucién general una solucion particular de la
completa (IT.59) més la solucién general de la homogénea (IT.IH):

{a} = {a}" + {a}?
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La solucién general de la homogénea es la obtenida anteriormente para las
vibraciones libres (I11.24]).

Para la solucién particular de la completa estudiemos el caso concreto en
que las fuerzas son armoénicas,

{f(t)} = {F}senat,

siendo {F} un vector de constantes.
Busquemos una solucion particular del mismo tipo,

{q}’ = {D}sen at.

El vector de constantes {D} se calcula sustituyendo {q}? en la ecuacién

(IL.59):
(—a*M]{D} + [K]{D})senat = {F}senat

por lo que

{D} = (—a’M] + [K])"{F} (11.60)

En el caso en que « coincida con una de las frecuencias propias del sis-
tema (o = wg), la matriz a invertir en (II.60) se hace singular y no tiene
solucion por lo tanto. Esto fisicamente equivale a una resonancia del sistema,
debido a que el modo de vibracion afectado absorbe constantemente la ener-
gia de excitacién suministrada con su misma frecuencia propia, hasta que la
amplitud del mismo se hace infinita.

Otra forma de estudiar las oscilaciones forzadas es mediante el analisis
modal; haciendo el cambio (I1.46]) a las coordenadas normales en (I1.59) y
premultiplicando por la matriz modal [A],

[A][M][A]"{i} + [A][K][A]" {u} = [A]{f()}
Los productos de matrices de esta expresién se simplifican empleando (IT.47)
y (I8), o
{u} + [Q{u} = [A{E(Q®)}
En componentes,
i + wiug = Me(t) (k=1,2,...n, sin sumatorio)

donde los coeficientes 7y (t) representan

e (8) = ag f; (1),
teniendo la interpretacién de “fuerzas modales”.

Resulta por tanto un conjunto de n ecuaciones desacopladas de 1 grado de
libertad cada una, que resolvemos independientemente. Si en una ecuacion se
produce resonancia (wy = « para fuerzas armoénicas del tipo arriba descrito),
la amplitud de ese modo tendera a infinito.
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El vector de fuerzas {f(¢)} participa de forma distinta en cada modo,
excitandolos mas o menos, segun el valor de 7. En el caso en que las fuerzas
sean armonicas,

{f(t)} = {F}senat,
ni(t) = ag; Fjsenat

denomindndose ax; F; = {a}T{F} el “coeficiente de participacion modal” de
{F} en el modo k. En el caso en que coincida la frecuencia de la excitacién
con alguna frecuencia propia, a = wy, se producird resonancia para ese modo
de vibracién.

En la practica los coeficientes de participaciéon modal de las fuerzas ha-
bituales suelen ser altos para los modos méas bajos (wy pequenas), y progre-
sivamente mdas pequenos para los modos altos (wy grandes). Es por esto que
los modos mas bajos suelen ser los que mas importancia tienen en la dina-
mica estructural, al ser los que concentran la mayor parte de la energia en
las vibraciones. A menudo se hace la simplificacion consistente en considerar
Unicamente un numero limitado de modos de vibracion, despreciando los de
frecuencias més altas. Esto resulta de gran utilidad cuando los modelos de
calculo poseen un numero elevado de grados de libertad, ya que a veces se
llega a tener decenas de miles para algunos calculos tridimensionales.

11.3.2. Oscilaciones con amortiguamiento; régimen
transitorio y permanente

En este caso la ecuacién matricial del problema es la (IT.I0) completa,

[M[{a} + [Cl{a} + [K]{a} = {f(1)}

Al igual que antes, ésta tendra por soluciéon general una solucién particular
de la completa (ILI0) més la solucién general de la homogénea (IT.9):

{a} = {a}" + {a}” (11.61)

La solucién de la homogénea corresponde al caso de vibraciones libres con
amortiguamiento, y tiene un valor apreciable s6lo durante un tiempo limitado
llamado régimen transitorio, desapareciendo al cabo del tiempo. Esta solu-
cién se ha estudiado antes, en el apartado [[1.2.6l En el régimen transitorio
se debe considerar por tanto la suma de los dos términos (ILGT).

La solucién particular de la completa es la que define el llamado régimen
permanente. Supongamos el caso de una excitacién armonica, del tipo

{£(t)} = R{F}e™)
= {F}cosat
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Buscaremos una solucién particular del tipo {q} = {D}e!, para lo que
sustituimos esta expresién en (I1.I0) obteniendo

(—a*[M] +ia[C] + [K]){D} = {F} (11.62)

Esta ecuacion lineal se resuelve mediante la regla de Cramer, obteniendo los
elementos del vector solucién {D} como:

o det; (o)
7 det(a)
donde det(a) = | — a?[M] + ia[C] + [K]|, y det;(a) es el determinante de

la matriz de coeficientes anterior en la que se ha sustituido la columna j-
ésima por el término independiente {F}. No hace falta repetir que, de estas
expresiones complejas, al final se considerara soélo la parte real.

Los valores de la frecuencia de excitaciéon a que hacen minimo el deno-
minador, det(a), son los que producen resonancia en el sistema. Debido al
amortiguamiento, aqui la amplitud de oscilaciéon no tiende a infinito, sino
que se mantiene acotada, aunque con valores elevados que pueden provocar
la pérdida de linealidad o incluso la rotura del sistema.

Si el amortiguamiento es suficientemente pequeno, como suele ocurrir
en numerosas aplicaciones practicas, las frecuencias de resonancia tienen un
valor aproximadamente igual a las frecuencias propias sin amortiguamiento
wg. A menudo serd valido también el considerar de forma aproximada que
el régimen permanente es el que sale de la soluciéon particular a la ecuacion
sin amortiguamiento (II.60). Esto equivaldria a considerar que existe un
pequeno amortiguamiento (inevitable), pero que para el cdlculo de régimen
permanente se puede despreciar el valor del mismo, lo que suele ser una
aproximacion valida en numerosos casos practicos.

11.4. Meétodos para la obtenciéon de modos y
frecuencias propias

En sistemas con pocos grados de libertad (2 ¢ 3) la obtencién de frecuen-
cias propias y modos normales de vibracién se puede realizar manualmente,
resolviendo la ecuaciéon caracteristica y el problema de autovalores asociado.
Para casos con mayor numero de grados de libertad existen otros procedi-
mientos, susceptibles de tratamiento numérico y resolucion en el ordenador.
Expondremos aqui un método basado en la “deflacciéon” de matrices (Método
de Stodola), aplicable a casos con un nimero moderado de grados de libertad.
Para los casos con un elevado nimero de grados de libertad, existen proce-
dimientos mas eficaces, como los métodos de iteracién por subespacios o el
método de Lanczos, que pueden consultarse en la bibliografia de métodos
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numéricos en mecanica computacional y elementos finitogZ.
Supongamos, para no complicar la exposicion, que todos los autovalores
son distintos y no nulos. El problema de autovalores definido por

(—w?[M] + [K]){u} = {0}
se puede expresar también, multiplicando por [K]™!, como

[D]{u} = p{u}
siendo

D] < K] - [M]
p

Empezamos por tomar un vector {u;} cualquiera, que serda combinacion li-
neal de los vectores propios o modos normales de vibracién, ya que como
vimos éstos forman una base de R™. Si multiplicamos {u;} por la matriz
[D], cada componente en esta base se verd multiplicada por el autovalor p;
correspondiente. La componente en la direccién del mayor autovalor, u =
(supuesto pq > pio > 3 > ... > l,), se verda multiplicada por un valor mayor
que las demds. Al vector resultante lo denominamos {us}

{uz} = [Dl{u}

Repitiendo el proceso sucesivamente, se obtienen una sucesion de vectores

{u,}:
{us} = [D{uz};  {wa} =[DN{us}; ... {u.} = [D{{u,}

En el limite (n — 00), en el vector {u,,} predominard el autovector correspon-
diente al maximo autovalor, p; (es decir, para el minimo valor de la frecuencia
que serd wy ). Hemos de tomar la precaucién de normalizar el vector {u,} tras
cada iteracion, para evitar valores numéricos excesivamente grandes. Cuando
se hayan realizado suficientes iteraciones sera por tanto

[D{u,} = pfun}

con un error menor que una tolerancia prefijada. Entonces se adopta p1 = p
como autovalor, y {u,} como vector propio correspondiente. La frecuencia
propia es wy = 1/,/pu1, y llamamos {a; } al vector propio una vez normalizado,

al — {un}
e = e My

Tver p.ej.: T.J.R. Hughes, The Finite Element Method, capitulo 10, Prentice-Hall Inc.,
1987; K.J. Bathe, Finite Element Procedures in Engineering Analysis, Prentice-Hall, 1982.
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Consideramos ahora la nueva matriz

[D]; = [D] — i1 {as}{ay}" -[M] (11.63)

nxn

Vemos que, al multiplicar esta matriz por {a;} el resultado se anula:

[Dlo{ai} = [D{a;} — mfai} - 1 = {0}

mientras que para los otros vectores propios (k # 1) se obtiene el mismo
resultado que antes,

01,=0
[Dl{ar} = [Di{ac} — mfar}{ai} ' [M]{ar} = [D]{ay}

Repitiendo el proceso de deflaccion con esta matriz [D]s, obtendremos el
autovalor /autovector siguiente (po = 1/w3).

Una vez obtenido, normalizariamos el vector propio y obtendriamos la
matriz [D]; de la misma forma que (IL.G3)). Proseguiriamos asi sucesivamente,
hasta obtener todos los autovalores y vectores propios.

Este procedimiento tiene la ventaja que los modos se obtienen de forma
sucesiva, comenzando por los de frecuencias propias més bajas. Estos suelen
ser los mas importantes en cuanto a su participacién en la solucion real, por lo
que a menudo basta con obtener los m modos més bajos. Este método permite
calcular s6lo los modos mas importantes, deteniendo el proceso cuando se ha
calculado el modo m.



Capitulo 12

Ecuaciones de Hamilton

12.1. Introduccion

Para un sistema material con n grados de libertad hemos estudiado hasta
ahora en el capitulo [ las ecuaciones de Newton-Euler (6.7) y (6.12), bien en
forma vectorial o bien sus componentes en coordenadas cartesianas, y en el
capitulo [7 las ecuaciones de Lagrange (Z.I4]), en coordenadas generalizadas.
Todas ellas definen el movimiento mediante n ecuaciones diferenciales de
segundo orden. Para su resolucién necesitan 2n condiciones iniciales, por
ejemplo las posiciones y velocidades iniciales.

Las ecuaciones canénicas (o de Hamilton) que se estudian en este capitulo
difieren de las formulaciones anteriores en que los sistemas se describen con
2n ecuaciones diferenciales de primer orden (es decir, en derivadas primeras),
en lugar de n ecuaciones de segundo orden. Para ello, se introduce un con-
junto nuevo de variables: los momentos generalizados p’. Andlogamente, la
solucion general de estas ecuaciones dependera de 2n parametros constantes
que se deben determinar mediante las correspondientes condiciones iniciales
(posiciones y momentos iniciales).

Las ecuaciones Canodnicas y en general los métodos de la dindmica Hamil-
toniana tienen un interés principalmente conceptual y tedrico. Su aplicacion
practica trasciende a la mecéanica racional, estando en la base de la formula-
cion dinamica de otros campos, como la mecanica cuantica. Por el contrario
tienen una aplicabilidad practica a la resoluciéon de problemas de mecanica
racional menor que las formulaciones Lagrangiana o de Newton-Euler.

En ocasiones la descripcion mediante 2n ecuaciones de primer orden es
ventajosa, ya que puede facilitar la resolucién mediante métodos numeéricos,
que se formulan y estudian en general para sistemas de Ecuaciones diferen-
ciales de primer orden.

El método que seguiremos para deducir las ecuaciones Candnicas se basa
en la transformada de Legendre, que pasamos a describir a continuacién.

12.1
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12.2. La Transformada de Legendre y sus
propiedades

Sea una funcién f(g;, s;) que depende de dos conjuntos de variables: las
¢ (i =1,2,..n), ylas s; (j = 1,2,...m). Se define como transformada de
Legendre de f respecto de las variables s; a la funcién

i\ def

G(qi, p’) = pjsj — f (121)

donde se sobreentiende el sumatoridl en el fndice repetido j, v se emplean
las nuevas variables p’ que se definen como

det O

p 5o, (j=1,2,..m). (12.2)

Diremos que las variables p’ son “conjugadas” de las s;.

Es importante recalcar que la dependencia funcional de la transformada
G es respecto de las variables ¢; y de las nuevas variables p’, para lo cual
habremos de realizar el oportuno cambio de variables en la expresién de f en
(I2.0)), eliminando las s; en favor de p’. Para que sea posible realizar esto, el
cambio de variables ha de ser regular, condicion que se expresa mediante el
determinante del jacobiano de la transformacién:

op] 82 f
o [2] < au [ 2] 10 a2

Si tomamos el diferencial de G en su definicién (I2.),

B o of of
dG = s;dp’ + p’ds; aqidqz D, ds;
f

.0
= s;dp’ — 8—(1%'

i

donde se han empleado las relaciones (I2.2)). Esta igualdad nos permite iden-
tificar las derivadas parciales de G:

oG

oG of
9 aq, (12.5)

Observamos pues que las derivadas parciales de la transformada G respecto
de las variables conjugadas (p’) son precisamente las s/ que han venido a

Len este capitulo se entenderd el sumatorio implicito sobre los indices repetidos en todas

las expresiones
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sustituir, y las derivadas respecto a las variables que permanecen (g;) son las
de la funcién original (f) con signo cambiado.

Si realizamos dos veces la transformada de Legendre volvemos a obtener
la funcion original. En efecto, la segunda transformada sustituird las variables
p’ por

oG

2 = op

que considerando (I2.4) son precisamente las s;. Por otra parte denominando
a la nueva transformada I, resulta

Y

(g, sj) = s;p' = G
:Sjﬁ—(PiSj—f):f

como queriamos demostrar.

12.3. Ecuaciones de Hamilton

Sea un sistema cuya configuracion estd descrita por n coordenadas ge-
neralizadas {¢;}, para i = 1,...,n, y con funcién Lagrangiana L(g;, ¢;,t).
Definiremos la funcion Hamiltoniana como la transformada de Legendre de
la Lagrangiana respecto de las velocidades generalizadas:

i def ;.
H(g,p',t) = p'¢i — L (12.6)

siendo p' & 0L/0q; (magnitudes que definimos en (.23) como momentos
generalizados).

Como se preciso en el apartado anterior, la transformada H debe expre-
sarse tinicamente en funcién de las nuevas coordenadas (g;, p',t). Por tanto,
la dependencia funcional de L se debe alterar al expresar (I2.0), siendo ne-
cesario eliminar las variables ¢; en favor de las p’.

La magnitud (es decir, el valor numérico) de la Hamiltoniana asi definida
coincide con la de la integral de la energia o integral de Jacobi que se vid
en la dindmica de Lagrange (ecuacién (7:32) en el apartado [[20). Esta se
puede escribir como

h=p4g—L (12.7)

Sin embargo, la diferencia entre (IZ0) y (I27) estriba en la dependencia
funcional distinta de la Hamiltoniana. En (T20]) H estd expresado en funcién
de las variables (g;, p%,t) mientras que h en ([7.32) 6 (I27) estd en funcién
de (g, qi,t). Esto habrd de ser tenido en cuenta para las expresiones que
involucren derivadas parciales de H.

Recordando la observacién realizada en el apartado [[.2.5] en el caso en
que no tengamos sistemas de coordenadas ni enlaces méviles, la integral de
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Jacobi y por lo tanto la Hamiltoniana que tiene igual valor representa la
energia total del sistema:
H=T+V

Las derivadas parciales de H son, aplicando las propiedades de la transfor-

macién de Legendre (12.4) y (I2.3),

0H . ‘

OH oL y .

o~ 9a —p (1=1,2,..n) (12.9)
0H oL

oo (12.10)

En las expresiones (I2.9) se han empleado las ecuaciones de Lagrange
(TI3) para expresarlas en funcién de p'. Los dos conjuntos (I2.8) y ({129,
de n ecuaciones cada uno, son las denominadas ecuaciones canonicas de Ha-
milton, o simplemente ecuaciones de Hamilton.

El primer grupo de ecuaciones (I2.8]) se puede interpretar como la expre-
sién del cambio de variables entre ¢; y p’, despejando las ¢;. Esto siempre
lo podremos hacer ya que el cambio de variables es regular, por ser la ener-
gia cinética T definida positiva. Empleando para ésta la expresion (.I8) en
funcion de los coeficientes alli definidos:

oL 0T o (1 .. . .
=9 04 0 5 @hidkde + argy + To| = akiqr + a;
siendo det [ax] # 0.

El segundo conjunto de ecuaciones (I2.9) se puede interpretar como las
expresiones de la segunda ley de Newton, teniendo el término —9H/dq; el
cardcter de fuerzas totales (las reales més las ficticias debidas a la eleccién
de coordenadas no cartesianas), igualadas a las derivadas de los momentos
generalizados.

Por ultimo, la ecuacién (I2ZI0) no constituye propiamente una de las
ecuaciones de Hamilton, expresando simplemente que si L no depende expli-
citamente de ¢, H tampoco lo haré.

Es necesario recalcar que en la formulaciéon de la dindmica basada en
las ecuaciones canoénicas cambia el concepto de “configuracién” del sistema
dindmico, al modificarse (convencionalmente) el conjunto de coordenadas em-
pleadas para su descripcion. Asi, en la dinamica basada en las ecuaciones de
Lagrange la configuracién venia dada por las coordenadas generalizadas {¢;},
siendo la trayectoria del sistema la curva paramétrica dada por su evolucion
en el tiempo, {¢;(t)}. En concreto para el caso de coordenadas vectoriales o
cartesianas, la configuracién coincidia con la posicién del sistema, y las tra-
yectorias con las curvas descritas por cada particula en el espacio geométrico
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ordinario. En cambio, la dinamica Hamiltoniana basada en las ecuaciones ca-
nonicas, define la configuracién de un sistema mediante las 2n variables “fasi-
cas” {¢;, p'}. Las trayectorias, solucién de las ecuaciones canénicas en funcién
del tiempo, serdn asimismo {¢;(t), p’(t)}, y se pueden denominar trayectorias
fasicas para diferenciarlas de la dinamica Lagrangiana. Esto constituye una
generalizacién de lo ya mencionado en el apartado 3.0, en donde se estudié
la trayectoria en el espacio de las fases (en aquel caso un plano al tratarse de
sistemas con 1 grado de libertad) del oscilador arménico simple.

EJEMPLO 12.1: Veamos como ejercicio basico de aplicacién inmediata de lo
anterior la obtenciéon de la Hamiltoniana y las ecuaciones candnicas corres-
pondientes a una particula libre, sometida a un potencial V' (z,y, 2).

y
z
oM
Figura 12.1: Obtencion de las Vi(z,y,2)
ecuaciones de Hamilton para una
particula libre sometida a un cam-
po conservativo de fuerzas. y_,

Emplearemos como coordenadas las cartesianas (z,y, z). La energia ciné-
tica es:

1
T = om(i® +§* + 2°)
y los momentos generalizados:

T or oT

z

v mz; p’=—=my; p°=—=mz.
0z

p —%—

Expresando el cambio de variables, resulta el primer grupo de ecuaciones
Canoénicas:

T Y z
g=2. yg=F. ;_F (12.11)
m m
La Hamiltoniana es
H=p"c+p'y+p2—(T-V)
. N S . .
= piE+ Py +pTE = om(d 4+ 7+ ) + V(e y, 2)

No basta con esta expresion, sino que es necesario eliminar de ella las veloci-
dades (z,9, ), en funcién de los momentos generalizados. Resulta finalmente

1

H= %[(zf:)2 + ")+ ()’ + V(z,y, 2)
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Una vez expresada H con su dependencia funcional correcta, derivamos
para obtener el segundo grupo de ecuaciones candnicas ([2.9):

ov._ .. oV ov

or U oy 0z

Como comprobacion, derivando H respecto de los momentos generaliza-
dos se comprueba que las expresiones (I2.I1]), que habfamos deducido como

expresion del cambio de variables, coinciden precisamente con el primer grupo
de ecuaciones canénicas (I2.8)).

NY

—pY; —p° (12.12)

12.4. Obtencion practica de las ecuaciones

El ejemplo anterior es extremadamente sencillo. Sin embargo en un caso
general la eliminacién de las velocidades generalizadas de la expresién de H

puede resultar algo mas engorrosa, al incluir expresiones de segundo grado
en las velocidades (ver (Z.22)):

H=p'¢—(T-V) (12.13)
;i - L. .1
=P~ | 5% + aiq; + 540 +V

De aqui habria que eliminar ¢; mediante sus expresiones en funcién de p'.
Vamos a obtener otra expresién equivalente mas sencilla, que sera lineal
en las velocidades ¢;:
;. o7, : .
Pai = 5odi = (@irdr + ai)d;
7
= @ikqGiqr + aigi = 2T — a,¢; — ag
Despejando,
1, 1 . 1
T= P di + 50 i + 540

y sustituyendo en la expresiéon de H (I2.13) obtenemos

1 .. 1 . 1

En el caso en que T sea homogénea cuadratica en ¢; (lo que en la practica
es bastante comin) la expresién anterior se simplifica para dar

1 .
H=p'gi+V (12.15)

Observamos que la eliminacién de las velocidades {¢;} resulta mas fécil en las

expresiones (IZ14) 6 (I2.15) que en (I2.13)), ya que en esta tltima ecuacién

intervienen en expresiones cuadraticas, pudiendo ser el desarrollo bastante
engorroso.
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12.5. Integrales Primeras

Si se expresa la derivada temporal (total) de H a partir de (12.6)),

dH 0H. 0H. 0H

@ g Tt o
=DP4¢tGp +—5-
—_——————— Ot

=0

donde se han empleado las ecuaciones (IZ.8) y (I2.9).

Por tanto la derivada total de H respecto al tiempo coincide con la par-
cial; dicho de otra manera, si ¢ no entra explicitamente en la expresion de
H, entonces H (y la energia total en los casos en que ambas coincidan) se-
ra constante. Este resultado constituye una integral primera, de obtencion
inmediata en la dinamica Hamiltoniana. Independientemente de que se ve-
rifique o no la constancia de H, la Hamiltoniana H serd igual a la energia
total cuando la energia cinética 1" sea una expresion homogénea de grado 2
en las velocidades generalizadas.

En el caso en que la Hamiltoniana no dependa explicitamente de una
coordenada generalizada, de las ecuaciones (I2Z.9]) se deduce inmediatamente
que el momento generalizado correspondiente es constante:

oH B
dq; B

0 = p'=0; p'= constante

En este caso decimos que ¢; es una coordenada ciclica. Puesto que no varian,
los momentos generalizados correspondientes a las coordenadas ciclicas se
pueden sustituir en la Hamiltoniana por constantes ¢!, quedando H en funcién
de 2(n—r) grados de libertad, si 7 es el nimero de coordenadas ciclicas. Una
vez resuelto el sistema asi reducido, los valores de las coordenadas ciclicas se
obtendran de integrar las ecuaciones

. OH
Ql_ aci7

1=1,..7r

Este resultado nos indica que el tratamiento de las coordenadas ciclicas en
la formulacién Hamiltoniana es trivial: basta con ignorarlas (de aqui que se
denomine también a las coordenadas ciclicas como coordenadas “ignorables”).

12.6. Generalizacién para fuerzas no conser-
vativas

Si las fuerzas no provienen de un potencial, no cabe definir una funcién La-
grangiana y por tanto no se puede aplicar (I2.0]) para obtener H. Sin embargo
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en este caso podemos generalizar la definicién de la funcién Hamiltoniana y
de las ecuaciones candnicas, estableciendo

H< g T

: ; det OT
siendo p' = —.
94

Por las propiedades (IZ4]) y (IZ35]) de la transformada de Legendre, las
derivadas de H son:

gZ g (i=1,2,.n) (12.16)
OH oT .

OH oT

27 12.1
ot ot ( 8)

donde se han empleado las ecuaciones de Lagrange (7.12) para el segundo
grupo de ecuaciones, poniéndolas en funcién de las fuerzas generalizadas @);.

También se podria generalizar para el caso en que algunas fuerzas pro-
vengan de un potencial y otras no. Estableceriam para ello una Lagrangiana
parcial, incluyendo tnicamente las fuerzas que provengan de un potencial,
realizando la transformada de Legendre sobre ella. El desarrollo seria similar
al anterior, variando unicamente el significado de las fuerzas generalizadas @);
en (IZI7), que ahora corresponderian tan sélo a las fuerzas no conservativas.

Por tdltimo cabe también generalizar para el caso de enlaces anholénomos.
Para ello a las fuerzas generalizadas en (IZI7]) serfa preciso anadirles las
provenientes de los enlaces:

oH
dg;

:—pi‘i‘Qi—i-)\jA;-

donde A; son los multiplicadores de Lagrange, y Aj- los coeficientes de los
enlaces para cada coordenada i (ver apartado [[.4.T]).

12.7. El Método de Routh

La formulacion de la dindmica basada en las ecuaciones candnicas resulta
especialmente sencilla para las coordenadas que son ciclicas. En efecto, las
coordenadas en si no aparecen en H ni en las ecuaciones, y los momentos
correspondientes son constantes. Por tanto, las coordenadas ciclicas quedan
totalmente “eliminadas’ de la formulacién, que en la practica viene a tener
2 grados de libertad menos por cada coordenada ciclica. En cambio, en la
formulacién de Lagrange es preciso considerar las velocidades generalizadas
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correspondientes en la Lagrangiana L y en las ecuaciones, ya que las ve-
locidades ¢; no tienen porqué ser constantes aunque las coordenadas sean
ciclicas.

El método de Routh es un tratamiento mixto entre las formulaciones de
Lagrange y Hamilton: Emplea las ecuaciones de Hamilton para las coorde-
nadas ciclicas, y las ecuaciones de Lagrange para el resto. Supongamos un
sistema con n g.d.l., de los cuales las r primeras coordenadas son ciclicas:

oL =0, j=12,..r (ciclicas)
5’qj
{g;}
oL
dq;
Los momentos correspondientes a las coordenadas ciclicas seran constantes:
P =d, j=1,2,..r

Realizamos la transformada de Legendre solo respecto de las coordenadas
ciclicas, definiendo asi la denominada funcion Routhiana:

# 0, j=r+1Lr+2.n (no ciclicas)

R=> di-L (12.19)
j=1

(nétese que el sumatorio se realiza sélo para lor r primeros indices).
La dependencia funcional de R es:

R(Gri1s - Qni Gri1s - Gns €150 05 1)
Por las propiedades de la transformada (I2.19)), se cumple
OR oL  OR oL
op O¢’ 04 i
Es decir que, para las coordenadas no ciclicas, las derivadas parciales de R

son iguales que las de L con signo cambiado.
Sustituiremos ahora las derivadas parciales dadas por (I2.20) en las ecua-

ciones de Lagrange (7.13),
d oLy oL
dt \ 9 g

al cambiar todos los signos en los dos términos, se obtiene un conjunto de
ecuaciones igual pero ahora en funcién de R:

d (OR OR :
T (aqi> “ a0 0; (i=r+1,..n). (12.21)

para i=r+1,..n (12.20)

Una vez integradas estas (n — ) ecuaciones para obtener R como funcién de
las constantes ¢/ y de t, calcularemos el valor de las r coordenadas ciclicas a

partir de:

OR
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12.8. El principio de Hamilton aplicado a la
funcion Hamiltoniana

Recordemos que las ecuaciones de la dindmica de Lagrange son conse-
cuencia de un principio variacional, en concreto del principio de Hamilton,
tal y como se vié en el apartado[7.6l Este principio es de una naturaleza més
fundamental que las ecuaciones de Lagrange, de forma que se puede generali-
zar a otro tipo de sistemas dinamicos. Su expresién es también de indole més
sencilla, al requerir simplemente la condiciéon de extremo de un funcional,

to

0S = (5/ L(q;, ¢, t)dt =0,
t1

para variaciones arbitrarias del camino en el espacio de las configuraciones,

es decir para {d¢;} arbitrarias.

Después de establecer las ecuaciones candnicas se nos plantea la cuestiéon
de si sera posible definir un principio variacional del cual se puedan dedu-
cir dichas ecuaciones, de la misma forma que sucedia con las ecuaciones de
Lagrange. Un aspecto a considerar es que, puesto que ahora las variables
independientes son las {g;, p'} que definen trayectorias en el espacio de las
fases, logicamente el principio deberia contemplar variaciones de {¢;} y de
{p'} independientes.

Sea la funcién F' definida por:

P . eq def . i

Es inmediato comprobar, a partir de la definicién de H (I2.6]), que el valor
de esta funcién F' es precisamente la Lagrangiana, F' = L (se trata de la
transformacion dual de Legendre, que como se vio en el apartado[I2.2] coincide
con la funcién original). Postulamos como principio variacional la condicién
de extremo de la integral de F' entre dos instantes dados,

to to

5/ Fdt = 5/ (p" — H)dt =0 (12.23)
t1 t1

para variaciones arbitrarias de las variables p’ y ¢; respecto de la trayectoria

fasica real, cumpliendo dg; = 0 en los extremos.

En efecto, las ecuaciones de Euler-Lagrange de este principio se obtienen
de forma andloga a como se hizo en la ecuacién ([.78)) para el caso genérico del
funcional de una sola funcién y(z). En este caso, las funciones {q;(t), p'(t)}
cumplen el papel de y(z) en aquella expresion; {¢;, p'} son sus derivadas, y
t representa la variable independiente (z).

Al establecer variaciones dg;, dp’ independientes, las ecuaciones de Euler-
Lagrange resultan

d (0F\ OF . oH
- — = 12.24
dt (aQi) 0q; - Oqx, ( )
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d [OF oF oOH
S(E) = = G — o 12.2
dt (8}')2) op' = 0=a opk (12.25)

Estas coinciden precisamente con las ecuaciones canénicas (I2.8) y (TZ9).
Si se anade a la funcién F' en (I2.22)) un término que sea derivada respecto
del tiempo de una funcién cualquiera de coordenadas y tiempo, %M (gi,t), el
principio variacional no se ve alterado, ya que los funcionales diferirian tan

s6lo en una constante,

2 dM(q,t
/ #dt: M(q7t> Z :M(q27t2)_M(q17t1)7
t1

por lo que la condicién de extremo en (I2.23)) no se ve modificada.

12.9. Estructura de las ecuaciones candnicas

Introduciremos el concepto a partir de un sistema con 1 grado de libertad.
Supongamos éste definido por una funcién hamiltoniana H(q, p, t). Podemos
definir

2

{x} dof {g} , obien {x}= {il} , conT|I=q, Te=p

asi como
ony (o
{ P H} dof 0, dq
D om | |on
0z op

= (4 5)

Esta matriz [J]| es ortogonal y hemisimétrica, y verifica las propiedades si-
guientes:

[J)? = —[1] (12.26)
Empleando la matriz [J] para expresar las ecuaciones canoénicas:

o _ oM _
8q_ p’ 8p_Q7

vemos que se pueden escribir matricialmente como

(G-
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o bien, aplicando las propiedades (12.20)),

(x}=[J]- {Z—Z} (12.27)

Generalizando para el caso de n grados de libertad, de igual manera po-
demos definir

(cqq ) ’8H/8qi‘
fxy ) o L OH | aet ) OH/0qy
pl ) aX 8H/8p1

(P ) (OH /0p" )

[J] es ahora una matriz cuadrada 2n x 2n, formada por submatrices nulas
e identidad de orden n x n:

et (e o)

Las ecuaciones canonicas son por tanto equivalentes a la expresiéon ma-
tricial compacta (TZ.27)).

En ella, el vector {x} contiene las 2n variables independientes de la for-
mulaciéon Hamiltoniana, por lo que (I2.27)) define la dindmica. Esta ecuacién
define una estructura denominada simpléctica caracteristica de los sistemas
Hamiltonianos.

12.9.1. Transformaciones Canonicas

La dindmica Hamiltoniana describe la evolucion de los sistemas en el es-
pacio de las fases (de 2n dimensiones), con coordenadas {g;,p’}. Es posible
realizar cambios de coordenadas a otros sistemas en este espacio, aunque en
un caso general no se puede garantizar que estos cambios mantengan la forma
de las ecuaciones de Hamilton. A las transformaciones de coordenadas que
conservan la estructura de las ecuaciones canonicas se les llama Transforma-
ctones Canonicas.

Sea un nuevo conjunto de pardmetros {Q;, P'}, relacionado con las varia-
bles {g;, P’} mediante las relaciones

Qi = Qilg;, P, 1)
P'=P'(q;, P, t)
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Para que la transformacién sea candnica ha de existir una nueva funcion
K(Q;, P, t) tal que

. 0K
©i=5p
oK
"=

A esta funcién K, que cumple el papel de Hamiltoniana transformada para
las nuevas variables, se le denomina de forma algo coloquial “Kamiltoniana”.
Una forma de establecer estas transformaciones es a partir del principio
variacional de Hamilton (I2.23)). Las “funciones F” (I12.22)) en las coordenadas
originales y en las nuevas deben ser equivalentes, por lo que a tenor de lo dicho
en el apartado [[2.8] diferiran en una derivada total respecto del tiempo:
dM

ijj_H(Qj7pjat):Pj Q]'_K(QJ?P]'JS)_‘_E (1228)

La funcién M se denomina funcién generadora de las transformaciones
canénicas. Existen 4 formas que puede tomar la funciéon M, que determinan
cuatro tipos de transformaciones candnicas correspondientes. Aunque no en-
traremos a detallar esta clasificacion, propia de textos mas especializados, a
modo de ejemplo consideremos una forma de generacion de transformaciones
canénicas mediante una funciéon M del tipo

M = ¢(q;, Qj, t) (12.29)
asi
dM _0¢  0¢ . . aqu
T ar T a, 4T 5 Wi
dt ot 8qj (9@]
Introduciendo esta derivada en (I2.28]), y puesto que ¢; y @; son variables
independientes, se obtienen las relaciones
09 09 o9
pPy=—; —-P=—; K=H+—. (12.30)
dq; 0Q; ot
Una funcién cualquiera ¢ que cumpla estas condiciones nos permitira generar
transformaciones canonicas, en las que la “Kamiltoniana” K cumplira las
ecuaciones candnicas para las nuevas coordenadas.

Una aplicacion de especial interés de las transformaciones candnicas seria
para intentar convertir todas las coordenadas de un sistema en ciclicas, con
lo que la resolucién de las ecuaciones canodnicas seria trivial como se ha visto.
Esto pudiera parecer el hallazgo de la “piedra filosofal” de la dindmica, si no
fuera porque obtener las transformaciones candnicas precisas no es en abso-
luto sencillo. En la practica, el problema dinamico se convertiria en obtener
las transformaciones candnicas precisas para convertir todas las coordenadas
en ciclicas. En el apartado siguiente se detalla un ejemplo sencillo de este
tipo de transformaciones.
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12.10. Ejemplos

EJEMPLO 12.2: Obtencion de las ecuaciones candnicas para el caso general
del movimiento de una particula de masa m en un campo central, definido
por un potencial V' (r).

Sabemos que, al conservarse el momento cinético, el movimiento es plano,
por lo que tomaremos las coordenadas polares (r, ¢):

T = T COS
(p} = 2 :7'”2+7“2gb2
Yy =rsenp

La Lagrangiana es
L=T-V = %m(?’"Q +7%¢%) = V(r),
y los momentos generalizados:
P =mi; pf =mrip.
Comprobamos la condicién (I23) de regularidad del cambio de variables de

g ap”

=m?r? #£0 parar #0

‘ 0*L

9¢;0q;

La Hamiltoniana la podemos obtener aplicando (1215,
®)?* | »9)?

H(g;,p') = om + 22 +V(r)

m 0
0 mr?

Siendo las ecuaciones canédnicas:

. OH p . 0H p?
T = = _—

opr  m’ 90:@—7”7“2

oH  (p¥)? oV

or  mr3 or’

T

P =0

Comprobamos que ¢ es ciclica, por lo que p? = [ (cte), siendo [ el médulo
del momento cinético.
También, al ser H independiente del tiempo

dH O0OH
&t _ g H=T —
p; oy 0 = + V = (cte)

EJEMPLO 12.3: Sea un oscilador armoénico simple, de masa m y constante
lineal del resorte k. Denominamos ¢ la elongacion medida desde la posicion
de equilibrio, y p el momento generalizado correspondiente. Realizar una
transformacién canénica a coordenadas ciclicas (P, Q).
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q
Figura 12.2: Oscilador arménico
winpl. TAVAYAS
m
k
La Hamiltoniana es
1 1 »” 1
H = -md¢*+ -k¢* = — + —mw?¢? 12.31
M TR = g e (12.31)

donde p = mq es el momento generalizado, y w def Vk/m.

Veamos una transformacion candnica que convierta a la coordenada ¢ en
otra coordenada () que es ciclica. Para ello condideramos la funciéon genera-
dora

0(q,Q) = %mw ¢’ cot Q

que es del tipo ([12:29) mencionado en el apartado [[2.9] Aplicando las rela-

ciones (12.30)

p=— =mw qcot Q
9q
do 1 q°
P:——:— _—
0Q 2mwsen2Q
K=H

eliminando p y ¢ entre estas igualdades resulta

2P
g=1/—sen@; p=V2mwPcosQ (12.32)
mw

lo que sustituido en (I2.31)) arroja

P, 1
K=H="—+_-muw*¢=wP
2m 2

Inmediatamente comprobamos que se verifica

oK _
0Q

0 = (@ ciclica
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Al tratarse de una coordenada ciclica, las ecuaciones candnicas resultan
triviales de plantear y de integrar, en funcién de dos pardmetros («, 3) que
se obtendran con las condiciones iniciales.

oK

P —% 0 = P=q« (Cte)
oK

Q 8_]3 w = Q—wt—i—ﬁ

Una vez realizada esta integracion, deshaciendo el cambio (I2Z.32), se ob-
tiene para ¢
2

q(t) = — sen(wt + )

que es la solucion general, conocida ya, de oscilaciones armonicas en vibra-
ciones libres, en funcién de dos constantes de integracion a y 3, que se de-
terminaran a partir de las ecuaciones iniciales.



Capitulo 13

Estatica

13.1. Consideraciones Generales

En los capitulos precedentes se ha estudiado la descripcion del movimiento
(cinemética), las magnitudes que caracterizan al mismo en sistemas materia-
les (cinética), y la evolucién de estas magnitudes con el tiempo (dindmica).

En este capitulo se estudiara la estatica o equilibrio de los sistemas, enten-
dida como la ausencia de movimiento. Se trata por tanto de un caso particular
de la dinamica, pero que por su importancia merece un tratamiento especial.

DEFINICION:

Se dice que un sistema material esta en equilibrio cuando todas
sus particulas se encuentran en reposo, y permanecen en el mismo
estado de reposo.

Para que se verifique el equilibrio y éste sea estable han de darse una
serie de condiciones, cuyo andlisis constituye el objeto de la estatica. Esta
permitira analizar diversos tipos de problemas:

1. Para un sistema sometido a un conjunto de fuerzas dadas, establecer
la existencia de una o mas posibles configuraciones de equilibrio y de-
terminar éstas.

2. Analizar la estabilidad de las posiciones de equilibrio. El concepto de
estabilidad consiste en garantizar si ante pequenas perturbaciones res-
pecto de la posicion de equilibrio se mantiene el movimiento proximo
a dicha configuracién, o si por el contrario se aleja indefinidamente de
la misma.

3. Para un sistema en una configuracion geométrica determinada, deter-
minar las acciones necesarias (tanto en lo que respecta a fuerzas activas
como a reacciones) para el equilibrio y su estabilidad.

13.1
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Las aplicaciones practicas de la estatica en la ingenieria son muy nu-
merosas, siendo quiza la parte de la mecanica méas empleada. Esto es asi
especialmente en la ingenieria civil y en el analisis estructural: por lo general
las estructuras se disenan para estar y permanecer en reposo bajo las cargas
de servicio estaticas, o para que su movimiento bajo cargas dinamicas sea
pequeno y estable (vibraciones).

Los principios generales de la dindmica de sistemas, desarrollados en los
capitulos anteriores permiten, mediante su particularizacién a las condiciones
de la estatica, establecer las condiciones generales del equilibrio. En concreto,
para un sistema general de varias particulas (digamos N), la aplicacién del
principio de la cantidad de movimiento a cada particula (ecuacién (6.3))),
para las condiciones particulares del equilibrio (dwv;/dt = 0), da lugar a una
condicién necesaria: F; = 0, (i = 1,2,...N). Por otra parte, si el sistema
parte de un estado inicial de reposo (v;(0) = 0) la condicién anterior es
también suficiente. Podemos adoptar por lo tanto con cardcter general como
condicién de equilibrio (necesaria y suficiente) la anulacién de la resultante
de las fuerzas ejercidas sobre cada particula:

v(0)=0, F;=0 < wo(t)=0 Vi=12,...N (13.1)

En los sistemas reales con infinitas particulas (p. €j., sélidos rigidos consi-
derados como medios continuos) es preciso reducir las condiciones generales
para el equilibrio expresadas arriba a un nimero menor de condiciones, de
forma que sea abordable el problema mediante los métodos de la mecanica
de sistemas discretos estudiados en este cursdl. En cualquier caso, el estudio
de las fuerzas serd esencial para las condiciones de equilibrio.

Ya se establecio una clasificacién somera de las fuerzas en un sistema en
el apartado 6.1l Sin embargo, recordaremos aqui algunos conceptos que nos
seran utiles para la estatica. En primer lugar, es posible clasificar las fuerzas
en fuerzas activas o directamente aplicadas, y fuerzas pasivas, también lla-
madas reacciones o fuerzas de ligadura. Las primeras son las que tienen un
valor conocido, variables con el tiempo o no (por ejemplo, cargas exteriores
ejercidas sobre el sistema), o posiblemente en funcién de la configuracién o
estado del sistema (por ejemplo, fuerzas internas en muelles o amortiguado-
res). Por el contrario, se consideran reacciones las que sirven para imponer
una determinada ligadura o apoyo, y cuyo valor debe calcularse imponiendo
las ecuaciones de equilibrio compatibles con dicha ligadura (o de la dindmica
si el problema no es estatico).

Otra clasificacién de las fuerzas a tener en cuenta es como interiores
y exteriores. El primer caso engloba a todas las que provienen de particulas

1Se puede estudiar la estdtica (y también la dindmica) en medios continuos, mediante
ecuaciones en derivadas parciales o formulaciones débiles equivalentes como el principio
de los trabajos virtuales. Entre los procedimientos de resolucién, el mas potente en la
actualidad es el Método de los Elementos Finitos (M.E.F.), especialmente adecuado para
su tratamiento numérico en ordenadores.
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dentro del propio sistema, tanto por acciones de contacto, acciones a distancia
(por ejemplo, atraccién gravitatoria), o mediante elementos discretos como
resortes o amortiguadores. En este caso tanto la accién como la reaccion
que postula la tercera ley de Newton se ejercen entre particulas del sistema.
Por el contrario, se denomina fuerza exterior a la que proviene de puntos
externos al sistema, y la reaccién a la misma no se ejerce por tanto sobre
el sistema. Tanto las fuerzas activas como las reacciones pueden ser a su
vez interiores o exteriores, siendo ambas clasificaciones independientes. Asi,
las ligaduras pueden provenir de particulas del mismo sistema (por ejemplo,
distancias constantes entre puntos de un sélido rigido) o de fuera del mismo
(por ejemplo, apoyos o sustentaciones externas).

Otro elemento importante para el andlisis del equilibrio son las ligaduras
o enlaces. Ya se hablo sobre ellas en el apartado [6.1l por lo que sélamente
recordaremos aqui los aspectos fundamentales. Estableciamos alli la clasifi-
cacién entre enlaces holonomos, funciones que imponian condiciones entre
coordenadas y tiempo:

d(ry,re, ..., T, t) =0, (13.2)

y enlaces anholonomos, funciones que adicionalmente dependian de las velo-
cidades:

O(P1y o Ty 1, ey 1) =0 (13.3)

Asimismo, en funcion de su variacién temporal, los enlaces se denominan red-
nomos si dependen explicitamente del tiempo (0¢/0t # 0) o esclerdnomos si
no varfan con el tiempo (9¢/0t = 0). Por tltimo, denominamos lisos a los
enlaces cuyas fuerzas de reaccién no realizan trabajo para los movimientos
permitidos por los mismos, mientras que seran rugosos en caso contrario.
Para que tenga sentido esta ultima clasificacién, es obvio que el enlace debe
permitir algiin movimiento, ya que en caso contrario no cabe hablar de tra-
bajo. Para ilustrar esta tltima clasificacién, considérese un apoyo deslizante,
que puede ser liso o con rozamiento entre las superficies; por el contrario, si
el apoyo restringe todos los movimientos del punto en cuestion se convierte
en un empotramiento, al cual no tiene sentido calificarlo como liso ni rugoso.

13.2. Condiciones Analiticas del Equilibrio

En el capitulo [ se estudié la formulacién analitica de la mecénica, en
relacién con la dinamica. Recordemos que la base de dicho planteamiento,
debido originalmente al matematico francés Lagrange, es la descripcion de
la configuracién del sistema mediante un conjunto reducido de coordenadas
generalizadas, para las que empleamos la notacién {¢;} (i =1,2,...,n), que
sirven para definir de manera univoca la configuracién. Estas coordenadas
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pueden, en principio, representar magnitudes fisicas diversas (longitudes, an-
gulos, distancias al cuadrado, ...), no estando restringidas a sistemas de
coordenadas algebraicas ni a bases de espacios vectoriales.

La ventaja fundamental del uso de coordenadas generalizadas es que en su
propia eleccion esta incluida toda o a menos gran parte de la informacién de
los enlaces. Cuando los enlaces son hol6nomos, de las ecuaciones (I3.2) que
los expresan podemos “eliminar” las coordenadas dependientes; de esta forma,
restan al final unicamente las coordenadas independientes o grados de libertad
del sistema. Si existen ademads enlaces anholénomos propiamente dichos (es
decir, no integrables) no sera posible eliminar las coordenadas redundantes
y serd preciso mantener sus ecuaciones de ligadura de manera explicita, para
solucionarlas finalmente junto con las ecuaciones de la dindmica mediante
multiplicadores de Lagrange (ver apartado [[.4]).

En cualquier caso, el estudio de un sistema mediante coordenadas ge-
neralizadas permite un marco ventajoso para establecer las condiciones de
equilibrio, ya que por lo general nos restringiremos al minimo mumero de
condiciones. Sean las coordenadas generalizadas libres o no, por lo general
son un numero mucho mas reducido que el de las coordenadas cartesianas
de todas las particulas del sistema; normalmente, seran ademas un conjunto
discreto y finito de coordenadas, en lugar de un nimero infinito como por
ejemplo el que corresponde a las particulas de un sélido considerado como
un medio continuo.

Puesto que la relacion entre las configuraciones o posiciones del sistema
y las coordenadas generalizadas r;(¢;) (¢ = 1,...N;j = 1,...n) es univoca,
es obvio que la definicién de equilibrio (I3.I]) dada en el apartado anterior
es equivalente a exigir que las coordenadas generalizadas sean constantes y
permanezcan constantes:

4G =0, ¢ =0 (j=1,...,n)| (condicién de equilibrio) (13.4)

Para establecer la restriccién que esta condicion impone a las fuerzas, parti-
mos de las ecuaciones de Lagrange (T.12):

d /0T oT
==Y 2= 0. 13.
at (aqg) 9g, (13.5)

donde @; son las fuerzas generalizadas (ecuacién (7)) y T es la energfa

cinética. Esta ultima viene dada, en el caso en que los enlaces no dependan
del tiempo, mediante (Z.22)2:

1
T = Zamcni
QGkZQkQI

2al igual que en capitulos anteriores, adoptaremos aquf el convenio de sumatorio impli-
cito para los indices repetidos
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donde los coeficientes ay; son simétricos, y pueden ser funcién a su vez de las
coordenadas, ag(g;j). Sustituyendo en las ecuaciones de Lagrange (I3.5]),

day; . . 1day . .
3 Uk + ap;g 2 9a, @i = Q;

y empleando la condicién de equilibrio (I3.4]) se llega a la condicién equiva-
lente

Q=0 (j=1,...,n) (13.6)

Es facil ver también que, si ); = 0 y se parte de condiciones iniciales de
reposo (¢;(0) = 0), puesto que la matriz de coeficientes ay; es regular, ha de
ser ¢; = 0. Por lo tanto, la anulacién de las fuerzas generalizadas (I3.6) es
necesaria y suficiente para el equilibrio de un sistema, pudiendo considerarse
como una condicién equivalente a (I3.4).

13.2.1. Unicidad del Equilibrio. Condicién de Lipschitz

Acabamos de ver que si se anulan las fuerzas generalizas ((); = 0) existe
solucion estatica o de equilibrio. Sin embargo, no queda demostrado desde
el punto de vista matematico la unicidad de esta solucién. Podria, en teoria,
existir otra solucién que fuese dinamica.

Desde un punto de vista fisico determinista la falta de unicidad no tiene
sentido, pues supondria que a partir de condiciones iniciales dadas es impo-
sible predecir el estado o la evolucién de un sistema. Esto de hecho ocurre
en la dindmica para el caso de los sistemas cadticos, en los que el desorden
(“caos”) se debe en realidad a una gran sensibilidad frente a perturbaciones
pequenas, haciéndose en la practica impredecible su evolucién.

Veamos un sencillo ejemplo de sistema que posee soluciéon no tnica, esta-
tica y dinamica:

mi =k ’\/ ]a:|‘ : siendo m,k >0 (13.7)
La solucién estatica es obviamente:
z=20

Sin embargo, existe asimismo una soluciéon dindmica dada por:

- ¢
T Tadm?

basta sustituir en (I3.7) para comprobar que esta solucién cumple efectiva-
mente la ecuacion.

Matematicamente, la condicién de unicidad se expresa por la Condicion
de Lipschitz:



13.6 Capitulo 13. ESTATICA

Se dice que una funcién Q)(g;, t), definida en un Dominio D cumple
la condicion de Lipschitz respecto de las variables {q;} si se puede
encontrar una constante k tal que Vq; € D y VAgq;,

Q(ai + Agi, t) — Qg t)] <k Y |Agy| (13.8)

La constante k se denomina constante de Lipschitz.
Si el Dominio D es convexo, un requisito suficiente para la condicion de

Lipschitz es que existan derivadas parciales , ¥ que estén acotadas en D.

Jq;

La funcién (I37) propuesta en el ejemplo anterior no podemos garantizar
que cumple la condicién de Lipschitz en x = 0, pues no existe alli su derivada.
por tanto, no esta garantizada la unicidad de la solucién, que de hecho hemos

visto no es unica.
t F(z)
------------------------------ /|2 T Figura 13.1: Sistema go-

) g bernado por la ecuacion
mi = k‘\/m; la solucion
estdatica en x = 0 no es uni-
ca, debido a la no derivabi-
lidad de la funcion de fuer-

- za en este punto.

13.3. Estabilidad del Equilibrio

13.3.1. Concepto de Estabilidad

Una perturbacién del equilibrio en que se alteren las coordenadas {¢;}, o
bien se ponga en movimiento el sistema con velocidades iniciales {¢; # 0},
dara lugar a una evolucion dindmica del sistema, en la que obviamente la
configuracién varia respecto de la posicion de equilibrio.

Se dice que el equilibrio es estable cuando la variacion respecto de la po-
sicion de equilibrio esta acotada, llegando a ser tan pequena como queramos
al hacer la perturbacion suficientemente pequena. En términos mas precisos,
y suponiendo que la posicién de equilibrio corresponde a {¢; = 0}, diremos
que el equilibrio es estable si para un valor € tan pequeno como se desee es
posible encontrar un valor § de forma que:

Ve, 30 tal que |qui| <9, |doi|l <0 = |q|<e

En este caso lo que ocurre es que las fuerzas que se originan en esta
perturbacion tienden a devolver al sistema a su posicién de equilibrio.
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Figura 13.2: Ejemplos de equili-
brio estable, inestable e indife-
rente.

Por el contrario, se dice que el equilibrio es inestable cuando la confi-
guracion del sistema no estd acotada, ain para una perturbacién pequena,
perdiéndose por tanto la posicion de equilibrio. Las fuerzas tienden a separar
el sistema de su posicion de equilibrio.

Por tltimo, cabe hablar también de equilibrio indiferente, referido a per-
turbaciones en que se alteran tan sélo las coordenadas, pero no las veloci-
dades. En este caso las nuevas posiciones, cercanas a la posicion original de
equilibrio siguen siendo de equilibrio.

Restringiéndonos al caso en que las fuerzas provengan de un potencial V'
(Q; = —0V/0q;), es inmediato observar que la condicién de equilibrio (I3.6])
exige que éste adopte un valor estacionario en la posicién de equilibrio:

)%
agi ;=0

=0 (i=1,...n) (13.9)

El problema de la estabilidad del equilibrio es en realidad un problema de
dindmica, como se ha observado arriba, puesto que una vez que se perturba
la posicion de equilibrio, aunque sea ligeramente, se pierden las condiciones

estaticas (13.4)).

13.3.2. Condiciones de Estabilidad: Teorema de
Lejeune-Dirichlet

Supongamos un sistema en que las fuerzas provienen de un potencial
V:@Q; = —0V/0q;, y que ademds es auténomo: 0V /9t = 0. Sabemos que
en el equilibrio debe cumplirse 9V /dq; = 0, por lo cual V' adopta un valor
estacionario en dicho punto. La condicion analitica para la estabilidad del
equilibrio viene dada por el teorema de Lejeune-Dirichlet, que afirma:
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“Si el potencial V' es minimo en la posicion de equilibrio, ésta es
estable”

Cuando el potencial toma un valor estacionario correspondiente a un maximo,
por el contrario, el equilibrio es inestable. En el caso en que V' sea estacionario
pero no corresponda ni a un minimo ni a un maximo, el caracter del equilibrio
es en principio dudoso, pudiendo corresponder a situaciones de equilibrio
indiferente o inestable.

Veamos en primer lugar una justificacion del teorema mediante un razo-
namiento sencillo e intuitivo, basado en la conservacién de la energia total,
E = T + V. Dicha energia debe conservarse, al provenir las fuerzas de un
potencial auténomo. Supongamos una perturbacion del equilibrio, que es-
té asociada bien a un cambio de las coordenadas {¢;} o de las velocidades
{¢;}, o de ambas al tiempo. En cualquier caso, y asignando (sin pérdida de
generalidad) valor nulo al potencial en la posicién de equilibrio, en ella la
energia total es nula; la perturbacion inicial del mismo esta asociada a una
energia pequenia € = AFE de forma que en la evolucién posterior (dindmica)
se cumple:

e=T+V

Si en la posicién de equilibrio V|, = 0 es un minimo local, al separarse
ligeramente del mismo sera V' > 0. Por otra parte la energia cinética también
se anula en la posicién de equilibrio y su caracter esencialmente positivo
obliga igualemente a que sea T' > 0. Al ser T+ V = ¢, esto indica que ambos
deben estar acotados:

T+V =g, T>0V>0 = T<eV<e

La regularidad de V' y T como funciones de las coordenadas y de las velo-
cidades respectivamente hacen que esta condicién sea equivalente a que las
coordenadas y las velocidades se mantengan igualmente pequenas, aseguran-
do por tanto la estabilidad.

Por el contrario, si V' esta en un punto de maximo, al apartarse del equi-
librio es V' < 0, por lo cual la energia cinética T debe crecer para mantener
la suma igual a €, apartandose el sistema cada vez mas de la posicion de
equilibrio, con lo que éste sera inestable.

Es posible realizar una discusion algo mas precisa de la estabilidad ba-
sandose en el desarrollo en serie de V' (I1.12]):

ov 1 0V

Viq)=VO0)+ —| ¢+ = ——| ¢q;+ ... 13.10
(@) =V(O) + G| a5 | ao (13.10)
—— ———

ij

Al linealizar el sistema despreciando en el desarrollo anterior los términos
de orden superior al segundo, tal como se vié en el capitulo [I1] al estudiar
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las pequenas oscilaciones, el movimiento en general se puede describir como
combinacién lineal de exponenciales del tipo (I1.22):

{at)} =) Ci{ap}eV™! (13.11)

estando los autovalores A\ definidos por la expresion (I1.29):

(K]
M e TM ) 1512

donde el denominador debe ser positivo al corresponder la matriz [M] a la
forma cuadratica de la energia cinética T" (definida positiva). Si el numerador
es positivo, por la definicién de K] = [k;;] en (I3.10), quiere decir que se
trata de un minimo del potencial. Esta situacion corresponde a A\ > 0 y por
tanto wp = VAr € R, por lo cual las soluciones dindmicas del movimiento
son pequenas oscilaciones arménicas, acotadas, del tipo (IT.24):

{a(t)} = Z Bi{ay} cos(wit — dk)

Por el contrario, si el numerador en (I3.12)) fuese negativo, correspondiendo a
un maximo de V', seria A\ < 0, y sus raices serian imaginarias, &=/ A\ = %17 Sj.
Los sumandos correspondientes en la solucién (I3.I1)) serdn

C’l{ak}eskt + C’g{ak}e_skt.

Este término no esta acotado al incluir una exponencial creciente, lo que
equivale a equilibrio inestable.

Puede tedricamente darse el caso de que V' sea minimo pero que el nu-
merador en ([3.12) sea nulo, siendo entonces los términos pares de orden
superior al segundo en (I3.10) los encargados de hacer cumplir la condicién
de minimo, AV > 0. La matriz [k;;| serfa entonces semidefinida positiva,
siendo preciso para evaluar la estabilidad un estudio mas detallado de los
términos de orden superior.

El hecho de que el potencial sea minimo corresponde a que las fuerzas
que se generan en el sistema al perturbar la posicion de equilibrio,

2
q;04;

que son fuerzas pequenias (del orden de g;), tiendan a recuperar la posicién

de equilibrio. Si existen ademads fuerzas de tipo viscoso (proporcionales a

las velocidades ¢;) éstas no alteran la naturaleza del equilibrio puesto que

son infinitésimas para alteraciones de las posiciones préximas al equilibrio.

En efecto, producida una perturbacion en coordenadas, estas fuerzas de tipo
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viscoso no tenderian ni a devolver ni a apartar al sistema de la posicién de
equilibrio si las velocidades son cero, o practicamente cero.

Por el contrario, hay resistencias pasivas como el rozamiento que toman
un valor finito ante cualquier intento de desplazamiento, en el sentido de im-
pedir el mismo. En este caso si pueden resultar estabilizadoras del equilibrio,
creando lo que se puede llamar “zonas” de equilibrio estable (el equilibrio
estable se produce no sélo en el punto de minimo potencial V', sino en un
dominio finito en que las fuerzas de rozamiento garantizan la estabilidad).

Una consecuencia practica inmediata del teorema de Lejeune-Dirichlet es
el teorema de Torricelli, para sistemas sujetos al campo gravitatorio simpli-
ficado. Este afirma que

Para un un sistema sometido a un campo gravitatorio uniforme,
las posiciones de equilibrio estable son las que corresponden a los
minimos de la altura (coordenada vertical) del centro de masas.

En efecto, el potencial del sistema es

V= Zmigzi = Mgzqg

por lo cual, el minimo de z4 coincide con el minimo de V', lo que garantiza

la estabilidad.

13.4. Equilibrio de una particula

13.4.1. Particula libre

Para fijar ideas desarrollaremos en la practica los conceptos de equilibrio
expuestos arriba, comenzando por el sistema mas simple, una particula o
punto material libre. Las coordenadas generalizadas pueden ser las tres coor-
denadas cartesianas (z,y,2), o bién las coordenadas en otro sistema como
cilindricas, esféricas, etc. (ver apartado [2Z2).

La condicién de equilibrio es

F=0 (13.13)

donde F es la resultante de todas las fuerzas ejercidas sobre la particula. En
general, F' serd funcién de la posicién de la particula, lo cual nos permite
plantear el sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas que define las posiciones
de equilibrio.

Si F' (bien todas o algunas de sus componentes) depende a su vez del tiem-
po, es decir si se trata de un sistema no auténomo, para que haya equilibrio
serd necesario conseguir la anulacién de F'(t) en todo momento.
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Si las fuerzas provienen de un potencial V', la condiciéon de equilibrio

([I313) equivale a
ov_ov_ov_
or Oy 0z
es decir, V' ha de tomar un valor estacionario. Para que este equilibrio sea
estable, tal y como hemos visto con anterioridad, este punto debe constituir
un minimo de V| lo que queda garantizado si la matriz de derivadas segundas
es definida positiva:

(13.14)

0’V 0V 0*V
Ox? O0xdy 0x0z

o’V 9V 0V

0
oyox  0y> Oyoz ~

o*vV 9PV 9*V
0z0x 0z0y 022

Un resultado elemental de algebra matricial es que para que una matriz
sea definida positiva todos sus menores principales han de ser positivos, lo
cual en nuestro caso se traduce en tres inecuaciones, al ser la matriz de orden
tres.

Conviene observar que, en el caso de emplear coordenadas curvilineas y
que estas no sean regulares en todo el dominio, en los puntos de singulari-
dad no sera posible aplicar el criterio anterior. Esto ocurre, por ejemplo, en
coordenadas esféricas para los puntos de latitud A = £7/2. En estos puntos
es necesario realizar un cambio a otras coordenadas regulares para estudiar
el equilibrio.

Por tltimo, este caso sencillo permite hacerse una idea intuitiva de la na-
turaleza de las fuerzas estabilizadoras para una posicion de equilibrio estable.
En efecto, éstas quedan definidas por el gradiente de V' con signo cambiado,

F = —ﬂ =—gradV
dr

vector que va dirigido hacia los puntos de minimo valor de V', es decir en
direccién contraria a los puntos de maximo V. Por tanto, en el primer caso
las fuerzas tienden a recuperar la posicién de equilibrio, mientras que en el
segundo alejan a la particula de esta posicion.

13.4.2. Particula ligada a una superficie

Consideramos la superficie definida por la expresion analitica

f(r)=0 (13.15)
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/
/

Figura 13.3: Particula ligada a / 4
una superficie /

““““““““““

Supondremos una particula ligada de forma bilateral a la superficie me-
diante un enlace liso, por lo que la reaccién sobre la particula serda normal a
la superficie:

N = )\grad f (13.16)

La condicién de equilibrio requiere la anulacién de la resultante de sumar
fuerzas aplicadas (F') y reaccién (IN):

F+ X gradf=0 (13.17)

Las cuatro incégnitas (coordenadas (x,y, z) de la particula y multiplicador
A) se resuelven mediante las cuatro ecuaciones escalares que se deducen de
(3.15) y (I3.17).

En el caso en que la ligadura no sea bilateral, pudiendo la particula aban-
donar la superficie por una de sus caras, la reaccién (I3.16) no puede tomar
un valor cualquiera, sino que se verd limitado a A > 0 6 A < 0 segun la
cara libre. El método a seguir en este caso es solucionar el problema igual
que si la ligadura fuera bilateral, para comprobar después el signo de \. Si
éste es el adecuado, se da por valida la solucion; si no, la particula habria
abandonado la superficie y se rehace el calculo considerandola libre a partir
de ese instante.

Por lo general, en lugar de resolver directamente para las cuatro varia-
bles (z,y,z,\), es preferible un planteamiento més sencillo empleando la
definiciéon paramétrica de la superficie, en funcion de dos parametros u y v.
Notemos que la ecuacién ([I3.16]) expresa simplemente que la fuerza aplicada
F ha de ser normal a la superficie, lo que equivale a que sea normal a dos
vectores tangentes a la misma, Or/du y Or/0v:

or or
— =0, F-—=0 13.18
ou ’ ov ( )
estas dos ecuaciones, en funcién de las variables u y v, definen las posiciones
de equilibrio sobre la superficie. En el caso particular en que F provenga de
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un potencial, (I3.I8]) equivale a:

ov. or oV (u,v)

= T e O
ov. or ov(u,v)
“or e Y T T U

es decir, equivale a que el potencial V(u,v) expresado como funcién de las
coordenadas (u,v) de la superficie, sea estacionario. De hecho, podriamos
haber considerado desde un principio (u,v) como las dos coordenadas gene-
ralizadas del sistema, lo que nos habria conducido directamente al resultado
anterior.

La estabilidad del equilibrio se estudiara mediante la matriz de derivadas
segundas de (u,v),

oV o
ou?  Oudv
evoov |
ovou  Ov?

analizando si es definida positiva. Volvemos a hacer la observacion, aqui mas
pertinente si cabe, de la comprobacién de la regularidad de las coordena-
das. En una superficie por lo general las coordenadas seran curvilineas y es
bastante comin que existan puntos en los que el mapa paramétrico no sea
regular.

Por ultimo queda por estudiar el caso de que la superficie no sea lisa,
existiendo una componente tangencial de la reaccién debida al rozamiento.
Dejaremos esto para mas adelante, en el apartado [13.7] en que se trataran las
resistencias pasivas debidas al rozamiento.

13.4.3. Particula ligada a una curva

Consideramos la curva I' definida por las ecuaciones
f(r)=0; g(r)=0. (13.19)

Supongamos una particula ligada a I' mediante una ligadura bilateral y
lisa, por lo que la reacciéon normal de I' sobre la particula serda normal a
la curva. Esta normal, como sabemos, no es unica, expresandose en general
como combinacion lineal:

N = )\grad f + ugradg

para A y p arbitrarias. Si ademas actia sobre la particula una fuerza aplicada
F', el equilibrio requiere F' + IN = 0, es decir

F+ ) grad f+pugradg =0 (13.20)
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Figura 13.4: Particula ligada o )/

una curva T lisa: para el equilibrio — / N
la fuerza aplicada F debe anular
la reaccion normal N .

El problema queda planteado pues con 5 ecuaciones escalares (I3.19) y

(I3:20)) para las 5 incognitas (z,y, z, A, ).
En la practica, el planteamiento expuesto arriba puede resultar demasiado

engorroso, pudiendo ser preferible el empleo de la descripcién paramétrica de
la curva, en funcién de un parametro u:

I': uw—r(u)

La expresién de equilibrio (I3:20) establece simplemente que F' sea normal a
la curva, cuya direccién en un punto viene definida por su tangente dr/du.
Por tanto, equivale a

dr
i 0 (13.21)
resultando una tnica ecuacién en funcién del parametro u, que define el o los
puntos de equilibrio.

En este caso, aunque F'(r) no se haya obtenido a partir de un potencial,
admitiendo que sea una funciéon continua, siempre sera posible obtener una
determinada funcion potencial definida sobre la curva,

Vl(u):—/FF-dr

de forma que el equilibrio corresponde a los puntos en los que Vi(u) es esta-
cionario. En efecto, para un elemento dr sobre I,

F~dr:F‘%du
du

por lo que la derivada de V; coincide con (I3.21)):

dVi(u) dr
du du 0

Si F' se obtuvo a partir de un potencial general en el espacio V(r), légica-
mente el potencial sobre la curva coincidira con aquél:

vl(u):—/—gradv.dr:/dvzv«r(u))
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La estabilidad del equilibrio correspondera légicamente a los minimos de la
funcién potencial,

d?v;

du?
Por tltimo, en los casos en que la ligadura no sea lisa y puedan existir fuerzas
de reaccion tangentes a la curva, habrd que proyectar las fuerzas aplicadas
segln la tangente para establecer la inecuacién de rozamiento. Volveremos a
este aspecto en el apartado [13.7 en que se trata del rozamiento.

> 0.

13.5. Equilibrio de un sistema de particulas

13.5.1. Ecuaciones cardinales de la estatica

En el caso de un sistema de NV particulas, el equilibrio del mismo equivale
al de cada una de sus particulas:

F;=0 (i=1,...,N) (13.22)

donde F'; es la fuerza total sobre cada particula 7, resultante de fuerzas ex-
teriores e interiores:

Fi _ F?xt 4 F;nt

La aplicacién de las condiciones de equilibrio (I3.22) puede resultar muy
trabajosa, al tenerse que realizar para cada una de las N particulas. En el
caso de medios continuos, rigidos o no, constituidos por infinitas particulas,
es practicamente imposible. Por lo tanto es necesario obtener ecuaciones y
condiciones de tipo global que caractericen el equilibrio de un sistema en su
conjunto. Ademas, las ecuaciones (I3.22)) tienen el inconveniente de que inter-
vienen tanto las fuerzas activas como las reacciones, a menudo desconocidas
a priori.

El estudio del equilibrio se puede hacer particularizando algunos de los
principios generales de la dindmica de sistemas estudiados en el capitulo 6.

En primer lugar, al sumar (I3.22]) para todas las particulas del sistema, las
fuerzas interiores se anulan dos a dos (apartado [6.2.1]), por lo que se obtiene

N
F=) F"=0 (13.23)
=1

tomando momentos de las fuerzas respecto de un punto cualquiera, sumando
los mismos obtendremos otra ecuaciéon analoga:

N
Mo=)» rANF =0 (13.24)

=1
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Al igual que en el apartado hemos considerado que las fuerzas internas
son centrales, por lo que sus momentos se anulan dos a dos.

Las ecuaciones (I3:23) y (I3.24)), denominadas ecuaciones cardinales de
la estdtica, contituyen un conjunto necesario de condiciones que han de cum-
plirse para que todo sistema esté en equilibrio. En el caso general de un
sistema tridimensional seran 6 ecuaciones, mientras que para un sistema pla-
no se tratara de 3 ecuaciones. Estas ecuaciones equivalen a establecer que el
sistema de fuerzas, como sistema de vectores deslizantes, sea un sistema nulo
(resultante y momento en un punto nulos).

Como se ha dicho, las ecuaciones cardinales constituyen condiciones nece-
sarias pero no siempre suficientes para el equilibrio de un sistema. Dicho de
otra manera, el que en un sistema actie un conjunto de fuerzas de resultante
y momento nulos no es garantia de que el sistema esté en equilibrio.

-

Figura 13.5: Dos sistemas en los que las fuerzas actuantes tienen resultante
y momento nulos, y sin embargo no estan en equilibrio.

Como ejemplos ilustrativos de esta afirmacion basta considerar sistemas
en los que pueda haber movimiento relativo entre sus partes, como se muestra
en la figura [I3.5

Un método general para establecer el equilibrio es subdividir el sistema
global en subsistemas, de forma que al aplicar las ecuaciones (I3.23)) y (I3.24))
a cada subsistema resulten condiciones necesarias y suficientes para el equi-
librio del mismo. Adelantaremos que para el caso de los sélidos rigidos estas
ecuaciones si son suficientes para garantizar el equilibrio, lo que se demostra-
ra en el apartado [I3.6} por tanto buscaremos una subdivisién en subsistemas
rigidos, sin movimiento relativo interno. Légicamente, al partir un sistema
en varios subsistemas las fuerzas ejercidas entre unos y otros, que antes eran
internas y no aparecian en las ecuaciones, pasan a ser externas y aumentan
por tanto el niimero de incognitas. Sin embargo también aumenta el niime-
ro de ecuaciones (6 por cada subsistema nuevo), de forma que se obtiene
finalmente igual nimero de ecuaciones que de incognitas.
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13.5.2. Principio de los Trabajos Virtuales

Este principio fue enunciado en el apartado como un principio basi-
co de la mecénica, equivalente a las leyes o principios de Newton-Euler. Sus
caracteristicas esenciales que nos seran de utilidad son dos: por una parte,
establece una condicion global para el equilibrio de un sistema; por otra, per-
mite eliminar todas las fuerzas de reaccion correspondientes a enlaces lisos,
reacciones que por lo general son desconocidas a priori.

Recordemos aqui simplemente el enunciado expuesto en Se llaman
desplazamientos virtuales {0r;} a cualquier conjunto de desplazamientos infi-
nitésimos (tan pequenos como se desee) tomados en un instante dado. En ge-
neral, no es necesario que los desplazamientos virtuales respeten los vinculos;
sin embargo nos interesa restringir éstos a los denominados desplazamientos
virtuales compatibles, que si respetan los vinculos lisos.

Se considera un sistema sometido a fuerzas activas {f;} y reacciones de
enlaces lisos { R;}. El trabajo virtual desarrollado por estas reacciones es nulo
para {dr;} compatibles. Por tanto, la condicién necesaria y suficiente para
el equilibrio es que el trabajo virtual de las fuerzas aplicadas sea nulo, para
cualquier conjunto de desplazamientos virtuales compatibles con los enlaces:

N
oW = Z fi-or;=0  V{dr;} compatibles

En el caso en que existan enlaces no lisos, el principio se aplica igual-
mente pero considerando las fuerzas de rozamiento (que si realizan trabajo
virtual) como fuerzas activas. lo mismo habremos de hacer si existe alguna
reaccién de un enlace, liso o no, cuyo valor deseemos calcular. Esto ultimo
serd necesario realizarlo en cualquier caso si los enlaces son unilaterales, con
objeto de comprobar a posteriori el signo de la reaccién obtenida, para ver
si es compatible con la inecuacién del enlace.

Como ejemplo de aplicacion, consideremos el sistema del muelle de la
figura [[3.5 Llamaremos x a la elongaciéon del resorte medida desde la posi-
cién natural del mismo, y sea su constante K. Tomaremos el desplazamiento
virtual 0z, obteniendo el trabajo virtual como

W =Féxr — Kz dx =0

donde Kz es la fuerza interna debida al resorte, que actia en sentido contrario
a x. Al ser dx arbitrario, se llega inmediatamente a la condicién de equilibrio

F=Kzx

Como segundo ejemplo consideremos la aplicacion del principio para calcular
el valor de una reaccion de apoyo. Sea la viga biapoyada de la figura [13.6], de
longitud total [, en la que se desea calcular el valor de la reaccién vertical en
A, Ry.
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A B
P)
RB RA
Figura 13.6: Para calcular la reac- ; b : 3
: ot fot

cion en A “liberamos” la coac-
cton correspondiente para calcu-
lar el trabajo virtual considerando
R como fuerza activa

Para ello “liberamos” el apoyo en cuestién y lo sustituimos por una fuerza
incognita R4. Los desplazamientos virtuales compatibles son los debidos al
giro respecto del apoyo B, que viene caracterizado por el descenso ¢ en A.
Expresando la nulidad del trabajo virtual:

sw =P (25) = Rad) =0
(7) - Rat0)

al ser ¢ un valor arbitrario, se elimina para obtener

b
RA:PI

a
Analogamente obtendriamos la reaccion en el otro apoyo, Rg = P—.

[

13.6. Equilibrio del Sélido Rigido

13.6.1. Aplicacion del Principio de los Trabajos Vir-
tuales

Es posible obtener las condiciones generales de equilibrio del sélido rigido
en un caso general aplicando el Principio de los trabajos virtuales. Toma-
remos para ello desplazamientos virtuales compatibles con la condicién de
indeformabilidad del sélido. Estos han de cumplir una relacién similar a la
([@10) que define el campo de velocidades del sélido:

Ui:’l)o‘f—ﬂ/\’l"i

Las magnitudes v; pueden ser consideradas como “velocidades virtuales” com-
patibles. Analogamente, los desplazamientos virtuales compatibles son:

or; =0ro +0p Ar;

para valores arbitrarios pequenos de drp y d¢p.
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Expresamos ahora el trabajo virtual:
oW = ZF’ - 0Tro +Z((5cp/\’ri) - F
denominando
FE R
MO déf Z’I”i /\fot,

se obtiene

5W:F~5ro+5go~2ri/\Fi

:F-(S’I‘()—i-Mo-(SQO

Puesto que drp v d¢ pueden tomar valores arbitrarios, se deduce inme-
diatamente que las condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio son
F =0y My = 0, que coinciden precisamente con las ecuaciones cardinales
de la estatica, (I3.23) y (I3.24)). Al contrario de la observacién realizada en-
tonces para un sistema general, en este caso particular (sélido rigido) hemos
concluido, gracias al principio de los trabajos virtuales, que las ecuaciones no
son solo necesarias sino también suficientes. Resumiendo, podemos afirmar:

En un solido rigido la condiciéon necesaria y suficiente para el
equilibrio es que el Sistema de Vectores Deslizantes formado por
las fuerzas externas sobre el solido sea un sistema nulo:

F=) F"=0

Mo :ini/\Ff“ =0

Podriamos haber alcanzado esta misma conclusiéon mediante la particu-
larizacion de las ecuaciones de la dindmica del sélido, (9.1) y (9.2) 6 (9.3),
para las condiciones de la estatica. En efecto, en el equilibrio es ag = 0, y
H; = Hy = 0 (constantes), por lo que se deducen de las citadas ecuaciones
F =0y My = 0 como condiciones necesarias y suficientes.

Del resultado anterior se pueden deducir diversos corolarios de interés
practico:

COROLARIO 1.- Si sobre un sélido actia un sistema de fuerzas, éste
puede ser sustituido por otro sistema de vectores deslizantes equivalente (es
decir, con igual resultante y momento en cualquer punto, lo que se denomina
también equipolente), sin alterar las condiciones de equilibrio.

En efecto, la diferencia entre los dos sistemas seria un sistema nulo, que
como hemos visto no altera el equilibrio.
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COROLARIO 2.- Si sobre un sélido actian dos fuerzas, estara en equili-
brio si y sélo si ambas siguen la misma recta de accién, con el mismo médulo
y sentidos opuestos.

En efecto, es la tinica forma de que las dos fuerzas constituyan un sistema
nulo.

COROLARIO 3.- Si sobre un sélido actian tres fuerzas, para que haya
equilibrio éstas deben ser coplanarias y cortarse en un mismo punto.

La justificacion es evidente, ya que de otra forma es imposible que el
sistema resultante sea nulo.

En el caso en que el sélido tenga el movimiento restringido por enlaces o
ligaduras, vale la pena distinguir varios casos:

Sélido libre: Los valores de los desplazamientos virtuales drp y d¢ son
independientes; por tanto para el equilibrio han de ser nulas tanto la
resultante como el momento de las fuerzas aplicadas

F=Mp=0

Solido con un punto fijo: En este caso hay un punto O fijo por lo cual
podemos tomar érp = 0; la nulidad del trabajo virtual no impone por
tanto restriccion alguna sobre F', siendo la condicién de equilibrio

Mo=0

Sélido con eje fijo: sea el eje fijo (O, e); los desplazamientos compatibles
son por tanto 0rp || e, ¢ || e, por lo que se obtienen las condiciones
de equilibrio

F.-e=0, M-e=0

es decir, las proyecciones de F'y M sobre e deben anularse para el
equilibrio.

13.6.2. Sistemas isostaticos e hiperestaticos

En la estatica el objetivo suele ser determinar en primer lugar las confi-
guraciones o cargas exteriores para el equilibrio, para a continuacién calcular
las reacciones en los enlaces o apoyos.

Los casos particulares comentados en el apartado anterior corresponden a
sustentaciones que dejan al sistema con algtin grado de libertad. Al permitir
el movimiento, se necesita para el equilibrio que una o mas componentes de
las fuerzas o momentos sea nulo.

Si se aumenta el nimero de coacciones del sélido, se llega a un punto
en que no se permite ningin grado de libertad de movimiento: el sistema
estard entonces en equilibrio para cualquier conjunto de cargas exteriores
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(siempre que no se supere la resistencia de rotura de los enlaces). Es el caso,
por ejemplo, de un sélido con un eje fijo por un cojinete cilindrico, restrin-
giendo ademaés el movimiento de traslacién en la direccién del eje y el de
rotacién alrededor del mismo. Las reacciones tendrian 6 componentes, que se
determinarian mediante las 6 ecuaciones cardinales de la estatica (I3.23)) y

Figura 13.7: Sustentaciones isosta-

tica e hiperestdatica de una viga: en

el sequndo caso las ecuaciones de

| ] la estdtica no son suficientes para

A\ Q Q calcular las reacciones en los apo-

X TYA TYC Vi %{os; se dice gue existen reacciones
redundantes”.

. HoN
T

a) isostética

b) hiperestatica

Para fijar ideas consideremos un sistema plano, formado por una viga
recta biapoyada, en el que uno de los apoyos es una articulacién y el otro un
apoyo simple que permite el desplazamiento horizontal (figura [I3.7],)

En este caso las tres ecuaciones de la estatica (M = 0; F, =0; F, =0)
permiten calcualar las tres reacciones incognitas, X4, Y4 e Yp, para cualquier
conjunto de cargas exteriores. Decimos que la sustentacién es isostdtica, ya
que el numero de incégnitas a determinar, provenientes de las reacciones de
enlace, es igual al nimero de ecuaciones de la estatica.

Imaginemos ahora que a la misma viga se le coloca otro apoyo C' inter-
medio, que restrinja tan sélo el movimiento vertical en ese punto. Para un
conjunto dado de cargas exteriores tenemos ahora 4 reacciones incognitas
(Xa,Ya,Yp,Yo) y tan sélo 3 ecuaciones de la estdtica. Se dice que el sistema
es estaticamente indeterminado o hiperestdtico, debido a que posee apoyos
redundantes, que “sobran” para garantizar el equilibrio.

Desde el punto de vista de la estética de sistemas rigidos no existe ningtin
truco ni procedimiento que permita resolver este problema. Esta correcta-
mente planteado, ocurriendo que no tiene solucion mediante el solo empleo
de las ecuaciones globales de equilibrio. Es pues necesario obtener ecuaciones
adicionales que proporcionen alguna relacién mas entre las incognitas. Estas
ecuaciones se obtienen a través de considerar la deformabilidad de la estruc-
tura (aplicando las técnicas que se estudian en la resistencia de materiales
o en el célculo de estructuras). A partir del estudio de la deformabilidad de
los sélidos y las estructuras, asi como de las ecuaciones de comportamiento
de las mismas que ligan las deformaciones internas con las tensiones, se ob-
tienen las ecuaciones adicionales necesarias. El estudio de estos aspectos se
halla fuera del alcance de este curso.
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13.7. Reacciones en los enlaces

Los enlaces, ligaduras o apoyos son dispositivos que restringen de alguna
manera los movimientos del sistema.

Ya se han discutido las caracteristicas generales y la clasificacién de los
mismos en el apartado y en este mismo capitulo, en el apartado 1311
Vimos entonces que los enlaces de tipo bilateral se pueden definir mediante
ecuaciones bien del tipo (I3.2]) si son holénomos, o bien del tipo (I3.3]) si son
anholonomos.

Las restricciones al movimiento estan asociadas a fuerzas de reaccion o
reacciones de los enlaces, que son las acciones necesarias para impedir o coac-
cionar los movimientos que los enlaces restringen. Estas fuerzas se denominan
de reaccion porque sélo se producen como reaccién o respuesta a un intento
de realizar el movimiento que el enlace prohibe. Su valor por tanto no es co-
nocido a priori, sino sélo como consecuencia de la solucién de las ecuaciones
del equilibrio (o de la dindmica en su caso). De ahi que nos interese en gene-
ral un procedimiento de solucién que, en primera instancia al menos, elimine
de las ecuaciones las reacciones desconocidas en los enlaces. Esta es una de
las ventajas principales del principio de los trabajos virtuales, expuesto en el
apartado [13.5.2]

El célculo de las reacciones en los enlaces se realiza entonces en una segun-
da instancia, una vez que se conocen las posibles configuraciones de equilibrio.
La obtencion de las reacciones puede ser necesaria por diversos motivos: bien
para realizar una comprobacion de la resistencia de los propios dispositivos
de apoyo o ligadura, bien para conocer los esfuerzos que se transmiten a
otros sistemas colindantes, o bien para realizar un calculo mas detallado de
los mecanismos de transmision de los esfuerzos, como por ejemplo las roscas
de los tornillos, o los cojinetes de los ejes.

En otros casos puede no ser conveniente o practico plantear el problema
mediante trabajos virtuales. Este es el caso, por ejemplo, de los enlaces ru-
gosos que si realizan trabajo virtual. Es preciso conocer la naturaleza de los
esfuerzos que realizan para plantear las ecuaciones de la estatica.

En lo que sigue hablaremos brevemente de ambos tipos de enlaces: en
primer lugar las ligaduras lisas, y a continuacién las que transmiten fuerzas
de contacto de rozamiento.

13.7.1. Enlaces lisos

Apoyo simple.- La reaccién corresponde a la que se produce entre dos
superficies tangentes que se tocan en un punto, permitiendo el deslizamiento
relativo entre ambas.

Sabemos por lo estudiado en cinemética (apartadod.5.3]) que las velocida-
des de los puntos en contacto correspondientes a cada uno de los dos sélidos
han de estar contenidas en el plano tangente comun. Estas velocidades, co-
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rrespondientes a particulas de cada solido, no tienen porqué ser iguales; en el
caso en que lo sean estaremos en condiciones de rodadura, y en caso contrario
existira deslizamiento.

En cualquier caso, si el enlace es liso, para que la reaccion no realice
trabajo ésta deberd ser normal a las superficies en contacto.

En general, este tipo de apoyo es compatible con una rotacién relativa
entre ambos sélidos, rotacién que puede descomponerse tal como se discutio
en el apartado en rodadura 'y pivotamiento.

Figura 13.8: Apoyo simple entre T TN
superficies lisas. /

Rétula esférica.- Esta unién entre dos sélidos puede considerarse, de ma-
nera idealizada, como una protuberancia esférica de uno de los sélidos que se
inserta en una oquedad de la misma forma en el otro. Si ambas superficies
son lisas, las fuerzas de contacto entre ambas seran radiales, siendo la resul-
tante por tanto un vector que pasard por el centro de la esfera, en direccién
arbitraria.

Figura 13.9: Rétula esférica ma-
terializada como una esfera soli- ©
da incluida en una oquedad 1gual- P

mente esférica.

En definitiva, este enlace impone tres coacciones (las coordenadas (z, vy, z)
del centro de la esfera) y la reaccién tiene consiguientemente tres incégnitas,
las tres componentes del vector (R, Ry, R.).



13.24 Capitulo 13. ESTATICA

Articulacién plana.- Constituye el caso correspondiente a la réotula es-
férica para el movimiento plano. En él las coacciones son dos (coordenadas
(x,y) del centro de la articulacién), de igual manera que las componentes de
la reaccién (R,, R,), que pasard por el centro de la articulacién y tendrd una
orientacion arbitraria en el plano.

. @ . < Figura 13.10:  Articulacion
- plana

Arbol circular en cojinete cilindrico.- Se trata en este caso de una su-
perficie cilindrica circular que penetra en una oquedad igualmente cilindrica.
Al ser las fuerzas normales al cilindro, reduciendo éstas a un punto O de su
eje, se obtiene una reaccién de componentes (R, R,) (siendo z la direccién
del eje) y un momento de componentes (M, M,). Se considera que el cojinete
cilindrico permite el desplazamiento axial del eje (en direccién z), asi como
la rotacion del mismo, por lo que las tinicas componentes nulas de la reaccion

son R,y M,.
%

Figura 13.11: Enlace materializado me-
diante un arbol circular en un cojine-
te cilindrico, pudiendo deslizar segun la
direccion del eje. P2

P1

En algunos casos los cojinetes incorporan una coaccién al movimiento
axial, producida por un saliente o tornillo que se aloje en una garganta del
eje. En este caso la reaccién tendria también la componente R,, siendo en-
tonces equivalente a la articulacion plana mencionada arriba. El movimiento
permitido se reduce a la rotacién alrededor del eje Oz fijo.

Otra variante es el caso en que el alojamiento circular sea muy estrecho
en direccion axial, por lo que permitiria en la practica los giros segin las
direcciones no axiales e y. Por lo tanto, las componentes de la reaccién
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Figura 13.12: Enlace formado por una
Junta de revolucion que no permite des-
lizamiento en direccion azial.

serfan dnicamente R, y R,, normales al eje, sin momentos de ningtn tipo.
Este enlace equivaldria a una rétula esférica, en la que se permite ademas el
deslizamiento segun la direccién axial del eje cilindrico.

Empotramiento.- Es el enlace mas rigido, consistiendo en una soldadura
o unién perfecta entre los sélidos. No admite movimientos relativos de trasla-
cion ni de rotacién. entre los dos sélidos, por lo que las reacciones incognitas
son seis: las fuerzas (R,, R, R.) y los momentos (M,, M,, M,) en el punto
de empotramiento.

Figura 13.13: Empotramiento: no —
admite desplazamiento ni giros i
relativos.

En el caso del movimiento plano légicamente las reacciones quedan redu-
cidas a tres, (R,, R,) para las fuerzas y M, para el momento.

Las cuerdas o hilos.- Los hilos son capaces de transmitir esfuerzos tan
solo en su propia direccién y en el sentido de traccion, es decir, en el que
tiende a estirar al hild?.

Por tanto, la reaccién tendra una unica componente (7'), denominada
tension del hilo. Al tratarse de un enlace de tipo unilateral, sera preciso
comprobar a posteriori el signo de la misma, comprobando que es de tracciéon
(T > 0). En caso que resultase de compresién (7' < 0) volverfamos a resolver
el problema “eliminando” el hilo, ya que obviamente no podria actuar en el
sentido de compresion.

3Consideramos aqui tan sélo hilos sin peso ni cargas distribuidas que siempre adop-
tan bajo tensién una configuracion recta, quedando los hilos curvos sometidos a cargas
distribuidas para el capitulo T4l
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Figura 13.14: Enlace proveniente
de un hilo. /

.

El método habitual para calcular a posteriori la tension del hilo es “cortar”
el hilo, sustituyéndolo por la accién de la tension T en cada uno de los dos
solidos que une, en la direccién del mismo.

En el contexto de la mecédnica de soélidos rigidos y de sistemas discretos
los hilos que se manejan son por lo general inextensibles. Los hilos reales
tienen siempre una cierta elasticidad, pudiendo estirarse segin la tension
aplicada, aunque en la practica generalmente sea muy poco. En esta asigna-
tura consideraremos que este estiramiento es despreciable, salvo que se diga
expresamente lo contrario.

13.7.2. Enlaces con resistencias pasivas; Rozamiento
Rozamiento entre superficies en contacto

En los enlaces reales, materializados mediante superficies sélidas en con-
tacto, no se da nunca de manera exacta el comportamiento ideal descrito
para los enlaces lisos. Los contactos reales no se producen entre superficies
geométricas lisas, sino que existen rugosidades e imperfecciones en las mis-
mas; por otra parte, al ser comprimidos, los sélidos se deforman, con lo que
el contacto no es puntual. La lubricacién de los contactos facilita el desliza-
miento entre las superficies, al hacer que el contacto se realice no de manera
directa sino a través de una pelicula de lubricante interpuesta.

Estos fenomenos contribuyen a hacer que las acciones de contacto reales
sean considerablemente més complejas que lo descrito en el apartado anterior,
y que ademas en muchos casos sea necesario condiderar reacciones de enlace
en forma de resistencias pasivas que desarrollan un trabajo. La naturaleza
de estas resistencias es tal que se oponen al deslizamiento relativo de los
puntos en contacto, de forma que el trabajo realizado por ellas es siempre
negativo, detrayéndose de la energia mecanica del sistema. De aqui el cardcter
disipativo de las mismas, que hace que la energia mecanica disminuya siempre,
siguiendo la segunda ley de la termodindmica.

Para la resistencia al deslizamiento de dos superficies en contacto, el mo-
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delo mas usual es el denominado rozamiento de Coulomb. Este modelo pos-
tula que si la fuerza normal que comprime a ambas superficies en contacto es
N, el contacto es capaz de desarrollar una fuerza de rozamiento en direccién
tangencial cuyo valor estd limitado por la desigualdad

R < uN

donde  es el denominado coeficiente de rozamiento de Coulomb.

Debe precisarse que esta inecuaciéon establece el valor maximo del roza-
miento que puede movilizarse en el contacto. No debe cometerse el error de
suponer que la fuerza de rozamiento toma siempre el valor uN; éste corres-
ponde tnicamente al valor méaximo que puede tomar.

En la practica, el rozamiento se moviliza de forma gradual. Supongamos
un contacto entre dos superficies en equilibrio bajo una fuerza normal a las
mismas de valor N. Si la accién se va inclinando ligeramente, se moviliza
simultaneamente el rozamiento necesario para equilibrar la componente tan-
gencial de la accién (R < uN). Llega un momento en que se alcanza el valor
méximo del rozamiento (R = u/N) y el punto de contacto comienza a deslizar.
Por tanto, el valor maximo u/N sélo se alcanza cuando se esta produciendo
el deslizamiento o cuando el contacto esta en el limite, a punto de deslizar.

Figura 13.15: En el modelo de roza-
miento de Coulomb la reaccion tangen-

cial (T') que se mowiliza es menor o
tgual como mdzrimo a p por la reaccion I;’,,N
normal (N), lo que permite definir el s = arctan
angulo de rozamiento ¢ = arctan p. N
R=T

El rozamiento de Coulomb tiene una interpretacién geométrica sencilla,
ya que el dangulo entre las componentes normal y tangencial de la reaccion
viene dado por

; R <
o= —
El deslizamiento se producira por tanto si este angulo supera el valor maximo

definido por
a < ¢ =arctgp,

es decir, la fuerza de reaccion estd contenida en un cono de rozamiento de
semiangulo ¢ y vértice en el punto de contacto.
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Por lo tanto la condicién de equilibrio, en relacion con las fuerzas aplicadas
en uno de los sélidos, es que éstas se reduzcan a una resultante aplicada en el
punto de contacto, cuyo angulo con la normal sea menor o igual que el angulo
de rozamiento ¢, es decir, que esté incluida dentro del cono de rozamiento.

La realidad es algo mas compleja que lo expuesto arriba, ya que se com-
prueba generalmente que al comenzar el deslizamiento el rozamiento tangen-
cial se reduce. Esto da lugar a dos coeficientes de rozamiento distintos: el
coeficiente estético antes del deslizamiento (p), valido hasta la situacion li-
mite, y el coeficiente dindmico (p/ < p), una vez comenzado el deslizamiento.
Asimismo, el coeficiente de rozamiento depende en la realidad de diversos
factores mas, como la lubricacion, el estado de las superficies en contacto, e
incluso de la presion entre ambas.

El rozamiento, como mecanismo elemental, es responsable de diversas
manifestaciones de resistencias pasivas en mecanismos de enlace, como se
describe a continuacién.

Resistencia al giro en el cojinete de una articulacién.- Sea una ar-
ticulacion formada por un cojinete que aloja a un eje cilindrico de radio R
(figura[[3.16]). Sobre el eje actiia una carga P, con una pequena excentricidad
de forma que tiende a hacer girar el eje en el sentido contrario a las agujas
del reloj.

El rozamiento en el contacto eje-cojinete produce una fuerza de valor
T < puP, y en el limite de deslizamiento T' = pP. Para que el eje comienze
a girar alrededor de si mismo, sera necesario un momento que contrarreste
el momento generado por esta fuerza de rozamiento, es decir M = uRP.
Denominando

Figura 13.16: Resistencia al giro
en cojinetes

se puede interpretar esta resistencia como el efecto de un momento resis-
tente al giro, de valor
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o M, <rP s% no existg giro en el cojinete,
M, =rP  siexiste giro.

Se puede interpretar que el valor del pardmetro r, con dimensiones de
longitud, define un circulo de rozamiento. Para que haya equilibrio la carga
exterior P, como vector deslizante resultante de las acciones, debe pasar por
dentro del circulo de rozamiento; si su eje de accion no intersecta el circulo,
se producira giro en el cojinete.

El mecanismo de resistencia al giro en una rétula esférica es similar a
éste, definiéndose un parametro r que define una esfera de rozamiento de
igual manera.

Resistencia al pivotamiento.- FEsta resistencia se origina por el hecho de
que el contacto entre dos superficies no es exactamente puntual, sino que por
la deformacion de las superficies, se produce contacto en una zona de exten-
sion finita. El giro de pivotamiento desencadena un rozamiento, que produce
un momento resistente alrededor del eje de pivotamiento. Este momento re-
sistente se caracteriza por un parametro € con dimensiones de longitud, de
forma que

M, < Ne

N M, < Ne si no existe pivotamiento,
M, = Ne si existe pivotamiento.

Resistencia a la rodadura.- Se trata de otro mecanismo de resistencia
pasiva muy comun, aunque en este caso no esta producido por el rozamiento
entre superficies. Distinguiremos dos casos, segiin se trate de una rueda motriz
o remolcada.

Rueda motriz.- Consideremos una rueda rodando sobre una superficie
plana, sobre la que actua una carga vertical P (figura 14.14). Se observa que
la reaccion N, considerada como vector deslizante, no esta situada bajo el eje
de la rueda, sino ligeramente adelantada. Esto se debe a que esta reaccion
es en realidad la resultante de las acciones de contacto en un area finita no
puntual, que tiende a deformarse hacia delante por efecto de la rodadura.

Se puede definir por tanto un coeficiente de resistencia a la rodadura 9,
con dimensiones de longitud, de forma que el momento resistente vale

M, < No si no existe rodadura,

<
M, < N¢ A { M, = N6 si existe rodadura.

Conviene recalcar que fisicamente este efecto no esta relacionado con el
rozamiento sino con la deformacién local del area de contacto. De hecho
en la rodadura se produce una fuerza de rozamiento (7" en la figura [317)
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Figura 13.17: Resistencia a la ro- l\ )
dadura de una rueda Motriz, so- \ ]
bre la que actia un momento M \ ’,//
y una carga P. \ /
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que, aunque pudiera resultar chocante a primera vista, lleva el sentido del
movimiento de avance de la rueda. Esto es debido a que el movimiento relativo
que tiende a producir el par M sobre el punto de la rueda en contacto tiene
sentido opuesto al avance (es decir, hacia atrds). Por tanto el rozamiento
“empuja” a la rueda en sentido opuesto, hacia delante. El valor de esta fuerza
de rozamiento es

N T < pP si no existe deslizamiento,
S T =pP  siexiste deslizamiento.

Rueda remolcada.- La situaciéon cambia si se trata de una rueda re-
molcada, sobre la que actiia una carga P vertical y una traccién T' en sentido

del avance (figura I3.17).

\
\
\\\\\\
/ \
/ \
/ \
\
N
\

/r”/ P \\\
. o / \
Figura 13.18: Resistencia a la ro- l\ T )
dadura de una rueda remolcada, \ ]
sobre la que actia una traccion T \ ’,//

y una carga P. N4

L -
T }N:P

En este caso la resistencia a la rodadura se produce de manera similar,
manifestandose como un avance del eje de la resultante de las reacciones
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normales N, cuyo méaximo valor es §. El momento resistente a la rodadura
valdra
M, < Né¢

Sin embargo, la reaccién tangencial llevara en este caso el sentido opuesto al
avance. Esto se puede interpretar debido a que la traccion sobre el eje de la
rueda tiende a producir un deslizamiento del punto de contacto en sentido
del avance.

Por 1ltimo, observemos que en caso de duda respecto al sentido de la
reaccion tangencial en los casos de rodadura, conviene establecer las ecuacio-
nes cardinales (I3.23) y (I3:224)) de equilibrio (o de la dindmica en su caso),
cuya solucién proporcionara el valor adecuado para la reaccion en cada caso
(en sentido algebraico, es decir con signo + 6 —). A menudo es preferible esto
ya que las apreciaciones intuitivas respecto a la “tendencia al deslizamiento”
pueden prestarse a confusiones.

13.8. Sistemas de barras articuladas

13.8.1. Clasificacion

Un tipo de sistemas de particular interés en diversas ramas de la ingenie-
ria, vy en concreto en la ingenieria estructural, son los formados por barras
articuladas, con cargas concentradas aplicadas en las articulaciones.

Un conjunto de barras unidas mediante articulaciones puede dar lugar a
distintos tipos de sistemas, segin el nimero de movimientos permitidos o de
coacciones a los mismos.

En primer lugar, cada una de las barras debe estar en equilibrio. Al aplicar
las ecuaciones cardinales (I3.23) y (I3.24]) se concluye inmediatamente que
los esfuerzos en los extremos de cada barra deben ser iguales y de signo
contrario, dirigidos segin la propia barra. Este esfuerzo se denomina tension
en la barra. En un sistema de barras existird por tanto una incégnita por

F

Figura 13.19: FEsfuerzos en una
barra en equilibrio

—-F

barra (su tensién) mds 6 reacciones incégnitas provenientes de los apoyos
(supuesta una sustentacién isostética).

El nimero de ecuaciones de que se dispone para resolver estas incégnitas
son las del equilibrio en cada articulacion: es decir, 3 ecuaciones provenientes
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de anular la resultante de las fuerzas sobre la misma. No cabe hablar de
momentos sobre la articulacion ya que éstas se idealizan como puntos y no
pueden transmitir momentos a las barras. Por lo tanto, en un caso general,
suponiendo que el nimero de barras es b y el nimero de nudos n, se tienen 3n
ecuaciones para (6 + b) incognitas. En el caso particular de sistemas planos,
estas se reduciran a 2n ecuaciones del equilibrio en cada nudo, para (3 + b)
incégnitas.

Las posibles combinaciones, algunas de las cuales se ilustran en la figu-
ra para un caso plano, son las siguientes:

Tipo de sistema Sistema Plano | Sistema Espacial
(2D) (3D)
Mecanismo

(existen g.d.l. internos) 2n>3+b 3n>6+0b

Estructura isostatica
(sin g.d.l. internos) 2n=3+b 3n=6+0b

Estructura hiperestatica

(barras redundantes) 2n <3+ In<6+0b

En el caso de los mecanismos, las coacciones de las barras rigidas y de las
ecuaciones globales de equilibrio (3 + b 6 6 + b segin sea 2D 6 3D) no son
suficientes para restringir el giro en todos los nudos, permitiendo entonces
movimientos o grados de libertad internos. Los mecanismos se emplean en
los casos en que se quiera transmitir movimientos de forma controlada y
eficaz, como en las maquinas de diverso tipo. un ejemplo muy comuin es el
mecanismo biela-cigiienal de los motores de los automoviles. Sin embargo,
en las estructuras con fines portantes de ingenieria civil, por lo general se
busca que no se muevan internamente, por lo que procuraremos una coaccion
interna mayor.

Las estructuras isostdticas poseen el niimero adecuado de barras para que,
junto con las ecuaciones del equilibrio global, coaccionen el movimiento de
giro en todas las articulaciones (2n = 3+ b 6 3n = 6 + b segtin que sea 2D 6
3D). Se dice que estamos ante una estructura, porque ésta no posee grados
de libertad internos. Ademads esta estructura es isostdtica, puesto que las
ecuaciones de la estatica bastan para obtener todas las tensiones en las barras
incognitas. Este tipo de sistemas si son suceptibles de empleo en ingenieria
civil con fines estructurales y resistentes.

Por ultimo, las estructuras hiperestaticas, restringen también los giros y
movimientos internos en los nudos, pero mediante un nimero de coacciones
mayor que el estrictamente necesario. El ntimero de barras es mayor que en el
caso isostatico, de forma que se verifica 2n < 340 6 3n < 6+ b segiin estemos
en 2D 6 3D. Las ecuaciones de la estatica no son suficientes para obtener
las tensiones en cada barra, habiendo de recurrirse a técnicas propias del
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calculo de estructuras hiperestéaticasd, en las que es preciso tener en cuenta
la deformabilidad de cada barra y su relaciéon con la tension en la misma.
Estos sistemas también son adecuados para fines estructurales.

a) isostatico b) mecanismo ¢) isostético d) hiperestatico

Figura 13.20: Ejemplos de sistemas isostdticos, hiperestdticos y mecanismos

Conviene resaltar que la clasificaciéon realizada arriba entre mecanismos,
estructuras isostaticas e hiperestaticas, se refiere exclusivamente a los grados
de libertad internos o a las coacciones a los mismos. Hemos supuesto en toda
la discusion que el nimero de reacciones provenientes de los apoyos externos
del sistema eran 3 para el caso plano y 6 para el espacial, correspondientes
a lo que se denomind, en el apartado [[3.6.2] sustentacion isostdatica. Cabe
pensar sin embargo en una estructura internamente isostatica, pero con una
sustentacién hiperestatica, o incluso con una sustentacién insuficiente que
permita desplazamientos globales de la misma como sélido rigido. lo mismo
cabe decir de las estructuras hiperestaticas, que pueden tener sustentaciones
isostaticas, hiperestaticas, o incluso insuficientes.

También es necesario precisar que pueden existir casos en los que no sea
valido aplicar las férmulas dadas arriba para clasificar como isostatico o hi-
perestatico el sistema en su conjunto, ya que este puede ser heterogéneo. En
efecto, pudiera ocurrir que una parte del mismo tuviese el caracter de estruc-
tura (isostatica o incluso hiperestatica, con un nimero cualquiera de barras
redundantes) mientras que otra parte estuviese insuficientemente coacciona-
da, constituyendo el conjunto un mecanismo. Por tanto, es necesario realizar
un analisis cuidadoso de cada sistema concreto, diferenciando si es preciso
las distintas partes, antes de aplicar las férmulas de la tabla anterior.

Restringiéndonos a los casos de estructuras isostaticas sustentadas asi-
mismo de manera isostdtica, explicaremos a continuacion a grandes rasgos
dos métodos generales de resolucién para las mismas.

4Estas técnicas se estudian en las disciplinas de resistencia de materiales y cdlculo de
estructuras.
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13.8.2. Método de los nudos

El método de los nudos se basa en realizar una separacion de cada uno
de los nudos de la estructura, estableciendo el equilibrio de fuerzas en él a
partir de las tensiones de las barras, las posibles cargas aplicadas en el nudo,
y las posibles reacciones caso de existir un apoyo en el nudo.

En primer lugar se determinan, mediante las ecuaciones cardinales de
la estatica (I3:23) y (I3:24)), las reacciones de apoyo de la estructura para
las cargas dadas, lo que siempre sera posible si la sustentacién es isostatica
como se ha supuesto. A continuacion se escoge un nudo en que exista un
numero de barras (es decir, de incognitas) suficientemente bajo para que se
puedan determinar las tensiones en barras por las ecuaciones de equilibrio
en el nudo: un nudo con 3 barras como maximo en 30D, 6 con 2 barras como
méximo en 2D. Al plantear el equilibrio del nudo (> F = 0) podremos
calcular las tensiones en barras unidas al nudo. Una vez resuelto este nudo
se procede a otro nudo conexo con éste, en el cual una de las tensiones ya
es conocida (la de la barra que une ambos). Solucionamos este nudo para
el resto de las tensiones incégnitas de igual manera. El procedimiento se
repite sucesivamente, escogiendo siempre nudos con un nimero de incégnitas
suficientemente bajo, hasta resolver toda la estructura.

B D/P A

Figura 13.21: Ejemplo de resolucion de una estructura plana articulada por
el método de los nudos. Se comienza por el nudo A para determinar Ty y 15,
luego el C' (T y Ty), el D (T5 y Tg) y por dltimo el E (T7).

El método se ilustra mejor mediante un ejemplo, como el correspondiente
a la cercha articulada de la figura [I3.21l En este ejemplo, una vez calculadas
las reacciones de apoyo (Xp, Yg, Ya4), se van calculando las tensiones en
barras, progresando de nudo en nudo como se ha dicho.

El procedimiento del cédlculo se puede aplicar de forma analitica o de
forma grafica, siendo este ultimo procedimiento debido a Cremona.

Conviene aclarar que en una estructura isostatica siempre existe un ca-
mino isostatico de solucion que permite ir solucionando nudo a nudo. En el
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caso en que no exista este camino, se tratara en realidad de una estructura
hiperestatica.

13.8.3. Meétodo de las secciones

El método de las secciones, que se aplica tan sélo a sistemas planos, se
basa en plantear las ecuaciones de equilibrio a una parte de la estructura, en
la que el resto se ha seccionado y sustituido por las tensiones en las barras
cortadas.

El método comienza, al igual que en el caso anterior, por el célculo de
las reacciones de apoyo isostaticas. A continuacién se basa en el principio de
que, para una seccién ideal (es decir, tedrica) de una estructura, el efecto de
un lado de la estructura sobre el otro se reduce a las fuerzas (como vectores
deslizantes) de los elementos cortados aplicados en los puntos donde se han
seccionado. Esto permite considerar el equilibrio de uno sélo de los lados de
la estructura, sujeto a las fuerzas (incégnitas) de las barras seccionadas.

Puesto que en el caso plano disponemos de 3 ecuaciones cardinales de
equilibrio, buscaremos secciones en las que se corte tan sélo a tres barras cuya
tension sea desconocida. De esta forma sera posible mediante la aplicacién de
las ecuaciones de equilibrio calcular la tension en las tres barras. Se procede
asl con sucesivas secciones hasta determinar finalmente todas las tensiones
en barras de la estructura.

YB YA

Figura 13.22: Resolucion de una cercha articulada por el método de las sec-
ciones. Una vez calculadas las reacciones de apoyo, el corte por la seccion
PP’ permite determinar las tensiones Ty, Ty y Ty. La seccion QQ' permitird
calcular Ty y Tg, y asi sucesivamente

El mejor modo de explicar el método es, al igual que antes, mediante un
ejemplo, descrito en la figura [13.22



13.36 Capitulo 13. ESTATICA

Al igual que en el caso de los nudos, toda estructura isostdtica permite
dar secciones consecutivas de forma que en cada una surjan tan sélo 3 incog-
nitas o menos. En caso de que no se pudiera, la estructura seria en realidad
hiperestatica.



Capitulo 14

Estatica de Hilos

14.1. Consideraciones Generales

Se trata aqui la aplicacién de los métodos de la estatica al estudio de
hilos o cables flexibles e inextensibles. La flexibilidad de los hilos hace que
su estudio difiera en cierta medida de los sistemas discretos considerados
en el resto de este curso. En efecto, uno de los objetivos principales de su
estudio serd determinar la configuracién que adoptan, a priori desconocida.
Sin embargo, resulta apropiado su estudio en el ambito de la mecanica de
sistemas rigidos ya que comparten una propiedad esencial: las fuerzas internas
(las que no permiten la extension del cable) no desarrollan ningtn trabajo. En
este aspecto crucial se diferencian de los sistemas deformables y estructurales,
en los que se produce una energia de deformacion interna bajo carga.

Las caracteristicas que definen los hilos flexibles e inextensibles y se ad-
miten aqui como hipétesis de partida son las siguientes:

1. Seccion despreciable. Se considera que el hilo posee una dimension pre-
dominante, mucho mayor que los otros dos, por lo que puede ser idea-
lizado segiin una linea, sin seccién transversal. Tan sé6lo serd necesario
considerar esta seccién a efecto de calcular su peso especifico o peso
propio por unidad de longitud, en funcién de la seccién transversal y
su densidad.

2. Flexibilidad perfecta. El hilo no resiste esfuerzos de flexién, y por lo tan-
to tampoco de corte. Tan sélo resiste esfuerzos en direccién tangencial
o longitudinal.

3.  Inextensibilidad. Cuando estda sometido a traccién, el hilo es lo sufi-
cientemente rigido (en direccién longitudinal) como para que se pueda
despreciar su extensibilidad. Por el contrario, sometido a compresion,
el hilo no ofrece resistencia y se arruga.

Debe quedar claro que estas hipdtesis son una idealizacién que confor-
ma el modelo de hilos flexibles inextensibles al que se cine este capitulo. En

14.1
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circunstancias reales, los cables o cuerdas no cumplen exactamente ningu-
na de las hipotesis anteriores; sin embargo, en numerosos casos practicos es
suficientemente valida esta idealizacién.

14.2. Ecuaciones de equilibrio bajo cargas
continuas

14.2.1. Ecuacion vectorial del equilibrio

El hilo queda definido por su curva directriz, r(s), que supondremos pa-
rametrizada en funcién de la longitud de arco s de la misma. En un punto
dado del hilo definido por s podremos considerar una seccién normal A, en
la cual definimos como cara frontal A" la que estd orientada en sentido de
s creciente, y cara dorsal A~ la orientada en sentido de s decreciente (figu-
ra 14.1).

Figura 14.1: Directriz del hilo (r(s)),
secciones frontal (AT) y dorsal (A~), y
concepto de tension (T')

Si se considera el hilo cortado por esta seccién, la parte que queda por
detras queda limitada por la seccién frontal A1, en la que el efecto del hilo
por delante que se ha eliminado puede sustituirse por una fuerza T que se
denomina tension. Si por el contrario se considera la parte del hilo por delante,
queda limitado por la seccién dorsal A~, sobre la que el resto del hilo produce
una fuerza —7T', de forma que esté en equilibrio con T'. En principio 7" podria
llevar cualquier direccién, aunque como veremos mas abajo su direccién serd
tangente al propio hilo. Por otra parte, debe ser siempre 7" > 0 de forma
que corresponda a una traccion, T' < 0 corresponderia a un esfuerzo de
compresion que no puede ser resistido.

Sea un elemento P del hilo, de longitud infinitesimal ds. El punto P
corresponde a s y @ a (s + ds). La seccién en P serd dorsal y la seccion en
@ frontal (figura 14.2).

Sobre el hilo actia una carga continua q por unidad de longitud. Al
cortar el elemento de hilo por los puntos P y @, el equilibrio del mismo
queda garantizado por la tensién del hilo en cada extremo.

En primer lugar, establecemos el equilibrio de fuerzas sobre este elemento
de hilo. Las fuerzas que actian sobre el mismo son:

» Tensién en P: (—T)
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qds
Figura 14.2: Equilibrio
------ T +dT de un elemento PQ) de
T Q hilo sometido a cargas
-T e continuas q por uni-
e —

dad de longitud

» Tensién en Q: (T +dT)
» Cargas externas: (qds)
Expresando la anulacion de la resultante,
~T+ (T +dT)+qds =0

de donde resulta la ecuacion vectorial del equilibrio:

AT + qds = 0| < -, Ta4=0 (14.1)
S

Para completar las condiciones de equilibrio, expresamos la anulacion de
los momentos en (). Denominando dr = dst ~ P(), siendo t la tangente al
hilo:

(—dr) A (=T) — &dr A gds = 0,
donde hemos supuesto que la resultante de cargas exteriores (gds) actia

en un punto intermedio del elemento, definido por (—£dr) desde @, siendo
¢ € (0,1). Prescindiendo de infinitésimos de 2.° orden, resulta

drAT =0

De aqui se deduce que la tension ha de ser tangente al hilo, en conformidad
con la hipdtesis 2. enunciada en el apartado 14.1.

14.2.2. Ecuaciones en coordenadas intrinsecas

Expresemos ahora la ecuacién del equilibrio (14.1?) en funcién de sus
componentes en el triedro de Frenet (véase apartado 2.2.4). Recordamos que
la férmula de Frenet (2.13) permite expresar la derivada de la tangente como:

¢ _n
ds R’

siendo m la normal principal y R el radio de curvatura.
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La tension lleva la direccion de la tangente, quedando definida por un
escalar T' de forma que T = T't Sustituyendo en la ecuacion del equilibrio
(14.12%):

Figura 14.3: Equilibrio en compo-
nentes intrinsecas

Podemos extraer de esta ultima expresion las componentes segin las di-
recciones del triedro. Denominando (¢, ¢,, ) las componentes de g segin
cada una de las direcciones,

(dT
— + ¢ =0 (direccién tangente)

ds

=+ ¢, =0 (direccién normal) (14.2)

R

(=10 (direccion binormal)

OBSERVACIONES:

= La componente g, segin la binormal es nula. Esto quiere decir que el
hilo adopta una configuraciéon que contiene a la fuerza q en su plano
osculador, definido por los vectores (¢, n).

» Si no existe componente tangencial de la fuerza aplicada (¢; = 0), la
tension del hilo se mantiene constante. Si ademas la fuerza normal (g,)
es constante, el radio de curvatura adoptado sera también constante,
resultando una circunferencia como configuracion de equilibrio del hilo.

EJEMPLO 14.1: Membrana cilindrica sometida a presiéon interna de valor p.
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Figura 14.4: Membrana cilindrica sometida a pre-
sion interna p

Consideramos una rebanada de la membrana normal a la directriz del
cilindro (figura 14.4), por lo que podremos considerarla como un hilo. La
presién hidrostatica de un fluido es normal a la superficie, por lo que la
tension es constante. Aplicando la expresién (14.22):

T =pR.

14.2.3. Ecuaciones en coordenadas cartesianas

Empleamos la siguiente nomenclatura para las componentes cartesianas
de los vectores

r=(z,y,2)
q = (G, qy: 12)

(e dy d:
~ \ds’ds’ds

Considerando que la tension se puede expresar como T = T't, las ecuaciones
de equilibrio (14.1%) resultan en las tres ecuaciones escalares

(d dz
— (7= . =
ds ( ds>+q 0

d dy
— (7= = 14.
ds ( ds) T =0 (14.3)

d dz
— | T— . =0
\ds( ds>+q

14.2.4. Casos de fuerzas conservativas

Supongamos que g, fuerza aplicada por unidad de longitud del hilo, se
puede obtener de un potencial:

g=—grad(V) = dV=—q-dr (14.4)
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Puesto que g es una fuerza por unidad de longitud, V' tiene la dimension de
energia por unidad de longitud, es decir de fuerza.
Proyectemos la ecuacion vectorial (14.1) sobre la tangente ¢:

dT -t +qds-t=0

es decir,
dT +q - dr = 0;

y empleando (14.4) se obtiene
dT =dV

e integrando
(145)

donde h es una constante de integracion arbitraria.
Esta expresion es de gran utilidad préctica, puesto que permite de forma
muy sencilla obtener la tensién en cada punto del hilo.

EJEMPLO 14.2: Hilo homogéneo sometido a su propio peso en el campo gra-
vitatorio simplificado

Sea el peso de valor ¢ por unidad de longitud del hilo (figura 14.5). El
potencial gravitatorio es V' = gz, por lo que aplicando (14.5) obtenemos la

Figura 14.5: Hilo sometido a
su propio peso (campo conser-
vativo)

tension en cada punto del hilo como
T=qz+h

En la préctica conviene elegir un origen de coordenadas de forma que se anule
la constante arbitraria h. Esto se consigue situando el origen a una distancia
a = Ty/q por debajo del vértice o punto mas bajo de la curva de equilibrio,
siendo Ty la tension del hilo en dicho vértice. Asi resulta

T = qz. (14.6)
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14.2.5. Casos de Fuerzas centrales o paralelas

Si el campo de fuerzas aplicadas g pasa por un punto fijo, tomando el
radio vector r desde dicho punto, se cumplira

rANq=20
Multiplicando vectorialmente la ecuacién del equilibrio (14.1) por r,

rANdT +r ANqds=0
N——
=0
pero
rANdT =d(r ANT) —dr AT,
=0

va que T lleva la direccién de la tangente, T' = T dr/ds. Se llega por tanto
a

|7 AT = cte.| (14.7)

Esta expresion indica que la curva de equilibrio serd plana, puesto que r es
perpendicular a una direcciéon constante.

Supongamos ahora que el campo de fuerzas es paralelo a una direccion uw
dada (g = qu). Multiplicando vectorialmente la ecuacién del equilibrio (14.1)
por u

uNdT +uANqgds=0
——
-0
pero
uNdT =d(uANT)—du AT

=0

ya que u es constante. Se obtiene por tanto

lu AT = cte.] (14.8)

Vemos pues que en este caso también ha de ser plana la curva por un
razonamiento similar al anterior. En realidad, podriamos haber considerado
este como un caso particular de fuerzas centrales, dirigidas hacia un punto
impropio.

La expresion (14.8) indica ademds que la componente de T normal a u
es constante; llamando a esta componente 7T,,,

T, =Ty (cte.) (14.9)

Por otra parte, para evaluar la componente de T segiin u, proyectamos
la ecuacién del equilibrio (14.1) sobre esta direccién

dT, +qds =0
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de donde

T, = —/ gds+C (14.10)
0

Siendo C' una constante de integracion.

Si elegimos el origen de arcos (s = 0) en el punto del vértice de la curva,
definido como aquél en el cual la tangente sea perpendicular a w y por tanto
T, = 0, se anula la constante de integracion:

Tu:—/ qds
0

EJjEMPLO 14.3: Hilo homogéneo sometido a su propio peso, bajo la accién
gravitatoria simplificada

Se trata de un campo de fuerzas conservativo y paralelo. Denominamos
las componentes vertical y horizontal de la tensién Ty, y Ty respectivamente
(figura 14.6).

/1Ty
Ty

Figura 14.6: Hilo sometido a su
PTopPLo peso +z

Si el peso del hilo por unidad de longitud es ¢, el campo de fuerzas sera
q = —qk, por lo que

dTy =qds = Ty =gqs; (14.11)

TH = T() (Cte) (1412)

donde se ha elegido como origen de arcos (s = 0) el vértice o punto méas bajo
de la curva, con tangente horizontal (T}, = 0).
La tensién total es segtin (14.6)

T=qz=TE+T} (14.13)

El origen de coordenadas se ha elegido a una distancia a por debajo del
vértice de la curva, de forma que la tensiéon mas baja, en el punto de tangente
horizontal, vale

To = qa (14.14)
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De las expresiones (14.11), (14.13) y (14.14) se deduce la relacion
22 =s* +a* (14.15)

Esta condicién es una propiedad que cumple la curva de equilibrio del hilo,
denominada catenaria. La determinacién precisa de la ecuacién de la catena-
ria se realiza méas adelante (apartado 14.3.1).

14.2.6. Analogia dinamica

Exponemos a continuacion un método alternativo, a través de una ana-
logia, que puede emplearse para el estudio de la configuracién del equilibrio
de un hilo. El método consiste en asimilar la tension T a la velocidad de
una particula ficticia, cuya trayectoria dinamica sera precisamente la curva

de equilibrio del hilo:
dr def
v=— =

Cdt

Para ello hemos de considerar que se ha definido un pseudo-tiempo ¢, que
parametriza la curva de equilibrio. Derivando la velocidad respecto de este
pseudo-tiempo obtenemos la “aceleracién”, y por tanto la ecuacion dinamica:

_dT _dT ds
N T P P

donde se ha empleado la ecuacién (14.1%). Resulta por tanto
a=-v-q (14.16)
Esta ecuacion define el valor de la aceleracién a en funcion de las cargas

actuantes q. Por tanto, podemos considerarla como la ecuacion dinamica de
esta analogia, en lugar de g = ma.

Si q proviene de un potencial V' tendremos, en funcién de (14.5), T =
V + h, y por tanto

a=(V+h)grad(V) = —grad [—%(V + h)z}

Por lo que el potencial de este movimiento analégico es V* = —%(V +h)?, a
partir del cual la aceleracion se obtiene como

a = —grad(V").
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14.3. Configuraciones de equilibrio de hilos

14.3.1. Hilo homogéneo sometido a peso propio (Cate-
naria)

Se denomina catenaria la curva de equilibrio que adopta un hilo uniforme
sometido a su propio peso. Supongamos que éste vale ¢ por unidad de longi-
tud, es decir ¢ = —gk. Tomando el eje z como vertical y el eje = horizontal,
las ecuaciones cartesianas del equilibrio (14.3) con F, = 0y F, = —q arrojan:

d dx
s <Td_> =0

De la primera ecuacién,

Aplicando la regla de la cadena a la segunda ecuacion de equilibrio,

d dz dz
= g =
ds [ dx ds] 1=0

y eliminando T en favor de Ty,

d dz
— (T2 ) —g=
ds ( de) 1

Reorganizando términos y aplicando de nuevo la regla de la cadena,
To d [(dz\ dz
— | —)=—=1 14.17
q do (dx) ds ( )

Llamando a % T, /q (parametro de la catenaria) y 2’ of dz/dz, y conside-
rando

d_x B dz B 1
ds Vda? + dz? \/1 + (Z’)2’

la ecuacién (14.17) se convierte en
d /
—z
dzx =1
1+ (2)°

a
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La primitiva de esta expresién es: asenh™*(z’). Integrando con la condicién
inicial que corresponde a situar el origen de abscisas en el vértice o punto de
tangente horizontal,

Z/|z=0 =0

se obtiene
x=asenh !z

o bien, invirtiendo la relacién

x
2/ = senh =.
a

Integrando de nuevo con la condicién inicial z|,_, = a resulta finalmente

2 =acosh™ (14.18)
a
/T,
T Ty =T,

Figura 14.7: Configuracion
de un hilo sometido a su o
propio peso (catenaria) T

q

x

La configuraciéon de equilibrio puede verse en la figura 14.7. Debido a las
constantes de integracion tomadas, el vértice de la catenaria corresponde a
las coordenadas (x =0, z = a).

La tensién en un punto cualquiera, segin la férmula general (14.6) para
fuerzas conservativas y paralelas, es

T = qacosh a (14.19)
a

Longitud del arco de catenaria

Obtengamos ahora la longitud del arco de la catenaria entre dos puntos
dados. Para ello, integramos el elemento infinitesimal de arco ds :

ds® = da® 4+ d2* = da® (1 + (2')?) = dz? <1 + senh? E) = da?cosh? 2.
a a

Por tanto, el arco s medido entre el vértice (z = 0) y un punto cualquiera de
abscisa z es

s = / ds = / cosh édﬁ — a senh . (14.20)
0 0 a a
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Observamos inmediatamente, aplicando la relacién entre funciones hiperbo-
licas (senh®x + 1 = cosh® x), que

s =22 —a?
ecuacién que coincide con la deducida antes (14.15).

Observemos también que, segin se dedujo en (14.11) y (14.14), las com-
ponentes vertical y horizontal de la tensiéon son

x
Ty = qs = qasenh —,
a

Ty =Ty = qa.

Segmento desde el pie de la ordenada a la tangente

Demostraremos a continuacion una propiedad geométrica interesante de
la catenaria que en ocasiones puede resultar ttil. Sea P’ el pie de la ordenada
de un punto P de la catenaria (figura 14.8), es decir la proyeccién de P sobre
el eje Ozx.

Figura 14.8: La distancia P'Q)
desde el pie de la ordenada a la
tangente a la catenaria es cons-

tante e igual al parametro “a
de la misma; la distancia PQ) es p

&
igual al arco s entre P y O (ndte- '
se que el dibujo no estd a escala, 5
por lo que en éste ambas magni- () Q z
tudes no coinciden). a \&
P z -

Llamando « al dngulo que forma la tangente a la catenaria con la hori-
zontal,

dz T
tga = — = senh —
dz

a
1 1 a
cosa = = = = -
V1+tg®a  cosh= 2

a

considerando el triangulo rectangulo PQP’ (figura 14.8), obtenemos la dis-
tancia P'Q) desde el pie de la ordenada a la tangente:

P'Q = zcosa =a (cte)
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Por otra parte, la distancia desde el punto P de la curva al punto () vale

PQ= 7 PQP -7 —a =

Es decir, es igual al arco de catenaria medido desde el vértice.

Deducciéon de la ecuacién de la catenaria mediante la analogia di-
namica

Obtendremos ahora la ecuaciéon de la catenaria por otro procedimiento
distinto, empleando la analogia dinamica descrita en el apartado 14.2.6

La fuerza actuante por unidad de longitud para la catenaria vale ¢ = —qk.
La ecuacién dindmica (14.16) es por lo tanto
a = vgk (14.21)
Expresando la componente cartesiana x de esta ecuacion,
d?z dx
— =0 = — = (C (constante),
de? dt ( )

y considerando que v* = (dz/dt)? + (dz/dt)?, expresando la componente z

de (14.21),
d?z dz\ 2 dz\? dz\?
£x_ ar @) 9, (92
a2 q\/<dt) i <dt) q\/C i <dt)

Integramos esta ecuacion:
d?z
2 dz/dt
dt =q = senhl( 2/ ) =qt

dz\?
2 o
<7+<&)

dz
donde se ha empleado la condicién inicial E

= 0. Invirtiendo la expresion
t=0

anterior,

d
d—i = C senh(qt),

e integrando de nuevo:

z = %cosh(qt)

C
donde se ha considerado la condicién z|,_, = —. Puesto que z = Ct, y
q

llamando a % g, se llega a
q

T
z = a cosh —
a

idéntico resultado al obtenido antes (14.18) por el procedimiento directo.
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14.3.2. Hilo sometido a carga constante por unidad de
abscisa (parébola)

Un hilo sometido a carga vertical uniforme por unidad de abscisa x (coor-
denada horizontal) adopta una parabola como configuracién de equilibrio.
Como ejemplo mas caracteristico, puede citarse el de un puente colgante, en
que el peso del tablero es soportado por los cables mediante péndolas (figu-
ra 14.9). El caso es distinto al del hilo sometido a peso propio (catenaria),

M%\ Figura 14.9: Puente colgante:

|
\ ejemplo de carga constante por

unidad de abscisa.

-~ -

aunque si el cable estd muy tenso ambos se aproximan bastante. En este caso
la parabola podria servir como una primera aproximacién a la catenaria.

Si el peso por unidad de abscisa es ¢, un elemento de cable de longitud ds
pesard ¢(dz/ds). Expresando las ecuaciones cartesianas del equilibrio (14.3):

d dz
(=) =0
ds ( ds) 0

d dz dx

De la primera ecuacién se deduce que la tension horizontal es constante:

d
T, = Td_i = Tp (cte.)

Desarrollando la segunda ecuacion y empleando este resultado,

d dz dx d dz dz
s (Td_d_) =3 <Td_) =gy

Simplificando las derivadas, esta expresion equivale a

d dz d?z
() = y (R
dx(odx> ¢ 7 foggz i

Esta tltima es la ecuacion diferencial del equilibrio, que resulta particular-
mente simple para integrar. Integrando dos veces obtenemos:

1gq 2
. 14.22
“Tan” (14.22)

Esta ecuacién corresponde a una pardbola de eje vertical. Al integrar se han
escogido los ejes para anular las constantes de integracion, imponiendo
dz

=0
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es decir, el origen de los ejes esta situado en el vértice de la parabola (figu-
ra 14.10), a diferencia de la catenaria (figura 14.7).

4q
N EEEEEEEEER N .
Figura 14.10: Hilo sometido a car- T Ty
ga uniforme por unidad de abscisa
(pardbola) 2

T

Anéalogamente al caso de la catenaria, la tension horizontal es constante
para todo el cable, puesto que no hay fuerzas horizontales sobre él. La tension
minima se produce en el vértice de la parabola, donde la tinica componente
de la tensién es la horizontal, T' =T, = Tj.

La tensién vertical vale, proyectando la ecuacién (14.1) sobre la vertical,

d
dT. +q.ds=0 = dT, = qd—mds
s

e integrando, considerando que para z =0 es T, = 0,

Esto equivale a decir que la tension vertical es precisamente el peso del cable
entre el vértice (z = 0) y un punto genérico de abscisa x.

La tension total es
T =\/T¢ + (qz)? (14.23)

siendo su valor mayor cuanto mas alejados estemos del vértice.

En este caso las fuerzas no provienen del potencial gravitatorio que se
deduciria del peso uniforme del cable, por lo cual la tensién total no vale
T = gz como en el caso de la catenaria. Sin embargo, podemos comprobar
que provienen de un potencial V' definido como

V' = \/T2 +2¢T) =

En efecto las fuerzas se obtienen derivando V':

oV’ g dz v

Z:_ = :——7 Fx_
1 0z /1+§F_ZZ qu ox

Por otra parte, empleando (14.23) y (14.22) se comprueba que resulta ser
T = V', de acuerdo con la expresién (14.5) deducida antes.

0
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ed bbb vl

Figura 14.11: Ejemplo: cable so-
metido a carga constante por uni-
dad de abscisa

L

EJEMPLO 14.4: Sea un cable sometido a una carga repartida por unidad de
abscisa ¢, del cual conocemos su flecha f y la luz entre apoyos L a la misma
altura (figura 14.11). Se desea calcular las tensiones minimas y maximas en
el cable. Solucionar de forma genérica y aplicar para los valores numéricos
qg=1kg/m, L =200m, f =20m.

La configuracion de equilibrio es una parabola, por lo que su ecuacién es
la (14.22):

z = 1a z?
2Ty
Para © = L/2 es z = f, luego
lg , 1 L2
T —_ — = — —(—
0 sz 8q f
La tensién minima es por tanto
L2
TO = q_a
8f

y la tensién maxima, aplicando (14.23) para x = L/2,

L\? L | L?
Tmax = T2 = ; = Tmax = 4= 1
0t (q 2) D\ 162 T

Aplicando los datos numéricos del enunciado, resulta
Ty = 250,0kg;  Tiax = 269,26kg; S = 205,2121 m.

EJEMPLO 14.5: Supongamos ahora el mismo problema que en el ejemplo
anterior 14.4 (cable de flecha f y luz L entre apoyos a la misma altura) pero
con carga ¢ constante por unidad de longitud del cable.

La curva de equilibrio es ahora una catenaria (14.18):

T
z = a cosh —
a
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Particularizando para la flecha f en x = L/2,
L
(a+ f) = acosh % (14.24)
a

Para resolver el problema es preciso solucionar la ecuacién anterior en a. Se
trata de una ecuacién trascendente que carece de solucion analitica, debiendo
resolverse por métodos numéricos' para obtener el pardmetro a de la cate-
naria. Esto se puede realizar por diversos procedimientos: dicotomia, método
de Newton, etc. (este ultimo es el mas recomendado con cardcter general).
Otra alternativa es aproximar la solucién considerando la catenaria como una
parabola, tal y como se justifica mas abajo. Una vez obtenido el valor de a,
los valores de la tension se obtienen como:

To = qa (Tensién minima, en el vértice)
Tmax = q(f + a) (Tensién maxima, en el apoyo)

En el caso que nos ocupa, resolviendo para los valores numéricos del enun-
ciado (véase ejemplo 14.4), resulta:

To = 253,2649ke:  Tiax = 273,2649kg; S = 205,2374m.

Aproximacion de la catenaria por la parabola

Como se ha dicho antes, la parabola es una buena aproximacion de la
catenaria para hilos muy tendidos, es decir, en los que la pendiente maxima
sea pequena. Puede comprobarse esto desarrollando en serie la ecuaciéon de
la catenaria en funcién del argumento (x/a):

(x)s
- .

B hxi 1+1<x)2+ 1 (m)4+ 1 <x>6+0
Fe T (1 CO8 a—a 2 \a 24 \a 720 \a

El segundo término en el desarrollo anterior corresponde precisamente a la
ecuacion de la pardbola (14.22), en la que se toma Ty/q = a. El primer
término corresponde a la traslacion vertical de ejes, ya que los de la catenaria
se toman una distancia a por debajo del vértice.

Esta propiedad permite, siempre que el pardmetro (z/a) sea suficiente-
mente pequeno, aproximar la catenaria por una parabola. Esta aproximacion
es tanto mejor cuanto mas baja sea la pendiente, ya que un hilo mas tenso
tiene un valor mayor de a = Ty/q. De esta forma, pueden resolverse de forma
aproximada con operaciones mas sencillas algunos problemas de catenarias.
Asimismo, esta aproximacion sirve como un primer valor para comenzar las
iteraciones en una resolucién numérica aproximada de la ecuacion de la ca-
tenaria (14.24).

No es objeto de este curso de mecénica, el estudio de los métodos numéricos de reso-
lucién de ecuaciones; si se precisa, consultar algin texto de andlisis numérico, como p.ej.
J. Puy: Algoritmos Numéricos en Pascal, Servicio de Publicaciones de la E.T.S. de Ing.
de Caminos de Madrid, o R.L. Burden y J.D. Faires: Andlisis Numérico, Grupo Editorial
Iberoamericana, 1985.
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Longitud de la parabola

Desarrollamos a continuacion el calculo de la longitud del hilo en el caso
de la pardbola. Partimos de la ecuacién de la misma (14.22), en la que para
simplificar sustituimos Ty = qa, es decir:

122
Z=——.
2a

La longitud se obtiene integrando el elemento de arco:

S:/Ozds:/:mdm:/jmdx

Resolviendo la integral?, resulta:

5= %x 1+ (z/a)? + gln (g /1T (w/a)2> . (14.25)
Este resultado representa la longitud del hilo parabdlico entre el vértice (z =
0) y un punto genérico de abscisa x. Como puede comprobarse, la expresién
resulta mas dificil de obtener y engorrosa de trabajar que la que correspondia
a la catenaria (cf. ecuacién (14.20)).

Para trabajar en la préactica, a menudo conviene desarrollar en serie la
longitud de la parabola (14.25), obteniéndose:

1 /N2 1 /2\4 1 sx\6 x\8
@ RO @ o]

i x[+6a 40 \a +112a +Oa (14.26)

En los casos usuales basta con tomar los dos primeros términos del desarrollo
en serie, es decir

- (x)Q (14.27)

s o . .
6 \a

EJEMPLO 14.6: Obtener la longitud del hilo en una parébola de luz L y flecha
f (figura 14.11).

La ecuacién de la pardbola (14.22), particularizada para © = L/2,z = f

arroja:

1Ty, T, 1L
f=5(L2P, = a=—"=c—
. L) . 87

Sustituyendo en la ecuacién (14.25), y teniendo en cuenta que la longitud del
hilo es S = 2s|,—12, resulta:

= —L\/l +16(f/L)%* + ——ln (4% ++/1+ 16(f/L)2) :

2Mediante el cambio t = senh(x/a) y haciendo la integral resultante por partes. La
expresién final se obtiene teniendo en cuenta que senh™ z/a = In(z/a + /1 + (z/a)?).
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Empleando el desarrollo en serie (14.26), resulta:

B 8 /F\° 32/f\* 256 /f\° \*
S—L_”é(z) ‘E(z) *7(5) *O(z)

sy

EJEMPLO 14.7: Un cable de peso ) esta anclado entre dos puntos a igual
altura, a una determinada distancia horizontal L, de forma que su tensién
horizontal vale H = 10Q). Se desea saber la rigidez geométrica k¢ del cable
respecto al desplazamiento horizontal de un extremo, es decir, el aumento de
la tension horizontal H producida para un desplazamiento unidad, supuesto
el cable inextensible®. Resolver el problema de dos formas distintas, como
catenaria y empleando la aproximacion de la parabola.

Resolucién como catenaria.— En primer lugar, expresamos la ecua-
ci6én del peso del cable, llamando = = L/2:

Q/2 = qasenhz = 10Q) senh L
a a

Despejando en esta expresion se obtiene

1
L e 20,00832744. (14.28)
r  senh™ (1/20)
A continuacion, expresamos la ecuacion de la longitud del cable y la diferen-
clamos:

S = 2a senh E;

a
0 = 2dasenh l +a <w) cosh E;
a a a

operando extraemos da/dx:
da 1

dz ~ (z/a) — tgh(z/a)
Teniendo en cuenta que H = qa,z = L/2, obtenemos la expresion de la
rigidez:

dH qda H/2a
kg = S —

dL ~ 2dz  (z/a) — tgh(z/a)
Sustituyendo el valor de a calculado antes (14.28), resulta

kg = 12021,99355%

3Se denomina esta razén como rigidez geométrica, ya que la rigidez real tendrd ademés
una contribucién adicional (rigidez eldstica) debido a la elongacién del cable bajo carga,
kg = FEA/S, siendo E el médulo eldstico, A la seccién del cable, y S su longitud total; la
rigidez conjunta se calculard mediante 1/k = 1/kg + 1/kEg.
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Resolucién como parabola.— Tomando la aproximacién de la lon-
gitud de la pardbola (14.27), la expresion del peso del cable, siendo x = L/2,

es
10Q 1 /22

Esta expresion resulta en una ecuacion cibica en a, de la cual despejando la

Unica raiz real se obtiene

2 = 20,00832640 (14.29)
s

A continuacién, expresamos la ecuacion de la longitud del cable y la diferen-

clamos:
S " 1 <x>2
2 il )
2 6 \a ’

1 /z\2 12 adx — xzda
oG] gz
0 dx{+6 }—ir:cga " ;

a
operando extraemos da/dz:

da 1+ (z/a)?/2

dz — (z/a)3/3

Teniendo en cuenta que H = ga,z = L/2, obtenemos la expresién de la
rigidez:

_dH  gda  H1+4 (x/a)?/2

dL 2dz 24 (z/a)3/3

Sustituyendo el valor de a calculado antes (14.29), resulta

ko = 12024,99376%.

ka

Como puede comprobarse, resulta un valor bastante aproximado al obtenido
realizando el calculo como catenaria.

14.3.3. Efecto de cargas puntuales

En lo anterior se ha considerado tan solo el efecto de cargas continuas
distribuidas sobre el hilo, que dan lugar a la ecuacién de equilibrio (14.1).
En un caso general pueden existir también sobre el hilo cargas puntuales
o concentradas aisladas, que provengan de apoyos intermedios o de cargas
suspendidas.

El efecto que tienen las cargas puntuales sobre la configuracion del hilo
es producir una discontinuidad en la tangente. En efecto, debido a una carga
puntual R, planteando el equilibrio en el nudo de aplicacion de la carga
(figura 14.12),

-T\+T,+R=0
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Figura 14.12: Las car-
gas puntuales o concen-
tradas en un hilo flexi-
ble producen una discon-
tinutdad en la tangente;
en este caso R se aplica
mediante un apoyo des-
lizante o polea de radio
muy pequeno, por lo cual

se orienta como bisectriz
de T1 Yy TQ.

Si no hay rozamiento en el punto de aplicacién de la carga, no se transmi-
ten fuerzas al hilo en direccién tangencial. La carga puntual R estara en la
bisectriz de las tangentes, al ser el médulo de la tensién igual a ambos lados,
T1 = TQ.

El procedimiento general de andlisis para estos casos consiste en dividir
el hilo en tramos entre cada dos apoyos o cargas puntuales, y solucionar cada
tramo por separado, en funcién de las cargas distribuidas en él. Si estas cargas
distribuidas son el propio peso del hilo, se formardan arcos de catenaria.

Si lo tnico que existen sobre el hilo son cargas puntuales y no hay cargas
repartidas, el hilo se configura formando tramos rectos entre cada dos cargas.
La configuracién resultante se denomina poligono funicular.

Figura 14.13: Poligono funicular
debido a cargas concentradas so-
bre un hilo, sin cargas repartidas;
las cargas P; se aplican en puntos
fijos del hilo (no deslizantes), por
lo que su direccion no es bisectriz
del hilo.

14.3.4. Algunos tipos de condiciones de apoyo en los
extremos

Discutimos a continuacion, a titulo de ejemplos y sin dnimo de exhaus-
tividad, algunas condiciones de extremo y su tratamiento estatico en las
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ecuaciones de los hilos.

Extremo con tensién maxima dada

Para materializar esta condiciéon basta colocar un contrapeso P en el
extremo maés alto (figura 14.14), cuyo valor equivaldra a la tensién méxima
en el cable. El contrapeso cuelga de una pequena polea lisa, que transmite la
carga P al cable, sin variar el modulo, hasta la direccion de la tangente al hilo
en el apoyo. Como la tensiéon en un cable es maxima en el punto mas alto, se
obtiene un cable cuya tension maxima es constante, independientemente de
las cargas intermedias que luego vaya a soportar.

T=P

Figura 14.14: Cable sometido a carga constante P
en un extremo a través de un contrapeso.

Extremo con tensién horizontal dada

Se materializa mediante el hilo anclado a un carrito, y otro hilo auxiliar
(sin peso) unido a un contrapeso P a través de una polea lisa (figura 14.15).
La polea de la derecha transmite la carga P fija como tensién horizontal al
carrito. El apoyo del carrito proporciona la necesaria componente de tension
vertical en el extremo del hilo.

TO — P
e

Figura 14.15: Cable sometido a tension
T horizontal dada.

Punto de anclaje con rozamiento

En el extremo apoyado sobre la recta la reacciéon vertical es T, y la hori-
zontal Ty (figura 14.16). La relacién entre las componentes de la tensién es
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ul, > Ty =T,/ tga, por lo cual para el equilibrio habra de ser
I/tga<pu=cotgy = a>r/2— .

En el limite estricto de equilibrio serd 1/tga = p.

T T,

To < pT. Figura 14.16: Cable anclado en una anilla

que desliza en una recta horizontal con ro-
zamiento.

Anclaje en bloque pesado con rozamiento

Se considera aqui un extremo A anclado a un bloque pesado sobre un suelo
rugoso, del cual tira hacia arriba el cable (figura 14.17). Para el equilibrio
debe considerarse que la normal es N = mg — T4 ., y de nuevo que el limite
de la tensién horizontal es u/N. En este caso se considera la masa del bloque
como puntual y por lo tanto no se estudia el posible vuelco del mismo.

T

mg
A Figura 14.17: Cable anclado en bloque pesado

sobre suelo rugoso.
N=mg—"Ty,
Ty < uN

Carga puntual deslizante

Suponemos en este caso un cable con extremos anclados a igual altura,
y una carga puntual situada en el mismo de forma que pueda deslizar libre-
mente. Obviamente se tendera a situar en el punto medio, de forma que se
forme un angulo entre las dos ramas de catenaria simétricas que se forman
a derecha e izquierda de la carga (figura 14.18). Debe tenerse en cuenta que
el punto A donde se sitia la carga no es el vértice de esta catenaria. Por el
contrario, con la convencién usual de considerar el origen de abscisas bajo
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el vértice de la catenaria, la abscisa de este punto es a priori una incégnita
del problema (z4). Para relacionar ésta con los datos del problema, expre-
samos en forma de ecuacion que cada una de las catenarias simétricas debe
equilibrar la mitad de la carga vertical:

Tah.= = =qa senhx—A.
2 a

Figura 14.18: Cable con extremos anclados a igual altura y sometido a una
carga puntual deslizante, que se sitia en el medio formando dos arcos simé-
tricos de catenaria.

Anclaje en puntos a distinta altura

Sea un cable homogéneo, de peso unitario ¢, con anclajes en los puntos A
y B, situados a distinta altura (figura 14.19). Se conoce el valor de la reaccién
horizontal en uno de los anclajes H, la luz entre ambos L y el desnivel h.

Figura 14.19: Cable anclado en apoyos
a distinta altura, sometido a carga ho-
rizontal constante H.

La tension horizontal en el hilo es constante, de valor Ty = H, por lo que
se conoce a = H/q. La incognita es la abscisa x4 del apoyo A en relacién
con el vértice de la catenaria, ya que xp = x4 + L. Se plantea por tanto la
ecuacion siguiente:

a4+ L T
A —acosh =22 = h.
a a

a cosh
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Para resolver esta ecuacion, desarrollamos el coseno hiperbédlico de la suma.
Denominando u = cosh(z4/L) (incégnita) y 5 = cosh(L/a) (dato), resulta:

ﬁu—k\/ﬁ?—l\/uQ—l—u:ﬁ,

a

Expresion que equivale a una ecuacién cuadratica de facil resolucion para u.

14.4. Hilos apoyados sobre superficies

14.4.1. Superficie lisa sin cargas

Una superficie lisa sobre la que se apoya un hilo proporciona una reaccién
que es normal a la superficie y al propio hilo. Puesto que las fuerzas exte-
riores estan siempre en el plano osculador (ecuacién (14.23)), esta normal es
precisamente la normal principal del hilo.

Las curvas trazadas sobre una superficie para las que la normal principal
a la curva es en todo punto la normal a la superficie, son las denominadas
geodésicas®. Por lo tanto la curva de equilibrio que adopta un hilo apoyado
sobre una superficie lisa, sin otras cargas exteriores, es una geodésica de la
superficie.

Por ejemplo, en una esfera las geodésicas son siempre circulos maximos.
En un cilindro, las geodésicas son bien secciones rectas normales al eje, bien
generatrices, o bien hélices.

OBSERVACIONES:

» Al no existir fuerza tangencial, de (14.2) se deduce que la tensién en el
hilo es constante.

» También de (14.2) se deduce que la reaccién normal sobre la superficie
es T siendo R el radio de curvatura del hilo. Noétese que ésta es la

reaccién por unidad de longitud del hilo.

= Se puede emplear la analogia dinamica para estudiar la curva de equi-
librio, calculando para ello la trayectoria de un punto ligado a una
superficie lisa, sometida a la ecuacién dindmica de la analogia, (14.16).

14.4.2. Superficie lisa con cargas

Consideremos ahora, que ademas de la reaccién normal a la superficie,
actian unas cargas exteriores de valor g por unidad de longitud del hilo.

4Ver pagina 2.26 de estos apuntes, o D.J. Struik, Geometria Diferencial Cldsica, ed.
Aguilar, (apartado 2.5).
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Llamemos @ a la reaccién normal de la superficie, que ahora no coincidira
necesariamente con la normal principal del hilo, aunque seguira siendo normal
a este (al ser normal a la superficie también es normal a cualquier curva sobre
la misma).

Figura 14.20: Hilo sobre superfi-

cie lisa con cargas exteriores F': /
la reaccion normal de la superficie

N no es necesariamente la nor-

mal principal al hilo.

Denominamos n a la normal principal al hilo, b a la binormal, y N a la
normal a la superficie. Todos estos vectores son versores unitarios. Sea « el
angulo que forman n y N:

n-N = cosa
La reaccién vale (figura 14.20)
Q=QN
y en componentes

() cosa, componente segin n

@ senq«, componente segin b

Escribimos las ecuaciones de equilibrio en las direcciones del triedro in-
trinseco (14.2)

0=q + dr
= a4 ds
T
0=g¢,+Qcosa+ — (14.30)

R
0=gq,+ @sena

Proyectamos éstas sobre la normal a la superficie, IN, multiplicando la 2.?
ecuaciéon por cosa y la 3.2 por sen a:

T
qncosa+qbsena+Q+Ecosa:O

=4qN
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Apliquemos ahora el Teorema de Meusnier de geometria diferencial®. Este
afirma que para una curva [' sobre una superficie, con radio de curvatura R
(de la curva), el radio de curvatura R,, de la seccién normal a la superficie
que es tangente a [' en ese punto verifica

R, cosa =R,

por lo que podemos escribir la ecuacién anterior como

T
av+Q+ 5= =0 (14.31)

siendo R,, el radio de curvatura de la seccién normal a la superficie tangente
al hilo en cada punto.

EJjEMPLO 14.8: Hilo homogéneo pesado, situado sobre un paralelo horizontal
en una esfera lisa, en una latidud « (figura 14.21).

Figura 14.21: Hilo pesado situado so-
bre una esfera lisa, en un paralelo de
latitud ov.

La normal principal del hilo n esta dirigida hacia el centro del paralelo,
la normal a la superficie IN hacia el centro de la esfera, y la binormal b
es perpendicular al plano del paralelo, es decir vertical. La carga del peso
distribuido es ¢ = ¢b. Denominando Q = —Q N a la reaccién de la esfera
sobre el hilo, la ecuacién de equilibrio en la direccién de b (14.30%) arroja:

q
sen o

—Qsena+qg=0 = Q=

Por otra parte, la ecuacién de equilibrio en la direccién N (14.31) conduce
a:

R

T
gsena—Q+—==0 = T:qR(
sen «

— sen a) = qR cos acotg a.

°D.J. Struik, Geometria Diferencial Cldsica, ed. Aguilar, (apartado 2.5).
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14.4.3. Enrollamiento sobre tambor rugoso

Si el hilo esta apoyado sobre una superficie rugosa, se producen fuerzas
tangenciales debido al rozamiento y el problema se complica considerable-
mente. En principio se podria tratar como el caso estudiado en el apartado
anterior, considerando las fuerzas de rozamiento como cargas aplicadas q. Sin
embargo las fuerzas de rozamiento son por lo general desconocidas a prio-
ri, y definidas por desigualdades (R < uN), lo cual complica ain més su
tratamiento.

Un caso particular importante y que tiene solucién analitica es el del enro-
llamiento sobre un tambor rugoso. Haremos para ello las siguientes hipotesis:

1. No existen cargas exteriores aplicadas sobre el hilo;

2. El tambor tiene una seccién recta convexa (no es necesario exigir que
ésta sea circular);

3. El hilo se enrolla segiin una seccion recta del tambor.

Se desea calcular la situacién limite del equilibrio, cuando al tirar de un
extremo mas que del otro el hilo estd a punto de deslizar sobre el tambor.
En esta situacion limite, por ser inextensible el hilo, el rozamiento se agota
simultaneamente en toda la longitud del hilo apoyada sobre el tambor. Supo-
nemos que se esta tirando desde un extremo con una tensién 7', mientras que
en el origen existe una tension T fija. Por tanto el rozamiento se moviliza en
sentido contrario a T' (figura 14.22).

Figura 14.22: Hilo enrollado sobre
un tambor rugoso, en el cual se ti-
ra desde T, en situacion de equili-
brio estricto (a punto de deslizar)

Planteamos las ecuaciones de equilibrio (14.2), denominando ¢, la reac-
cién normal del tambor (figura 14.22).

= Segun la tangente:

dT
— g, =0, 14.32
o Ha (14.32)
= Segun la normal:
T
— —q,=0. (14.33)

R
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El signo negativo de ¢, proviene de considerar sentido positivo el opuesto a
la normal m, es decir hacia el lado convexo del tambor.
De (14.33) obtenemos ¢, = T/ R, por lo que de (14.32)

ar T
s MR

y separando variables
dT ds

— == = pde.
T = Hhg =pde

Integramos entre dos puntos, el origen ¢ = 0, donde suponemos que la
tension vale T' = Tj, y un punto genérico ¢ donde la tension vale 7"

(1434

Esta férmula indica el aumento de la tension producido por el rozamiento,
cuando se estd tirando desde un punto en ¢ = 0 con tensién 7Tj, hasta un
punto en que el hilo se ha enrollado un dngulo .



Apéndice A

Resumen de algebra
vectorial y tensorial

Se resumen aqui algunos conceptos y definiciones importantes de vec-
tores y tensores, con pretensién de sencillez y brevedad. En aras de esta
sencillez, nos limitaremos al espacio Euclideo ordinario E3 y a coordenadas
cartesianas.

A.1. Escalares, puntos y vectores

En lo que sigue restringiremos nuestra atencién a los nimeros reales R
y el espacio geométrico ordinario E3, espacio afin de dimensién 3 y dotado
de la métrica euclidea.

Los elementos o € R se denominan escalares y pueden considerarse
como tensores de orden cero.

Los elementos A € E? se denominan puntos. El segmento orientado con
origen en un punto A y final en otro B se denomina vector:

v=AB =B - A. (A1)

El conjunto de los vectores, junto con las operaciones de suma de vectores

mediante la regla del paralelogramo y producto por un escalar tiene la

estructura de espacio vectorial, denominandose V), espacio vectorial asociado
3

a [E°.

Al
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A.2. Producto escalar y vectorial

El médulo de un vector es la distancia entre los puntos origen y final
del mismo, |v|= |AB|= dist(A, B). El producto escalar de dos vectores es
un escalar € R, cuyo valor se define geométricamente como

u-v = |u||v|cos b, (A.2)

siendo 6 el angulo formado por w y v. Cuando el producto escalar de dos
vectores es nulo (u - v = 0) se dice que son normales o perpendiculares. El
producto escalar es conmutativo, es decir,

uU-v=v-u Yu,v € V. (A.3)

A.3. Bases y coordenadas

El espacio vectorial euclideo V tiene dimension 3, es decir que se puede
establecer una base de 3 vectores linealmente independientes (eq, ez, es3)
que permite expresar un vector cualquiera v € ¥V como combinacién lineal,

3
v= Zviei. (A.4)
i=1

Los coeficientes (v1,v2,v3) se denominan coordenadas de v en la base
(e1,ez2,e3). Se puede escoger esta base de forma que sea ortonormal, es
decir formada por vectores unitarios y mutuamente perpendiculares, veri-
ficandose

€; - ej = 51] (A5)
(Donde los coeficientes ¢;; 6 deltas de Kronecker se definen por §;; = 0 si
i#jy oy =1sii=j).

En lo que sigue, salvo indicacién expresa en contra, supondremos siem-
pre bases ortonormales'. Se denomina sistema de referencia cartesiano al
conjunto {O;e;} formado por un punto O € E? y una base {e;} para
el espacio vectorial asociado V. De esta forma, las coordenadas cartesia-
nas d_e_) un punto X € E? se definen como las coordenadas del vector
r=0X = Z?:l Ti€;.

En funcién de sus coordenadas en una base ortonormal, el producto
escalar de dos vectores puede expresarse como

3
u-v= Zuivi = u;v;. (A.6)
i=1

'Esta restriccién da lugar a los denominados tensores cartesianos.
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En esta férmula y en lo que sigue, con objeto de simplificar la notacion,
siempre que en un monomio haya un indice repetido dos veces se entendera
que la expresién se suma sobre el rango del indice, salvo que se indique
expresamente lo contrario.

Mediante el producto escalar se puede asociar a un vector cualquiera
v € V una aplicacién lineal v” : V — R, de forma que le haga corresponder
su producto escalar por v:

Vox—v-xeR (A.7)

Esta propiedad permite identificar los vectores como tensores de orden uno.

A.4. Tensores de orden dos

Se denomina tensor de orden dos sobre un espacio vectorial V' a una
aplicacién lineal T': V — V), de forma que

Vove—T-vel. (A.8)
La linealidad se traduce en las propiedades siguientes
. T-(u+v)=T -u+T-v Vu,v eV
2. T -(au)=o(T - -u) VaoeRiueV

El conjunto de tensores de orden dos sobre V se denota por V2. Se define
el tensor nulo O € V? por O -v =0 VYv € V, y el tensor identidad o unidad
1eV?porl-v=uvVYovel.

Ademdés, en V? se definen las propiedades y operaciones siguientes.

1. Igualdad. Dos tensores S, T € V? son iguales si y sélo si
S-v=T- v Yv e V. (A.9)
2. Suma. Dados S,T € V? la suma S + T € V? se define por
(S+T) v=S-v+T-v Vv eV (A.10)
3. Producto por un escalar. Dado 8 € V? y o € R se define el producto

a8 € V2 por
(aS) -v=a(S v) Vv eV (A.11)
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4. Producto o composicion de tensores. Dados S, T € V? se define el
producto S - T € V? por

(S-T) v=S8-(T- v) Yv eV (A.12)

Con estas definiciones, es ficil comprobar que la suma de tensores es
conmutativa y asociativa, asi como el producto por un escalar. Asimismo, el
producto por un escalar y el producto de tensores son distributivos respecto
de la suma.

Se definen las componentes de un tensor S en una base cualquiera {e;}
como los coeficientes escalares

Sij=ei-(S-e)  (i,j=1,2,3). (A.13)

Por tanto, la expresiéon en componentes de la aplicaciéon de un tensor sobre
un vector es

v=8S-u = vi:ei~v:ei-(S-ujej) :Siju]'. (A14)

Las componentes de un tensor se pueden escribir en forma de matriz,

S11 S12 Si3
[S] =[S S22 Sa |, (A.15)
S31 S32 Ss33

indicando el primer indice fila y el segundo columna de la matriz. Notese
que para diferenciar la matriz de componentes del tensor respecto del tensor
mismo se emplea la notacién [S] en lugar de S. La definicién de un tensor
es intrinseca, independiente de la base, mientras que sus componentes son
distintas segun la base elegida.

Andlogamente, escribiremos las componentes de un vector v en una base
(e1, e, e3) mediante una matriz columna {v} (el empleo de llaves indicara
la estructura de matriz columna). La traspuesta de ésta serd una matriz
fila, que denotaremos por |[v|| = {v}T (el empleo de doble barra vertical
indicara la estructura de matriz fila):

{v}=<wp; o) = {v}T = (vi w2 wv3). (A.16)

U3

De esta forma, en una base dada, el producto de tensores se traduce en
el correspondiente producto de matrices,

u=§8T = Uz‘j = Sikaj =4 [U] = [S] [T] (A.17)
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Por otra parte, el desarrollo de un vector en funcién de los vectores de la
base puede expresarse mediante la matriz formada por estos dltimos,

U1
v =ve; = (e1,e,e3) { v2 p = {e;} {v}. (A.18)
v3

El producto tensorial (también llamado diddico) de dos vectores a y b
se define como un tensor de orden dos, de acuerdo a

(a®@b)-v=a(b-v) Yo € V. (A.19)
La expresion en componentes es
u=(a®b)-v = u;=abjvj. (A.20)
Las componentes del tensor a ® b son
[a®blij=e; - ((a®b)- e;j) =e;-(a(b-e;)) = a;bj, (A.21)
lo que en expresién matricial es
[a®b] = {a}{b}T. (A.22)

Mediante el producto tensorial de los vectores de la base, se puede es-
cribir el desarrollo de un tensor en funcién de sus componentes,

T = Tij €e; ®e;. (A23>

A.5. Cambio de base

Establezcamos un cambio de base, desde {e;} a una nueva base {e},
ambas ortonormales. El cambio se puede caracterizar mediante un tensor
A que transforma los vectores de la antigua base en los de la nueva:

e, =A-e;. (A.24)
Desarrollando las componentes de los nuevos vectores € en la base e;,
e;=(ej-e)ej=(ej-(A-e))e; = Aje;. (A.25)

Empleando la matriz de coordenadas [A] = [A;;] en la base {e;}, esta
relacién puede formularse matricialmente como

e} el
(ef e es)=(e1 ez e3)[A] & ehs =[A"{erp. (A.26)
A e3
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Las componentes de [A] tienen el significado siguiente:
Aij = €; (A . ej) = €; - 6;-. (A27)

Asimismo, puede obtenerse una expresién directa del tensor de cambio me-
diante:

3
A= Z €}, ® e. (A.28)
k=1

Veamos ahora la propiedad de ortogonalidad de la matriz de cambio.
Para ello, comenzamos por expresar los vectores de la base antigua (e;) en
la nueva base,

ej = (ej-e))e, = Aje;. (A.29)
Si sustituimos esta expresién en (A.25) resulta
6; = AjiAjke; (A30)

(habiendo sustituido el indice mudo i de (A.29) por k). De esta forma se
deduce inmediatamente la condicién que deben cumplir las componentes
del tensor de cambio de base,

Sa= Ady, & [A]T[A] = [1]. (A.31)

Esta propiedad, obtenida basandose en la ortonormalidad de ambas bases,
caracteriza la matriz de cambio de base como matriz ortogonal:

(AT = [A]7L. (A.32)

Veamos ahora la transformaciéon de coordenadas de un vector, al cam-
biar a la nueva base:

v e (A.33)
= U;-@;- = v}Aijei;
luego
v; = Aijv; = {v}=[Al{v} (A.34)

o= Ay = (o) =[A]"(v) (4.35)



Aptdo. A.6. Operaciones y clases especiales de tensores A7

A.6. Operaciones y clases especiales de tensores

Dado un tensor S definimos su traspuesto, S’T, como otro tensor que
verifica

(S-u)-v=u-(ST v) Yu,v e V. (A.36)
Decimos que un tensor S es simétrico si ST = S, mientras que serd hemi-
simétrico si ST = —8.
Un tensor S admite inverso si existe otro tensor S~ tal que
S.81=5"1.8=1. (A.37)
Decimos que un tensor Q es ortogonal si QT = Q 7!, es decir,
Q-Q"=Q"- Q=1 (A.38)

El tensor A que define un cambio entre bases ortonormales, teniendo en
cuenta (A.31), es un tensor ortogonal:

[ATAl=01] = AT - A=1 (A.39)

Un tensor ortogonal A se denomina rotacion si en el cambio de base aso-
ciado a partir de un triedro a derechas (es decir, que verifica ez = e; A e3)
se obtiene otro triedro a derechas. M&s abajo (apartado A.11) veremos que
una condicion equivalente es que su determinante debe valer +1.

A.7. Cambio de coordenadas de un tensor

Sea un cambio de base definido por las expresiones tensoriales e, = A-e;
(1 =1,...3), o de forma equivalente, por las expresiones algebraicas e, =
Ajiej. Un tensor T define una aplicacién lineal en V),

v="Tu, (A.40)

que expresada en unas u otras coordenadas resulta en las siguientes expre-
siones matriciales:

{v} =[THu},  {o} =[T]{u}". (A.41)

Teniendo en cuenta las relaciones de cambio de coordenadas para los vec-
tores, (A.34, A.35):

{v} = [A]"{v} = [A]"[T){u} = [A]"[T][A){u}"; (A.42)

por lo que
[T) = [A"[T)[A] & T}, =TuAwd;. (A.43)



A8 Apéndice A. RESUMEN DE ALGEBRA VECTORIAL Y TENSORIAL

A.8. Coeficientes de permutaciéon

Se definen a partir de los vectores de una base ortonormal (eq, ez, e3)
mediante la expresién general siguiente:

€ijk = (ei N ej) - ey. (A.44)
Desarrollando la expresién, comprobamos que su valor es +1, —1 6 0 segiin
el caso:
+1 sila permutacién (i, j, k) es par:
(1,2,3), (2,3,1) 6 (3,1,2);
€ijk = § —1 si la permutacién (4, j, k) es impar: (A.45)
(1,3,2), (2,1,3) 6 (3,2,1);

0 sien (i,j,k) algin indice estd repetido.

Se comprueba facilmente la propiedad de hemisimetria para los coeficientes,
€jik = —€ijk;  €ikj = —€ijk- (A.46)

A partir de (A.44) se deduce inmediatamente que e; A e; = €;j€x, por lo
que el producto vectorial de dos vectores cualesquiera sera

U NV = € UiVj €. (A.47)
Anélogamente, el producto mixto de tres vectores vale
[a,b,c] = (aADb)-c=ej;aibjcy. (A.48)

Los coeficientes hemisimétricos €;;;, corresponden a las coordenadas de un
tensor de orden tres, aunque no entraremos en mas detalles sobre este as-
pecto.

A.9. Forma cuadratica asociada a un tensor

Un tensor de orden 2 cualquiera T define una forma cuadratica asociada,
Y xV — R, de forma que

VxV>3 (u,v)—u- (T v)eR. (A.49)
Esta forma cuadratica es bilineal, es decir, lineal en cada uno de sus dos

argumentos. Decimos que el tensor T es definido positivo si la forma cua-
dratica asociada lo es, es decir,

u-(T-u)>0 YueV, u#0. (A.50)

Anélogamente, cabria definir los conceptos de tensor definido negativo, se-
midefinido negativo, semidefinido positivo e indefinido.
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A.10. Vector axial asociado a un tensor hemisi-
métrico

La forma cuadrética asociada a un tensor hemisimétrico es igualmente
hemisimétrica:

sio T=-TT, u-(T-v)=-v-(T-u) Yu,vel. (A.51)

Particularizando esta propiedad para los vectores de la base (u = e;, v =
e;), deducimos que la matriz de coordenadas es también hemisimétrica:

Tij =Ty Vi, j=1,23. (A.52)

Una propiedad importante de un tensor hemisimétrico es que existe siempre
un vector axial asociado, que lo hace equivalente a un producto vectorial:

WeV2 W=-W! = 3JweV, W.-z=wAzxz Vrec)V. (A.53)

Desarrollando las componentes de esta expresion,

Wiizier = €pw;z ey, (A.54)
e igualando éstas,
€ijkWiTj = Wkixj, (A.55)
—
=€jikW;5T4
por lo que
Wij = wierji. (A.56)

Asimismo, se puede invertir esta relacién para obtener

1
El tensor hemisimétrico asociado a un vector w lo denominaremos también

w, 6 wA. La equivalencia es por tanto

W = wh = @ (A.58)
)
w1 0 —w3 w2
(wy=dw S, W=(@=|w 0 —wl]. (A.59)

w3 — W2 w1 0
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A.11. Traza y determinante

La traza es una operacién tensorial lineal que asocia a un tensor de orden
dos un escalar. Aplicada al producto tensorial de dos vectores, cumple

trla®@b)=a-b Va,be). (A.60)
Por tanto, para los vectores de la base —ortonormal—,
tr(e; ® ej) = d;5, (A.61)
y aplicando esta expresién en el desarrollo de un tensor T,
trT = tr(Tije; @ ej) = T;50;5 = Ty = T + Tog + Ti33. (A.62)

Conviene recalcar que, al tratarse de una operacién tensorial intrinseca, el
resultado es independiente del sistema de coordenadas en el que se calcule.
Por este motivo se dice que la traza es un invariante del tensor.

El determinante de un tensor es un escalar cuyo valor coincide con el
determinante de la matriz de componentes asociada en una base dada.

det T' = det[T. (A.63)
En funcién de los coeficientes de permutacion puede expresarse como
detT = EijkTi1Tj2T3k = E/L'jk-le'TQkag. (A64)

Se trata igualmente de una operacién tensorial intrinseca, por lo que el
resultado es el mismo independientemente de la base empleada para calcular
las coordenadas. Es por tanto otro invariante del tensor.

El determinante tiene las propiedades siguientes.

1. Un tensor cuyo determinante es no nulo posee siempre inverso:
detT#0 = 3IT°'|T-T'=1 (A.65)

2. El determinante de un producto de tensores es el producto de los
determinantes,

det(A - B) = det(A) det(B) (A.66)

3. El determinante del tensor identidad vale 1, y el del inverso de un
tensor es el inverso del determinante,

1
detl1=1, detT !'= )
© ’ © det T

(A.67)
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4. El determinante del traspuesto de un tensor es igual al determinante
del tensor original,
det (TT) = det (T) (A.68)

5. El determinante de un tensor ortogonal vale +1,

1 =det(1) = det (RTR) = (det R)> = detR=+1. (A.69)

Se dice que un tensor ortogonal corresponde a una rotacion propia (ver
apartado A.6) cuando su determinante vale +1. En este caso puede com-
probarse que un triedro a derechas es transformado siempre en otro triedro
a derechas.



Mecanica (edicién de septiembre 1995):

FE DE ERRATAS

Pdyg. /pos.® dice debe decir

p 2.17, 110 y=... zZ=...

p2.22, -7 ..+ 2zdz/dg. ..+ Zdz/dgq.

p2.25, 1-10 ..RMC = ... . R=MC=...

3.6, 13 — il 3wy = Ry NN

p3.8, 1+1 (figura 77) (figura 3.5)

p4.23, 145 ..separadamente de la aceleracién ..separadamente la aceleracion

p5.5, n2 Mp=... ..mp=...

p5.10, 15.7 dngulo ¢ (a la dcha. de F'P) angulo ¢ (a la izqda. de F'P)

p5.17, 143 ..864007 ... ..861642 ...

p5.17, 143 ..a =42205Km ..a=42128km

p5.17, 1+4 ..a— R =35839Km ..a—R=35762km

p5.17, 146 ..a=8252Km ..a =8052km

p6.7, 16.9 0= pa o = 0a

p6.7, £6.9 jo = —ba o = —pa

p7.9, 1+1 LY Y

i k
p7.9, 14+2 LY Y
S g

p7.9,1-6 Z M ; §mz’rl2

p7.29, e7.37 ..5qj =0 .0g; =0

p=, 1=+1 Og;j 0g;

w05 (111} o= (110

p9.18, 1418 (9.4.51) la 1.2 de las ecuaciones anteriores

p=, I=+ (9.4.52) la 2.2 de las ecuaciones anteriores

p9.19, 1-3 Entonces, las direcciones principales de I | Entonces, tanto la direccién principal u pa-

lo son también de Ip. ralela a OG como las otras dos direccio-

nes principales en G perpendiculares a u
(o més, en caso de ser el tensor cilindrico)
son también principales de I.

p9.37, 1-2 ..+ Bq(—¢psenfsenp. .. ..+ Bq(—ysenfsenp. ..

p9.38, 14+14 ..—Ap(gbsengo—i—i/}cosﬂ)... ..—Ap(Lpsenap—i-t/.Jcos@sencp)...

p=, I= .. — Bq(pcos g + 1 cos 0) .. — Bq(p cos p + 1) cos 0 cos p)

p9.40, 14+13,14 | ... Mo ... LMy

p9.40, 1-7 Mo .. LMY

p9.40, 1-1 L F... L Foet

aw. .

p”: pagina;“1”: linea;“f”: figura; “e

“a”. ¥ 7SN

ecuacion, n

: nota pie pdgina; 14+: n.° de linea absoluto desde comienzo de pagina; 1—:

n.° de linea absoluto desde final de pdgina; I=4: n.° de linea relativo, hacia abajo, desde iltima correccién;



Pdag./pos.® dice ‘ debe decir
p10.3,1+13 | ...(9.29) ... —.(9.28) ...
p10.7, 1-2 (9.45) (9.44)
d2 7 K dz 7 d
pl0.11, 110 | (So) =@ -w)Ar ... ST) = (S@-w)
de? S0 de? sQ dt
pl0.14, f10.7 | —Mgk —MgK
pl0.15, 1+4 =Mopk... =Mop-k...
pl1.3, f11.2 | 1/2¢ 1/e
p1l1.12,1+4 | I(v} +vd) 3 (vp +v3)
pll.16, 14+3 ... movimiento cinético ... ... momento cinético ...
9Q; 9Qi Qi Qi |
pl2.2, -1 ...+8qjq_j+aqjq]'+... ...—1—6% Oqj—l—aqj Oqj—i—...
pl12.16, 14+13 | ... matriz R simétrica ... ... matriz K simétrica ...
p12.19, 148 | —w'} +iw'kep — w? —W'y 4w g + WP
pl4.5, e14.7 | mi = k+/|x| mi =k |\/|z]
pl4.9,1-9 fa(®)f =>4 Ck ... fa®)y =>4 Bk -
pl5.3, 1416 | dr=ds~tAB dr=dst~ AB

a9,

[I3RIN

W,

p”: pagina;“l”: linea;“f”: figura; “e”: ecuacién, “n”:

nota pie pagina; 14+: n.° de linea absoluto desde comienzo de pagina; 1—

n.° de linea absoluto desde final de pagina; l=+: n.° de linea relativo, hacia abajo, desde ltima correccién;
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