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Préactico 3: Variables aleatorias y distribuciones de probabilidad]]

Variables Aleatorias Discretas

1. La variable aleatoria X toma los valores 0,1,2 y 4, con probabilidades 1/2,1/4,1/8 y 1/8.
Hallar la funcién de distribucién F(x) de esta variable aleatoria, y dibujar el gréafico de y = F(x).

2. Se tira una moneda 6 veces consecutivas. Calcular la probabilidad de que aparezca cara:
(a) por lo menos una vez;
(b) no menos de dos veces;

(c) de 3 a b veces.

3. En la trasmision de un mensaje compuesto por signos, la probabilidad de que ocurra un
error en un signo es 0,1. Calcular la probabilidad de que, en un mensaje con 4 signos:

(a) no hayan errores;
(b) ocurra un error;

(¢) ocurra no menos de un error.

4. (Aproximacion Binomial-Poisson) Sea X una variable aleatoria con distribucién Binomial
de parametros n y p, tales que np, — A cuando n — +oco. Probar que para todo k € N:

A

mP(X = k) o

es decir, la distribucién Binomial se puede aproximar por la Poisson de parametro A.
Sugerencia: utilizar la Formula de Stirling: n! ~ v/27mn (%)n sin — oo.

5. La probabilidad de acertar en un blanco es de 0,001. Calcular la probabilidad de acertar en
el blanco dos o mas veces, en una serie de 5000 disparos.

6. En una compania de seguros hay asegurados 50.000 personas, de una cierta edad y grupo
social. La probabilidad de defuncion en el curso de un ano, para cada individuo, es 0,006.
Cada persona asegurada paga, al inicio del ano, 40 ddlares, y en caso de fallecer, sus parientes
reciben de la compania 5000 délares. Calcular la probabilidad de que, en el lapso de un ano,
dicha compania:

(a) sufra pérdidas;
(b) obtenga ganancias de por lo menos 300.000 ddlares;
(c) obtenga ganancias de por lo menos 800.000 délares.

7. Una urna contiene 6 bolas numeradas del 1 al 6. Se eligen al azar, y sin remplazo, 3 bolas.
Sea X la variable aleatoria que indica el mayor de los niimeros obtenido en las bolas elegidas.
Hallar la funcién de distribucién de la variable aleatoria X, y calcular P(X > 5).

! Para trabajar en las semanas 4 y 5.



Esquema de Bernoulli

8. Calcular la probabilidad de que, en 2n experimentos en un esquema de Bernoulli, se obtengan
éxitos tunicamente en los n experimentos con numero par, si la probabilidad de éxito en un
experimento es p.

9. La variable aleatoria geométrica. Dada una serie de experimentos de Bernoulli, con pro-
babilidad de éxito p, sea T el nimero de experimentos necesarios hasta obtener un primer
éxito.

(a) Verificar que el recorrido de T es {1,2,...} y calcular P(T' = k) para k € {1,2,...}.

(b) Demostrar que > ;- , P(T' = k) = 1. Esto demuestra que la probabilidad esta bien defini-
da.

(¢) Pérdida de memoria: probar que
P(T>n+m|T>n)=P(T >m)Vn,me{1,2,...}

Es decir, si en el paso n no tuvimos éxito, es como que empezaramos nuevamente.

10. Considere un esquema de Bernoulli de n experimentos en donde la probabilidad de éxito es
p. Calcular la probabilidad de que, en el experimento que ocupa el k-ésimo lugar, ocurra éxito
por (-ésima vez (0 < ¢ < k <n).

Variables Aleatorias Continuas

11. La variable aleatoria X tiene densidad p(x) = ce™ 1.
(a) hallar el valor de la constante c;

(b) calcular P(0 < X <1).

12. La variable aleatoria X tiene densidad dada por

px) = 0, siz<06z>1

{ cx?, si0<x <1,
(a) Hallar el valor de c.
(b) Hallar la funcién de distribucién de X.

(c) Calcular la probabilidad P(0,1 < X < 0,4).

13. Una variable aleatoria con funcion de distribuciéon

1-— 6_12/(202), x>0,
Fle) = { 0 x 2 0.

donde o > 0, se denomina distribucion de Rayleigh. Hallar la densidad de esta variable aleatoria,
y calcular la probabilidad P(0 < X < o).



14. Verificar, que la funcién dada por

0, x <b.

donde a y b son constantes positivas, es la densidad correspondiente una variable aleatoria, y
calcular su funcién de distribucién correspondiente. (Esta distribucién se denomina distribucion
de Pareto.)

15. La variable aleatoria U tiene distribucién uniforme en el intervalo (0, 1). Demostrar que la
variable aleatoria X = 2U — 1 tiene distribucién uniforme en el intervalo (—1,1).

16. La variable aleatoria X tiene funcién de distribucién F(x) continua y estrictamente cre-
ciente. Demostrar que la variable aleatoria F'(X) tiene distribucién uniforme en el intervalo
(0,1).

17. Consideremos una variable aleatoria U con distribucién uniforme en el intervalo (0, 1), y sea
F(x) una funcién de distribucién continua y estrictamente creciente. Demostrar que la variable
aleatoria X = F~1(U), donde F~! denota la funcién inversa de la funcién F, tiene funcién de
distribucién F(zx).

18. Consideremos una variable aleatoria X, con distribucién normal, con pardametros (2,3/2).
Calcular las siguientes probabilidades: (a) P(X > 3); (b) P(1 < X < 4); (c) P(|X—2,5] > 0,5);
(d) P((X —1)*<4).

19. La variable aleatoria X tiene distribucién normal con pardmetros (3,4). (a) Calcular las
probabilidades P(X < 0) y P(—9 < X < 1). (b) Hallar el valor de x que cumple la condicién
P(X > 1) = 0,01.

20. (a) Sea X una variable aleatoria con distribucién exponencial de pardmetro o > 0. Demos-
trar que

PX>z+y| X >2)=P(X >y). (1)
Esta propiedad se denomina pérdida de memoria.
(b) Sea G: [0,00) — R una funcién real, que verifica G(0) = 1, y cumple la ecuacién
funcional

G(x +vy) = G(x)G(y) para todo x > 0, y > 0.

(i) Demostrar que G(x) = G(1)* para todo x racional. (ii) Demostrar que si ademés la funcién
G/(x) es decreciente, entonces existe a > 0 tal que G(z) = e~**. (iii) Concluir que una variable
aleatoria que cumple la propiedad tiene distribucién exponencial.

21. La variable aleatoria X tiene funcién de distribucién F'(z) y densidad p(x). Hallar la funcién
de distribucién y la densidad de la variable aleatoria Y = a X +b, donde a > 0y b son constantes.

22. La variable aleatoria X tiene funcién de distribucién F'(x). Hallar las funciones de distri-
bucién de las variables aleatorias Y = X3y Z = — X



