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Repaso clase pasada

Salto alto como aplicacion de movimiento rectilineo con aceleracién
constante.
Vectores: propiedades, operaciones con vectores, modulo de un
vector, componentes y vectores unitarios.
Cinematica en mas de una dimension.

Vector posicion de una particula en un instante dado es un

vector que va del origen del sistema de coordenadas al punto P.
Coordenadas x, y y z de P son las componentes x, y y z del vector.

Y o~
La posicion P de una particula o A A k
en un tiempo dado tiene las r=Xx1 | y ] I VA

Ye. coordenadas x, v, z.

El vector de posicién del punto P o
tiene las componentes x, y, z:
r=xi+yj+ zk.



Repaso clase pasada

En un At la particula se mueve de P, a P,.
Desplazamiento: Ar =71, — 71,
A =7, -7 = (- %) 1+ (-0 ]+ (B -2)k

Velocidad media
durante ese intervalo At:

y La posicién en el tiempo #,.
2 5 med = N2
[y o :é,f, ﬂt tz - tl
med At
i \ Rapidez media: es el
r < " " "
2 El vector ;:otmlente ery(tjre la ?Ilftanma
v4....desplazamiento A7 [10re '=SOHIGA Y ELHEMPO
/ i B insumido.
zep, PHIEEETI AT "Es un escalar y no siempre

- "

- Frvurens LA POSiCION en coincide con el moédulo de la

\micmpu f. velocidad media.
| Y Y 4

Trayectoria de la particula 3



Repaso clase pasada

Velocidad instantanea: 3 _ i, 20 _ 27 Ry P
y | At-0 At dt
D2y v=v,i+v,]+v,k
P X VI Z
e & El cualquier punto de la trayectoria, el

vector es tangente a la trayectoria en ese
punto, y el sentido es el del movimiento.

El modulo de v es la rapidez.

El vector velocidad
instantdnea v es

langente a la trayectoria
en cada punto.

Tl =v= ng + v2 + v2

-~ P|
-~ " . - . .
7 El vector velocidad instantianea v
4 ¥, 2z iemp tangente a la t tori
! AN ~siempre es tangente a la trayectoria.
. x V= |Ug Uy ;

Trayectoria de la particula & o La trayectoria

 de la particula

' en el plano xy
b

\ a i

En dos dimensiones:
tan a =

Uy

- X
O| Wv;y v, son las componentes
xvyvdev.




VECTOR ACELERACION
La aceleracion describe como cambia la velocidad.

Velocidad como vector: aceleracion describe cambios tanto en la
magnitud de la velocidad (es decir, la rapidez) como en la direccion
de la velocidad (la direccion en que se mueve la particula).

[:3
'.ﬂ--}

7 Este automévil acelera frenando
mientras recorre una curva.

(Su velocidad instantinea cambia

tanto en magnitud como en direccion).

Para determinar la aceleracion I'Itl_'lli..'! del
automaovil entre Py y P,, primero obtenemos
el cambio en la velocidad A v restando

v de Uy. Observe que 'y + AU = 15

La aceleracion media tiene la misma direccion
que el cambio de velocidad, Aw.

. Av 1_72 — 7_71 )
a = =
ML N ity

Definimos la aceleracion media: 5



VECTOR ACELERACION

Definimos aceleracion instantanea:

a) Aceleracion: trayectoria curva

feaP, ] W SRR
T tomamos el limite 1 Av av a-r
- , ydo P s¢ TR et 7 Lhh ahl
0 Fre ol a= lim = =\
At-0 At dt  dt?
. dv, , dv, & AR 7 AN A5, AN 7 A
NS AL AN
T a [+dtj+dt dt2[+dtzj+dt2
El vector a no tiene que ser tangente a la
_, trayectoria.
b Si la trayectoria es curva, apunta hacia el lado

concavo de la trayectoria (interior de la curva
descrita por la particula).

eclilinea i::
;5/ La aceleracion es tangente a la trayectoria solo
- - si la particula se mueve en linea recta.

Atencién: Cualquier particula que
sigue una trayectoria curva esta
acelerando !!!



COMPONENTES PERPENDICULAR Y PARALELA DE LA ACELERACION

ﬁ & El vector@ se
""" langente a la puede visualizar en
Componente trayectoria en F. términos de una
de a paralela componente
_ 2 paralela a la
a la trayectora. ; . \
o - —==> Trayectoriade trayectoria de la
a, la particula particula
o (paralela a la
velocidad), y otra
Y | componente
, perpendicular a
a,- Normal a la la
. y:wcumriu en p, trayectoria, (perp
: - ‘ endicular a la
Componente de a .
R velocidad).
La componente paralela determina los cambios en la rapidez de /a

particula.

La componente perpendicular indica los cambios en la direccién
del movimiento de la particula.



Solo cambia la magnitud
de la velocidad: la rapidez

cambia, pero no la

direccion. z

g) Cuando la rapidez es constante en una

trayectoria curva ...

v

... 1a aceleracion es normal
a la trayectoria.

Solo cambia la direccion
de la velocidad: la particula

sigue una trayectoria curva
con rapidez constante.

m‘i/

b) Cuando la rapidez se incrementa en una
trayectoria curva ...

.
v

- A s
< ... la aceleracidn apunta hacia
adelante de la normal.

Normal en P

@) Aceleracion paralela a la velocidad: b) Aceleracién perpendicular a la velocidad:

Ez=ﬁ|+a‘:li;

N

€) Cuando la rapidez disminuye en una
trayectoria curva ...

—
v

... 1a aceleracion apunta hacia
atrds de la normal.



ATENCION:

Es importante reconocer que un objeto puede acelerar en diferentes formas:
1) La magnitud del vector velocidad (la rapidez) puede cambiar con el tiempo.
2) La direccion del vector velocidad puede cambiar con el tiempo, incluso si
la rapidez es constante, como puede suceder a lo largo de una trayectoria
curva.

3) Tanto la magnitud y la direccion del vector velocidad pueden cambiar al
mismo tiempo.



MOVIMIENTO DE UN PROYECTIL

Veremos objetos que se mueven en las dos direcciones x y y de manera simultanea
bajo aceleracion constante.

Un caso especial importante de este movimiento en dos dimensiones se le conoce
como movimiento de un proyectil.

Cualquiera que haya lanzado alguna clase de objeto en el aire ha observado un
movimiento de un proyectil.

Si se omiten los efectos de la resistencia del aire, la variacion de g con la altura y de
su direccion y la rotacion de la Tierra, la trayectoria del proyectil dentro del campo de
gravedad de la Tierra es una curva en forma de parabola,

La figura muestra esta _

\ \ N La componente yde la
trayeCtorla- La direccion x velocidad es cero en el
positiva es horizontal y hacia la
derecha, y la direccion y es
vertical y positiva hacia arriba.
El hecho experimental mas
importante acerca del
movimiento de un proyecitil en
dos dimensiones es que los
movimientos horizontal y
vertical son completamente
independientes entre si.

g La componente xde la
velocidad permanece

] .

Vox constante en el tiempo.

Uiy




MOVIMIENTO DE PROYECTILES
« Un proyectil se mueve en un plano vertical [Modelo:

que tiene un vector velocidad inicial v,,. Proyectil como particula.
» Su trayectoria depende solo de v y de la
aceleracion hacia abajo debida a la gravedad. Aceleracion gravedad
y constante tanto en
magnitud como en
i '__,.*'”#-‘“"“HJTru}-‘ecmria SlECEC
- » -
- b S -Se ignoran efectos de la
a.=0,a,= —g “‘x\ resistencia del aire, como
- . . cgrvatura y rotacion de la
0| Tierra.

El movimiento del proyectil siempre se limita a un plano
vertical, determinado por la direccion de la velocidad inicial.

La aceleracion gravitatoria es exclusivamente vertical y no puede
acelerar al proyectil de forma lateral.

Movimiento es bidimensional.

11



MOVIMIENTO DE UN PROYECTIL

El movimiento de un proyectil es la superposicion de dos movimientos uno
horizontal y otro vertical independientes entre si, y el movimiento en una
direccion no tiene efecto sobre el movimiento en la otra direccion.

La figura muestra un experimento que

ilustra la independencia del Arma
movimiento horizontal y vertical. Objetivo
La pistola apunta directamente a la i i it P iy |
bola objetivo y es disparada en el R I
instante en que ésta es liberada. |
En ausencia de gravedad, el proyectil h I
daria en el blanco porque el J-ﬁlb
objetivo no se moveria. Punto de

Sin embargo, el proyectil ain da en el Y £otmion i x

blanco en presencia de la gravedad.

Eso significa que el proyectil esta cayendo con el mismo
desplazamiento vertical que el objetivo, a pesar de su movimiento
horizontal.



MOVIMIENTO DE PROYECTILES

3.16 La pelota roja se deja caer desde el
reposo v la amarilla se proyecta horizontal-
mente al mismo tiempo; las imdgenes sucesi-
vas en esta fotografia estroboscopica estan
separadas por intervalos de tiempo iguales.
En un instante determinado, ambas pelotas
tienen la misma posicion v, velocidad y y
aceleracion y, a pesar de tener diferentes
posicion y velocidad en x.

Analisis del movimiento: trato por
separado las coordenadas x y .

Componente x de la aceleracion es

cero, y componente y es constante e
igual a -g.

El movimiento de un proyectil es una
combinacion de:

« movimiento horizontal con
velocidad constante vy,

« movimiento vertical con
aceleracion constante.

13



MOVIMIENTO DE PROYECTILES
Ecuaciones de movimiento:

Como segun x es un movimiento rectilineo uniforme (a,=0) y segun
y esun movimiento rectilineo con aceleracion constante (ay= -0)

Aceleracion: a, = 0 a,=—g
Velocidad: v, = vy, Uy = Vpy — gt

.y 1
Posicion: x = xg + Vg, t g ‘|‘1?uyf—§£‘fz

Vo = V, COS @ Voy = Vp SIN &y

14



MOVIMIENTO DE PROYECTILES

En la cima de la trayectoria, el proyectil tiene velocidad vertical
cero (vy = 0), pero su aceleracin vertical adnes —g.

= s
s U9 W
4 L= -f——i-.:; --------------------------------------- Y
| g~ - o |
i
UIT : ‘-"‘l II"I ]
] v yqp - .
a : A Verticalmente, el proyectil
----------- r-_-_--_-------_-_ B N T R S ST T . .
- o ST ] W . 1
" : i a” 1 | vy, S¢ encuentra en movimien
! : 3y Uy I de aceleracidn constanie en
| . : e : | Tespuesta al irén gravitacional
i v "
! la,. =-g : s i 1 delaTierma. Asf, su velocidad
" g I LY . .
. ! N : vertical cambia en cantidades
i i : LY u x =
| i , N Oy : iguales durante intervalos
i i I L
! ! | % i deuempo iguales.
i i i \ I
i i i
' ! e .
I 1
: : : i
: : ' i
1 - 1
Py i U | Uy !
—————— e e e e e e e e e

Horizontalmente, el proyectil se encuentra en movimiento de velocidad constante: su aceleracidn horizontal
es cero, por lo que se mueve distancias en x iguales en intervalos de tiempo 1guales.

Movimiento parabdlico del modelo de proyectil

15



MOVIMIENTO DE PROYECTILES

Los hechos importantes del movimiento de un proyectil se pueden
resumir como sigue:

1. Siempre que se omita la resistencia del aire, la componente
horizontal de la velocidad v, permanece constante porque no existe
componente horizontal de la aceleracion.

2. La componente vertical de la aceleracion es igual a la
aceleracion en caida libre -g.

3. La componente vertical de la velocidad v, y el desplazamiento
en la direccidon y son idénticos a los de un cuerpo en caida libre.
4. El movimiento de proyectil puede describirse como una
superposicion de dos movimientos independientes en las
direcciones x y v.

ATENCION: En la altura maxima que alcanza el proyectil solo se anula la
componente vertical de la velocidad, la componente horizontal permanece

invariable.

La aceleracion en la direccion y tampoco es cero en la parte superior de la
trayectoria del proyectil. Solo la componente y de la velocidad es cero.

Si la aceleracion también fuera cero, jel proyectil jamas llegaria abajo!



ALCANCE DE UN PROYECTIL

Deduciremos las ecuaciones vinculadas a la altura
maxima alcanzada y el alcance maximo cuando se
dispara un proyectil, y la altura de disparo es la

misma que la de llegada: A

La altura maxima, se alcanza cuando la componente

vertical de la altura se anula. Llamaremos t* al

instante en que esto se produce. :
v, sin 0

g

v, =v,sinf —gt'=0 U =

La altura maxima se acanza para ese instante:

v,sin@y, 1 v, sing\’
RN

1
=\ '[_'* = 1 H]‘:* R ]‘:32 —_— ] H(
v(t*) = v, sin Zg v, sin e

17



ALCANCE DE UN PROYECTIL

Como el tiempo de subida es el mismo que el de bajada, el alcance R= x(2t*)

W NN {_ Vp5ind

R=1zx(2t") = vyroos8 (2t" )= v,cosd IME —)
g

Teniendo en cuenta que: 2sinB.cosB= sin 20

Ya o
R=2—sinf cosf = —zsin2#
& L
Puede verse que: L‘,é,:
El alcance maximo es cuando 0 = 45° y vale: Rm;“.._r N E

Como el seno de un angulo es igual al coseno del angulo complementario, los
proyectiles lanzados desde una superficie plana con un angulo 8 y con un angulo
90- 8 y con la misma rapidez tienen el mismo alcance, pero a mayor angulo de

tiro, mayor altura y mayor tiempo de vuelo.
Esto es valido sélo si la altura de lanzamiento es la misma que la

altura de llegada.
) AN 18
Veamos qué sucede cuando estas alturas son distintas.



MOVIMIENTO DE PROYECTILES

b = 45°
i
§<45° Al
tura de
e N :
) G-% wm.ﬂ %, lanzamiento
L (Pm—m——m i s i i i
“““.r" 3
/ M@R
- Vi, By
N
™
xR

7//////////////////7////////////////////////////?V}/ﬁ

Lanzamiento efectuado por encima del nivel del suelo. La trayectoria para un
angulo de tiro de 45° y otro mas pequefo se cortan por debajo de la altura de
lanzamiento. La trayectoria mas plana tiene un mayor alcance.

Si el punto de llegada esta a mayor altura que el de lanzamiento, el alcance
maximo se alcanza con un angulo de lanzamiento mayor a 45°.

h > o si el lanzamiento es a mayor altura
que la de llegada: 6,,5,< 45°
h < o si el lanzamiento es a menor altura

que la de llegada: 0,,5,> 45°

= atan | R =—_|v§ + 2gh

=)
\Jvs+2gh/ g\

FEx



! / \
f\\ N\
AN ——A= 34,20
V=150 m/s; h=10,0 m; 6,5, = 34,2°m NNANFRAVEIY
 Rypa= 31,4 m; Ryge= 30,5 m; Ryg= 29,7 m \

6 5 10 15 20 25 30 35

R R TR AN
/// \\\ ::4485.5

10 15 20 25

/// \ ——A=40°
Z~ s | | ~> |

5
4
3
X4
1
0
il
_2 .
-3

Vo= 15,0 m/s; h=-2,50 m; 6,5 = 48,5°m )

Rymac = 20,3 M; Ryge= 20,1 m; Rype= 19,2 m \



MOVIMIENTO DE PROYECTILES

 , . g
Deduccion de ecuacion de la trayectoria:  y(x) = (tanag)x — 55 —— x°
X 215C05°
X = vgcosagt AR
Vg COS &
. AN
Y =VpSInayt —Egt
LT AU
= Vo SIna WL
Y 3 N 1 COS g 2 g Vo COS Qg
- 1 2
(Uﬂ S1n ::trﬂ) X
P SRR
X Vg COS & 29 (vq cos ay)?
)
y =tanag x — x°

2 ~ya2
2% COS“ X

21



MOVIMIENTO DE PROYECTILES

Otras expresiones:

Maodulo del vector posicion:

Rapidez del proyectil (mddulo de su velocidad): v(t) = ’sz + v}

Direccidon de la velocidad, en términos del angulo o PN

que forma con el eje +x: Uy
g
N4 - ’ Y tEl " g
Ecuacion de la trayectoria (parabola): y(x) = (tan ao)x 2vicos?ag N

Para lanzamiento con altura de lanzamiento igual al de llegada:

., Vosinag
Tiempo en que se alcanza la altura maxima: NN R
AV . vgsin‘a,
Altura maxima alcanzada: FR ML e E AN AN RS
2g AN v2 sin 2a,
= x AL L LR AR KN
Alcance:
U5

Alcance maximo para %o = 45°

r(t) = x()? + y(t)?

22



Ordene los angulos de lanzamiento para las cinco trayectorias de
la figura respecto al tiempo de vuelo, desde el tiempo de vuelo
mas corto al mas largo.

y (m)

v; = 50 m/s

100

x(m)

50 100 150 200 250

Respuesta: El tiempo de vuelo estara dado por la componente vertical de la
velocidad inicial, cuanto mayor sea, mayor sera el tiempo de vuelo. Por tanto a
mayor angulo, mayor tiempo de vuelo.



1) Un proyectil se mueve en una trayectoria parabdlica sin
resistencia del aire.

¢Hay un punto donde @ sea paralela a #? NO.

¢Y perpendicular a ¥ ? Sl en el punto donde alcanza la altura
maxima (v, = 0)

2) En el instante en que usted dispara una bala horizontalmente
con un rifle, deja caer otra bala desde la altura del candn. Si no
hay resistencia del aire, équé bala llegara primero al suelo?

Las dos al mismo tiempo!!!

3) Se dispara un proyectil hacia arriba con un angulo 8 por encima
de la horizontal con una rapidez inicial v,. Al llegar a su maxima
altura, ¢ cuales son su vector velocidad, su rapidez y su vector aceleracicy?

v =1vjcos0 1 vV = vycost a=—g]j 24



Ejemplo: Ejercicio 2.15

15.- Se lanza horizontalmente una pelota con velocidad v, desde una altura
h y otra se deja caer al mismo tiempo desde la misma altura.

¢,Cual de las dos llegara primero al suelo?
¢ Cual de las dos tendra un mayor modulo de la velocidad al llegar al suelo?

1- Ambas llegan al suelo al mismo tiempo, pues ambas tienen la misma
velocidad en el sentido vertical. .

2- La que se lanza en forma horizontal tendra mayor modulo de

velocidad.
Esto es debido a que esta pelota tiene una componente horizontal de

velocidad que la otra no tiene.

25



= 10,0 m con un angulo de 40° respectoala  20m

Ejemplo: Ejercicio 2.17

17.- Un jugador de basquetbol de 2,00 m
de altura lanza un tiro al aro que esta a
3,05 m de altura, desde una distancia de _I

3.05m
de altura

_l .

de altox

horizontal. ¢Con qué velocidad inicial debe =
tirar de manera que la pelota entre al aro g il b

sin tocar el tablero? a
N - —tanfx — — 2
Ecuacion de la trayectoria: Y= 2v2¢0s2 6
gx* _ _ 2 2 gx? s
vaizszﬂ =tanfx—y tan fx—y ey €95 : 2 cos? @(tanfx—y) i 0

1 g2 X g
o Jcoslgtanfx —y  cosf [2(tanfx -y)

Tomo como origen el punto de lanzamiento.... Entonces el aro esta en x= 10,0 m
ey=1,05m

Vo

f— — = 10,? mflg
cosf |2(tanfx-y) cos40,0° |2(tan40,0° X 10,0 -3,05) 26

= J g 10,0 J 9.8 )



Aceleracion constante en dos dimensiones

En un caso mas general, pueden existir aceleraciones que tengan cualquier
direccion (efectos de friccion con el aire, friccion superficial, o motores).
Estas aceleraciones, consideradas juntas, forman una cantidad vectorial con
componentes a, y a,. Cuando ambas componentes son constantes, se
pueden aplicar las siguientes ecuaciones:

1

A\ W 2
Ux = Vox T Gyl Ax = voxt + 5 Axt Vy? = Vgy? + 2a,Ax
1

v, = Vo, + ayt Ay = vyt + antz vy = vgy° + 2a, Ay

27



BALISTICA CON RESISTENCIA DEL MUNDO REAL
Efecto de la resistencia del aire

3.20 La resistencia del aire tiene un
efecto acumulativo considerable sobre el
movimiento de una pelota de béisbol.

En esta simulacion, permitimos que la
pelota caiga por debajo de la altura desde

la cual se lanzo6 (por ejemplo, la pelota
podria haberse lanzado desde un acantilado).

y(m) Velocidad inicial de la pelota de béisbol:
100 - vy = 50myfs, ay = 53.1°
50
| | | | fo. P
0 100\ 200 \ 300 © ™
_SU s
i ]Dﬂ |

Sin resistencia
del aire

Con resistencia
del aire

La friccion del aire tiene un efecto
apreciable sobre los proyectiles, en
especial los que son ligeros y rapidos;
la resistencia es proporcional al
cuadrado de la velocidad.

Una pelota de béisbol bien bateada, que
dure mucho en el aire, puede perder
hasta la mitad de su rapidez inicial, y
llegar sélo un poco mas alla de la mitad
de lo que hubiera llegado sin friccion.
Una bala de rifle (s6élo con unos 150 g
de masa) disparada a 0,6 km/s, lo cual
es bastante, sufrira mucho la friccion. Si
no hubiera resistencia, tendria un
alcance maximo tremendo de unos
40km.

Debido a la resistencia del aire, no es
probable que la bala llegue mucho'mas
alla de 4 km.

28



Ejemplo: 2.20- Parcial 2021

Vo Se lanza una bolita con velocidad horizontal v,=10,0 m/s
ﬁ L
" desde una altura H = 2,00 m del piso. Al rebotar su
rapidez vertical se reduce a la mitad que la que tenia

justo antes de rebotar mientras que la rapidez horizontal
permanece constante.

¢ A qué distancia del lugar de lanzamiento se da el

.. segundo rebote? Es decir se pide determinar la distancia
| i .. AC, expresar el resultado en metros.

= B ¢ Tomar g=9,8 m/s? como valor exacto.

Datos: vo= 10,0 m/s; H=2,00 m

1 _ |2 [2(2000) _
Tiempo que demora la bolita en llegar al piso: H =5 gt* lp = /? = / — 0,63888 s

Rapidez vertical con que llega aB:  vypap. = g.tp = 9,8 X 0,63888 = 6,260990 m/s

Rapidez vertical con que salede B: Vyppos. = @ =3.130495 /s

3,130495

Tiempo de vuelo posterior al rebote: tp. = 2 -224L = 2 —0,63888 s
i)

Distancia AC recorrida: da. = Vo(tg + tgc ) = 10,0 X 0,63888 X 2 =12,7775m

dpgc =12,8 m

29



Ejemplo: 2.20- Parcial 2021

., b) Determine cual de las siguientes
8 aseveraciones son verdaderas:

i) La aceleracion media en el primer rebote en el punto B, es decir en el intervalo de
tiempo antes y después de impactar con el suelo, es vertical hacia abajo. g5150

ii) El tiempo que demora la bolita en llegar al punto B desde su lanzamiento es

menor que el que tarda en ir desde B a C. Falso

iii) La distancia AB es igual a la BC. Verdadero

iv) Cuando la bolita alcanza su altura maxima entre el trayecto B y C la velocidad es
perpendicular a la aceleracion. Verdadero

30



