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Ejercicios Complementarios — M6dulo 1

MOVIMIENTO BROWNIANO
Seccion Biofisica y Biologia de Sistemas
Facultad de Ciencias, Universidad de la Republica

1)(Examen 5/2/2018) En el movimiento browniano que ocurre a una temperatura fija,
las particulas se mueven en un medio viscoso. Por lo tanto se trata de una situacién en
gue cada particula disipa energia. No obstante, este movimiento colectivo es incesante
y no se amortigua. Dada esta situacion, responda con argumentos precisos si el
movimiento browniano obedece a los principios de la termodinamica o si, por el
contrario, es una excepcion a los mismos.

Solucion:

Primero que nada, el movimiento browniano obedece los principios de la
termodindmica. De lo contrario, seria algo extremadamente notable vy
seguramentehabria sido mencionado.

La aparente contradiccidon aqui surge por el hecho de que las particulas brownianas
(aun en un sistema aislado) estan constantemente perdiendo energia (por el
rozamiento) pero nunca se detienen, por lo que tienen que estar recibiendo energia del
medio constantemente sin que disminuya la temperatura del mismo. Esto parece violar
el primer principio de la termodindmica, que dice que la energia en un sistema aislado
se conserva: aqui parece por un lado no haber transferencia de calor pero si haber
transferencia de trabajo. Esto se resuelve si nos damos cuenta que la energia perdida
por rozamiento es transferida de nuevo al medio, que luego se reutiliza para mover
otras particulas brownianas, con lo que no se genera energia.

La sutileza de este razonamiento esta en entender que el “flujo de calor” microscépico
se compensa rapidamente (y microscépicamente) con el trabajo, con lo que no ocurre
ningun cambio en la temperatura (una propiedad colectiva y macroscopica).

2)Indique de qué forma puede ser utilizada para determinar la viscosidad del medio, la
ecuacion que Einstein obtuvo en sus investigaciones sobre el movimiento browniano

KgT
6mnr

(kg: constante de Boltzmann; T: temperatura en Kelvin;r: la constante matematica;

n: la viscosidad del medio en que se mueven las particulas brownianas; r: radio de las
particulas esféricas observables en el movimiento browniano).

Indigue qué datos serian necesarios, y en el caso de ser datos fisicos, indique los
experimentos o determinaciones necesarias para obtenerlos.
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Solucioén:
El sector facil del problema es despejar la viscosidad "eta" de la ecuacidon de Einstein:
kgT
n=—2
6nrD

Luego también es facil el hecho de que pi y la constante de Boltzmann son constantes
universales, obtenibles inmediatamente en tablas. Pero hay un elemento importante a
discutir con ellos: las unidades de la constante de Boltzmann, que deben ser
consistentes con todas las que usen en la ecuacion.

T sale de un termometro que mida la temperatura del medio en que ocurre el
movimiento, por lo que luego esa temperatura debe ser transformada el Kelvin.

El radio de las particulas r es un asunto sutil, ya que requiere que todas las particulas
sean esféricas y (en teoria) iguales. Dado eso, el radio r se mide porque las particulas
sean visibles en el microscopio 6ptico. Otro tema sutil es que si los radios tienen una
variacion no radical, quiza r podria ser un promedio.

La obtencion de D también es sutil. Podria obtenerse de un estudio de difusion bien
planeado que usara la ley de Fick: depositar las particulas en una zona y ver como el
colectivo de particulas evoluciona en el tiempo mediante el registro densitométrico. Eso
da una curva de difusién y de ahi, con alguna de las versiones de la ley de Fick
acordes al disefio del experimento (la primera, vectorial o la segunda, derivadas
parciales) obtener el D.

El otro método, mas facil, es hacer un “experimento” Perrin, seguir las trayectorias
brownianas (hoy dia mediante algun "tracking" adecuado), y conseguir medidas
suficientes como para determinar los promedios de los cuadrados que les permitan
tener la primera ecuacion del Einstein:

(X?) = 2Dt.
Entonces, de los distintos tiempos de observacion t y los promedios{X?), despejan D.

Asi tienen todo lo necesario para obtener la viscosidad.

3)Demuestre que, para una particula browniana moviéndose en un medio
tridimensional, X2 = 6Dt, donde X es el moédulo del vector posicién en el espacio
(X = (X1!X2;X3))'

Nota: Recuerde que X2 = 2Dt corresponde a una dimensién, por lo que es valido para
cada una de las componentes del vector posicion. Se recomienda tener en cuenta el
Teorema de Pitagoras para abordar el problema, y tener cuidado al operar con el
promedio.
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Solucion:
La definicion de desvio cuadratico medio es:

7 _ L X
n

Ahora, tengamos en cuenta el Teorema de Pitagoras:
X% =X{ + X5 + X3
Aplicando esto ultimo en el calculo del desvio cuadratico medio tenemos:

:lll:llll 2 3l:1111+1121+113L:2Dt+2Dt+2Dt

X2
n n n n
= 6Dt
Tenga en cuenta que el promedio se transformé en la suma de tres promedios gracias
a la propiedad asociativa de los nUmeros reales.

4)Considere dos soluciones de particulas brownianas esféricas. En una de ellas
(solucion A), el radio de las particulas brownianas es 2r y su concentracion es de 10
mM. La otra (solucion B), presenta una concentracion de 100 mM de particulas de radio
3r. ¢COomo serd comparativamente el desvio cuadratico medio (X2) de una particula
esférica de radio r inmersa en ambas soluciones? Justifique su respuesta.

Solucién:

El X2 de la particula de radio r serd igual en las soluciones Ay B. Esto es asi ya que el
movimiento browniano se debe a los choques de las moléculas que componen el
medio, con la particula browniana suspendida en el mismo. Las eventuales
interacciones con otras particulas brownianas vecinas no interfieren en tal sentido. Por
lo tanto, el tamafio y la concentracion de las otras particulas brownianas suspendidas
en las soluciones Ay B, no influyen en la determinacion del X2 de la particula de radio r
gue estamos considerando.

5)Una molécula de radio r = 4.5 x 10°® cm ingresa a una célula eucariota mediante un
mecanismo de transporte especifico. Para llegar al lugar en donde la misma sera
metabolizada, debe difundir una distancia de 5 um, lo cual le lleva promedialmente 4.0
x 10 s. Sabiendo que la ecuacién de difusién para una particula browniana en tres

dimensiones es X2 = 6Dt, calcule la viscosidad () del citoplasma.
Datos: ks = 1.38 x 102 J.K™*, T = 298 K.
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Solucién:

Sabemos que:

r =45x10%cm
d = 5.0x10%cm =+/X? = V6Dt
t =

4.0x10%s
Por tanto:
d> K,.T

D = —=
6t 6.1mM.7

_ K. T.6.t  1.38x107"7 Kg.cm?.s7?K™".298 K. 4.0 107 s

= = =
= e mr.d? 7.4.5 x1078 cm. (5.0 x10~* cm)?

N =4.65x10"> Kg.cm™1.s7!

6)Si una particula que experimenta movimiento browniano se desplaza en promedio
una distancia x en un tiempo t, ¢cuanto tiempo deberia transcurrir para que ocurra un
desplazamiento promedio igual a 3x?

Solucién:

Segun la ecuacion de Einstein, tenemos que si una particula se desplaza x en un
tiempo t, verifica lo siguiente:

x? = 2Dt
Ahora, si se quiere que la particula se desplace 3x, tenemos que

(3x)? = 9x% = 2Dt,, siendot, el tiempo que le lleva desplazarse 3x y lo que se quiere
calcular.

Ademas, sabemos que
9x2 =9 x (2Dt) = 2D(9t) = t, = 9t

Por lo tanto, si queremos que la particula se desplace 3 veces mas, se requiere nueve
veces el tiempo inicial.
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7)Si una particula que experimenta movimiento browniano se desplaza en promedio
una distancia x en un tiempo t, ¢cuanto se desplazara en un tiempo igual a 4t?

Solucion:

Si miramos la ecuacion de Einstein para el desplazamiento medio, como la particula se
desplaza x en t, tenemos que:

x =V2Dt

Ademas, queremos conocer cuanto se desplazara en un tiempo igual a 4t, es decir,
x, = +/2D(4t), siendo x, lo que queremos calcular.

Ahora, simplemente reordenamos un poco la expresion, y tenemos que
Xy = 2V2Dt = x, = 2x

Por lo tanto, en un tiempo cuatro veces mayor, la particula se desplazara el doble.

8) Durante el andlisis de la difusién de una particula en un medio de origen biolégico se
obtuvieron datos de posicion de la particula en funcién del tiempo. Una vez calculados
los valores de desvio cuadratico medio para la particula, se procedié a construir el

gréfico ln(ﬁ) vs [n(t) y se obtuvo una recta con pendiente 0,75 y ordenada en el
origen b>0.

Una de las conclusiones extraidas de este analisis es que el comportamiento difusivo
de la particula en ese medio en particular no se ajusta a lo predicho por el modelo de
Einstein.

Explique como se puede llegar a esa conclusion.

Solucion:
Por la informacién de la letra, la recta obtenida corresponde con:
In(X?) = 0,75+ In(t) + b
Considerando que b = In(e?) y las propiedades del logaritmo tenemos:
In(X?) = In(t*7°) + In(e?) = In(e?t"7%) = X2 = ebt07>

Donde e’ es un parametro relacionado con la capacidad de difusién de la particula en
el medio en cuestion.

Si recordamos que en el modelo de Einstein el desplazamiento cuadratico medio es

directamente proporcional al tiempo (X2 o« t), podemos ver que en este ejemplo esa
relacion no se cumple, puesto que el tiempo presenta un exponente distinto de 1.
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Nota 1: La constante e” esta relacionada con la capacidad difusiva de la particula en
ese medio. Ocupa el lugar del factor 2D.

Nota 2: Este tipo de difusion se conoce como difusibn anémala y se aparta de la
difusién convencional por presentar relacién no lineal entre X2 y t. Es un fenémeno
observado en medios con muy alta concentracion, que presentan heterogeneidades o
en sistemas que presentan transporte activo.

9)Supongase que se tiene un tubo de vidrio largo lleno de un liquido, en el que se
colocan particulas de tamafio microscépico (capaces de ser sometidas al movimiento
browniano). Recordando que, por los estudios del movimiento browniano en una
dimension, si se comienza con un gran niumero de particulas brownianas en un punto y
se deja que pase suficiente tiempo, las mismas terminan distribuyéndose de forma
uniforme cuando se llega al equilibrio. En general pensamos en un tubo horizontal para
estos razonamientos pero, si hacemos el mismo experimento en un tubo vertical,
depositando un gran numero de particulas en un solo punto (COmo esperamos que
sea (a grandes rasgos) la distribucion en equilibrio? ¢ Hay alguna contradiccion?

Puede ser util pensar en lo siguiente: Supéngase que se tiene un tubo de vidrio largo
dispuesto verticalmente, y que se coloca en su extremo superior una pelota de tamafio
macroscopico de densidad mayor al medio. ¢Qué ocurre con la misma? Ahora, ¢qué
pasa si en vez de ser de gran tamafio, se coloca una molécula aproximadamente
esférica, de densidad mayor que el medio? En ambos caso ¢que pasa si la densidad
es menor que la del medio?

Solucioén:

A diferencia de lo que pasa en el caso horizontal, las particulas brownianas no se
distribuyen uniformemente en equilibrio en la direccién vertical. Esta situacion se da
porque, ademas del empuje por las particulas del medio y el rozamiento con el medio
(que juntos nos dan el movimiento browniano) las particulas estdn sometidas a la
accion de la gravedad y el empuje del medio. De esta forma, si las particulas son mas
densas que el medio, cada particula experimentara una fuerza neta hacia abajo, por lo
gue esperariamos que se acumularan todas en el fondo. Sin embargo, esto generaria
un gran gradiente de concentracion, por lo que sabemos que el movimiento browniano
tenderia a disiparlo. En equilibrio esperamos que ocurra una especie de compensacion
de estas dos tendencias, sin llegar a ninguno de los dos extremos (todo concentrado en
el fondo vs. Distribucion uniforme) por lo que se espera (a grandes rasgos) que haya
una mayor concentracion en el fondo, que va disminuyendo a medida que subimos por
el tubo.

Similarmente, si las particulas brownianas son menos densas que el medio, la fuerza
neta es de sentido contrario y se esperaria una distribucién inversa: mas concentracion
arriba y menos abajo en equilibrio.

Hay que observar que no hay contradiccion con nuestra teoria porque en general
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suponemos que no hay fuerzas externas actuando sobre las particulas (eg: que no hay
campo eléctrico) cuando estudiamos el movimiento browniano. Esto lo podemos hacer
“en horizontal” porque despreciamos la direccidn vertical, pero si nos concentramos en
un tubo vertical, esto es imposible y hay que tomarla en cuenta. Algo similar pasa por
ejemplo, con la concentracion del aire, que disminuye a medida que aumenta la altitud.
Aunque en este ultimo caso no hay “movimiento browniano”, la similitud surge porque
se modela (implicitamente) el movimiento de las particulas brownianas segun las leyes
de los gases ideales.



