8- Dinamica rotacional, gravitacion y movimiento
de satélites
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s Consultas o dudas de lo visto anteriormente?
1. Maquinas simples: palancas y ventaja mecanica.

2. Aplicaciones del modelo de palanca a movimiento de
animales y mandibulas de animales.

. Movimiento circular uniforme.

. Movimiento circular con aceleracion angular constante.
. Segunda ley de Newton aplicada al movimiento circular.
. Cinematica rotacional.

. Relacion entre torque y aceleracion angular.
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Cuestiones que pretendemos responder hoy:

Ejemplos de relacion entre torque y aceleracion angular.
Ley de Newton de Gravitacion Universal.

Movimiento de satélites.

Satélites con orbita circular.

Leyes de Kepler .
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Ejemplos de aplicacion.

Clase de consultas para el parcial, 2 opciones:
1) Miercoles de 18:30 a 20:30

2) Viernes de 17:00 a 19:00.



Ejemplo: Descenso de un balde en un pozo

Un carrete soélido cilindrico sin friccidon, de masa M=3,00

kg y radio R=0,400 m, se usa para sacar agua de un

pozo. Un balde de masa m= 2,00 kg se ata a una

cuerda ideal que se enrolla alrededor del cilindro.

a) Encuentre la tension T en la cuerda y la aceleracion =~
a del balde.

b) Si el balde parte del reposo desde la boca del pozo y
cae durante 3,00 s antes de golpear el agua, jqué
distancia recorre en la caida?

Este problema involucra tres incognitas: la aceleracion a del balde, la aceleracion

angular « del cilindro y la tension T en la cuerda, por lo que debemos establer tres

ecuaciones:

1) la segunda ley de Newton aplicada al balde, ma =2F;

2) la version rotatoria de la segunda ley aplicada al cilindro: la =27, y

3) la relacion entre las aceleraciones lineal y angular, a= ra, que conecta las
dinamicas del balde y del cilindro.

El inciso b) es una revision de cinematica.

Comencemos realizando los DCL del balde y del carrete



Ejemplo: Descenso de un balde en un aljibe

Entonces voy a escribir la 2da. Ley de Newton, segun el eje
vertical, y considerando en sentido positivo hacia abajo:

GE“:."'T m.a=m.g-T (1)
El carrete se encuentra en equilibrio de traslacion: la fuerza n

‘ equilibra la otras dos fuerzas actuantes: su peso Mg y la tension T
que le ejerce el balde a través de la cuerda.
Por tanto el carrete s6lo puede rotar. Por lo que aplicamos /a version
rotatoria de la segunda ley aplicada al cilindro: la =27

} En este caso, la unica fuerza que realiza torque, es la tension T con
Hg

— , N ! P
Tt Como el balde esta cayendo, la aceleracion a es hacia abajo.

—h
mg

un brazo de palanca igual a R:
la=T.R

Ahora sustituimos: a=a/R y el valor de | correspondiente a un
cilindro macizo (MR?%/2) /1 a 1
(—MRE)— =T.R -Ma=T (2
2 R 2
Sustituyen T en (1) y operando:

m
N 1 1 AR 19
ma—mg—EMa (IH+:M)H — mg m+§M 5



Ejemplo: Descenso de un balde en un aljibe

m 2,00
N AR 1 9,80 = 5,60 m/s?
m+5M 2,00 + E(BJ{]{])

1 1
T = EM.’::. = E(H,ﬂﬂ)(ﬁ,ﬁﬂ) =840 N

b) Para determinar el desplazamiento del balde al cabo de 3,00 segundos de
caida, aplico la expresion del desplazamiento para una aceleracion constante;

teniendo en cuenta que la velocidad inicial es nula.

Ay = vyt + Sat? =5(5.60 m/s?)(8.00s5)? =252m



Dos particulas cualesquiera

my se atraen entre si por las
%hm 0 fuerim gravitacionales.
i Valor aceptado de G = 6,674x10-"" N.m?/kg?
L Failsobre2)
r uerzas gravitacionales actuan a lo largo ae

la linea que une las dos particulas (fuerzas

ncluso si las particulas . L.
; L centrales), y forman un par accién-reaccion.

ienen masas muy distintas, las
uerzas gravitacionales que ejercen
'qnire sf son de la misma intensidad:

Fg{] sobre 2) — Fg{l sobre 1)



PESO

El peso de un cuerpo es la fuerza gravitacional total
ejercida sobre éste por todos los demas cuerpos del

Universo.

Si un cuerpo esta cerca de la superficie terrestre,

se pueden

despreciar las demas fuerzas gravitacionales y considerar el

peso tan solo como la atraccion de la Tierra.

En la superficie de la Luna, tomaremos el peso de un cuerpo como la

atraccion gravitacional de la Luna, y asi sucesivamente.

Si de nuevo modelamos la Tierra como un cuerpo esféricamente simétrico
con radio R y masa mg, el peso w de un cuerpo pequeno de masa m en

la superficie terrestre (a una distancia Rg del centro) es

W:F:g:
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PESOvyg

D GmpM  peso w de un cuerpo es la fuerza que provoca la
g R} aceleracion g en caida libre, de modo que por la

segunda ley de Newton, w = mgq.

Gm,. g y g

Podemos obtener el valor de la masa de la Tierra, usando
Rz =6.380 km = 6,38 x10°my g = 9,80 m/s?, se obtiene:

NN gR? \ (9,80)(6,38 x 10°)?
& G 6,674 % 10-11

muy cerca del valor actualmente aceptado de 5,974 x 10* kg.
Una vez que Cavendish midid G, calculo la masa terrestre precisamente asi.

= 5,98 X 10%* kg

En un punto arriba de la superficie terrestre a una distancia r del centro de la

Tierra (una altura h=r - R sobre la supetrficie), el peso de un cuerpo esta
dado por:

Gmgm
R F.Q R 9



Tabla 13.1 Variaciones de g
con la latitud y la elevacion

Latitud Elevacion

Estacion norte (m) g(m/ s2)
Zona del Canal 09° 0 0.78243
Jamaica 18° 0 0.78501
Bermudas 32° 0 0.79806
Denver, CO 40° 1638 0.79609
Pittsburgh, 40).5° 235 0.80118
PA

Cambridge, 42° 0 0.80398
MA

Groenlandia 70° 0 0.82534

Valor normalizado:
9,80665 m/s?

Polo: 9,832 m/s?

Ecuador: 9,78 m/s?

Montevideo: 9,7974 m/s?

gh) =G

My

(Ry + h)?

h=0m

h=1km

h= 10 km

g

9,8226

9,81949

9,79181

Error (%)

0,031

0,314

)
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DENSIDAD DE LA TIERRA

Aun cuando la Tierra es una distribucion de masa con simetria

esférica aproximada, no es uniforme volumétricamente.
Si calculamos su densidad media, suponiendo una Tierra esférica:

4 4
Vs = SmRE = (6,38 x 10°)° = 1,09 x 10°* m’

CANEEIINERA R R
== == = m
PE = "~ 1,00 x 102 ’ 9/

Si la Tierra fuera uniforme, la densidad de las rocas cerca de la superficie
deberia tener ese valor.

Pero la densidad de las rocas superficiales es bastante menor: de 2.000
kg/m3 para rocas sedimentarias, a cerca de 3.300 kg/m3 para el basalto (un
tipo de roca volcanica).

Por lo tanto, la Tierra no puede ser uniforme, y el interior debe
ser mucho mas denso que la superficie para que la densidad media sea
de 5500 kg/m3.

Segun modelos geofisicos del interior de la Tierra, la densidad maxima en
el centro es de aproximadamente 13,000 kg/m3.



La densidad de la Tierra
disminuye al aumentar la
distancia al centro.

f S
I I
I I
| [
Nicleo 1 I
| exterior : :
fundido ! I
— Manto en su :
mayor parte |
sdlido :
I I
| )
I
1 L1 1 |
2 3 4 5 6Rg 12
r (> 10° m)



El satélite estd en drbita circular: su
aceleracion & es siempre perpendicular a
su velocidad v, por ello, la rapidez v

es constante.




El satélite estd en 6rbita circular: su
aceleracion & es siempre perpendicular a )
su velocidad v, por ello, la rapidez v 14
es constante.



Satélites: orbitas circulares

El radio de la 6rbita es r, medido desde el centro de la Tierra; la

aceleracion del satélite tiene magnitud a,,; = V2/r
y siempre esta dirigida hacia el centro del circulo.

Por la ley de la gravitacion, la fuerza neta (la gravitacional) que actua
sobre el satelite de masa m tiene magnitud F, y tiene la misma direccion
de la aceleracion.

Por la segunda ley de Newton:

pe MM = ) — Gmg
MRS \ T
T 8 N

Rapidez v de un objeto en una orbita circularde radior ~ ,, — G_m

alrededor de un cuerpo de masa m: r

\

15



Sateélites: orbitas circulares

El movimiento del satélite no depende de su masa.
Si pudiéramos partir un satélite a la mitad sin alterar su rapidez, cada mitad
seguiria con el movimiento original.

Un astronauta a bordo de un transbordador espacial tambien
es como un satelite de la Tierra, retenido por la atraccion
gravitacional en la misma orbita que la nave.

El astronauta tiene la misma velocidad y aceleracion que la
nave, asi que nada lo empuja contra el piso o las paredes de la
nave.

Se encuentra en un estado de ingravidez aparente,
como en un elevador en caida libre.

Ingravidez verdadera: solo si el astronauta estuviera
infinitamente lejos de cualquier otra masa, de modo que la
fuerza gravitacional sobre él fuera cero.



Satélites: orbitas circulares

Relacion entre el radio r de una orbita circular y el periodo T, la duracion
de una revolucion:

27T
PN
YA
3 3
N 2mr 2mr 2mr2 27T 2
v [em, JCm, I =
r GmE

GmT? = Am?r3

Las orbitas mas grandes corresponden a rapideces mas
bajas y a periodos mas largos.

Ejemplo, Estacion Espacial Internacional orbita la Tierra a 6.800 km del
centro de nuestro planeta (400 km arriba de la superficie de la Tierra) con
una rapidez orbital de 7,7 km/s y un periodo orbital de 93 minutos.

La Luna gira alrededor de la Tierra en una orbita mucho mas grande de
radio igual a 384.000 km, y por lo tanto tiene una rapidez orbital menor

(1,0 km/s) y un periodo orbital mucho mas prolongado (27,3 dias). 1
7



Ejemplo: Ejercicio 4.6
¢, A qué altura sobre la superficie de la Tierra hay que poner en 6rbita un satélite
(suponiendo la érbita circular y sobre el ecuador) para verlo siempre en el mismo
lugar del cielo desde nuestra casa?
Este tipo de satélites se denomina geoestacionario.

G =6,674x10"" N.m?/kg> m =5,972x10%*kg T=24x%3600=86.400 s =8,640%x10* s

B2 L

2mr
I = GmT? = 4y

Jeme

(5,5?4 X 10711 (5,972 x 10°*)(8,640 X m”‘jf)
r=

42

1
3

=4,2240%107 m= 42.240 km

Como el radio medio de la Tierra vale 6.341 km: h =42.240 — 6.341 = 35.861 km
h=3,59 x10’ m

Una orbita geoestacionaria es una orbita circular en el plano ecuatorial terrestre, y un
movimiento de Oeste a Este (en el mismo sentido que la rotacion de la Tierra).
Desde Tierra, un objeto geoestacionario parece inmovil en el cielo y, por tanto, es la
orbita de mayor interés para los operadores de satélites artificiales de comunicacion
y de television.

En realidad se deberia considerar como periodo el dia sidéreo (23 h 56 min 4 s).



Las leyes de Kepler y el movimiento de
los planetas

Planeta: del griego “vagabundo”: los planetas cambian continuamente su
posicion en el cielo en relacion con el fondo estrellado.

Uno de los grandes logros intelectuales de los siglos XVI y XVII fue darse
cuenta de que la Tierra es un planeta, que todos los planetas estan en
Orbita alrededor del Sol y que los movimientos aparentes de los planetas
vistos desde la Tierra pueden servir para determinar con precision sus
orbitas.

Primeros descubrimientos publicados:Nicolas Copérnico (Polonia, 1543).
Deduccion de naturaleza de orbitas planetarias Johannes Kepler (1601 y
1619) usando un conjunto de datos precisos acerca de los movimientos
planetarios aparentes compilado por su maestro, el danés Tycho Brahe.
Por medio de ensayo y error, Kepler descubrio tres leyes empiricas que
describian con exactitud los movimientos de los planetas:

19



Las leyes de Kepler y el movimiento de
los planetas

1. Cada planeta se mueve en una orbita eliptica, con el
Sol en uno de los focos de la elipse.

2. Una linea del Sol a un planeta dado barre areas iguales
en tiempos iguales.

3. Los periodos de los planetas son proporcionales a las
longitudes del eje mayor de sus Orbitas elevadas a la

potencia 3/2. . 27T 2 2m 3
— — J"E
VvGM VGM

Kepler no sabia por que los planetas se movian asi.

Tres generaciones después, cuando Newton dirigio su atencion al
movimiento planetario, descubrio que las leyes de Kepler pueden
deducirse; son consecuencia de las leyes de Newton del movimiento
y de la ley de la gravitacion.



Ejemplo: Ejercicio 4.11

Podemos calcular la masa de un planeta poniendo un satélite a girar alrededor del
mismo y midiendo el tiempo que demora en completar una vuelta. Si a estos
efectos colocamos un satélite con un radio orbital de 4,0x10” km y contamos 122
dias para que regrese a su posicion inicial. ; Cuanto vale la masa de este planeta?

r=4,0x10” km = 4,0x10"m T =122 dias = 122x24x3600 =1,05408 x10" s

GmT* = 4mr3
4 r® 47°(4,0 x 10%°)°

= \ _ = 3,41x10% kg
GT - (6,674 % 10711)(1,05408)°

m —

m = 3,4%x102° kg

21



Ejemplo: Ejercicio 4.12
Un yo-yo de gran tamano se hace con dos discos solidos
idénticos cada uno de masa M = 2,00 kg y radio R = 10,0 cm.
Los dos discos son ensamblados por un cilindro soélido de radio .
r=4,00cmy cuya masa vale m = 1,00 kg como se muestra en R
la figura. Tome el centro del cilindro como el eje del sistema, con R
los torques positivos dirigidos a la izquierda a lo largo de este
eje. Todos los torques y variables angulares son calculados en 2
relacion con este eje. Una cuerda ligera se enrolla alrededor del
cilindro y después se deja caer el sistema a partir del reposo. M
a) ¢,Cual es el momento de inercia del sistema? Dé una M
respuesta simboalica.
b) ¢ Qué torque ejerce la gravedad sobre el sistema con
respecto al eje dado?
c) Tome como negativa la coordenada en la direccion de la caida. Segun lo representado en la
figura, ¢ el torque ejercido por la tension es positivo o negativo? 4 La aceleracion angular es
positiva o negativa? s Qué hay de la aceleracion de translacion?
d) Escriba una ecuacion para la aceleracion angular o en términos de la aceleracion de
translacion a y radio r.
e) Escriba la segunda ley del Newton para el sistema en términos de m, M, a, Ty g.
f) Escriba la segunda ley del Newton para la rotacion en términos de |, a Ty .
g) Elimine o de la segunda ley rotatoria con la expresion encontrada en la parte d) y encuentre
una expresion simbolica para la aceleracion a en términos de m, M, g, ry R.
h) ¢ Cual es el valor numeérico para la aceleracion del sistema?
i) ¢, Cual es la tension en la cuerda?
j) ¢, Cuanto tiempo toma al sistema caer 1,00 m a partir del reposo?

m

22



Ejemplo: Ejercicio 4.12

a) ¢ Cual es el momento de inercia del sistema? Dé una respuesta simbalica.

cylinder = 2 [MH’:/E] +mr /2 or I =MR +mr’/2

b) ¢ Qué torque ejerce la gravedad sobre el sistema con respecto al eje dado?

Como el peso esta aplicado en el centro de gravedad, y éste se encuentra en el

=0

eje de rotacion, su brazo de palanca es nulo, por tanto:’cIoeso =

c) Tome como negativa la coordenada en la direccion de la caida. Segun lo
representado en la figura, ¢ el torque ejercido por la tension es positivo o negativo?
¢ La aceleracion angular es positiva o negativa? ;Qué hay de la aceleracion de
translacion?

Como la tension tiende a hacer girar al yo-yo en sentido antihorario 3

entonces el torque que realiza la tension respecto al
eje de giro es positivo.

comot = l.a e >0, entonces a es positiva.

Como el yo-yo desciende, entonces d €S negativa.
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Ejemplo: Ejercicio 4.12

d) Escriba una ecuacion para la aceleracion angular o en términos de la
aceleracion de translacion a y radio r.

La aceleracion de traslacion del yo yo corresponde a la aceleracion tangencial del
cilindro central y a su vez, la aceleracion tangencial es igual a la aceleracion
angular por el radio.

Pero por la convencion de signos usados enla que a<0y a > 0 se tiene que:

o=-alr

e) Escriba la segunda ley del Newton para el sistema en términosde m, M, a, Ty g
y=Mgai@ T —W=—(2ZM+ma

2M+m)g—T— (2ZM +m)a

f) Escriba la segunda ley del Newton para la rotacion en términos de |, o, Ty r

AN mr>
"ﬂ“—zfﬂ (MRE+ 3 )n:::r.r

24



Ejemplo: Ejercicio 4.12

g) Elimine a de la segunda ley rotatoria con la expresion encontrada en la parte d)

y encuentre una expresion simbdlica para la aceleracion a en términos de m, M, g,
ryR.

o= alr (2ZM+m)g—T=(2M +m)a (Mﬁz+m_ﬁ)ﬁ= T r

2
, , mrila mrh a
(MR + 7 )T—T.T T=(MRE+ 5 )TE

\ -2 .
(ZM +m)g — {MRE +7 :1% — (2M + m)a

lll'.l

: : mri\ a
2ZM +m)g=(2ZM +m)a+ | MR? +T 2

(ZM +m) (2M+3m+mﬂz) a=—a
_ m)g = N — |a 3m R
ZRNE M+ 5+ M—
2 T
h) ¢ Cual es el valor numérico para la aceleracion del sistema?

2M+m 2(2,00)+ 1,00

T 4= - - 5
2M + 30 + H% 2(2,00) + 3100 (2,00) 12

2 2 4,002 25

[

9,80 = 2,72 m/s*




Ejemplo: Ejercicio 4.12
i) ¢ Cual es la tension en la cuerda?

2M+m)g—-T=(2M +m)a

¥ | 1 dl AFE | I'Jl-__rw l.l:-__f

T=2M+m){g—al =(2x2,00+ 1,00)x(9,80—2,72)=35,4N

j) ¢ Cuanto tiempo toma al sistema caer 1,00 m a partir del reposo?
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