Probabilidad Universidad de la Reptblica
Curso 2023 Facultad de Ciencias

Practico 6: Convergencias, LGN y TCL
Distintos tipos de convergencias
1. Sean {X,} e {Y,}, dos sucesiones de v.a. tales que X, 5 X v Y, -5 Y. Demostrar que

X, +Y, X 1Y,

2. Sea {X,, }, una sucesion de v.a. tales que X, N a, siendo a una constante. Sea g : Dom(g) C
n

R — R una funcién continua en z = a. Demostrar que g(X,,) N g(a).

3. Sea {X,}, una sucesién de v.a. tales que X, 5 X. Sea g : R = R una funcién continua.
n

Demostrar que g(X,,) N g(X).

4. Sean {X,},, {Y,}, dos sucesiones de v.a. tales que X, S XyY, Y. Seag: R2 5 R

una funcién continua. Demostrar que g(X,,,Y,) N g(X,Y).

5. Sea {X,}, una sucesién de v.a. tales que X, 5 X y sean {an},, ,{bn}, C R dos sucesiones
n

numéricas tales que a,, =+ a > 0y b, — b. Demostrar que a,X, + b, — aX + 0.

6. Sea Xy, X,,..., X, una sucesiéon de variables aleatorias y una constante a € R tal que
EX, — ay var(X,) — 0. Probar que X, .
n

7.Sea X1, Xs, ..., X, unasucesién de variables aleatorias discretas con recorrido Ry = {—1,0,1}
y tal que P(X; = 1) = P(X; = —1) = =5 y P(X; = 0) = 1 — 5. Probar que X, =50

8. Buscar un contraejemplo para mostrar que la convergencia en probabilidad X, L5 X no
n

. . . . C.S.
implica la convergencia casi segura X, — X.
n

9. Buscar un contraejemplo para mostrar que la convergencia en distribucién (débil) X, X
n

no implica la convergencia en probabilidad X, RS

10.(Teorema de Cramer-Slutsky) Sean {X,}, , {Y,}, dos sucesiones de v.a. tales que

X, L x (siendo X una v.a.) y Y, s (siendo a una constante). Demostrar que:
(a) Xo+Y, -5 X +a
(b) X,Y, - aX

(c) %&% sia # 0.
noon

11. Sean {X,}, variables aleatorias independientes dos a dos tales que:

» existe a; = E(X;) para todo i;



» existe 07 = var(X;) para todo i y existe un ¢ tal que var(X;) < cVi.

n

1 P
emostrar que — Z( a;) -

=1
Sugerencia: usar la desigualdad de Chebyshev.

Aplicaciones de la Ley de los Grandes Niumeros y Teorema Central del Limite

12. Sean (X, )nen variables aleatorias i.i.d. tales que EX; = puy varX; = 0% < oo (0 > 0).
(a) Probar que Z (X; — 771)2 = ZXZQ — nYi.
i=1 i=1

1
n—1

(X; — 7,1)2. Probar que s? %02 y que s, %) .

M:

(b) Sea s2 =

i=1
(c) Calcular E(s?).

(d) ;Se cumple que E(s,) = o? Sugerencia: usar la desigualdad de Jensen|

13.(Método de Monte Carlo)

(a) Sean (U;);en una sucesion de variables i.i.d. con distribucién uniforme en el intervalo [a, b],
y f i [a,b] — R una funcién integrable en [a, b]. Mostrar que:

b

DGy NET

a

(b) Sea D una regién arbitraria del cuadrado unitario [0, 1] x [0, 1]

a) Sean Uy, Us,...,U, vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos
con distribucién uniforme en el cuadrado. Si

_#{iZlgigninED}
n ?

n

probar que a, —s area(D).
b) Probar que para n grande

1@( Vitla, —drea(D)| ) N
\/érea(D)(l — area(D)) 2

(c) Estimacién de 7

a) Disenar un experimento que permita dar una estimacién del nimero 7 utilizando el
método de Monte Carlo.

Desigualdad de Jensen: si ¢ : R — R es una funcién con ¢(x)” > 0 Vz, entonces ¢ (EX) < Ep(X). Ademds
el igual se cumple si ¢(z) es lineal. El enunciado anterior es valido més en general para cualquier ¢ convexa



b) Si queremos estimar 7 a menos de 0.01 con un probabilidad mayor a 0.95. ;Cuél
deber ser el minimo valor de n?

14. La viscosidad de un fluido puede ser medida experimentalmente dejando caer una pequena
bola en un tubo calibrado conteniendo dicho liquido y observando la variable aleatoria X que
representa el tiempo que demora la bola en subir a la superficie. Se asume que para un tipo de
liquido en particular, la distribuciéon de X es Normal con media 20 segundos y desvio estandar
0.5 segundos.

(a) ;Cuél es el desvio éstandar del tiempo promedio de 40 experimentos independientes igua-
les al anterior?

(b) ¢(Cuadl es la probabilidad de que el tiempo promedio de los 40 experimentos sea superior
a 20.1 segundos?

(c) Suponga que el experimento se repite 20 veces. ;Cudl es la probabilidad de que el tiempo
promedio sea superior a 20.1 segundos?

(d) ;El resultado de la parte 3 es mayor o menor que el hallado en la parte 27 Explique la
desigualdad.

15. Asumiendo que si X e Y son variables aleatorias con distribuciéon Normal, entonces X +Y
n
también tiene distribucién Normal, hallar la distribucién de S, = X; en el caso que X; ~

=1
N(u,0?) paratodoi =1,...,n. (Cudl es la distribucién de X,, = %? ., Cémo se interpreta esto
en términos del TCL?

16. Dos companias de trenes operan el mismo trayecto entre dos ciudades con poblaciones muy
numerosas. Los trenes salen y llegan en los mismos horarios, el costo es el mismo y el comfort
de ambos es equiparable de modo que los pasajeros no tienen preferencia por ninguna de las dos
compainias y su eleccién es enteramente al azar. En el momento de mayor ocupacién se tienen
n = 1000 pasajeros en la estacion. Se sabe que cada tren tiene una cantidad m de asientos que
es menor que 7.

(a) Calcular aproximadamente y en funcién de m la probabilidad de que més de m pasajeros
elijan a una misma compania.

(b) ;Cuéntos asientos deberia tener el tren si se quiere asegurar que la probabilidad anterior
sea menor que 0.017

(c) Siambas companias deciden tener la cantidad de asientos dada por la parte anterior ;cual
seria el numero total de asientos vacios?

17. ;Le creerias a un amigo que dice haber obtenido un promedio de 3.25 en 1000 lanzamientos
de un dado equilibrado?



