Teoria Electromagnética
Curso 2023

Practico 5
Potenciales retardados. Ondas electromagnéticas.

1. Muestre que los potenciales retardados satisfacen la condicién de gauge de Lorentz.
Para eso, muestre primero que se verifica la relacion:

c(@)reaiea e ()

donde R = |7 — 7'|. A partir de éstas obtenga:

y use este resultado para calcular V - A.

2. Un alambre recto e infinito lleva una corriente:
0 t<0
I(t) = -
Iy t>0
encuentre los campos eléctrico y magnético resultantes.

3. Suponga que en t = 0 se establece una corriente superficial uniforme K (t) = Kotz
en el plano xy. Halle los campos eléctrico y magnético en todo el espacio para t > 0.

4. Considere una onda electromagnética monocromatica plana propagandose en el vacio.
En ese caso se puede escribir:
E(7,t) = [E1é) + Eséo] '(F7wt)

donde E; y FEs son dos numeros complejos y €1, €2 son dos versores (reales) que
cumplen:

a) Pruebe que si E; y Es tienen la misma fase, entonces representan a una onda
cuyos campos oscilan en una direccién espacial fija (polarizacién lineal).



b) Pruebe que si B2 = +iF; entonces corresponde a un campo eléctrico cuya direccién
gira con velocidad angular w en sentido antihorario y horario respectivamente (visto
de frente a la onda y fijando la posicién 7). Estas son las polarizaciones llamadas
circular izquierda y circular derecha.

¢) Dos ondas monocromadticas planas tienen la misma frecuencia, nimero de onda y
amplitud, pero polarizaciones circulares opuestas. Demuestre que la superposicién de
las dos ondas es una onda linealmente polarizada con amplitud doble.

. a) Para una onda monocromatica, pruebe que el promedio temporal del vector de
Poynting se puede calcular como:

1
< S >= §Re [E x HY|

b) Muestre que en un medio material se cumplen las relaciones:

k-D=0 kx E=wB
k-B=0 kx H=—-wD
y demuestre que en un medio no-magnético general el vector de Poynting es:
- 1 YL o
§= [EQk—(E.k)E}.
How

. Calcule el tensor de tensiones de Maxwell para una onda monocromatica plana que
se mueve en la direccién Z y esta polarizada en la direccion . ; Como se relaciona el
flujo de momento con el flujo de energia en este caso?

. Determine los coeficientes de transmision y reflexién cuando una onda monocromatica
plana y linealmente polarizada incide en un medio dieléctrico lineal en los casos de:
a) polarizacién paralela al plano de incidencia.

b) polarizacién perpendicular al plano de incidencia.

¢) Estudie en ambos casos la posible existencia de un dngulo de incidencia para el
cual no hay onda reflejada. Este es el llamado angulo de Brewster.

. Para una onda electromagnética plana incidente desde un medio de indice de refrac-
cién ny a uno de indice de refraccién ng, con ny > no, si el angulo de incidencia es
mayor que el angulo critico:

Oc = arcsen (ng/ny)
se da el fenémeno de reflexion interna total.

a) Estudie los campos en ese caso a ambos lados de la interfase para el caso de
polarizacién perpendicular al plano de incidencia.

b) Construya el vector de Poynting y pruebe que en promedio no se trasmite energia
hacia el medio 2 (ver Jackson, secc. 7.4).



9. a) Una onda monocromética plana linealmente polarizada incide normalmente en
una placa de espesor d de un medio dieléctrico con indice de refraccion ny p = pg
rodeada por el vacio. Calcule los coeficientes de trasmisién y reflexién. Discuta en
funcién de d.

b) Discuta la situacién considerada en a), pero para un medio conductor de conduc-
tividad g.

10. a) Cierta cantidad de carga libre se coloca en un medio de vidrio cuya conductividad
es g = 10711(Qm)~!. Estime el tiempo promedio que tardard la carga libre en llegar
a la superficie.

b) Si se desea hacer un experimento en condiciones de aislamiento con microondas a
una frecuencia de 10!°Hz, la plata es buen candidato para el recubrimiento ya que
es un muy buen conductor, pero es muy caro. Calcule el espesor de plata minimo
conveniente para este experimento.

c¢) Calcule la velocidad de propagacién y la longitud de onda que tienen las ondas de
radio de 1 M H z de frecuencia en cobre. Compare con los valores correspondientes en
el vacio. {Una onda de radio de 1 M Hz puede penetrar en el cobre una distancia de
una longitud de onda?

11. a) Pruebe que la profundidad de penetracién (skin depth) de los campos en un mal
conductor (g < we) es (2/g) v/€/p (independiente de la frecuencia). Encontrar la
profundidad de penetracién (en metros) para el agua.

b) Muestre que la profundidad de penetracién en un buen conductor (g >> we) es
A/2m, donde A es la longitud de onda en el conductor. Encontrar la profundidad de

penetracién (en metros) para un metal tipico (g ~ 107 (Qm)_l) en el rango visible

(w ~ 1015Hz), asumiendo € = €y y 4 = Up.
¢) Muestre que en un buen conductor el campo magnético tiene un retraso de fase de

7/4 respecto al campo eléctrico.

12. a) Calcule el promedio temporal de la densidad de energia en una onda electro-
magnética plana en un medio conductor. Muestre que la parte magnética siempre es
la dominante. (Resultado: (k?/2uw?) E3e=2).

b) Muestre que la intensidad es siempre: (k/2uw) E3e=2F>.

13. * En un medio anisotrépico, la relacién entre el desplazamiento D y el campo
eléctrico F viene dada por una matriz dieléctrica €qy:

Da = €ab Eb

Suponga que se tiene un material no magnético (u = o), donde se propagan ondas
arménicas con amplitudes reales y vector k. a) Muestre que se verifica la ecuacién de
valores propios (ecuacién de Fresnel):

Z (kakb + N0w2€ab - k25ab) Eb =0
b



b) Los cristales uniaziales tienen matrices dieléctricas que en la base de ejes princi-
pales tienen la forma:

& 0 0 nz2 0 0
e=10 ¢ 0] =€l 0 ng 0
0 0 e 0 0 n?

muestre a partir de la ecuacién de Fresnel que para cada direccién de k existen
dos ondas con indices de refraccion distintos. Las ondas se propagan a diferentes
velocidades de fase y tienen estados de polarizacion lineal ortogonales. Este fenémeno
se conoce como birrefringencia’.

14. a) Determine las frecuencias de corte de modos T'E' y T'M de una guia rectangular
de lados a y b.

b) Considere una guia de onda rectangular con dimensiones 2,28cm x 1,01lcm. jQué
modos TF se propagaran si la frecuencia externa es 1,70 x 101 H2? ;Qué rango de
frecuencias se deben usar para excitar sélo un modo T'E? ;Cudles serian las longitudes
de onda correspondientes en el espacio libre?

¢) Con un trozo de esta guia se construye una cavidad de longitud 3cm. ;Cudles son
los modos més bajos que pueden existir dentro de la cavidad?

15. Pruebe que el modo T Eyy no puede propagarse en una guia de onda rectangular.

Sugerencia: Pruebe que para este modo B, deber ser 0 por lo que debe tratarse de
un modo TEM.

16. Confirme que la energia de los modos T'E viaja a la velocidad de grupo v, =
(dk/dw)~1L.
Ayuda: calcule el promedio temporal del vector de Poynting y de la densidad de
energia. Luego integre en la seccion transversal de la guia para obtener la energia
por unidad de tiempo y de longitud propagada por la onda. Determine el cociente
para obtener la velocidad de propagacion.

17. * Considere un medio en el cual la frecuencia y el nimero de onda de una onda
electromagnética plana se relaciona por

w(k) = v (1 + a22k2> .

Este es un modelo aproximado de la disipaciéon en un plasma de baja densidad. En
este medio considere un paquete de onda u(x,t) promagéndose en la direccién x con
condiciones iniciales

Wer por ej. Vanderlinde, Classical Electromagnetic Theory, p. 231.



u(x,0) = 6_9”2/(%2)005(14:03:), ou/ot(x,0) =0,
lo cual representa un paquete gaussiano de ancho L.

a) Determine la velocidad de grupo el paquete.

b) Determine la forma exacta del paquete a tiempo ¢ y pruebe que es un paquete

gaussiano de ancho
atv?t?
L(t)=Ly|1+ <L4>

Ayuda: comience calculando la transformada de Fourier A(k) del paquete en
tiempo inicial.

¢) Compare la atenuacién en el tiempo para los casos Lkg > 1y Lky < 1 usando
vgt como escala de tiempo natural del problema.

Vea Jackson 3ra ed. seccion 7.9

18. * Considere una onda electromagnética propagandose en un medio dieléctrico lineal
y no magnético donde el indice de reflaccién n(7) = /€(7) /ey cambia con la posicion.
Si el cambio en n(7 se da en ecscalas mucho mayores a la longitud de onda (local)
entonces puede aplicarse la aproximacién eikonal.

a) Pruebe que las ecuaciones de Maxwell para E' y H en el caso de ondas de
frecuencia w se reducen a

4 4 E - Ve(7)
V?E 2(ME+V|—=—2] = 0
+ powe(7)E + ( @ >
V2H + pow’e(MH —iwVe(f) x E = 0
b) Despreciando los términos que involucran variaciones espaciales de n frente a

las variaciones de los campos observe que las ecuaciones de Maxwell para las
componentes de los campos se reducen a la ecuaciéon de Helmholtz

v+ ¢ Cm =0.

Sustituyendo por la expresién ¢ = *5(M«/¢ obtenga la ecuacién general para la

funcién eikonal S() y la forma aproximada (aprozimacion eikonal)
(VS)? = n(m)>.

¢) Haciendo una expansién de Taylor en torno a un punto 7y para la funcién S(7)
muestre que, a primer orden, VS = n(7y)k donde k es la direccién del vector de
onda (local) en el punto 7. Definiendo ahora

S(7) = (k)



obtenga una ecuacién para los rayos 7(s) que siguen la direccién del vector de
onda local k(7) en términos de la longitud de arco s definida por

ar -

— =k.

ds
Para ello considere el cambio del gradiente de S a lo largo de los rayos. Muestre
que dicha ecuacién para 7(s) puede escribirse el la forma (de Snell generalizada)

% <n(f) df;?) = Vn.

d) En una fibra dptica el indice de refraccién cambia con la distancia al centro. Con
ellos como motivacién considere una onda que se propaga de manera oblicua en
la direccién z y con cierta inclinacién hacia la direccién x y con un indice de
refracciéon que cambia de manera lineal en la direccién z. Obtenga la funcién
z(x) de los rayos e interprete.

Sugerencia: ver Jackson 3ra ed. Seccion 8.10



