8. Sistemas con difusion

8.1. Autoorganizacion espacio-temporal

En capitulos anteriores se han estudiado diferentes sistemas donde la compleji-
dad y el fendmeno autoorganizativo aparecian exclusivamente a nivel temporal,
esto es, en el comportamiento mds o menos complejo del sistema en el tiempo.
Dichos modelos han sido referidos como sistemas homogéneos dado que aunque
se estudiaba la dindmica del sistema se consideraba que existia una distribucion
espacial homogénea tanto de variables como de pardmetros y propiedades del
mismo. Ahora bien, en la Naturaleza existen numerosos ejemplos donde se
observan diferencias de comportamiento segiin el lugar concreto del sistema donde
nos encontremos, apareciendo inhomogeneidades en el mismo. Estas inhomogenei-
dades son provocadas, en muchos casos, como consecuencia de la presencia de
fenémenos de difusion en el sistema. Como veremos, la distribucion espacial
inhomogénea de las propiedades (e.g. concentraciones, poblaciones de individuos,
pardmetros de control, etc.) de un sistema puede llegar a jugar un papel importante
en la dindmica del mismo. La inclusion de términos de difusién en las ecuaciones
dindmicas de las variables hace que los sistemas de ecuaciones diferenciales
resultantes se compliquen notablemente, apareciendo sistemas de ecuaciones en
derivadas parciales, a diferencia de los sistemas donde no se consideraba la
difusion, donde las ecuaciones son ordinarias, tal como hemos tenido ocasién de
ver en los capitulos precedentes. Las ecuaciones mds usualmente utilizadas para
reflejar el comportamiento de estas inhomogeneidades espacio temporales son las
denominadas de reaccion-difusion, es decir, aquellas que tienen en cuenta
simultineamente la variacion temporal como consecuencia de las relaciones
cinéticas que tienen lugar entre los componentes del sistema (aunque no se trate
especificamente de una reaccion quimica) y la variacién espacial como consecuen-
cia de los procesos de difusién. Muchos de los fenomenos de autoorganizacién
espacio-temporal observados en biologia son modelizados mediante estos sistemas
de ecuaciones de reaccion-difusion.

Ahora bien, la difusién no es la tnica causa de la aparicién de comportamiento
inhomogéneo espacial. Hay sistemas donde la propia estructura del mismo conduce
a la aparicion de un orden espacial no homogéneo. Tal es el caso de sistemas
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compuestos de unidades o células que pueden adoptar diferentes estados y cuyas
relaciones funcionales las conectan entre si (activacidn, inhibicidn, catdlisis,
supresion, etc.). En estos sistemas las propiedades de evolucién en el tiempo y de
distribucién en el espacio dependen del comportamiento de cada unidad, que en
definitiva depende de dos factores: de sus propiedades internas (su estado) y del
entorno que le rodea, que es funcién del estado de las células contiguas. Este tipo
de sistemas se pueden estudiar mediante modelos basados en redes de autématas
celulares. En Biologia existen diferentes sistemas que pueden modelizarse mediante
automatas celulares: diferenciacion celular, comunicacién celular, comportamiento
de sistemas excitables conectados, etc. El estudio de estos modelos se encuentra
fuera del alcance de este libro, por tanto no se tratardn.

8.2. Ecuaciones de reaccion-difusion

Si queremos describir un sistema de forma completamente estricta hemos de
especificar como varian las propiedades del mismo no sélo con el tiempo, sino
también con el espacio. En general, cualquier variable del sistema es una funcién
del tiempo y del espacio, ademds de los demds pardmetros del sistema (constantes
cinéticas, presion, temperatura, etc.):

X = X(tr)) (8.1]

donde r representa las coordenadas del punto del espacio donde estamos calculando
el valor de la variable X; y A el conjunto de pardmetros de control. Si se considera
el sistema homogéneo desaparece, por supuesto la dependencia espacial. No ocurre
asi si no se da por supuesta dicha homogeneidad. En esos casos, para estudiar la
dindmica del sistema habrd que considerar, en cada punto o regién del espacio del
sistema, dos tipos de contribuciones relacionadas, pero diferentes (figura 8.1):

I Reaccién: variacién de X como consecuencia de los procesos (lineales y no
lineales) que afectan su aparicion y desaparicion.

[§]

Difusion: variacion de X por el flujo neto consecuencia del balance de difusién
con el entorno.

El término de reaccion puede describirse mediante ecuaciones diferenciales
ordinarias, como se ha visto en capitulos anteriores. Ahora bien, el término de
difusion implica el considerar la posible variacion de X en el espacio y necesaria-
mente establecer la geometria del sistema. La variacién de X en el espacio estd
relacionada con la variacion de X en el tiempo. Cuando los tinicos procesos que
ocurren en el sistema son debidos a difusién (no existiendo, por tanto, reacciones
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quimicas), dicha relaciéon viene reflejada por la Segunda Ley de Fick, cuya
expresion es:
X

=DV [8.2]

donde Dy es el coeficiente de difusién de X, que por simplicidad se supone idéntico
en todas las direcciones del espacio; yy” es el operador Laplaciano, que depende
de la dimensién espacial del sistema, asi:

R: VX = .%?_f. geometria lineal [8.3]
R: VX = B_X a_ geometria plana [8.4]
ar} 31_‘_3
R VX = an DX o X _ geometriaespacial [8.5]
ar’? 8} : Br:'

donde r, r, r, y r, representan los componentes del vector posicién correspondiente
al punto del espacio que se considere. Dicho vector tendrd uno, dos o tres
componentes dependiendo si se trata de espacios de una, dos o tres dimensiones,
respectivamente. Los subindices x, y y z hacen referencia a los ejes cartesianos.
Por tanto, una primera diferencia que aparece en los sistemas con difusion es
que necesariamente se ha de establecer su dimensién espacial como planteamiento
previo del modelo. Es decir, si el sistema se extiende sobre una superficie, se podrd
estudiar considerando un modelo con sélo dos dimensiones espaciales. Por ejemplo,
un ecosistema donde se estudia la distribucién de poblaciones de especies en una
region, puede considerarse un sistema plano, donde la difusién de especies es
bidimensional. Ademds aparecen nuevos pardmetros que afectardn al comporta-
miento o soluciones del sistema, como son: la geometria del mismo. el ramano

DIFUSION

REACCION

Figura 8.1. La variacion de una variable X en un elemento de volumen no sélo es debida
a las reacciones quimicas a las que dicha variable se ve sometida, sino también a los
procesos de difusion. Estos Gltimos implican un intercambio de X con los alrededores del
elemento de volumen considerado.
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y las condiciones de contorno, entendiendo por estas ultimas las relaciones que
existen entre el sistema y sus alrededores (si es un sistema aislado, cerrado o
abierto para alguna o algunas de las variables),

Si ademas de a los procesos de difusion las sustancias o elementos que forman
parte en el sistema se ven sometidos a tranformaciones dindmicas que implican
apariciones y desapariciones de las mismas ( como consecuencia, por ejemplo, de
reacciones quimicas), la evolucién temporal de dichos componentes dependeri
también de estos procesos. Por tanto, para describir la evolucion temporal de una
sustancia en estas condiciones serd necesario, junto al término correspondiente a
la difusion, afadir aquel debido a los procesos cinéticos a los cuales dicha
sustancia se ve sometida. Para ejemplificar la forma de las ecuaciones que aparecen
en estos casos vamos a considerar, por simplicidad, un sistema donde sélo existen
dos variables X, Y, ambas sujetas a procesos de reaccion y difusion. El sistema de
ecuaciones diferenciales que describe la evolucién en el tiempo de las variables X
e ¥ en cada punto del espacio, serd del tipo:

X XDV X
i 8.6]

e LX) DV Y
ot

donde el primer sumando de cada ecuacién representa la variacion de X y de ¥
como consecuencia de los procesos de reaccién del sistema; y el segundo los
procesos de difusion. Como se aprecia en el sistema [8.6] las derivadas de X e Y
respecto al tiempo vienen representadas como derivadas parciales, ya que existe
también una dependencia de X e Y con respecto a la localizacién espacial como
consecuencia de la difusion.

El estudio de las soluciones de sistemas con derivadas parciales es mucho mads
complicado que en el caso de sistemas homogéneos. La prueba es que no existe
una clasificacion general de soluciones de estos sistemas. Aun asi, hay algunas
soluciones particulares que si pueden estudiarse y que han mostrado ser de gran
utilidad para el estudio de diversos problemas bioldgicos interesantes, como
veremos mds adelante. Las soluciones pueden enmarcarse en dos grandes bloques:

1) Soluciones estacionarias, caracterizadas porque las variables del sistema no
varian en el tiempo, y que pueden manifestarse, a su vez, de dos formas:
a) Homogéneas: donde en todos los puntos del espacio se mantiene el mismo
valor de las variables, por tanto se cumple para toda variable, X, del sistema
que:

oX

— =0y VX =0 [8.7]
dt
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b) Inhomogéneas: donde se mantiene estacionaria, es decir que no cambia en
el tiempo, una distribucién no homogénea de los valores de las variables,

por tanto se cumple:

aa_X =0 pero VX #0 (8.8]
t

para toda variable, X, del sistema.

2) Soluciones no estacionarias: en este caso no existe una clasificacién general,
como se indicaba anteriormente, apareciendo una gran variedad de estructuras
disipativas espaciotemporales, como ondas estacionarias, ondas viajeras,
frentes de osciladores, comportamientos errdticos, etc. El estudio de estas
soluciones conlleva analizar cada solucién en cada caso particular, recurriendo
en la mayor parte de los casos al andlisis numérico.

En cualquier caso, y al igual que ocurria en los sistemas sin difusién, el punto
de referencia siempre es el estado estacionario homogéneo. Como una primera
aproximacién al estudio de estos sistemas lo que se investiga es la estabilidad o
inestabilidad de estos estados estacionarios. Obviamente, la aparicion de
inestabilidades implica el abandono por parte del sistema, ante la mds pequeiia
fluctuacién interna o externa, de dicho estado estacionario homogéneo, y la
posterior evolucion del sistema a alguna de las soluciones anteriormente
comentadas, muchas de las cuales implican una rotura espontdnea de simetria del
sistema. O lo que es lo mismo, la aparicién espontinea de estructuras como
consecuencia de la no linealidad de las relaciones cinéticas entre los componentes
del sistema. También aqui van a aparecer bifurcaciones, valores criticos de los
parimetros para los cuales aparecen inestabilidades estructurales (en el sentido
matemadtico discutido en el capitulo 3), coexistencia de distintos atractores para un
valor determinado de los pardmetros con su correspondiente region separatriz, etc.
Lo que sucede es que a partir de estas ecuaciones de reaccién-difusion, exceptuan-
do el estudio de estabilidad sobre los estados estacionarios homogéneos, es mucho
mas dificil obtener la informacion anteriormente relatada, incluyendo las sucesivas
bifurcaciones que pueden ir apareciendo en el sistema. En cualquier caso siempre
queda el recurso de la integracion numérica de las ecuaciones, que puede
proporcionar una informacién muy valiosa sobre el comportamiento del sistema.

Antes de acometer el estudio de estabilidad de los estados estacionarios
homogéneos de estos sistemas, vamos a estudiar las soluciones generales en
sistemas cuyos componentes no estin sometidos a transformaciones. Hacemos esto
porque la forma de solucionar este problema mads sencillo nos va a ilustrar sobre
la forma general que toman las soluciones de las ecuaciones lineales en deriva
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X (t,1)
I l
I : 1
0 1

Figura 8.2. Proceso de difusion en un sistema unidimensional de longitud /. La variable X
dependerd del tiempo (1) y del punto del sistema (r) que se considere.

das parciales, que van a aparecer en los estudios de estabilidad de los estados
estacionarios homogéneos en los procesos de reaccion-difusion. También, porque
de una manera sencilla vamos a ver cémo influyen las condiciones de contorno
sobre las posibles soluciones.

8.3. Soluciones de sistemas con solo difusion

Para empezar vamos a estudiar el caso mds simple: un sistema de dimension
lineal, donde sélo existe una sustancia, X, que difunde (fig.8.2). La evolucién
espacio-temporal de X vendrd dada por la siguiente ecuacion diferencial en
derivadas parciales:

aX(wr) _ p X(tr) [8.9]
ot Yoo

que no es otra cosa que la ecuacion de difusion de Fick [8.2] concretada para el
caso unidimensional. Se puede comprobar facilmente que

X(tr) = (a cos grih sen grye™ 8.10]

es solucion de la anterior ecuacién. En efecto, no hay mds que sustituir en [8.9] el
valor de X(r,t) expresado en [8.10] para comprobar que lo dicho es cierto. Ademas,
el resultado de la anterior sustitucion condiciona los valores de los pardmetros que
aparecen en [8.10], es decir, o, a, b y g. En efecto, si derivamos la solucion [8.10]
respecto al tiempo, resulta:

.i};(_ = we”(a cos grib sen gr) [8.11]
dt
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y derivando [8.10] dos veces respecto a r, resulta:

a__X = g’¢“(a cos grib sen gr) (8.12]

>

Si multiplicamos [8.12] por D, y la igualamos a [8.11], de acuerdo con la ecuacion
original [8.9], se puede despejar el valor del parimetro ®:

® = Dg’ [8.13]

Sustituyendo este valor de @ en [8.11] obtendremos la siguiente expresion para
la solucion de [8.9]:

X(tr) = (a cos grib sen grie "' (8.14]

donde quedan atn por determinar los pardmetros a, b y ¢, que pueden ser
calculados al aplicar determinadas condiciones de contorno. En el sistema lineal
la geometria del sistema es irrelevante, por lo que dichas condiciones de contorno
quedan reducidas a las relaciones que existen entre el sistema y sus alrededores.
Concretamente, se ha de especificar qué le sucede a la variable X justo en los
extremos del sistema. Si el sistema tiene una longitud /, las fronteras se correspon-
den con r=0 y r=I. Se pueden establecer innumerables condiciones de contorno,
pero hay dos que se emplean con mds frecuencia debido a la sencillez de las
soluciones que proporcionan, al mismo tiempo de poseer un indudable sentido
fisico, por ser condiciones que aparecen profusamente en la Naturaleza. Esta dos
condiciones a las cuales nos referimos son las condiciones de Newmann y las
condiciones de Dirlich.

a) Condiciones de Newmann. Equivalen a una situacién de no-flujo en los
extremos. Ello implica que las fronteras del sistema son impermeables para la
variable X. Esta condicion puede expresarse matemdticamente de la forma:

oX -0
? =)

[8.15]
oX -0

ar |,
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Calculando estas derivadas segiin la solucién [8.14]:

% = qe”""( a sen qrib cos gr)

=0 [8.16]
ar

r=0
=0

La anterior igualdad se cumplird si g es igual a cero, o bien si se hace cero el
término encerrado en el paréntesis. La primera de las posibilidades obviamente no
tiene interés, pues darfa lugar a la solucidn trivial no dependiente de r (ecuacién
[8.10]). De la segunda de las posibilidades es precisamente de donde se¢ puede
extraer el valor de ¢, cuando éste es distinto de cero. En efecto, para r=0:

oX
ar

= asen0ibcos0=pH=20 [8.17]

=1}

que permite deducir que b=0 para este tipo de condiciones de contorno. De modo
similar, para r=I se obtiene

oX

— | = asengl=0 [8.18]
or

-1

donde se ha considerado que b=0, segin lo deducido en [8.17]. A partir de la
tltima expresion se puede deducir el valor de ¢ para estas condiciones de contorno.
Obviamente, para que se cumpla [8.18] ha de suceder que g/=nm, lo cual permite
despejar el valor de ¢:

q = ?; para n = 0,1,2. [8.19]

Luego la ecuacion [8.10], con condiciones de no-flujo, presenta infinitas
soluciones del tipo:

n H"R"I
—_ nm
Xt = ae cos Tr on=0,1,2,.

[8.20]

donde queda por determinar el parimetro @, que dependeri de las condiciones
iniciales en la forma que analizaremos en los pdrrafos que siguen con un poco mds
de detalle. Observando detenidamente [8.20] vemos que X depende exponencial-
mente con el tiempo y sinusoidalmente con el espacio. Puesto que el coeficiente
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de difusion de cualquier sustancia es siempre positivo, ello implica un decrecimien-
to exponencial con el tiempo. La dependencia sinusoidal con el espacio viene a
través de una funcién coseno de la posicion r, y la forma concreta de la solucion
depende de n, siendo el valor de este pardmetro el nimero de onda de la solucién.
Como consecuencia de las condiciones de contorno impuestas s6lo pueden aparecer
soluciones con numeros de ondas enteros. Es decir, en el sistema podremos
observar ondas espaciales con nimeros de ondas 1, 2, etc, pero nunca nimeros no
enteros de ondas, al igual que si se fija un extremo de una cuerda en un punto del
espacio, cualquier onda que se origine en la misma como consecuencia de aplicar
un movimiento al otro extremo no puede tener cualquier nimero de ondas, sino que
es una funcién de la distancia entre los dos extremos. Este tipo de restricciones
sobre los nimeros de onda aparecen siempre en ecuaciones en derivadas parciales,
no sélo de reaccion-difusién. Recuérdese que en la mecdnica cudntica ondulatoria,
el origen del nimero cudntico n se debe a semejantes razonamientos a partir de la
ecuacién de Schrodinger.

Con las soluciones de este tipo de ecuaciones ocurre algo semejante a lo que
se vio sucedfa en el capitulo 3 con las soluciones de las ecuaciones ordinarias: si
se tienen varias soluciones, también es solucién cualquier combinacién lineal entre
ellas. Aqui se obtiene una solucion para cada valor entero de n, luego también serd
solucion:

), u"n"‘_

. I
X(rg) = Y ae T cos gr [8.21]

w0

siendo esta expresion la soluciéon mds general de la ecuacion diferencial [8.9]. Si
en la anterior expresién se hace cero el tiempo, se obtendrd el valor de la variable
en las condiciones iniciales:

X(0.0) = Y a, cos gr 8.22]

n=1{1

La anterior expresién lo que indica es que, bajo este tipo de condicién de
contorno de no flujo, cualquier estado inicial del sistema se puede expresar como
suma de distintas contribuciones de ondas con todos los nimeros de ondas posibles.
En el fondo no es otra cosa que el desarrollo en series de Fourier de la distribucién
de X correspondiente a la situacién inicial (también llamada perturbacion inicial).
Los coeficientes @, lo que indican es la proporcionalidad con la cual contribuyen
los distintos nimeros de onda n en la perturbacién inicial. En la figura 8.3 se
muestra un ejemplo de perturbacién inicial posible descomponible en distintos
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componentes de nimeros de ondas, concretamente n = 1, 3, 4 y 7. Estas cuatro
ondas participan en distinta medida en la perturbacién inicial. Para cualquier n
distinto de los especificados anteriormente, los corrrespondientes «, valdrin cero.
b) Condiciones de Dirlich. Implican concentracidn constante en los extremos. Por
tanto:

% = L}f_‘_{. =0 18.23]
ot

ot

r={) =

Esta condicién se puede imponer fisicamente de variadas formas, entre otras
manteniendo una fuente y un sumidero en los extremos del sistema, obligando a
que la concentracién de X en ambos sitios sea constante y por tanto independiente
del tiempo. De estas condiciones de contorno, y de una manera similar a lo hecho
en el caso de la condicién de Newmann, se pueden extraer los valores de a, b y ¢
de la ecuacidén [8.14]. Asi:

oX

—_ = [ D g%e P9 cos grib sen gr)| = 0 [8.24]
Jt ' r=04

=0

donde para r=0 se obtiene que a=0, y para r=/
b sen gl =0 [8.25]

que equivale a la misma serie de valores de ¢ expresada en [8.19]. El tipo de
soluciones que aparece es muy semejante al caso anterior: se trata de un desarrollo
en serie de Fourier, pero esta vez en senos. Idénticas consideraciones sobre los
valores de los coeficientes y la forma de la perturbacion se pueden hacer en este
caso, siguiendo andlogos razonamientos. De aqui en adelante, y mientras no se
advierta lo contrario, las condiciones de contorno que se suponen son las de no
flujo o Newmann,

Como hemos visto pueden aparecer infinitas soluciones como consecuencia de
los procesos de difusion, tantas como nimeros de ondas distintos posibles (que son
infinitos), asi como todas las posibles combinaciones lineales entre ellos.
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Figura 8.3. Ejemplo de perturbacion inicial bajo las condiciones de no flujo en un sistema
unidimensional. En abscisas se representa la posicién r dentro del sistema, mientras que en
ordenadas se representa el valor de la perturbacion (8X) con respecto al estado homogéneo.
Como se puede observar en la parte (a) de la figura, la forma de la perturbacién puede ser
compleja, pero siempre se puede expresar como suma de diferentes componentes de distintos
ndmeros de ondas (serie de Fourier). En la parte (b) se muestra la descomposicion de la
perturbacion de la parte (a) en las distintas contribuciones. Concretamente, la perturbacion
(a) tiene componentes de nimeros de onda /, 3,4y 7. Las contribuciones relativas de cada
una de ellas se reflejan en el valor del pardmetro a, de [8.22]. Asi, en este caso concreto
a,=0.15, a,=0.25, n,=0.30 y n,=0.30.
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Una pregunta surge de modo inmediato: ;jcual de estas soluciones es estable?
Obviamente no estamos especialmente interesados en los procesos exclusivamente
de difusién, sino mds bien en los procesos de reaccion-difusién, que se analizardn
en el apartado siguiente. Sin embargo, el hacer el estudio de estabilidad en el caso
mds simple de la difusion puede resultar metodoldgicamente dtil, al introducir
conceptos que luego han de ser utilizados en los caso mds complejos.

Como ya advertimos, una posible solucion de estos sistemas es la solucion de
estado estacionario homogéneo. que implica idéntica concentracion de X a lo largo
de todo el sistema, asi como una constancia temporal de la misma. Es decir, la
igualdad simultdnea a cero de los dos miembros de [8.9].

Veamos cémo se puede hacer el andlisis de estabilidad de este estado.
Supongamos que X° es el valor de estado estacionario homogéneo, y sobre ¢l se
introduce una perturbacién 8X(r.t), de manera que la nueva solucién serd X* +
8X(r.t). Introduciendo este valor en [8.9] se obtendra:

X' DBX _ ) PX X (8.26)

T toor? o

donde el primer término de ambos miembros valdrd cero, por tratarse X°
precisamente de la solucion de estado estacionario homogéneo. De esta forma
|8.26] se verd reducida a:

BX _ , DX 8.27]

ot ot

ecuacion formalmente idéntica a la [8.9], cuyas soluciones serdn por tanto del
mismo tipo. Es decir, aplicando condiciones de no flujo en los extremos del
sistema, la solucién seri:

T, ,
dX(r,) = E ae " cos _’i;t_r [8.28]

n={

Puesto que Dy siempre es positivo, el exponenete de ¢ siempre serd negativo,
queriendo decir esto que a tiempo infinito todos los componenetes de la serie
tenderdn a cero. Es decir, la perturbacion inicial introducida sobre el estado
estacionario homogéneo, sean cuales sean los componenetes de nimeros de onda
de dicha perturbacion, desaparecerd a tiempo infinito. Por tanto, en estas



330 Biofisica

circunstancias, y con estas condiciones de contorno, el estado estacionario
homogéneo siempre serd asintdticamente estable. Lo que quiere decir que
simplemente por procesos de difusion no pueden aparecer espontineamente en el
sistema estructuras disipativas: inhomogeneidades, propagacion de ondas, etc..

8.4. Soluciones de sistemas de reaccion-difusion

De igual modo que se hacia en el estudio y caracterizacion de sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias parciales, el primer paso consiste en determinar
el nimero y la estabilidad de las soluciones estacionarias homogéneas o puntos
fijos del sistema [8.6]. Estas soluciones, resultado de aplicar las condiciones dadas
en [8.7] sobre [8.6], se calculan resolviendo el sistema de ecuaciones que resulta
de igualar a cero todos los términos de reaccidn, que para el caso particular de dos
variables toma la forma:

I
o

FXD [8.29]

0

Una vez determinadas cada una de las soluciones estacionarias homogéneas, se
estudia su estabilidad. Del mismo modo que se hacia en sistemas sin difusion, se
realiza una perturbacién. El nuevo estado del sistema se puede expresar como un
desarrollo en serie de Taylor alrededor del estado estacionario homogéneo sobre
el que se ha realizado la perturbacién. Si ademads esta perturbacién es sufieciente-
mente pequena se pueden eliminar los términos de la expansion de grado mayor
que uno, resultando un sistema de ecuaciones diferenciales lineales en derivadas
parciales similar al caso de los problemas sin difusion considerados en el
capitulo 3:

28X 28X
=a,0X1a.dY 1D -
_gé,_ e gf (8.30]
_Y = a,0X1a,0Y 1D, ¥
ot - = or?

Con la diferencia de que ahora, l6gicamente, aparecen los términos correspondien-
tes a la difusion. Los coeficientes a,,, a,,, etc, tienen el mismo significado fisico
de entonces, y representan el valor que toman las derivadas parciales de fy y fy en
con respecto a las variables en el estado estacionario de referencia. También aqui
se puede aplicar el importante Teorema enunciado entonces: si la solucién trivial
(8 X=0, & Y=0) del anterior sistema de ecuaciones lineales ( que también podemos
[lamar como en aquel caso sistema variacional linealizado) es asint6ticamente
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estable, también lo serd el estado estacionario homogéneo a partir del cual hemos
obtenido dicho sistema lineal. Dada la semejanza formal entre este sistema de
ecuaciones y la ecuacién de difusion de Fick [9.9], es de esperar que las soluciones
sean del mismo tipo, es decir, como la expresada en [9.10], con la consideracion
de que ahora o dependerd, l6gicamente, de los coeficiente a,,, a5, etc., del sistema
variacional. Las condiciones de contorno afectardn de forma similar al caso de solo
difusién, como es ficil demostrar sin mds que seguir paso a paso las mismas etapas
y consideraciones que en el apartado anterior. De esta forma, las soluciones de
[9.30] con las condiciones de no flujo serin de la forma:

0X(tr) = A e cos .
! [8.31]
8Y(tr) = B e" cos gr

donde A, y B, son constantes relacionadas con las condiciones iniciales; { es la
longitud (tamano) del sistema; n el nimero de ondas que parece como consecuencia
de las condiciones de contorno; y ® dependerd, como hemos dicho, de los valores
de los coeficientes del sistema variacional. El papel de @ es decisivo en la
inestabilidad o estabilidad del estado estacionario homogéneo, pues dependiendo
del signo de la parte real de ® la perturbacion se amortiguard o crecerd con el
tiempo, y por tanto la solucion serd estable o inestable, respectivamente.

Los valores de ® son fdciles de obtener a partir del sistema variacional
linealizado [8.30], siguiendo pasos semejantes a los realizados en el capitulo 3.
Para el ejemplo que nos ocupa, si derivamos las soluciones generales [8.31]
respecto al tiempo y al espacio (es decir respecto a las variables independientes ¢
y r), se obtiene, para la variable 8X:

ddX o nm
= A”(n(* COs —
o R 18.32]
d*0X P nm
= A —e" cos —r
ar? I? {

y expresiones semejantes para la variable 8Y. Substituyendo estos valores de 8X
y OY en el sistema [8.30] y simplificando convenientemente, se obtiene:

A la. DT 0

n 11 X

I}

W[ Ba

o2

[8.33]

A”a“ B, a,, D,

£
[}
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Despejando A, de la primera de las anteriores ecuaciones y sustituyendo su
valor en la segunda se obtiene la siguiente expresion:

da., 2.2
B|— 2 _ _ia, D,,.’."_J:c_ wl=0 (8.34]
n‘n* 7 I?
(0] (IH!D‘\.T

Siempre que B, sea distinto de cero, que es la situacién mds general para las
condiciones iniciales, lo que habrd de ser cero serd el contenido del paréntesis de
la anterior ecuacion. Igualando a cero el contenido de dicho paréntesis nos
proporciona una ecuacion de segundo grado en ®:

®° |a, a, (!)_Y:D},J”']:c-
: [8.35]
ia, D'\% [“:z D, ”;[_ a,a,=0

correspondiendo esta expresion a la ecuacion caracteristica del sistema de
ecuaciones [8.30]. Por otra parte es equivalente a la siguiente ecuacion:

I’ ) (8.36]

Hay que senalar que en este caso la ecuacién caracteristica depende del nimero
de ondas n, por tanto también sus soluciones. Es decir, para cada valor de n
aparecerda un par de autovalores, ®,, y ®,,. Como n toma valores desde 0 hasta
infinito, esto quiere decir que tendremos una colecciéon infinita de pares de
autovalores de la matriz:

- - [8.37]
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cuya traza y determinante serdn expresados como:

T(n) = a, 1a, (DlaDr)%ir
[8.38]
An) = |a,, D'\.g - Dl.n_ ] a,a,,

Es decir, que ahora, en contraste con los sistemas sin difusion, la estabilidad de

una solucién concreta depende no solo de los coeficientes del Jacobiano, sino

también de nuevos pardmetros que aparecen como consecuencia de la difusion:

a) Los propios coeficientes de difusion Dx, Dy. Como es ldgico, para el caso
particular de que ambos coeficientes sean cero, las ecuaciones [8.38] son
idénticas a las calculadas para sistemas sin difusion.

b) El nimero de onda n. lo que puede representar que, sin modificar ningin
pardimetro del sistema, existan valores de n para los cuales la solucion
homogénea sea estable, y otros valores para los cuales sea inestable.

¢) Y por ultimo el tamaiio / del sistema, que puede hacer que una solucion que es
estable para un determinado tamafno, no lo sea a partir de otro. Como veremos,
este factor es muy importante en los modelos de diferenciacion celular y
morfogénesis.

Como ilustracién, en la fig.8.4 y figura 8.12 se muestran dos tipos de
situaciones caracteristicas en sistemas de reaccion-difusion. Si se da el caso, por
ejemplo, de que dado un conjunto de valores de los pariametros del sistema,
incluyendo los coeficientes de difusiéon, T(n) es negativo para todo [ y n, la
estabilidad de la solucién homogénea del sistema vendrd determinada por el signo
de A(n). En este caso la situacion recogida en la fig.8.4, en el cual Afn) tomaria
valores positivos para todo n y cualquier valor de /, implicaria la estabilidad del
estado estacionario homogéneo para todo tamano del sistema. Por el contrario, la
situacion de la de la figura 8.12 implica que la solucion homogénea se hace
inestable a partir de un determinado tamaiio critico donde A(/) se hace negativo
(que equivale a decir que aparecen dos autovalores reales de signo opuesto). Por
tanto cualquier perturbacion del estado estacionario se veria amplificada y el
sistema evolucionaria a otro tipo de solucién no homogénea (en el caso particular
que estudiamos apareceria un perfil inhomogéneco estable que dependeria del
tamaiio del sistema y de la forma de la perturbacion realizada).

Ahora bien, ;existe alguna forma de predecir cudl va a ser la forma del perfil
estable hacia el cual va evolucionar el sistema?. Para ello hay que estudiar con mas
detalle la forma concreta de las ecuaciones [8.31], que establecen la evolucion de
la perturbacioén inicial sobre el estado estacionario. De la solucion de la ecuacién
caracteristica [8.36] resultan dos autovalores w, y ®,, para cada valor de n, lucgo
las soluciones serdn también:
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n=1 n=2 n=3
0.40 \
(0.30
<] (.20 4
0.10 A
0.00 - T , , : :
0 5 10 15 20 25 30
I

Figura 8.4. Ejemplo de sistema en el cual el estado estacionario homogéneo es estable para
cualquier tamafio del sistema. Si se supone que, para el conjunto de valores de los
pardmetros elegido, T siempre es negativo y A siempre es positivo para cualquier valor de
'y n, los autovalores de [8.37] serdn siempre negativos. Lo contrario ocurre con el caso
representado en la figura 8.12, donde T(n) siempre es positivo, pero A(n) es positivo o
negativo, dependiendo de /.

dX(tr) = A " cos gr
3Y(t.r) = B, e cos i}?.r
3X(tr) = A ™ cos ?r [8.39]
dY(t,r) = B,e" cos _’Z';}_r‘
n=0,12,...

donde los subindices n representan las parejas de soluciones. Si [8.39] son
soluciones del sistema, también lo serdn cualquier combinacion lineal de ellas, por
tanto la forma mds general de las soluciones serd:
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8X(tr) = Y (A, 1A ") cos e,

=0 ! 8.40]
dY(tr)y = Z{'B,”('(”""lB“:cm""' cos gr

=0

Hay que resaltar que a su vez, los autovalores ®,, y ®,, dependen de los
pardmetros del sistema, del tamafio del mismo /, y de n. Para el instante inicial de
la perturbacion, (=0, el sistema [8.40] toma la forma

3X(0,r) = E (A, 1A,,) cos nm,
w0 / [8.41]
5Y(0,r) = ¥ (B,,1B,,) cos gr

n=0

que no es otra cosa que el desarrollo en serie de Fourier de la perturbacién inicial
(es decir de la distribucién a tiempo cero de dx y 8y en cada punto del espacio).
En principio, cualquier perturbacion inicial aleatoria tendrd muchos componentes
de distinto nimero de ondas, pero sélo aquellos para los cuales los correspondien-
tes autovalores tengan parte real positiva se verdan amplificados como consecuencia
de la evolucién temporal indicada en [8.40]. Todas las contribuciones para las
cuales los correspondientes autovalores tengan parte real negativa se amortiguardn.
Esto tiene dos consecuencias importantes:

1) Para que un estado estacionario homogéneo sea asintGticamente estable es
absolutamente necesario que todas las partes reales de los infinitos autovalores
del sistema ( para n = 0, 1, 2,..., ) sean negativas. Basta que para un
componente de nimero de onda el autovalor correspondiente tenga una parte
real positiva para que el estado estacionario homogéneo se haga inestable.

2) Pero aunque para un determinado numero de onda el autovalor tenga parte
positiva, para que el sistema abandone el estado estacionario homogéneo es
necesario que la perturbacion inicial tenga algin componente de ese niimero de
onda.

Supongamos que sélo para el nimero de onda n, los autovalores tienen parte
real positiva. Por tanto el estado estacionario homogéneo es inestable, segtn se ha
establecido en el punto anterior. Imaginemos ahora que la perturbacion que se
realiza sobre dicho estado estacionario no tiene componenete de nimero de onda
n,. La perturbacion introducida se amortiguard y desaparecerd. Sin embargo, en los
sistemas reales las perturbaciones originadas sobre ellos raramente son determinis-
tas, sino mas bien causadas por fluctuaciones estadisticas alrededor de los valores
medios. Estas fluctuaciones estadisticas, mds tarde o mas temprano tendrin algin
componente de nimero de onda para el cual los autovalores tienen parte real
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positiva, y por tanto el sistema abandonard espontineamente el estado estacionario
homogéneo.

Por tanto, si la solucion homogénea es inestable, el sistema se alejard de él,
pero al menos en las fases iniciales, y mientras la linealidad de las ecuaciones
[8.30] se cumplan, este alejamiento se hard amplificando aquellos nimeros de
ondas para los cuales los autovalores tienen parte real positiva. Cuando el sistema
se ha alejado suficientemente del estado estacionario empezardn a tomar un papel
predominante los términos no lineales de las ecuaciones [8.6], y la situacién final,
aunque «recuerde» en cierta medida la perturbacién inicial, no tiene por qué tener
tinicamente los componenetes anteriormente comentados.

§8.5. Ejemplos en sistemas de reaccion-difusion

Parece bastante obvio que como consecuencia de introducir la difusion en
sistemas no lineales el comportamiento se haga mds complejo, pudiendo dar lugar,
como ya advertiamos en la introduccion de este capitulo, a la aparicion espontinea
de estructuras espaciales disipativas. Pero esto no siempre es asi, en el sentido de
que en cierto modo la difusion tiende a estabilizar el estado estacionario
homogéneo. Veremos en este apartado dos ejemplos contrapuestos: el primero, en
el cual se observa la estabilizacion de la homogeneidad como consecuencia de la
difusion: el segundo, donde, como consecuencia de la difusion, aparecen estructuras
espaciales inhomogéneas. En el apartado siguiente consideraremos un caso, como
es el de la diferenciacion celular, donde la formacion de estructuras disipativas
juega un papel fundamental en dichos procesos.

Volvamos al ejemplo de Locka- Volterra analizado con detalle en el capitulo
3. Como se veia alli, aparecian dos estados estacionarios, uno de los cuales (X"=0,
Y'=0) tenia el caracter de punto silla (por tanto inestable), y el otro (X°=/, Y°=A)
era un centro, obteniendose a su alredor 6rbitas periddicas estables segiin Liapunov,
que dardan lugar a un comportamiento oscilatorio de predador (Y) y depredado (X),
cuya amplitud y periodo de oscilacion depederdn de las condiciones iniciales.
Consideremos ahora cual serd el efecto de la difusion sobre este estado estaciona-
rio. Para ello hemos de replantear las ecuaciones cinéticas correspondientes,
transformandose en ecuaciones en derivadas parciales:

X _ax vxip 02X

o Sor? (8.42]
I _yx vin,2Y

(e} ()r:

donde, por simplicidad, se ha supuesto geometria unidimensional en el sistema.
Una solucion de estado estacionario homogéneo seguird siendo, al igual que en el
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caso en el cual no se consideraba la difusion, X"=/, ¥'=A. La matriz cuyos
autovalores son responsables de la estabilidad o inestabilidad de dicho estado
estacionario toma la forma:

D I
I [8.43]
nm’
A D,
!'._
tomando la traza y determinante de dicha matriz los valores:
Ty = (DD
. [8.44]
n'n?
An) = DD, 1A

siendo T(n) siempre negativo y A(n) siempre positivo. Por otra parte T*(n)-4A(n)
es siempre positivo. Ello implica que para cualquier valor de n todos los
autovalores tendrin parte real negativa, y por tanto el estado estacionario
homogéneo es asintdticamente estable frente a cualquier perturbacion. Esto es, la
difusion «estabiliza» el estado estacionario homogéneo.

Veamos ahora un ejemplo bien distinto, donde se observa la aparicion de
estructuras disipativas como consecuencia de inestabilidades que aparecen en el
estado estacionario homogéneo. El modelo que vamos a presentar fue propuesto por
J.L. Deneubourg en 1976 para explicar las primeras fases en la formacion de nidos
de termitas, y es un ejemplo tipico de aparicion de orden por medio fluctuaciones.
En este modelo se muestra como, mediante un sistema simple de reaccion-difusion,
es posible explicar la aparicion de estructuras geométricas espaciales dentro del
comportamiento ordenado de sociedades de insectos.

Experimentalmente se observa que el comienzo de la construccion del nido de
las termitas se desarrolla en dos fases:

a) los insectos van amontonando material de construccion de forma desordenada.

b) A partir de un cierto tamaio los insectos pasan a depositar material en puntos
geométricamente distribuidos, formando los pilares sobre los que se terminara
construyendo el nido en etapas sucesivas.

El modelo propuesto para explicar el comportamiento de las termitas en estas
dos primeras fases se basa en las siguientes hipotesis:

) Las termitas, cuya concentracion en cada zona del espacio se denota por C,
mezclan una cierta feromona H con el material de construccién P al trans-
portarlo.
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2) La feromona H difunde por el medio.
3) Las termitas son atraidas por el olor de H y tienden a depositar el material de
construcciéon en las zonas de mayor concentracion de feromona.

A partir de las hipétesis anteriores se elabora el modelo cinético representado
en la figura 8.5. En este esquema cinético la accion de H tiene un efecto catalitico
positivo sobre el depdsito de material P. P’ representa el material inactivo, es
decir, que ha perdido el olor de feromona.

A partir del modelo cinético de la figura 8.5 se plantea el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales:

P _kC kP
ot -
%_’f - kP KH\D,VH [8.45]
%_C - F* k,C1D.V C1yV(CVH)
!

donde F* representa el flujo de insectos trayendo material al sistema (region del
espacio donde se esta realizando la construccion del nido); D es el coeficiente de
dispersion al azar de las termitas (equivale a un coeficiente de difusion); &, son
constantes cinéticas; Dy, es el coeficiente de difusiéon de H. La ecuacién de
evolucion de C recoge un término no lineal que representa la accion positiva del
gradiente de H sobre la dindmica de C.

El sistema [8.45] presenta el estado estacionario homogéneo:

pen F°
k,

e = F° (8.46]
k4

co=F°
x

El andlisis de estabilidad de esta solucién muestra que, para tamafios pequeios
del sistema, es decir. cuando el amontonamiento de material no es muy grande,

Figura 8.5. Modelo cinético propuesto por Deneubourg (1976) para el crecimiento de nido
de termitas. Para mds detalles, ver texto.
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este estado estacionario es estable. Pero existe un tamano critico a partir del cual
se hace inestable, y el sistema evoluciona hacia una solucién estacionaria estable
pero no homogénea. En la figura 8.6 se muestra el perfil de distribucién espacial
de P alcanzado cuando el estado homogéneo se hace inestable. Como se puede
apreciar este perfil implica el apilamiento de material preferentemente en una zona
frente a otras, siguiendo un patrén regular.

Figura 8.6. Solucion estacionaria inhomogénea estable del sistema de ecuaciones [8.45] para
un tamafo del sistema para el cual el estado estacionario homogéneo es inestable. La
concentraciones de P se calcularon por integracién numérica del sistema de ecuaciones antes
referido con el siguiente valor de los pardmetros: F_ =3, k, = k, = k, = 0.8888, D, = 0.01,
Dy =625x 10"y ' =-0.4692 x 10

Conviene destacar de este ejemplo, que la realizacion de las tareas complejas
que conducen a la aparicion de estructuras regulares, no son consecuencia de
complicados mecanismos de medida y disefio del espacio de construccion. Sino que
aparecen como consecuencia directa inevitable de las interacciones no lineales de
los elementos del sistema (reaccidon) cuando existen procesos de difusion y
restricciones impuestas por el medio externo, También es de destacar un hecho
significativo que se desprende del andlisis del modelo y que se puede comprobar
experimentalmente. Si una vez comenzada la elaborado del nido se destruyera parte
del mismo, de manera que, ain corseviandose parte de su estructura, el tamafio
resultante fuera menor que el critico, nuevamente el estado estacionario homogéneo
seria estable, y las termitas «olvidarian» la parte de nido ya construido, comenzan-
do nuevamente a acumular tierra en forma homogénea hasta alcanzar nuevamente
el tamafno critico. No hay, por tanto, «inteligencia» en este comportamiento, sino
mids bien un ciego discurrir del sistema siguiendo unas leyes deterministas
fundamentalmente marcadas por las ecuaciones que acabamos de comentar.
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8.6. Modelos de diferenciacion celular y morfogénesis

El problema de la diferenciacion celular es sin duda uno de los mds interesantes
que tiene planteados la Biologia Molecular. Su solucién pasa por conocer los
mecanismos mediante los cuales una serie de células indiferenciadas, conteniendo
todas ellas idéntica informacién genética, dan lugar, a lo largo del desarrollo
embrionario, a una serie de lineas celulares somadticas en las cuales solamente se
expresan parte del genoma. Este problema estd atin hoy dia sin resolver completa-
mente, a pesar de los avances que se han hecho en el estudio de estos sistemas.
Obviamente, en este capitulo Gnicamente nos vamos a referir a los mecanismos
generales que, dentro del contexto de la Termodindmica de Procesos muy Alejados
del Equilibrio, pueden arrojar alguna luz sobre el problema, no pretendiendo entrar
en los mecanismos moleculares y celulares que dan lugar a los mismos, y que es
el objeto de otras materias. En general, la ontogénesis se puede enmarcar como
un proceso espacio-temporal que implica a procesos subcelulares los cuales
finalmente se reflejan en modificaciones morfologicas a nivel supracelular.
Obviamente este complicado proceso requiere de sofisticados mecanismos de
regulacion de gran variedad de procesos, tales como la diferenciacién celular, el
crecimiento, la mitosis, los movimientos celulares, la formacion de contactos
celulares y movientos colectivos a nivel supracelular que implican los procesos de
gastrulacién. Nuestro proposito en el presente capitulo es menos amplio y
ambicioso. Unicamente trataremos de establecer algunos modelos que expliquen
racionalmente las primeras fases del desarrollo embrionario, a saber, desde el
momento en que el zigoto se empieza a dividir produciendo un aumento de tamarno
del campo morfogenético, pero todavia compuesto por células sin diferenciar, hasta
que en dicho campo aparecen lineas precisas de diferenciacion celular.

Si nos fijamos en las primeras fases del desarrollo embrionario existen dos
caracteristicas fenoménoldégiacas bastante llamativas: en los primeros momentos
tiene lugar un crecimiento indiferenciado de células a partir del 6vulo fecundado
inicial, pero llegado a un determinado tamaiio del embrion empiezan a aparecer
unas lineas virtuales de diferenciacion. La primera pregunta que se plantea es
.qué mecanismos generales pueden dar lugar a semejante proceso? Aunque en
apariencia el proceso pudiera ser muy complicado, y se presenta como uno de los
mis sofisticados que puedan tener lugar en el sistema biolégico, veremos que
probablemente los mecanismos bdsicos pueden ser bastante generales. Para centrar
este estudio es muy dtil definir el concepto de campo morfogenético, entendiéndolo
como un conjunto de células funcionalmente acopladas cuyo desarrollo sucede bajo
el control de un proceso regulador comin (Robertson y Cohen, 1972). El tamaio
del campo morfogenético, referido a las primeras fases del desarrollo embrionario,
suele ser pequeio, y comprender un nimero de células entre 10 y 100. Nuestro
estudio se centrard, como venimos comentando, en los mecanismos que hacen
posible que en semejante campo tenga lugar un proceso de diferenciacion celular,
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ademds espacialmente organizado. Como se puede intuir, el problema, en el fondo,
se reduce a una cuestion de organizacion espacio-temporal, si bien con algunas
caracteristicas peculiares. En primer lugar, los hechos puestos de manifiesto en
el proceso de diferenciacion estdn implicitamente contenidos en el genoma de las
células, y la diferenciacién se manifiesta a nivel macroscdpico de forma organizada
dentro del campo morfogenético, estando las distintas zonas de diferenciacion
separadas por lincas virtuales. Es decir, en un campo morfogenético donde ya
aparecen células somadticas, las distintas clases de células estin nitidamente
separadas en regiones concretas del campo, no existiendo «gradientes» suaves de
diferenciacion. Ademds, estos «patterns» espaciales deben ser estables frente a
fluctuaciones estadisticas, e incluso frente a pequefias perturbaciones inducidas
desde el exterior.

Hace ya bastantes anos Wolpert (1969, 1971, 1975) establecié un modelo
minimo para la diferenciacion en campos morfogenéticos. En €l se establecian las
bases minimas necesarias para que se de un proceso de diferenciacion. Trataremos
muy sucintamente de comentar dicho modelo. En resumen viene a establecer que,
para que ocurra un proceso de diferenciacion en un campo morfogenético, han de
cumplirse dos condiciones:

1) La existencia de una informacion posicional.
2) La existencia de una diferenciacién posicional.

Comentaremos brevemente en qué consisten estas dos ideas. La informacion
posicional lo que significa es que de alguna manera las células deben conocer en
qué posicion del campo morfogenético se encuentran: una célula concreta debe
poseer, mediante algliin mecanismo, informacidn sobre su posicién (si se encuentra
en un extremo del campo, en el medio, etc). Una vez concocida su posicion, la
célula la «interpreta» de acuerdo con su contenido genético, expresindose solo
parte del mismo (diferenciacion posicional). Wolpert plasmé estas ideas en un
modelo, al que le di6é el nombre de modelo de la bandera francesa, donde se
ejemplifican muy bien las ideas anteriormente apuntadas, y del que haremos un
resumen. Imaginemos una serie de células con idéntico contenido informativo,
informaciéon que se concreta en tres genes estructurales, cada uno de ecllos
codificando un «color», a saber, azul, blanco y rojo. Pero de estos tres genes
estructurales sélo se expresa uno dependiendo de su posicién dentro del campo
morfogenético. Supongamos, tal como viene representado en la figura 8.7, que
dicho campo morfogenético es bidimensional, de manera que la posicién de cada
célula viene determinada por el valor de las dos coordenadas cartesianas x e y.
Supongamos que las células poseen algliin mecanismo mediante el cual puedan
conocer su posicion (informacién posicional), que es tanto como conocer el valor
de las dos coordenadas x e y, e interpretan dicha informacién con una serie de
condicionantes, por ejemplo:
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1) Si x<x,, y para todo y, s6lo se expresa el color azul.

2) Si x,;>x>x, y para todo y, sélo se expresa el color blanco.

3) Si x>x, y para todo y, s6lo se expresa el color rojo.

De esta manera el «pattern» espacial de diferenciacién que aparecerd, tal como
se ve en la figura 8.7, corresponde a la bandera francesa.

azul blanco rojo

Figura 8.7. Ejemplo del modelo de Wolpert de la bandera francesa. (a) Una serie de células
poseen tres genes estructurales que codifican para distintos colores (azul, blanco y rojo). De
acuerdo con su posicion (informacion posicional) se expresa sélo uno de los tres
(diferenciacion posicional), dando lugar a un «pattern» de bandera francesa. (b) Una distinta
interpretacion de la misma informacion posicional puede dar lugar a otro «pattern» distinto
(para mids detalles, ver texto).

>ara ilustrar mejor estos mecanismos supongamos ahora la existencia de un
mutante de bandera francesa que, aun conteniendo los mismos genes estructurales

posea distintos mecanismos de interpretacion de la informacion posicional. Es
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decir, la informacién posicional es la misma (las células reconocen de idéntica
manera donde se encuentran dentro del campo morfogenético), pero interpretan de
distintan forma dicha informacién. Por ejemplo, si las células estidn en la parte
superior izquierda del campo (v<x,, ¥>y,) las células expresan simultineamente
azul y blanco, dando lugar a estrellas. En cambio, en el resto del campo, para todo
X, y a intervalos de y, sélo se expresa el rojo o el blanco. EI resultado, con la
misma informacién posicional y la misma informacién estructural (lo tnico que ha
variado es la interpretacidén que cada célula hace de la informacién posicional) da
lugar a un «pattern» distinto de diferenciacién: el resultado se parece mis a la
bandera americana que a la francesa, como se puede observar en la parte b de la
misma figura. ;Qué sucederia si trasplantiramos la célula sefialada como « en la
bandera francesa a la posicion a” de la bandera americana? Segiin el modelo que
estamos exponiendo. y tal como se muestra en la figura 8.8, dicha célula

Figura 8.8. Resultados previsibles de transplantes de células entre campos morfogenéticos,
de acuerdo con el modelo de Wolpert. (para mds detalles, ver texto).

interpretaria su propia informacion genética de acuerdo con su posicion dentro del
campo y con sus mecanismo de interpretacion de dicha informacion, apareciendo
por tanto una célula azul, independientemente del valor de y. Lo (nico que
aprovecharia dicha célula de la bandera americana seria la informacion posicional,
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pero no la forma de interpretarla y expresarla. Si se trasladase la célula b de la
bandera americana (que aparece como componente de una banda roja) a la posicién
b’ de la bandera francesa, apareceria una célula estrel/la. En este sentido se han
realizado numerosos experimentos de transplante de células entre distintas partes
del campo morfogenético en las primeras fases del desarrollo embrionario de
distintosa organismos. Asi, por ejemplo, en las primeras fases del desarrollo
embrionario de drosophila melanogaster, si una célula de mutante bithorax se
transplanta a determinadas zonas de un embrién de Drosophila normal, dicha célula
se diferencia de acuerdo con la nueva posicion que tiene en el campo morfogenéti-
co y de acuerdo con la interpretacion que de dicha informacion hace la bithorax.

La primera pregunta que se plantea es mediante qué mecanismos se puede
generar una informacién posicional y una diferenciacién poscicional. Muy
brevemente vamos a desarrollar las ideas actuales al respecto, tratando de discutir
las posibles implicaciones.

Mecanismos de generacién de informacion posicional

La clasificacion de los posibles generadores de informacién posicional se puede
hacer atendiendo a dos importantes caracteristicas de los mismos: por una parte,
los mecanismos implicados en la generacion de dicha informacion; por otra, si la
aparicion de dicha informacion es espontanaea e intrinseca al sistema o por el
contrario viene de alguna manera impuesta por condiciones de contorno que
suponen el preestablecimiento de una polaridad previa en el campo morfogenético.
En el esquema representado en la figura 8.9 se muestran las distintas posibilidades.

r MECANISMO

Gradientes No aparece
lineales de | g Difusiin —p- | informacion
concentracion posicional
Estructuras estructuras
—= | condicionadas | <= Reaccidn-difusion =——|  disipativas -
POLARIDAD por extremos espontdneas FOLARIDAD

NO
IMPUESTA

contactos
celulares
polarizados
infor. posicional

IMPUESTA No aparece
~— Transporte activo =p=| informacion | -
infor. posicional

Grad. periodos Acoplami Gradiente de
a Acaoplamienio : i
condicionados | e -"_! ; — | periodos de
IS¢ wes B =g
extremos sl L) oscilacion

Figura 8.9. Clasificacion general de posibles mecanismos de generacién de informacion
posicional.
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Aqui discutiremos brevemente algunos de estos posibles mecanismos, extendi¢ndo-
nos algo mds en la informacion posicional generada por mecanismos de reaccion-
difusién, ya que en el fondo dichos mecanismos son el sujeto fundamental de este
capitulo.

La existencia de gradientes de determinadas sustancias a lo largo de campos
morfogenéticos de embriones, en las primeras etapas del desarrollo, es un hecho
conocidos desde antiguo (Brachet, 1974). Las sustancias implicadas van desde
pequeiios iones (gradientes de pH), pequefias moléculas con relativamente altos
coeficientes de difusién (AMP ciclico), y polipéptidos de distintos tamainos. Por
ejemplo, en la hidra se ha identificado la existencia de un decapéptido que se
encuentra distribuido a lo largo del eje del cuerpo de dicho organismo, y que
inhibe el crecimiento de la cabeza. La posibilidad de que algunas de estas
sustancias pudieran ser las causantes de la informacién posicional fue sugerida casi
desde los primeros hallazgos de dichas sustancias, usualmente refiriendose dicha
sustancia como morfdgeno, precisamente por su capacidad de generar informacién
posicional. La posicion dentro del campo vendria determinada por la concentracion
de dicha sustancia, y cada célula, interpretando esa senal, daria la respuesta
adecuada que conduciria a su diferenciacién posicional.  Un mecanismo muy
simple por el cual se puede generar un gradiente de una sustancia a lo largo de un
“ampo morfogenético es aquel de simple difusion, si en los extremos del campo se
mantiene una fuente y un sumidero del mismo. Si la sustancia difunde segin la
ley de Fick, la ecuacion que describe la evolucién espacio-temporal de la
concentracion de dicha sustancia serd la dada por la ecuacién [8.9] sometida a las
condiciones de contorno de Dierlich, es decir, concentracion constante en los
extremos del campo, mantenida ésta por la existencia de una fuente y un sumidero.
La solucién asintéticamente estable que aparece en este caso es un estado
estacionario inhomogeneo en el cual existe un gradiente lineal de la sustancia a lo
largo del campo:

M M,
M@y = 2L, [8.47)

donde M, y M, seria la concentracién de morfégeno M en la fuente y el sumidero,
respectivamente. La fuente estaria colocada en r=0, y el sumidero en r=/, siendo
! la longitud total del campo. Este seria un ejemplo claro de informacion posicional
generado por un mecanismo de difusién que implica una polaridad impuesta al
>ampo, marcada dicha polaridad por la existencia de una fuente y un sumidero,
Una informacién posicional generada de esta forma tendria algunas propiedades
interesantes. Por ejemplo, la separacion de parte del campo haria que se regenerara
toda la informacién posicional en el trozo remanente, dando lugar a lo que se
conoce con el nombre de morfalaxis. En efecto, si la fuente y el sumidero se
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siguen manteniendo, y con las mismas caracteriscas, en los extremos del campo
después de haber efectuado el corte, la nueva concentracién de morfégeno a lo
largo del campo serd ahora:

Moy = MM [8.48]

La cuestion es que en el nuevo campo de longitud I’ siempre existird un punto
' que tendrd la misma concentracién de M que algdn punto r del antiguo campo
de longitud /. O lo que es lo mismo, siempre que:

LAY [8.49]
r’ [
se cumplird que la concentracion de morfégeno en r en el campo de longitud / serd
la misma que en el punto r” después de haber realizado la separacién de parte del
campo y haber dejado una longitud final /"

M) = M) [8.50]

Esto quiere decir, llevandolo al ejemplo de la bandera francesa, que se
regeneraria un bandera francesa, pero mds pequefa. Este tipo de regeneracién de
la informacién posicional se observa en las primeras fases del desarrollo
embrionario de la mayoria de los organismos. No ocurre asi cuando el campo
morfogenético ha alcanzado determinadas dimensiones, o en determinados
crecimientos embrionarios incluso en las primeras etapas del sesarrollo, en los
cuales la separacion de parte del campo morfogenético no lleva consigo el
restablecimiento de la total informacién posicional en el resto. La regeneracién de
la informacion posicional ocurre conforme el campo morfogenético va adquiriendo
el tamano original. Es lo que en embriologia se conoce con el nombre de
epimorfosis. Ambos tipos de comportamientos (morfalaxis y epimorfosis) aparecen
esquematizados en la figura 8.10 en relacién al modelo de la bandera francesa.

Son imaginables otros mecanismos de generacién de informacién posicional aun
existiendo una polaridad preestablecida en el campo morfogenético. Por ejemplo,
supongamos que existe un transporte activo del morfégeno entre las distintas
células del campo morfogenético. Como sabemos, el transporte activo es
unidireccional, y si se supone una orientacion relativa en los contactos celulares,
se puede llegar a formar un gradiente de morfégeno que tendria direccién contraria
al sentido del transporte de dicha sustancia. Aunque en este caso no es necesario
suponer una fuente y un sumidero, existe una polaridad a nivel celular, ya que hay
que suponer una determinada orientacién en los contactos celulares. También son
imaginables otros mecanismos, como se discutié en el primer apartado de este
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azul blanco rajo

- | ™~
* punto corte
Zona en crecimiento
MORFALASIS EPIMORFOSIS
azul blanco rojo azul
| \ ]
azul  blanco  rojo azul hlanco
azul blanco rojo

Figura 8.10. Dos mecanismos distintos de crecimiento de un campo morfogenético al cual
se le ha separado parte del mismo. En el mecanismo de morfalaxis se regenera inmediata-
mente toda la informacién posicional, dando lugar al mismo «pattern» que antes de efectuar
la separacién. Por el contrario, en el mecanismo de epimorfosis la regeneracion de la
informacién posicional se lleva a cabo a medida que crece el campo.
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capitulo, de generacion de informacidn posicional que no impliquen difusidn, pero
que pueden dar lugar a la formacién de «patterns» espacio-temporales.

Sin embargo son los mecanismos en los cuales la informacién posicional se
genera de forma espontdnea, y donde la polaridad surge como consecuencia de la
emergencia de un comportamiento ordenado y coherente, los mds sugerentes y a
los que dedicaremos un comentario mads detenido en este apartado. Los mecanismos
pueden ser muy variados. Por ejemplo, pueden surgir como consecuencia del
acoplamiento entre osciladores, cuando éstos, ademds, poseen ciertas caracteristicas
de excitabilidad. Algunos aspectos mds precisos de estos comportamientos se
estudiaron en el capitulo 6 al considerar los procesos implicados en la diferencia-
cion y morfogénesis de Dictiostelium discoideum, si bien este estudio se limité a
las fases previas de los procesos de diferenciacién. Aqui haremos un breve
comentario sobre los mismos. Como sabemos, y tal como se ha visto en capitulos
precedentes, algunos metabolitos celulares pueden exhibir un comportamiento
oscilatorio sostenido del tipo de ciclo limite, oscilacion que vendrd caracterizada
por una determinada amplitud y periodo. Si se tuviera cada célula aislada, todas
mostrarian idéntico comportamiento, si bien la fase de los distintos osciladores no
tendria por qué ser la misma. Esto implica que, si se mantiene a las células en una
proximidad espacial, cada oscilador de una de ellas perturbard las oscilaciones de
las células proximas, y viceversa. Este fendmeno a lo que conduce, en unos
primeros momentos de contacto, es a una continua modificacion de la fase de cada
c¢lula, dependiendo de si su propio oscilador, cuando le llega la perturbacion de
los proximos, se encuentre en fase refractaria o no. En dltimo término, lo que
aparece es un proceso de autoorganizacion, pudiendose observar bajo determinadas
condiciones la aparicion de un gradiente de periodos de oscilacién en las distintas
células a lo largo del campo.

Los mecanismos de reaccion-difusion son sin duda los mds interesantes y
sugestivos mediante los cuales puede aparecer espontaneamente una informacién
posicional. Como se ha visto en las secciones anteriores, mediante dichos procesos
pueden aparecer inestabilidades de los estados estacionarios homogéneos, pudiendo
evolucionar el sistema hacia estados estacionarios inhomogéneos, en los cuales
aparecen gradientes de sustancias a lo largo del campo. Ademds pueden aparecer
inestabilidades y bifurcaciones sucesivas como consecuencia de variaciones en el
tamano del sistema. Consideremos el esquema de reacciones propuesto por Gierer
y Meinhart (1972) y que viene esquematizado en la figura 8.11. Sustancialmente
se trata de dos sustancias, X e ¥, siendo una de ellas un activador (X) y otro un
inhibidor (¥). La produccion de X es autocatalitica, mientras que se ve inhibida su
produccién por la presencia de Y. Parece que la existencia de activador e inhibidor,
con coeficientes de difusion muy diferentes, es una condicidon necesaria para que
aparezcan espontineamente estructuras inhomogéneas (Meinhardt, 1982). Las
ecuaciones diferenciales que expresan la variacion espacio temporal de X e Y,
suponiendo que ambas sustancias difundiesen, serin:
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Figura 8.11. Modelo de Gierer y Meinhardt (1972) de activador (X) ¢ inhibidor (Y) para la
generacion de informacidn posicional. Las lineas continuas expresan conversiones quimicas,
con sus correspondientes constantes cinéticas, y las discontinuas significan relaciones
cataliticas de activacion (+) o inhibicién (-).

- & X.‘ 3
XK kxinIX
T P (8.51]
W kx kyin, 2
ot ) ar?

donde se observa el papel inhibidor de Y sobre la produccion de X (cuanto mis Y
hay, menos X se produce), asi como la actividad catalitica de segundo orden que
ejerce X, tanto sobre su propia produccion como sobre la produccién de Y, no
siendo esta dltima autoinhibida. Los términos con signo negativo indican la
degradacion de X e ¥, respectivamente. Este sistema tiene un tnico estado

estacionario homogeneo:
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x0 =5

'( [8.52]
Y? = AI}\.‘»

k:

ra

alrededor del cual se puede linealizar el sistema [8.51], tal como se explicé en
apartados anteriores, para estudiar su estabilidad. Supondremos en este caso
condiciones de contorno de no flujo (Newmann), lo cual implica que no se impone
al sistema ninguna polaridad externa al mismo. La matriz cuyos autovalores
proporciona la informacién sobre la estabilidad o inestabilidad del anterior estado
estacionario homogéneo, obtenida como se describid en el apartado 8.4, resulta ser:

2%, DT 3
r k (8.53]
2k|‘t3 kD rc‘:i'li2

Si suponemos que 2k,< k;, o lo que es lo mismo, el inhibidor se degrada mas
ripidamente que el activador, la traza de la anterior matriz serd siempre negativa.
Por tanto, independientemente de cual sea el valor de n o ! (nimero de ondas o
tamano del sistema, respectivamente) no aparecerdn inestabilidades como
consecuencia de variaciones de signo de este término. Algo distinto ocurre con el
determinante A (término independiente de la ecuacién caracteristica) si los
coeficientes de difusion de X e ¥ toman ciertos valores relativos. Valores negativos
de A(n) para ciertos [ implicardn la aparicion de autovalores con partes reales
positivas, y por tanto inestabilidades del estado estacionario. La expresién completa
para el determinante correspondiente a la matriz [8.53] es:

[8.54]

29
n-m-

A = |kD, 2k,D,1 DD, T

que s6lo tomard valores negativos para algin valor de [ si

2k,D, > kD, 8.55]
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0 lo que es lo mismo, los coeficientes de difusion de activador e inhibidor deben
ser distintos. Concretamente:

D, k

_— >
DX

)
| .
=

y puesto que para que la traza fuera negativa habiamos supuesto que k,>2k ,, esto
implica que el coeficiente de difusion del inhibidor ha de ser mayor que el del
activador para que aparezcan inestabilidades. En estas condiciones A serd positivo
o negativo dependiendo de /. En la figura 8.12 aparecen representados los

n=1 n=2 n=3 n=4
040

030

020 -

<] 0.0 -

Iy ) 13 Iq
0.00
-0.10
-0.20 | | T T | 1
0 5 10 15 20 25 30
1

Figura 8.12. Representacion de A(n) frente a | (ecuacion [8.54]) para los siguientes valores
del resto de los pardametros: k, = 1, ky =3, Dy =1y D, = 2.
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valores de A(n) en funcion de / para los distintos valores de n. Aquellos valores
de [ para los cuales aprezcan valores de A negativos dardn lugar a dos autovalores
reales y de signo contrario, por tanto el estado estacionario homogéneo seri
inestable. Veamos qué le sucederia a un sistema en crecimiento que respondiera al
anterior esquema, con los valores de los parimetros y coeficientes de difusién
sometidos a las restricciones anteriormente impuestas. Para un /</,, los valores de
A para todo valor de n son positivos. Por tanto, el estado estacionario homogéneo
es asintéticamente estable. Aunque aparezcan fluctuaciones estadisticas locales
alrededor de dicho estado estacionario, dichas fluctuaciones se verdn amortiguadas.
No aparecerian gradientes de sustancias a lo largo del campo, lo que es sinénimo,
dentro del contecto que estamos estudiando, a la ausencia de informacién
posicional. Pero en dicha figura observamos que para / ligeramente mayor que un
determinado valor /,, el valor de A para n=/ se hace negativo. Esto quiere decir
que para dicho nimero de ondas aparece un autovalor real positivo, y por tanto el
estado estacionario homogéneo se hace inestable frente a perturbaciones en las que,
una vez hecho el desarrollo de Fourier correspondiente a esa perturbacién,
aparezcan componentes de nimero de onda n=/. Para que el sistema abandone el
estado estacionario homogéneo no es necesario introducir ningin tipo de
perturbacion externa. Las simples fluctuaciones internas proporcionardn, mds tarde
0 mis temprano, algin componente de dicho nimero de onda que hard que el
sistema espontineamente abandone el estado estacionario homogéneo. Como
consecuencia, dicho componente se amplificard mds y mds, hasta dar una
anisotropia macroscopica consistente en un estado estacionario inhomogéneo con
una distribucion espacial que recuerda al nimero de ondas n=/. Decimos que
«recuerda» porque la solucion macroscépica no es exactamente de nimero de onda
n=[, ya que cuando el sistema se aleja mds y mds del estado estacionario
homogéneo empiezan a jugar un papel importante los términos no lineales de las
ecuaciones, desvirtuando la «perfeccion» de la solucién que se obtiene. En
cualquier caso, el sistema se polariza, con un «pattern» especifico, y lo que es mds
importante, siempre reproducible si se repite el experimento sucesivas veces. O lo
que es lo mismo, hasta el tamaiio critico /, el sistema no dispone de informacién
posicional, por lo que tendrd lugar un crecimiento indiferenciado del embrién, pero
a partir de un determinado tamano espontaneamente aparecen gradientes de
sustancias, que ademads son reproducibles. En la figura 8.13 se muestra el resultado
de la integracion numérica de [8.51] a sucesivos tamafios del campo, o lo que es
lo mismo, cuando sucesivas células van apareciendo como consecuencia de la
proliferacion del zigoto original. Basta con introducir pequefias fluctuaciones
alrededor del estado estacionario para que emerga dicha estructuras.

Pueden aparecer situaciones mds complicadas para valores de />/,. Concreta-
mente, para valores de / comprendidas entre /, y /5 aparecen valores de A negativos
para dos n distintos (n=1/y n=2). Esto quiere decir que el «pattern» final que se
obtenga dependerd de como sea la perturbacion inicial. Recuerdesé que aquellos
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Figura 8.13. (a) distribucién de inhibidor y activador a lo largo de un campo morfogenético
unidimensional en crecimiento, El resultado mostrado en la figura corresponde al sistema
[8.51] con los valores de los pardmetros descritos en la figura anterior. Antes de llegar a una
longitud critica no aparecen inhomogeneidades. (b) Para mayores longitudes del campo
tienden a aparecer inhomogenidades simétricas, aunque la perturbacién inicial sea claramente
asimétrica. De las dos soluciones que pueden aparecer para n = 2, el sistema alcanza una u
otra dependiendo criticamente de la froma de la perturbacién inicial. (H. Meinhardt, (1982):
Models on Biological Pattern Formation, p 19).

nimeros de ondas que contribuyan en mayor medida en la perturbacién inicial
contribuirdn mds en la solucién final. Pareceria entonces como si hubiera una cierta
incertidunbre respecto al «pattern» final de gradientes. Esta incertidunbre podria
tener muchas consecuencias, ya que por el contrario el proceso de diferenciacién
y morfogénesis aparece como algo muy determinado y no sometido a estas
incertidumbres. Sin embargo, la ambigiiedad en el tipo de soluciones que pueden
emerger desaparece si tenemos en cuenta la historia del proceso en su conjunto.
Hay que tener en cuenta que cuando el embridn llega a tener el tamafo /, ya posee
el «pattern» polarizado con mayor componente de numero de ondas n=/. Por

Figura 8.15. Formacién de doble abdomen en Smitia como consecuencia de la inrradiacién
con luz ultravioleta. (a) Embrién normal; (b) La irradiacién del cuarto anterior del huevo de
Smitia conduce a un embrién completamente simétrico con un abdomen en cada polo
(Kalthoff y Sander, 1968; Kalthoff, 1976).(c-f) La irradiacién en distintos lugares del huevo
provoca distinto tanto por ciento de embriones que aparecen con polaridad simétrica. (g-j)
Ello puede ser explicado por las modificaciones que puede sufrir la informacién posicional
por un modelo como el descrito en la figura 8.11, si se supone que la radiacién ultravioleta
destruye parcialmente el inhibidor. (Figura tomada de H. Meinhardt (1982) Models of
Biological Pattern Formation, p 68.)
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(e) 0]

Figura 8.14. Crecimiento del alga marrén Focus. Este alga no presenta en su crecimiento
normal (a-d) prdcticamente simetria interna. El desarrollo de los embriones esféricos
comienzan con el crecimiento de un rizoide en un lado particular del campo. El crecimiento
de este rizoide puede ser condicionado por luz polarizada (e), lo que provoca un crecimiento
simétrico, o por la influencia de otros embriones préximos (f). ( F. Jaffe, 1968.)

I'“\'u'uin
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tanto, tendrd inercia a mantenerse en el mismo, aunque vaya aumentando el tamafo
del campo. Algo distinto aparecerd si se producen perturbaciones externas
considerables en la informacién posicional. Como consecuencia de dichas
perturbaciones se puede cambiar el nimero de ondas predominante, apareciendo
una informacién posicional anémala que tendrd consecuencias importantes en los
procesos de diferenciacion y morfogénesis. En este sentido existen muchos hechos
experimentales que corroboran esta idea. Por ejemplo, el alga marron Fucus
muestra en su crecimiento una andémala carencia de asimetria interna. Sin embargo,
tal como se muestra en la figura 8.14, diferencias de pH, temperatura, luz o
potenciales eléctricos pueden inducir la aparicién de dicha polaridad (Jaffe, 1968).
La iluminacién con luz polarizada, tal como también se esquematiza en dicha
figura, puede dar lugar a un crecimiento simétrico, lo que es equivalente a una
informacién posicional con componente de nimero de onda par. Como otro ejemplo
se puede citar el cambio de polarizacién que se produce en Smirtia como
consecuencia de irradiar luz UV en uno de los extremos del embrién (Kalthoff y
Sander, 1968; Kalthoff, 1971). Ello provoca la aparicién de un doble abdomen,
pero esto no es mds que el resultado, seglin aparece en la figura 8.15, de haber
perturbado considerablemente la informacién posicional a tamafos tales del sistema
donde son posibles mis de una solucién. En el libro de Hans Meinhardt Models
of Biological Pattern Formation, recomendado al final de este capitulo y
anteriormente citado, se pueden encontrar numerosos ejemplos y aplicaciones de
lo anteriormente expuesto referente a la informacién posicional.

Mecanismos de aparicion de diferenciacion posicional

Sea cual sea el mecanismo de generacion de informacién posicional, lo que
parece claro, segin se desprende de los casos considerados en el subapartado
anterior, es que los «patterns» que se generan son continuos. La variacién de
morfégeno a lo largo del campo no presenta discontinuidades, tal como se puede
observar en la figura 8.13. Sin embargo la diferenciacion celular es esencialmente
discontinua. En los embriones en desarrollo aparecen lineas virtuales de diferencia-
cién, no apareciendo transiciones continuas entre las distintas células diferenciadas,
La pregunta inmediata es: ;Mediante qué mecanismos una informacién que es
continua, tal como la informacion posicional, se puede traducir en una informacion
discontinua, tal como la diferenciacion posicional? En dltimo término la
interpretacion de la informacién posicional pasard por algin tipo de medida o
deteccion de la concentracion de morfogeno por las células dispuestas en el campo
morfogenético. También conocemos que existen mecanismos en las células
mediante los cuales, en respuesta a determinadas sefales, se pueden producir
transiciones del tipo todo-nada. Tal es el ejemplo de las transiciones todo-nada
descritas en la concentracion de B-galactosidasa en E. coli en respuesta a distintas
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concentraciones externas de inductor, extensivamente desarrolladas en el capitulo
6. Este tipo de comportamiento se debia fundamentalmente a la estructura funcional
del operén en el cual se encuentra incluido el gen estructural que codifica para la
B-galactosidasa. Un mecanismo semejante podria operar al nivel de la diferencia-
cién posicional. Si el morfégeno es al mismo tiempo el inductor de algiin operén
en el cual se encuentra incluido un gen estructural que codifique una enzima que
altere la concentracién de dicho inductor, por debajo de una determinada
concentracion critica de inductor el operdn se encontrard bloqueado, no existiendo
practicamente nada de la proteina en cuestién. Por el contrario, si la concentracién
de inductor es superior a dicha concentracion critica, el operén se encontrard
activado, produciendo una alta concentracién de enzima. Pero la concentracién
critica de morfégeno se encontrard localizada en algiin o algunos puntos del campo
morfogenético, dividiendolo en tantas partes como puntos haya en los cuales la
concentraciéon de morfégeno alcance la concentracién critica. Blaboyantz et al.
(Babloyant y Nicolis, 1972; Babloyantz y Sanglier, 1972) propusieron un modelo
que integra la generacién de los dos eventos que venimos comentando: la
informacién y la diferenciacién posicional. El modelo es muy parecido al propuesto
para el operén Lac en el capitulo 6, con la particularidad de que el sustrato de la
enzima resultado de la expresién de uno de los genes estructurales de dicho operén
difunde a lo largo del campo, no asi la enzima ni el inductor resultado de la
modificacién del sustrato por la enzima. Esquemdticamente, los distintos pasos
cinéticos a considerar serian:

:(] k?
R = R 10 - E0
r(l
'H
k, SIE w IE [8.57]
RO » O k,
k,
kl[l
kq E = F
Ri21 = F, ki,
k

donde R es el represor activo, en continua conversion cinética con el represor
inactivado R'; O" y O son la concentracién de operdn activado y bloqueado,
respectivamente, y ¢ es el conjunto de aminodcidos que va a dar como resultado
de la transcripcion y traducccién del operén O* la formacién de la enzima E.
Después de hacer ciertas suposiciones, en parte similares a las hechas en el
capitulo 6 (para mds detalles sobre las simplificaciones implicitas en el modelo, ver
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Babloyantz y Hiernaux (1975)) , se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales:

; ek (k, 1k J?
E = ~ ol 4 > K Ek, F
ot kkR kK F ko vk kd®

kRT kI

O W DTN kR KES KEI [8.58]
ot Tk k?
9 - Eesikenp 2SS
a’l' e a'l.Z

donde se considera que iinicamente § tiene un coeficiente de difusion distinto de
cero. Si se supone la existencia de una fuente y un sumidero para S en los
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Figura 8.16. Distribucién a lo largo de un campo morfogenético unidimensioonal de sustrato
S (a) y enzima £ (b) del modelo representado por las ecuaciones [8.57] bajo condiciones de
contorno de Dirlich, imponiendo una fuente y un sumidero de S a ambos extremos del campo
(Babloyant ¢ Hiernaux, 1975).
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extremos del campo, aparecen la solucion representadas en la figura 8.16a. El
gradiente de S, a diferencia de lo que ocurria en el mecanismo por simple difusién
representado por la ecuacién [8.47], lejos de ser lineal aparece no lineal. Pero mas
llamativa es la variacién discontinua que aparece en E (parte b de la misma figura),
donde se observa una auténtica transicion todo-nada en determinado punto del
campo morfogenético. La introduccién de pasos de reaccién mds complejos (alguno
de ellos implicando pasos autocataliticos) en el esquema cinético anteriormente
discutido, puede dar como resultado la aparicién espontinea de polaridad en el
campo sin necesidad de imponer una fuente y un sumider, pero el efecto
macroscopico de la transicién todo-nada en cuanto a la actividad del oper6n seria
cualitativamente semejante.

Obviamente, sistemas en los que estén implicados simultineamente mds de un
operén, con el mismo o distintos inductores, pueden dar lugar a comportamientos
y «patterns» mds complejos. Sin embargo, piensesé que para la generacién de la
bandera francesa no seria necesario mds que la actuacién de dos operones, y el
nimero de posibilidades de dichos «patterns» crece de una forma no polinémica,
sino combinatorial, con el nimero de operones implicados. Esto quiere decir que
en los procesos de diferenciacion posicional no necesariamente tienen que estar
implicados un nimero muy alto de genes, aunque las estructuras y «patterns» de
diferenciacién y morfogénesis que aparezcan sean muy complicadas.
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