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Ejercicio 1 Sean {X,, : n > 2} v. a. independientes igualmente distribuidas con distribucién
esponencial de parametro 1. Sean
X
Yy, = ——.
logn

A partir de la definicién de convergencia en probabilidad, probar que Y;, converge en probabilidad
a 0.

Ejercicio 2

(a) Sea f una funcién continua y acotada, y {Y;, : » > 1} una sucesién de variables aleatorias
tales que Y, converge en probabilidad a c. Mostrar que

Jim E([f(Ya)|Z()v, —c261) =0V 3 > 0. (1)

(b) Deducir que lim,, oo E(f(Y5)) = f(c).

(c) Sean {X,, : m > 1} variables aleatorias independientes, identicamente distribuidas con
distribucién comin N(0,1). Sea S, = > | X;. Verificar que Y,, = x + Sn—” converge en
probabilidad a = y deducir que

—t2/2n
lim r+t/n)——
Jim [ fes /S
Suegerencia: Usar que la suma de normales independientes es normal. Es decir,
si X7 ~ N(ul,a%), X9 ~ N(,ug,ag), X1 y X5 son independientes, entonces X; + Xo ~
N(p1 + p2, 07 + 03)

dt = f(x).



SOLUCION

Ejercicio 1 Sea Y,, = lj(T" Queremos probar que para todo € > 0,

n’

P(|Y,—0[>¢) > 0sin— o0

Notar que Y, > 0Vn > 2, luego

P(|Y,, — 0| > &) = P(Y, > ¢) = P(X,, > elogn) = 1 — Fx,_(clogn) =1 — (1 - e—Aflog")

—Xe 1
= (elog") =n N = —z — 0 Ve
n £

Ejercicio 2

(a)

Sea M tal que |f(x)| < M para todo x, entonces

0 < E(lf (Yl Zgy,—ciz0y) < E(MZIyy, —¢>5) = MP(|Yn —¢| =2 6) = 0
cuando n — co ya que Y, e

Notar que 0 < |[E(f(Yy)) — f(c)| = |E(f(Yn) — f(c)) | < E|f(Yn) — f(c)], asi que basta con
probar que E|f(Y,,) — f(c)| — 0.

Sea € > 0. Como f es continua en ¢, existe § > 0 tal que |f(z) — f(c)| < esi |z —¢| <.
Luego,

Elf(Yn) — f(Ol = E[|f(Ya) = f() L v,—c<sy] + E[|If(Yn) = F() gy, —e>e] = (1) + (ii)

Notar que:

w (i) <eP (Y, —¢l <9) <e,
» si tomamos f.(x) = f(z) — f(c) (funcién continua y acotada), entonces por la parte
anterior tenemos que (ii) = E [| fo(Yn)|I{jy,—c>63] = 0

Luego ImE|f(Y,,) — f(c)] < e. Como € es arbitrario, tiene que ser imE|f(Y;,) — f(c)| = 0.
n n

Por la LGN, %" - E(X1) =0, luego, Y, Lt Porla parte anterior, basta con probar
n n

que:

42
et/Zn

[ taim S
pero E(f(Y,)) =E [f (x+ 22)] = [ f (v + L) fs, (t)dt, siendo fs, la densidad de S,,.

Como Xj,..., X, son iid ~ N(0, 1), usando la sugerencia tenemos que S,, ~ N(0,n) y

dt = E(f(Yn)),

foult) = e )

RVaL)

como queriamos.



