Algebras de Boole

Definicion: Un dlgebra de Boole A es una sextupla A = (A,V,A,’,0,1) donde A es un conjunto 0,1 € A, los mapas A,V son operaciones
binarias en A y ' es una operacién unaria en A tales que:

(xVy)Vz=zV(yVz) (xAyY)ANz=xzAN(YAz) (asociatividad)
xrVy=yVz TAYy=yAzx (conmutatividad)
zVva =1 xAx' =0 (complementos)
zVvV0==z rANl ==z (neutros)
xV(yAz)=(@Vy A(xzVz) xA(yVz)=(@Ay)V(xAz) (distributividad)

Definicion: Dadas dos dlgebras de Boole A y B decimos que f : A — B es un homomorfismo de dlgebras de Boole si:

f(04) = Op
f(la) =18
flevy) = f@)V(y)
fl@ny) = flx) A fy)
f@') = f(x)
Proposicion: (Propiedades bésicas): Sea A un algebra de Boole, entonces para todos z,y € A se tiene:
zVr=z AT == (idempotencia)
lve=1 zA0=0 (ceros)
r=xV(rAy) zVy=zV(yAa) (absorcién y diferencia)
(xVy) =2 Ny (xAy) =2" vy (de morgan)
P =x 0 =1 (doble complemento)

Ejemplos varios

(1) Si consideramos A = {0} con las operaciones triviales obtenemos la llamada algebra de Boole trivial.

(2) Si X es un conjunto podemos considerar (P(X),U,N, ©,0,X), esto es claramente un &lgebra de Boole que llamamos algebra de
Boole de las partes de X.

(3) Si (X,7) es un espacio topoldgico consideramos €¢(X) := {A € 7 : A es cerrado} entonces (¢4(X),U,N, ¢ 0, X) es un algebra
de Boole que llamamos la dlgebra de clopens de (X, 7).

(4) Si A = (A,V,A,,0,1) es un algebra de Boole entonces A = (A4,A,V,’,1,0) es un dlgebra de Boole que llamamos algebra de
Boole opuestay ' : A — A es un isomorfismo entre A y A°P

Orden en un algebra de Boole
Definicion: Sea A un dlgebra de Boole, definimos en A la relaciéon x < y = x = x A y entonces tenemos que:
1. < es un orden parcial en A (reflexiva, antisimetrica y transitiva)
2. x<ysiysolosiy=xVy

Observacion: Observar que el orden esta definido de manera algebraica, luego es facil verificar que un isomorfismo de algebras de Boole
preserva el orden.

Observacion: En el caso de un dlgebra de conjuntos, este orden se reduce al orden de la inclusién C.

Definicion: Sea A un algebra de Boole, decimos que F' C A es un filtro si:
1.1eF
2. Sia,be F entoncesaNbeF
3. Sia€ Fya<bentonces b e F

Decimos que el filtro es propio si 0 € F', decimos que F es un ultrafiltro si es maximal respecto al orden de la inclusién.



Dualidad entre anillos y algebras de Boole

Definicién: Sea R = (R, +,-,0,1) un anillo, decimos que R es un anillo de Boole si a? = a para todos a € R

Proposicion: Si R es un anillo de Boole entonces:
1. at+a=0paratodoa € R
2. R es un anillo conmutativo

Dem:
Observar que a +a = (a+a)? =a? +a%?+a%?+a? =a+a+ a+ a de aqui se deduce que a + a = 0.

Por otro lado, sean a,b € R entonces tenemos que a +b = (a +b)? = a? +ab+ba +b> =a+ ab+ba+ b= (a+b) + (ab + ba) de aqui
deducimos que ab + ba = 0 pero como 1z = —1g tenemos que ab = ba. g

Proposicion / definicion:

= Sea A un dlgebra de Boole su anillo de Boole asociado Ry esta dado por Ry = (A,+,-,0,1) donde a +b := (a AV)V (bAd)y
a-b:=aNb, verificar que asi definido Ry es un anillo es un poco tedioso, que es un anillo de Boole es inmediato por la idempotencia
de A.

= Sea R = (R,+,-,0,1) un anillo de Boole su dlgebra de Boole asociada A esta dada por Ag = (R, V, A, ,0,1) donde aVb := a+b+a-b,
aANb:=a-byd =1-a

» Estas construcciones son mutuamente inversas.

Observacion: Un anillo de Boole también admite un orden parcial que resulta ser idéntico al de su algebra de Boole asociada pues aAb = a-b.

Proposicion: Sean A y B algebras de Boole, entonces f : A — B es un homomorfismo de dlgebras de Boole si y solo si es un homomorfismo
de anillos entre sus anillos de Boole asociados.

Dem:

Supongamos que f es un homomorfismo de algebras de Boole, entonces:

= Es inmediato ver que f(0) =0y f(1) =1
» flaty)=f(and)V(bAd))=flanb)V fonad)=(f(a)A[f))V(f(b)A[fla))=f(a)+ f(b)
» flz-y)=flany)=f@)Afly) = flx)- fy)

luego f es un homomorfismo entre los anillos asociados.
Reciprocamente, si f es un homomorfismo entre los anillos asociados:

= Es inmediato ver que f(0) =0y f(1) =1

= flzAy) = flz-y)=fl@) fly) = fl@) A fly)

» flaVy)=fle+yt+z-y)=Fflo)+ )+ (@) fly) =fl2)V )
» f@)=fA-2)=f(1) - flz) =1- f(x) = f(z)

luego f es un homomorfismo entre las algebras asociadas. m

Proposicion: Sea R un anillo de Boole entonces I C R es un ideal siy solo si F;:={a’:a € I} {7 es un filtro en Ap
Dem:
Supongamos que [ es un ideal, y consideramos F; como en la letra, entonces:

m 1€ FrpuesOelalser Iunidealy 1 =10

= Sia,b € Fyentonces a’, b’ € I de aqui deducimos que a’+b'+a'b’ € I luego (a’'+b'+d'b")’ € Fy pero (o' +V' +d'b") = (a'VV') = anb,
es decira A b € F}

m Sia€ Frybe Restal que a=aAb (es decir a < b) queremos ver que b € F; o equivalentemente b’ € I, pero observar que o/ € I
ysetienea =a' VI =a +V +a'l luego b = a’'b’ € I pues I es un ideal.

Ahora si F' es un filtro queremos probar que Ir = {a’ : @ € F'} es un ideal:
m 0clppuessO=1yleF

= Sia,b € Ir queremos ver que a +b € Ip pero a+b € Ip si y solo si (a+b) € F es decir [(a AV)V (bAd')] € F es decir
(@' Vb) A (D Va) € F luego alcanza probar que (a’ V b), (b’ V a) € F pero recordar que a,b € Ir luego o/,b’ € F y por lo tanto
a’ ANV € F, finalmente observar que (a/ AV) < (a/ Vb)y (a AD) < (V' Va)



= Sia € Ir queremos ver que —a € Ir pero a = —a pues es un anillo de Boole.

= Si a € Ir queremos ver que ab € I para cualquier b. Esto equivale a ver que (ab)’ € F es decir a’ VI € F y esto es claro pues
recordar que como a € Ir entonces a’ € F y se tiene que o’ < d' VvV

Esto prueba el resultado g
Ejemplos de anillos de Boole

(1) Uno de los anillos de Boole mas sencillos que podemos considerar es Zs

(2) Si R es un anillo de Boole entonces vimos que 1 +1 = 0 y que Z(R) = R pues es conmutativo por lo tanto podemos considerar el
homomorfismo de anillos A : Z; — R dado por A() = nl, esto nos induce una multiplicacién Zy x R — R dada por ma = A(T) - a a que
dota a R con la estructura de una Zs-élgebra.

(3) Si X es un espacio topoldgico entonces C(X,Z2) con las operaciones punto a punto es un anillo de Boole.

Proposicion: (IMPORTANTE) En el ejemplo anterior el mapa f — V; := {z € X : f(x) # 0} es un isomorfismo de anillos entre C'(X, Z5)
Y Reox)

Dem:

Es claro que el codominio es el indicado pues si f € C(X,Zs) entonces f~1({1}) es un abierto y cerrado en X

Para ver que es un morfismo de anillos observar que si f,g € C(X,Zs):

= lvaall:Sipues Vi ={z e X:1#40}=X

= OvaalO:Sipues Vp={z € X:0#£0} =0

= Respeta suma: Si pues Vy, = {z € X : (f +¢)(x) #0} = {z € X : f(2) + g(x) # 0} = (Vs \ Vo) U(V, \ V) = V; +V,
= Respeta producto: Si pues Vi, = {z € X : (fg)(x) #0} = {z € X : f(a)g(a) £0} = Vs NV, =V} -V,

Ahora, para ver que es biyectiva observar que si f # g entonces existe x € X tal que f(z) = 1y g(z) = 0 o viceversa, en cualquiera de los
dos casos Vy # V,, para ver la sobreyectividad, dado A € Ry x) basta tomar f = 14, que es continua pues A abierto y cerrado, luego se
tiene A=V, m

(4) Si a: X — Y es una funcién continua entre espacios topoldgicos , entonces a* : C(Y,Zsy) — C(X,Z2) dada por a*(f) := foa es un
homomorfismo de anillos y un isomorfismo si & es un homeomorfismo.

(5) La correspondencia (X % Y) s (C(Y,Zs) EN C(X,Zs)) es un functor contravariante de la categoria de los espacios topoldgicos en la
de los anillos de Boole.

Radical de un anillo de Boole

Proposicion: Si R es un anillo de Boole entonces rad(R) = 0 (donde rad(R) es la interseccién de todos los ideales maximales de R).
Dem:
Si b € R noes 0 entonces 1 — b no es invertible y por lo tanto esta incluido en un ideal maximal M, y entonces b ¢ M n

Caracteres de un algebra de Boole B

Definicion: Sea B un dlgebra de Boole, un cardcter de B es un homomorfismo y : B — Zs. Cada caricter x es entonces un elemento del
conjunto producto (Z3)®

Proposicién: El mapa x +— ker y es una biyeccion entre el conjunto de caracteres de B y el conjunto de ideales maximales de B.
Dem
Por un lado tenemos que

B . .
oy = Zo que es un cuerpo luego ker y es un ideal maximal

Reciprocamente, si M es un ideal maximal entonces observemos el siguiente diagrama

B
Trl “‘¢::A07T
B -
M =, Ly
Ahora, como % es un anillo de Boole, todos sus elementos son idempotentes, pero también es un cuerpo, luego debe ser el anillo con dos

elementos 0 y 1. De aqui observamos que ¢ := A o 7 es un cardcter y se tiene M =ker¢ m



Proposicién: Sea B un &lgebra de Boole, en (Z2)® consideramos la topologia producto, entonces Xg := {x : B — Zy : x es un caricter}
con la topologia inducida de (Zg)]B es un espacio de Stone, es decir, es de Hausdorff, compacto y totalmente inconexo.
Dem:

= Es claro que es de Hausdorff pues es un subespacio de un espacio de Hausdorff.

= Para ver que es compacto nos alcanza ver que es cerrado (pues (Z3)® es compacto por Tijonov), para esto tomamos una red y; tal que
Xi — X (recordar que esta es la topologfa de la convergencia puntual) luego x;(z) = x(z) , pero como en Z, tenemos la topologia
discreta esto quiere decir que a partir de un cierto ig la sucesidén x;(z) es constante igual a x(z), de aqui deducimos que x es un
caracter, luego Xp es cerrado luego compacto.

= Es totalmente inconexo pues es un subespacio de un espacio totalmente inconexo, esto se debe a que el producto de espacios totalmente
disconexos lo es. (Argumentar por absurdo y usar la proyeccién).

Esto prueba el resultado @

Proposicion: Sea B un anillo de Boole, dado b € B sea V, := {x € Xp : x(b) = 1}, por utilizar la topologia producto sabemos que
{V, : b € B} es una subbase de la topologia de Xg. En este caso también se verifica que es una base.

Dem:

Primero observemos que si a,b € B entonces se tiene que:

VanVe:={x €Xg:x(a) =1yx(b) =1} ={x € Xp: x(a)x(b) = 1} = {x € Xz : x(ab) = 1} = Vap
Luego una base viene dada por {(};\_; Vi, :n € Ny b € By ={V[n 4, :n€Zyb €B}={V,:bcB}m

Corolario: Sea B un anillo de Boole entonces B = Ryy(x,) via el mapa b +— V,
Dem:
Probar que es un morfismo de anillos es andlogo a la cuenta realizada en la proposicién anterior. Para ver que es biyectiva observar que:

= Inyectiva: Esto es equivalente a probar que el (nico elemento mapeado al 0 es 0, observar que si 1 £ b # 0 entonces 1 —b no es invertible
luego existe M ideal maximal que contiene a 1 — b pero no a b, recordar que M = ker x para algin caricter y, luego b & ker y, es

decir, Vj, # 0.

observar que entonces:

n

= Sobreyectiva: Sea A € €¢(Xp) entonces A =V, U---UV,

n

AT = W)t = Vics, = V1, s
j=1

j=1
luego tenemos que A = Vl—l'[’}:l(l—bj)

Esto prueba el resultado g
Corolario: Sea B un &lgebra de Boole, entonces se tiene que B =y, Ryyx,) =1, C(Xp, Z2)

Teorema: Sean X,Y espacios de Stone, si Reyy(x) = Reyy) entonces X es homeomorfo a Y.
Dem:
En efecto, supongamos que I' : Ryy(x) — Ry €s un isomorfismo.

Si x € X entonces {z} =({V : V € €/}, donde €L, es la base local en x formada por los elementos de €’4(X) que contienen a z.

La familia de compactos {I'(V') : V € €/, } tiene interseccién no vacia (pues tienen la P.I.LF e Y es compacto). Supongamos que y esta en
dicha interseccién.

Si Vo € €1, entonces I'(V;) es un abierto (y cerrado) en Y que contiene a y. Como I'"! preserva el orden (recordar que es la inclusién), se
tiene que I 1 (W) € €, para cualquier W € €¢,, tal que W C I'(Vp), ya que I'"1 (W) es abierto, cerrado y contenido en Vj.

Veamos esto con mas detalle, supongamos que & '~} (W) entonces Vo \I' "} (W) es un abierto y cerrado que contiene a z, luego deberiamos
tener y € (Vo \T=1(W)) =T'(Vy) \ W lo cual es un absurdo.

Sea y’ # y, como Y es Hausdorff y €¢(Y') es una base de la topologia de Y, existe W € €/, que no contiene a ¢/’ y tal que I=*(W) € ¢,
y por lo tanto ¢/ & ({T' (V') : V € €4}

En otras palabras, dicha interseccién es precisamente el singulete {y}. Esta correspondencia = + y define una funcién €% : X — Y, que es
evidentemente continua, la correspondiente funcién 63)5 : Y — X es evidentemente la inversa de e}/(, luego estas funciones son homeomorfismos
inversos. m.



Definicion: Sea X un espacio topoldgico y B := C(X, Zs). Definimos el cardcter asociado a © € X como el mapa ¢, dado por la evaluacién,
: Sy . X

es decir, z — (f — f(x)). El mapa X — X asi definido es continuo, mas aun €.y = ey~ ' (")

Dem:

Recordar primero que tenemos Ry x) = C(X, Zg-) = R%»g(xc(x%)) Iuego por el teorema se tiene que X es homeomc->rfo a X.C(X.ZQ) ademds

conocemos este homeomorfismo, pues en la notacién del teorema anterior sabemos que I' = 1 4 o V}, = 1y, luego el isomorfismo es el mapa

Xo(xz .
€ ) asociado a I'.

Intentemos calcular el mapa, fijemos un zp € X y sea A € €4, entonces I'(A) = {x € X¢(x,z,) : x(1a) = 1}, recordar que al intersectar
sobre todos los posibles A solo hay un elemento en esa interseccién, ese elemento es la imagen de xy por el homeomorfismo, luego basta
verificar que

€xy € m {X c XC(X,ZQ) : X(]].A) = 1}
N

C(X,29) ()

. X .
lo cual es claramente cierto, luego tenemos que €(.) = €y como se queria probar g

Proposicién: Sea §: By — By un homomorfismo de anillos de Boole. Entonces x; := x2 o 8 es un elemento de Xp, para toda 2 € Xg,
Dem:

Sean a,b € By entonces tenemos que: x1(a + b) := x2(8(a + b)) = x2(8(a) + B(b)) = x2(B(a)) + x2(B(a)) = x1(a) + x1(b). Es andlogo
para las otras operaciones g

Proposicion: El mapa S, : Xp, — Xp, definido como x1 — (x2 o ) es continuo

Dem: Sea y; una red tal que x; — x queremos ver que B3, (x;) — Bx(X), recordar nuevamente que estamos en la topologia de la convergencia
puntual, luego el resultado es claro m

Proposicion: Sea o : X; — X5 una funcidn continua entre dos espacios de Stone, y sea a* : C(X3,Z2) — C(X1,Zs) el morfismo inducido
por « entre los correspondientes anillos de Boole. Si Y7 e Y5 son los espacios de caracteres de C'(Xa,Zs) y C(X1,Z2) respectivamente
entonces el siguiente diagrama es conmutativo:

X1%X2

€y | >~ €()
Vi ————— Y2
(™)«

Dem:
Sea x1 € X1 y sea x2 € C(X2,Z2) i? entonces tenemos que:

€a(z)(X2) = x2(a(z1)) = (X2 0 @) (1) = €5, (" (X2)) = (") (€ay)

como se queria probar g
Dualidad de Stone

Definicion: Sea B un anillo de Boole y X su espacio de caracteres, dado b € B definimos su transformada b:Xg — Zy como B(X) = x(b).

Proposicién: Se tiene que V; =V}, para todo b € B, donde recordar que si A es un dlgebra de Boole definimos:
» Para f € C(A,Zs) definimos V; := {z € A: f(x) # 0}
» Para a € A definimos V,, := {x € Xy : x(a) =1}

Dem R

Observar que tenemos V5 = {z € Xp : b(z) #0} = {x € Xp: x(b) # 0} = {x € Xp: x(b) =1} =V, m

Corolario: Sea B un anillo de Boole entonces b € C(Xp, Zs)

Proposicion: Sea B un anillo de Boole, entonces el mapa ™ : B — C(Xg, Z2) tal que b — b es un homomorfismo inyectivo de anillos de
Boole §7?

Dem: - R

Primero veamos que es un homomorfismo, esto es sencillo pues observar que (a A b)(x) = x(a Ab) = x(a) A x(b) = a(x) A b(x) es decir

(anb) = aAD. Es andlogo para las otras operaciones.

Ahora veamos la inyectividad, supongamos que @ = b entonces tenemos por la proposicién anterior que Vo, = V3 = V5 =V}, y se vio en una
proposicion anterior que el mapa V{.) era un isomorfismo luego a = b. m



Ahora nos proponemos ver que en realidad, la transformada es un isomorfismo.

Proposicion: Sea X un espacio topoldgico que tiene una base BB formada por conjuntos abiertos y cerrados, y supongamos que K es un
conjunto abierto y cerrado en X. Entonces existen V1, ...,V,, € B talesque K =V, U---UV,

Dem:

Como K es abierto entonces tenemos que K = |J,.; Vi con V; € B, pero al ser K cerrado en un compacto también es compacto, luego
existen i1, ..., i, tales que K = U;L:l Vi, como se queria probar g

Proposicion: La transformada ™ : B — C'(Xp, Z2) es sobreyectiva

Dem: ;7

En efecto, si f € C'(Xg,Z2) tenemos que V es un abierto y cerrado, recordar también que {V; : b € B} era una base formada por abiertos
y cerrados de esta topologia, de acuerdo al lema existen by, ...,b, € B tales que V; =V}, U---V}, vy por lo tanto:

n

VP = )" = Vice, = VI, (i-y)
j=1 j=1

y de aqui Vy =V}, donde b =1 —[]"_,(1 — b;). Entonces f =bm

j=1
Para terminar veremos algunas propiedades de naturalidad de la transformada:

B

Proposicion: La correspondencia (B, £> Bo) — (Xp, = Xp,) es un functor contravariante de la categoria de los anillos de Boole en la de

los espacios topoldgicos de Stone.

Proposicion: El diagrama siguiente es conmutativo

Bl ]B2
C(XBUZQ) (B2)" O(XBQ7ZQ)
Dem:
Sea b; € By y x2 € X, entonces tenemos que:
B(b1)(x2) = x2(B(b1)) = x2(b1(8)) = (8.)" (B)

X2

Observacion: Los dos diagramas conmutativos que tenemos muestran que las categorias de anillos de Boole y de espacios de Stone son
equivalentes.

Dualidad en términos de algebras de Boole y de ultrafiltros

Si A es un algebra de Boole, sea Sty := {u C A : u es un ultrafiltro}. Dado a € A, sea U, := {u € Sty : a € u}. Entonces {U, : a € A} es
base de una topologia en Sty, con la cual Sty es un espacio de Stone homeomorfo a Xp, a través del mapa Xg, — Stp dado por x — Fiery



