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Consideraciones

Lo expuesto en este documento no pretende ser méas que la percepcion del
autor sobre débiles trazos histéricos de los diferentes temas de Sistemas Dindami-
cos que se presentan en estas notas, y otras percepciones vinculadas, pudiendo
inclusive ser erradas. El objetivo es dar al lector la oportunidad de una primera
aproximacion a las ricas raices histéricas detras de los sistemas dindmicos, que
podré luego profundizar.

Aunque en algin sentido se puede decir que la idea de Dindmica en ma-
tematica es algo que pertenece a los origenes mismos de esta, la llegada de las
ecuaciones diferenciales motivada por la mecédnica Newtoniana es sin duda el
origen de la teoria de Sistemas Dinamicos tal como se desarrolla actualmente.
Todos los problemas de dindmica que se trabajan tienen en algin sentido rela-
cién con la teoria de ecuaciones diferenciales, aunque esta relacion sea muchas
veces dificil de trazar. Tal dificultad se basa reiteradamente en la sistematiza-
cién axiomadtica de la dindamica tal como se la concibe hoy, que aleja la teoria de
los ejemplos que la motivaron, problema que consideramos no es particular a la
teoria de Sistemas Dindmicos sino general en la ensenaza de la matemaética.

En este desarrollo histérico surge el nombre de Henri Poincaré asociado a la
mayor revolucién de la teoria, quien cambié el enfoque con el que se concebian
a las ecuaciones diferenciales radicalmente: en lugar de estudiar las soluciones
explicitas de las ecuaciones, se puede caracterizar la geometria asociada a las
soluciones del sistema, lo cual en muchos casos arroja mas luz a los intereses de
entender la evolucién bajo la ley considerada.

La nota histérica que da cuenta de este aporte de Poincaré es el concurso de
matematica en honor del rey Oscar II de Suecia, donde se proponia resolver el El
problema de los Tres Cuerpos: el estudio de la ecuacion diferencial inducida por
tres masas que se atraen segtin la Ley de Newton. La propuesta era determinar la
solucién utilizando la expansién por series de potencias (método muy usado en
la época a partir de los trabajos de Weierstrass [10]). En 1887 Poincaré obtiene
el premio de la competencia sin encontrar estas series; en cambio propone un
estudio geométrico de las soluciones de la ecuacién que muestra un gran poder
descriptivo, al punto de que la gran pregunta sobre estabilidad de las soluciones
puede ser abordado desde este punto de vista (ver [1]). La siguiente cita sacada
del articulo de Wikipedia Henri Poincaré es parte del reporte de Weierstrass
(quien estaba en el jurado) sobre el trabajo:
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This work cannot indeed be considered as furnishing the complete solution of
the question proposed, but that it is nevertheless of such importance that its
publication will inaugurate a new era in the history of celestial mechanics.

La anécdota no termina aqui, ya que en 1912 el matematico Karl Sundman
encontro la serie para la solucion, la cual no aporté en el entendimiento real de
las soluciones que surgié del método cualitativo de Poincaré. Més allé del proble-
ma concreto, el estudio cualitativo de Poincaré permitié entender mecanismos
geométricos que vivian detrds de preguntas basicas de la teoria de ecuaciones
diferenciales.

A continuacién mencionamos algunos temas vinculados al trabajo de Poin-
caré que apareceran en las notas.

El problema de integrabilidad de Sistemas Hamiltonianos.

Las ecuaciones diferenciales que surgen de las leyes de Newton para sistemas
conservativos tienen asociadas siempre la funcion Energia, o el Hamiltoniano.
Esto es una funcién del espacio de fase a R regular, tal que la ecuacion diferencial
del sistema estd dada por

i=5H(p.q)

que claramente impone en particular que las soluciones vivan en las curvas de
nivel de H. Esta informacién extra para las ecuaciones diferenciales resulta muy
util para este importante contexto. Por ejemplo si el sistema tiene un espacio
de fase de dimensién dos, las curvas de nivel genéricamente tendran dimension
uno y por lo tanto describiran perfectamente las curvas solucién. El lector debe
tener en mente el ejemplo del péndulo conservativo.

Si ahora aumentamos la dimensién del problema, por ejemplo considerando
el problema de tres cuerpos, las curvas de nivel dentro de un espacio de fase de
dimensiéon n > 2 tendran genéricamente dimensién n — 1, y por lo tanto estaran
lejos de caracterizar las soluciones que son de dimensién 1. Surge la pregunta
natural de si para algunos sistemas mecanicos de relevancia, podremos encon-
trar otras funciones Integrables hq,...,h,—2 (esto es funciones que guardan las
soluciones del sistema en sus curvas de nivel), de forma que al intersectar to-
das las curvas de nivel obtengamos las curvas soluciones. Tal buen sistema se
llamaré completamente integrable®.

Por ejemplo, para el problema de Kepler, dos cuerpos en un plano atraidos
segin la Ley de Newton, se puede mostrar la completa integrabilidad (ver [5]).
La pregunta sobre la integrabilidad del problema de 3 o més cuerpos era funda-
mental en los tiempos de Poincaré, y dentro de sus técnicas geométricas comenzo
a dejar claro mecanismos que prohiben la integrabilidad de un sistema: prime-
ramente caracterizado por los exponentes de érbitas peridédicas del sistema que

1 Usamos aqui esta definicién para el contexto, aunque en la literatura general puede variar
un poco



miden localmente su poder de contraccién y expansion, llegando luego a uno de
los descubrimientos més fascinantes de los sistemas dindmicos: Intersecciones
homoclinicas transversales ([1]), que estan dadas por puntos donde se encuen-
tran las variedades estable e inestable de un punto silla, transversalmente.

Esta estructura dindmica que Poincaré encontrd (luego de que apareciera un
error en su primer articulo) implicaba la no integrabilidad para el problema de
los tres cuerpos, pero en si misma contenia una geometria que fue imposible
entender completamente hasta mediados del siglo XX. Poincaré escribe sobre
esta estructura geométrica ([1]):

Cuando se intenta representar la figura formada por estas dos curvas y sus
intersecciones en numero infinito donde cada una de ellas corresponde a una
solucidn doblemente asintotica, estas intersecciones forman un tipo de
enrejado, de tejido, de red de mallas infinitamente finas; cada una de estas
curvas no puede volver a cortarse con ella misma, sino que tiene que plegarse
sobre ella de una manera muy compleja para volver a cortar una infinidad de
veces todas las mallas del entramado. La complejidad de esta figura es tan
chocante, que ni siquiera intento dibujarla: No hay nada mds apropiado para
darnos una idea de la complicacion del problema de tres cuerpos y en general
de todos los problemas de la Dindmica para los cuales no hay integral uniforme
y donde las series de Bohlin son divergentes.

A mediados del siglo XX se logra madurar modelos sencillos donde aparecen
estas intersecciones homoclinicas dando lugar a la teoria de dinamica hiperbdli-
ca. El trabajo mas famoso en este sentido es debido a S. Smale titulado Finding
horseshoes on the beaches of Rio [9], donde se logra el modelo mds sencillo que
induce intersecciones homoclinicas llamado la herradura de Smale que se verd
en las notas.

Métodos cualitativos en ecuaciones diferenciales.

El problema sobre la resoluciéon de ecuaciones en el sentido clasico, de dar
explicitamente la funcién solucién, no admite solucién general y ni siquiera se
puede llevar acabo en casos muy particulares y relevantes. Por ejemplo, el caso
lineal si admite solucién, pero cuando el campo es polinomial de grado mayor a
uno, no siempre se puede encontrar una solucion.

Para aquellos casos donde no aparecen soluciones explicitas se proponen
varias alternativas. Algunas conocidas de cursos basicos de ecuaciones diferen-
ciales, como estudiar las singularidades de sistemas auténomos, y ver que en
algunos casos, la dinamica alrededor de estas terminan siendo iguales a las del
sistema linealizado. Otros métodos anteriores a la época de Poincaré consistian
en intentar aproximar la solucién utilizando series de potencias, aunque ya en
aquellos tiempos se conocian casos donde estas series divergian ([10]).

El gran paso que dio Poincaré fue enfocarse en el trazo de las orbitas y
no tanto en la funcién soluciéon que las parametriza. Dicho de otra forma, no
importa el tiempo que demoran las érbitas en trazar cierto dibujo en el espacio
de fase, sino que se estudia geométricamente el conjunto de orbitas. Esto lleva a
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un problema mucho mas topolégico, y permite escapar un poco del andlisis. La
eficacia de este método es indiscutible, ya que permite entender las soluciones de
ecuaciones relevantes, que no admiten formulacién explicita para sus soluciones.
Mencionaremos a continuacion algunos casos concretos que se veran en estas
notas, donde el contexto general son los sistemas dindamicos auténomos.

= Existencia de érbitas cerradas en espacios dos dimensionales: en el plano,
la existencia de orbitas periédicas tiene una fuerte implicancia topoldgica
debido al teorema de Jordan: su complemento estarda formado por exac-
tamente dos componentes conexas, una acotada y otra no acotada. Esto
implica que si partimos de una condicién inicial dentro de la componente
acotada, la o6rbita jamds podra escapar esta region, lo cual se traduce en
muchos casos concretos en estabilidad: mi sistema partiendo de cierta con-
dicién inicial tendra un comportamiento acotado en el espacio de fase. En
tal sentido Poincaré estudid criterios para existencias de érbitas peridédi-
cas, que derivaron luego en el renombrado teorema Poincaré-Bendixon,
siendo una herramienta fundamental tanto en matemaética pura como en
aplicaciones ([2, 10]) para el estudio de ecuaciones diferenciales planas. En
superficies como la esfera, la existencia de curvas cerradas sigue teniendo
propiedades de separaciéon, por lo cual resultados cualitativos que den su
existencia siguen siendo relevantes.

= Estudio de flujos sin singularidades del toro bi-dimensional: el estudio de
este tipo de dindmicas surge naturalmente al considerar sistemas Hamil-
tonianos de una familia de importantes ejemplos provenientes de la fisica,
como por ejemplo el problema de los tres cuerpos. En ese caso, los toros
aparecen como subconjuntos invariantes de la dindmica, y en los casos
més sencillos, la dindmica estd dada por traslaciones rigidas. En cambio
al modificar un poco el Hamiltoniano, existen casos donde estos toros so-
breviven, modificandose a nuevos toros invariantes, pero la dindmica ya no
se puede considerar como una traslaciéon rigida, aunque se puede asumir
que no tendrd singularidades. De ahi surge la necesidad de estudiar las
dindmicas de flujos sin singularidades del toro, en especial de dimensién
dos. Para el estudio de estas dinamicas Poincaré introduce lo que hoy se
conoce como seccion de Poincaré, que en este caso serd un circulo que
es transversal a todas las 6rbitas del flujo y tal que toda dérbita regresa
infinitas veces a futuro y a pasado a esta seccion, y en general, alguna
variedad con este tipo de propiedad. Es asi que el problema de estudiar
la dindmica cualitativa del flujo se traduce a estudiar la dindmica de un
mapa discreto del circulo dado por el retorno del flujo. Para esto Poincaré
genero una teoria conocida como Teoria de Rotacion del Circulo para cla-
sificar cualitativamente las dindmicas del circulo, que se transformé en un
paradigma de los sitemas dinamicos, dando un enfoque para clasificacién
de dindmicas en otros contextos, como por ejemplo superficies. En estas
notas se hard una introduccion a esta teoria.

= Estudio de mapas del anillo bi-dimensional: una herramienta fundamental



que surge del estudio cualitativo impulsado por Poincaré es el estudio de
secciones transversales a los flujos, secciones de Poincaré. Esto son sub-
variedades dentro del espacio de fase, donde las érbitas del flujo van a
intersectar transversalmente infinitas veces, a futuro y pasado, generan-
do un mapa cuya dindamica codifica la dinamica del flujo, es decir, para
entender el comportamiento de las orbitas del flujo basta con entender
el comportamiento de las érbitas para este mapa. El ejemplo base se da
en el problema de los tres cuerpos (restricto), donde Poincaré encuentra
una superficie transversal al fujo en el espacio de fase ([1]). Esta superfi-
cie resulta ser un anillo y la dindmica que se obtiene, asumiendo una de
las masas nula, es la de un twist map integrable: es un mapa del cilindro
en el cilindro que preserva cada circulo horizontal, rotandolos con angulo
monotonamente creciente en funcion de la altura. La existencia de esos
circulos horizontales invariantes da cuenta de la estabilidad de este siste-
ma ideal. Al asumir la hipdtesis més realista de que la masa que era nula,
pasa a ser positiva y pequena, se obtiene un nuevo mapa de retorno, que
es una perturbacién del mapa twist integrable, y la estabilidad para este
problema de los tres cuerpos queda ahora relacionada a que la dindmica
del nuevo mapa retorno tenga solo érbitas acotadas. El estudio de este tipo
de mapas se transformé asi en un problema fundamental de la dindmica,
motivando teorias como la teoria KAM (Kolgomorov, Arnold, Moser) y la
teoria de Poincaré-Birkhoff en el anillo. De esto tltimo se verda algo en las
notas.
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Introduccion

La idea de ewvolucion temporal en matematica surge naturalmente a partir
de la fisica, y se consolida en la teoria de ecuaciones diferenciales. Sin embargo,
procesos iterativos en matematica existen desde sus comienzos, dando lugar a
una clase de objetos muchas veces sorprendentes dentro de la matematica. Para
definir un proceso iterativo solo hace falta una funcién

T:X =X

y se podria decir que la teoria de Sistemas Dindmicos se interesa por las
sucesiones (T™(z))nen, © € X. Para estudiar estas sucesiones, salvo en casos
triviales donde tenemos periodicidad (por ejemplo cuando el espacio es finito)
se precisa de estructura en X. El caso mas natural es considerar X un espacio
topoldgico y entonces estudiar el comportamiento asintdtico de las sucesiones, en
este caso es natural considerar T' continua ya que generard una rigidez especial.
A este enfoque se le denomina por Dindmica Topolégica.

Otra estructura posible es considerar X espacio de medida, donde la pre-
gunta sobre el comportamiento de las sucesiones se puede estudiar mediante
frecuencias de visitas a los distintos conjuntos medibles. Este enfoque concier-
ne a lo que se conoce como Teoria Ergodica. En estas notas consideraremos
solamente Dindmica Topoldgica.

Como habré observado el lector la abstraccién realizada hasta el momento
deja afuera a los flujos ya que estamos iterando basados en un tiempo discreto.
Para un flujo ¢ : R x X — X el enfoque dindamico es estudiar asintéticamente
en t las funciones (¢ (z))ier, * € X. Nuevamente este estudio se puede hacer
desde distintos enfoques y en este curso serd topoldgico. Notamos aqui que todo
flujo induce homeomorfismos discretos al fijar un tiempo, cuya dindmica estara
contenida en la del flujo.

En general, si tenemos un grupo topoldgico G, un espacio topolégico X y
una accién continua ¢ : G X X — X podemos considerar esta accién como un
Sistema Dindmico, en el sentido de que estamos intersados en el comportamiento
asintdtico de las funciones (¢,4(z))geq, © € X. En estos contextos habrd que
especificar el significado de asintdtico.
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0.1. Modelos

Como suele suceder en matematica, uno estd interesado en poder clasificar
los distintos sistemas dindmicos. En el caso discreto, dos sistemas dindmicos T :
X — XyS§:)Y — Y sonequivalentes, o conjugados, si existe un homeomorfismo
h:X — Y tal que

hoT =Soh.

Como bien puede observar el lector, la existencia de una conjugacion ge-
nera una correspondencia biunivoca entre las orbitas de T y las de S, esto
es, (T™(x))nen v (S™(h(z)))nen (n € Z si T y S son invertibles), y mas ain
por ser h un homeomorfismo los comportamientos asintéticos de (T (z))nen ¥
(S™(h(z)))nen serdn idénticos y vinculados por h. Notamos que esta equivalen-
cia pide en particular que los espacios X e ) sean homeomorfos.

En una primera impresion, que pedimos al lector busque, nos podemos dar
cuenta de que una clasificacién bajo una lista de modelos imposible de llevar
a cabo en general, inclusive fijando los espacios. Por ejemplo, dado cualquier
continuo del plano que no separa, esto es un conjunto compacto y conexo cu-
yo complemento tiene una tnica componente conexa, uno puede definir una
dindmica T cuyos puntos fijos sean exactamente el continuo elegido. Dado que
los continuos del plano no admiten una clasificacién natural, se sigue que las
dindmicas tampoco la tendran.

Siendo menos exigentes podemos buscar relacionar dos tipos de dindmicas
topolégicas T : X — X y S : Y — )Y de la siguiente manera: decimos que
T es semiconjugado a, o es una extension de, S si existe un mapa continuo y
sobreyectivo h : X — Y tal que

hoT = 5oh.

En este caso no tenemos una relacién biunivoca entre las érbitas de T' y las
de S, en cambio tenemos que para cada y € ) su orbita por S es representada
para T por la érbita de la preimagen h=1(y), esto es, (T"™(h™1)(y))nen (n € Z en
caso de trabajar con homeomorfismos). Esta relacién representa la proyeccién de
una dindmica sobre otra (la de T sobre la de S en este caso) y es mucho menos
restrictiva, ya que en particular podemos cambiar de clase de espacio topoldgico,
por ejemplo del toro T? al circulo S'. Atn asi, la tarea de una clasificacién
natural y general escapa lo razonable (uno puede pensar en analogia con la idea
de clasificar espacios topoldgicos por la relacién de homeomorfismos, o mapas
continuos y sobreyectivos).

Otro enfoque ain mas débil pero igual de relevante, es entender que pro-
piedades dindmicas son invariantes de un espacio, es decir, fijado un espacio X'
encontrar propiedades dindmicas que todo sistema definido en A debe cumplir.
Encontramos en esta clase de resultados dos ejemplos fundamentales: Teorema
de punto fijo de Brouwer en el disco cerrado y el Teorema de Poincaré-Hopf en
la esfera de dimension 2.

La necesidad histérica de entender distintos tipos de dinamicas, problema
paradigmaticamente representado en los trabajos de H. Poincaré, ha llevado a
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clasificar un gran espectro de dindmicas que son fundamentales en varios contex-
tos, y que permiten generar ideas globales y distintas teorias dentro de Sistemas
Dindamicos. En estas notas exponemos algunos modelos y resultados representan-
tes de estas teorias que consideramos de maxima relevancia. Debemos admitir
que varios otros ejemplos y resultados bésicos no seran presentados, dado que
son notas para un curso semestral y, por lo tanto, el tamano debe ser adaptado.
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Capitulo 1

Dinamica Topologica

En este capitulo introducimos invariantes basicos, esto son propiedades de
sistemas dindmicos preservadas por conjugaciones, y algunos primeros ejemplos.
De aqui en mas trabajaremos en espacios métricos que abstractamente llamare-
mos por X y mapas continuos que abstractamente llamaremos 7. Para ahorrar
espacio, los conceptos serdn en su mayoria definidos para dindmicas a tiempo
discreto que consideraremos homeomorfismos, en caso de no serlo uno debe sus-
tituir Z por N. Las correspondientes definiciones que falten para flujos, deberan
ser completadas por el lector.

ParaT : X - X y z € & la orbita de x queda dada por la sucesion
(T™(2))nez = O(x,T); para un flujo ¢ : R x X — X la drbita de x queda
dada por la funcién (¢¢(x))er := O(z, ¢). Para el primer caso decimos que la
6rbita de = es periddica si la sucesién/funcién correspondiente es periddica, y
su perfodo serd el periodo de la sucesién/funcién. Un punto es periddico si su
érbita es periddica, para tiempo discreto denotamos por Per,(T) al conjunto de
puntos periédicos de periédo ¢ € N y para tiempo continuo Per;(¢) al conjunto
de puntos periddicos de periodo s € R*. Para tiempo discreto los puntos fijos
son los elementos de Pery (T') =: Fix(T') y para tiempo continuo los puntos fijos
o singularidades son los elementos Perg(¢) =: Sing(¢). Por tltimo damos cuenta
de un usual abuso de lenguaje que aqui también cometeremos, de llamar orbita
tanto a las funciones como a su imagen.

Estas definiciones cubren los casos finitos para los posibles comportamientos
asintéticos de érbitas, que son los casos sencillos. De todas formas como veremos,
es muy ingenuo pensar que solo con estos conceptos finitos lograremos dar una
descripcién global de las dindamicas. En el proximo ejercicio buscamos discutir
esta idea.

Ejercicio 1.0.1.

1. Observar que en un espacio X finito toda érbita de un homeomorfismo es
periddica.

2. Definir rotaciones racionales e irracionales en S! = R/7.
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3. Mostrar que en el caso racional toda érbita es periddica y ademads todas
tienen el mismo periodo.

4. Mostrar que en el caso irracional no hay o6rbitas periddicas y que toda
érbita acumula en todo el espacio S'.

5. Definir traslaciones de vectores (a, 3) € R? en el toro T? = R?/z2. Mos-
trar que si «, 8 € Q entonces sucede lo mismo que para el caso racional
de S', que si «, 3 son racionalmente independientes entonces sucede lo
mismo que para el caso irracional en S'. Estudiar que sucede en el caso
complementario a los dos anteriores.

Vista la complejidad que puede llegar a tener una orbita, introducimos los
siguientes conceptos. Para una dindmica discreta T : X — X y x € X el omega-
limite y el alfa-limite quedan respectivamente definidos por

wx,T)={z€X: z= h'inT""(x), ng / +oo}

alx, T)={zeX: z= h’linT*”’“(x), ng / +oo}.

En contextos compactos estos conjuntos son no vacios, mientras en contextos
generales pueden dar vacio, como sucede con las traslaciones en el plano. Ademas
son cerrados e invariantes para la dindmica, detalle que dejamos al lector (para
homeomorfismos K C X es invariante si T~!(K) = K = T(K), mientras para
dindmicas no invertibles debemos hablar de positivamente invariante, esto es
T(K) = K, pero quiza T~!(K) es mas grande que K). Por 1ltimo dejamos a
cargo del lector que las conjugaciones corresponden de manera biunivoca los
conjuntos definidos.

El siguiente ejercicio propone discutir posibles topologias para los omega y
alfa limites.

Ejercicio 1.0.2.

1. Para los casos del ejercicio anterior, discutir como son topoldgicamente los
omega y alfa limites.

2. Construya ejemplos de flujos y mapas discretos en el disco unitario D
donde toda érbita tenga como alfa limite el centro del disco y como omega
limite todo el borde.

3. Construya ejemplos de flujos y mapas discretos en la esfera S? donde
existan dos puntos N, .S tales que IV es el alfa limite de todo punto y S el
omega limite de todo punto.

4. Construya un ejemplo de un flujo en un disco tal que para cierto punto
x € D se tiene w(x, @) # w(x, 1) (P1 es el tiempo 1 del flujo).



5. Mostrar que el omega limite de cualquier punto para un flujo en un espacio
compacto debe ser conexo. Mostrar con un ejemplo que esto no es cierto
para el caso no compacto ni para el caso discreto. Para el caso discreto
hacer los ejemplos en espacios conexos y construir un ejemplo donde algin
omega limite sea topolégicamente un conjunto de Cantor.

6. Mostrar con un ejemplo que el conjunto unién de todos los omega limites
puede no ser cerrado (lo mismo para los alfa limites).

7. Estudiar la relacién que se puede obtener entre los omega y alfa limites
de dindmicas semiconjugadas.

Siendo que en Sistemas Dindmicos interesa el comportamiento asintotico de
las orbitas, hay partes del espacio donde este actiia que no van a interesar. Por
ejemplo, en el caso de las esfera con la dinamica norte-sur del ejercicio 1.0.2
parte 3, solo los puntos IV, S son interesantes, el resto fluye a futuro y a pasado
hacia estos puntos.

Una manera natural de definir este corazén de la dinamica es definir el
conjunto limite

L(T)=c || wT)Ua(z,T)|.
reX

Por lo tanto cuando queremos estudiar cierta dindmica desde el punto de
vista topoldgico estamos interesados en entender como es topolégicamente £(7T')
y la dindmica restricta a este conjunto. Por ejemplo, en la dindmica norte-sur
de la esfera, en lugar de mirar la esfera miramos { N, S}, donde tanto el espacio
como la dindmica es trivial. En cambio para traslaciones irracionales del toro,
todo el espacio resulta relevante.

Es interesante observar que fijado un espacio X la estructura de los conjuntos
limites y su dinamica deben tener cierta informacion del espacio original, esto
es, X. Por ejemplo en el caso de la dindmica norte-sur de la esfera pensada
como flujo, por més que sorprenda que pueda haber una relacién entre S? y
{N, S}, la misma es la siguiente: es necesario que S? \ {N} pueda deformarse
continuamente hasta colapsar en .S, propiedad que por ejemplo no es cierta para
un par de puntos {N, S} en el toro T?. Aquel estudiante avanzado puede leer de
esto que la estructura de los conjuntos limites mantiene relacién con invariantes
topoldgicos del tipo caracteristica de Euler.

Una extensién del conjunto limite £(T) es lo que se conoce como conjunto
no-errante de la dindmica. En la mayoria de los casos que uno suele imaginar
estos conjuntos coinciden, pero puede no suceder. Veamos la definicién: un punto
es errante si tiene un entorno U de él tal que f™(U) N U = () para todo n € N,
el conjunto no-errante es

Q(f) = {pts. errantes}“.

Dicho de otra forma el conjunto errante son los puntos contenidos en algun
abierto que no vuelve a visitarse, y el conjunto no-errante su complemento.
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Naturalmente, el conjunto no-errante es cerrado e invariante. La siguiente pro-
posicién es sencilla por lo que omitimos su prueba:

Proposicién 1.0.3. L(T) C Q(T).

Dejamos a cargo del lector la definicién de conjunto limite y conjunto no-
errante para flujos y cerramos con un ejercicio dificil como lo senala el *, notacion
que se mantendrd a lo largo de las notas.

Ejercicio* 1.0.4.

1. Mostrar que los conjuntos limite y no-errantes corresponden para dinami-
cas conjugadas mediante la conjugacién, y estudiar que relacion se obtiene
para dindmicas semi-conjugadas.

2. Mostrar con un ejemplo que el conjunto limite y el conjunto no-errante
pueden no coincidir.

3. Mostrar que en espacios compactos el conjunto no-errante y el conjunto
limite para T™ coincide con dichos conjuntos para T'.

1.1. Descomposiciones dinamicas

Mirando la dindmica norte-sur de la esfera en contraste con las traslaciones
totalmente irracionales, encontramos una diferencia sustancial en sus conjuntos
limites o no-errantes a nivel topolégico. A nivel dindmico hay también una
diferencia clara: mientras que en el ejemplo de la esfera se puede descomponer
el conjunto en cerrados invariantes no vacios, en el caso del toro es imposible tal
descomposicién. Buscamos entonces nociones de descomponibilidad de conjuntos
limites o no-errantes. Para ser mas precisos, buscamos una propiedad dinamica
interesante, digamos (P), tal que para toda dindmica se tenga:

L(f) = U K, con {K,}aer familia de cerrados invariantes,
acl

disjuntos dos a dos, verificando (P).

Como se intentara mostrar, existen varias nociones que apuntan a esta idea,
donde todas tienen fortalezas en algunos contextos y debilidades en otros.

Para el ejemplo en la esfera podemos considerar la descomposicion dinamica
Q(T) = {N}U{S} mientras para el ejemplo en el toro todo lo que podemos con-
siderar es Q(T') = T2. En ambos casos las piezas, N, S, T? de la descomposicién
cumplen una propiedad fundamental: no contienen cerrados invariantes propios
(esto es, distinto de vacio y que no sea el conjunto mismo). Las dindmicas con
esta propiedad se llaman minimales, ya que si miramos todos los subconjuntos
cerrados invariantes ordenados por inclusién son un minimal, y cuando tenemos
un subconjunto K de X con esta propiedad, se le llama minimal. Por lo tanto
N, S son los dos conjuntos minimales de la dinamica norte-sur de la esfera, y
T2 es el tinico conjunto minimal de la traslacién totalmente irracional del toro.
El siguiente ejercicio busca profundizar en la nocién de minimalidad dinamica.
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Ejercicio 1.1.1.

1. Probar que la nocién de minimalidad es un invariante dindmico y que una
conjugacién representa una relacién biunivoca entre los conjuntos mini-
males de los sistemas conjugados.

2. Mostrar que si X es compacto, siempre existe un subconjunto minimal K.
Mostrar que sin la condicién de ser compacto, esto puede no ser cierto.

3. Mostrar que la definicién de que el conjunto K C & sea minimal para T
es equivalente a lo siguiente: para todo x € K la drbita de = es densa en
K.

4. Mostrar que si T' es minimal y semiconjugada a .S entonces S lo es. Mostrar
que el reciproco no es cierto.

5. Mostrar que si un espacio discreto totalmente disconexo X es minimal,
o bien es una érbita periddica o bien es topoldégicamente un conjunto de
Cantor.

Introducimos ahora un nuevo ejemplo. Consideremos un campo X del plano
R? donde todo vector tiene norma 1 y pendiente totalmente irracional. El flujo
¢ asociado a este campo tiene como oOrbitas las rectas en la direccién de X, y
su tiempo 1 serd una traslacién totalmente irracional que baja al toro, ya que
es Z2 periédica. Podemos considerar una modificacién cambiando el campo X
por un campo Y de forma de que Y = h - X donde h : R?> — R es una funcién
Z2-periédica tal que:

(i) h(z) > 0 para todo = € R?, h(z) = 0 sii x = 0.
(ii) h(x) =1 para todo x € {Um,neﬁ (B(0, 15) + (m, n))} )

El flujo resultante para Y se representa en la figura 1.1 y su flujo nuevamente
se puede proyectar a T? induciendo una dindmica discreta f : T? — T?2. Estamos
interesados en la siguiente pregunta: jes cierto en general que los conjuntos
limites se pueden descomponer siempre como unién de subconjuntos minimales?,
donde la unién puede ser de una familia no numerable de conjuntos. Como
veremos, el mapa f nos dard una respuesta negativa.

El detalle interesante es que el mapa f resulta ser transitivo, es decir, tiene
una 6rbita que es densa. Entonces si x es el punto que tal que cl[O(x, T)] = T?,
se tiene que el tnico minimal que podria contener a x debe ser T2, lo cual no
es posible ya que 7(0,0) =: pg es fijo para f (7 : R? — T? es el mapa cociente).
Por lo tanto no siempre se puede descomponer el conjunto limite en dindmicas
minimales.

Quedamos debiendo la prueba de que f es transitivo. El siguiente ejercicio
es una guia para ello.

Ejercicio 1.1.2.
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Figura 1.1: Ilustracién del flujo que define el mapa f: tiene las mismas dérbitas
del flujo irracional salvo pro la recta por 7(0) que se descompone en tres 6rbitas.

1. Mostrar que en un espacio X que es completo y No se tiene que T es
transitivo si, y solo si, para todo para de abiertos A y B existe un n € N
tal que T™(A) N B # 0.

2. Utilizando el criterio anterior mostrar que f es transitivo.

3. * Intente encontrar cuales son todos los posibles conjuntos minimales para
el ejemplo f.

La pregunta natural ahora es si con la nocién de transitividad podemos ob-
tener una buena definicién de descomposicién del conjunto limite o no errante.
La respuesta en este caso es nuevamente negativa, y tiene una razén conceptual.
Mientras dos subconjuntos minimales K, K’ de X o bien coinciden o son dis-
juntos (como bien puede verificar el lector), para conjuntos transitivos esto es
falso. De hecho, en el dltimo ejemplo que vimos tenemos que {po} es transitivo
y a su vez T? es transitivo, obteniendo dos conjuntos transitivos con intersec-
cién no vacia y distinta de uno de ellos. De manera que la transitividad no es
una buena definicién para hablar de descomposicién, salvo en algunos contextos
particulares.

En el siguiente ejercicio introducimos un simple pero importante sistema
llamado Twist map, y pedimos discutir las ideas presentadas hasta el momento.

Ejercicio 1.1.3. Consideramos el anillo A = R?/_ donde z ~ y sii  — y tiene
su primer coordenada en Z. El twist map se define como 7 : A — A definido por
la proyeccién del mapa T'(z,y) = (z + y,y)-



Aislacién dinamica 7

1. Mostrar que 7 admite una descomposiciéon dinamica por una familia de
circulos cerrados esenciales disjuntos dos a dos (esto es, circulos cuyo com-
plemento consiste exactamente de dos componentes conexas infinitas).

2. Mostrar que (f) = A.

3. Determinar todos los conjuntos minimales para 7 y determinar todos los
conjuntos transitivos para 7.

4. Dar una modificacién 7" de 7 de forma que su conjunto limite y no-errante
coincida con el conjunto

m(R x Cant)

donde Cant es el conjunto de Cantor usual de R y 7 es el mapa cociente.

Para este nuevo ejemplo, tanto la minimalidad como la transitividad vuelven
a ser buenos conceptos, ya que nos descomponen el conjunto limite, y lo mis-
mo ocurre para el ejemplo modificado 7 si se hace con cuidado. Sin embargo,
topoldgicamente surge para ambos ejemplos 7 y 7/ una descomposicién natural
y diferente que mirar los conjuntos minimales: para el primer caso el conjun-
to de circulos horizontales (como se muestra en el ejercicio) y para el segundo
estos mismos circulos de altura en el cantor Cant. Esto representa una nueva
problemética (quiza de orden més estético) en las nociones de descomposiciones.

1.1.1. Aislacién dinamica

Abrimos un paréntesis para analizar un tipo de descomposicién que suele ser
importante. Listemos los ejemplos mas relevantes hasta ahora vistos.

1. Dindmica Norte-Sur de las esferas.

Traslaciones o rotaciones racionales.

Traslaciones o rotaciones totalmente irracionales.
Mapa f : T? — T? transitivo pero no minimal.

Twist map 7.

A o

Modificado del twist map 7'.

Topoldgicamente vemos una diferencia fundamental en la estructura de los
conjuntos limites y no-errantes de los ejemplos 1 y 6 con el resto: los ejemplos 1
y 6 presentan conjuntos limites y no-errantes disconexos (distintos del resto del
espacio). En el primer caso las componentes conexas son N y S y en el 6 son
los circulos de la forma w(R x {8}) = Cj con § € Cant. La diferencia entre las
descomposiciones {N, S} y {Cs}pgecant es obvia: en la esfera los elementos de la
descomposicién son aislados topolégicamente y en el segundo caso no lo son. En
el segundo caso, elegido un elemento de la descomposicién Cg, dado cualquier

entorno U = U, ¢, B(,€z) de €, existe otro cerrado invariante Cg C U.
0
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Esto motiva la definicién de conjunto dindmicamente aislado o localmente
mazximal: un cerrado K C X es localmente maximal para un homeomorfismo T
si existe un entorno U de K tal que

K= {T"U).

ne”z

Claramente de la definicién K resulta invariante. Profundizando esta defini-
cién llegamos a la importante nocién de atractor y repulsor. Un atractor es un
conjunto A C X tal que para un entorno U se tiene

A= () THU) y T([U]) C int[U].
neN

Un repulsor R C X es un conjunto tal que existe un entorno U que verifica

A= (T U)y T~ (l[U]) C int[U].
neN

Estudiamos estas nociones en los siguientes ejercicios.

Ejercicio 1.1.4.

1. Mostrar que una conjugacién determina una correspondencia biunivoca
entre subconjuntos localmente maximales. Estudiar la relacion entre este
tipo de conjuntos bajo semiconjugaciones.

2. Describir todos los conjuntos localmente maximales, los atractores y los
repulsores para los ejemplos del 1 al 6, donde para el ultimo ejemplo
asumimos que la construccion es tal que en los Gaps entre los circulos C
las érbitas decrecen.

3. Construir algin ejemplo de conjunto localmente maximal que verifique la
primer condicién de la definicién de atractor pero no lo sea.

Cerramos esta seccién con una idea que surge de lo analizado. Existen varias
nociones dindmicas como minimalidad, transitividad, mazimalidad local que en
diferente contextos ayudan a establecer descomposiciones de los conjuntos limi-
tes y no-errantes. La riqueza de los posibles tipos de dindmicas no permiten
establecer a priori una tnica nocién que sea suficientemente sustancial en todos
los casos. Por ultimo, cabe mencionar, que existen otras nociones de descom-
poscicién dindmicas que son muy relevantes como, por mencionar alguna, la
transitividad por cadenas que estd acompanada por un resultado muy impor-
tante sobre descomposicién dindmica conocido como el teorema de Conley ([3]).
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1.2. Otras nociones dinamicas

Establecemos en esta secciéon un conjunto de conceptos dindmicos relevantes
en distintos contextos. Estos conceptos como hemos visto anterioremente, tienen
el objetivo de diferenciar los distintos tipos de dindmicas.

Un punto x € X es recurrente a futuro, six € w(z,T), y tenemos la definicién
analoga al pasado cuando la dindmica es invertible. Claramente todo punto
periddico es recurrente. Notamos R(f) al conjunto de los puntos recurrentes de
f. En general tenemos

R(f) € L(f) € Q(f)-

En este caso, este conjunto no es necesariamente cerrado (como veremos mas
adelante), pero si es invariante. En el préximo ejercicio se propone analizar esta
propiedad.

Ejercicio 1.2.1.

1. Mostrar que en contextos compactos siempre existen puntos recurrentes.

2. Mostrar que una conjugacion entre dos dindmicas pone a los puntos recu-
rrentes en correspondencia biunivoca. Estudiar el concepto para semicon-
jugaciones.

3. Para los ejemplos 1,2,3 y 5,6 hallar el conjunto de puntos recurrentes.

4. Pensar el mismo problema para el ejemplo 4.

Un segundo concepto que suele ser relevante es el de la propiedad mizing.
Un sistema T : X — X es mixing o topoldgicamente mixing si fijados cualquier
par de abiertos U,V C X existe N tal que T"(U) NV # ) para todo n > N.
Visualmente , uno puede pensar en la superficie de pintura blanca en una lata,
a la cual se le agrega una gota de color. Cuando uno comienza a revolver, este
color se estira y fijado cualquier entorno en dicha superficie, a partir de un
momento el nuevo color va a tomar este entorno.

Ejercicio 1.2.2.

1. Mostrar que esta propiedad da un invariante dindmico. Estudiar el con-
cepto para semiconjugaciones.

2. Mostrar que en un espacio completo y No un sistema mixing es transitivo.

3. Determinar cuales de los ejemplos listados del 1 al 6 son mixing y cuales
no.

La propiedad Mixing resulta conceptualmente interesante. Pensemos en que
nuestro sistema mixing 7" es la ley de cierto modelo empirico. Si quisieramos
ahora saber la evolucién segun esta ley, debieramos fijar una condicién inicial
xo € X y estudiar T™(x) y esta condicién inicial sale de una foto que hacemos
sobre la realidad del momento. Resulta que aqui tenemos un error, es decir si la
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realidad es yo lo que introducimos como x( es una aproximacién. Generalmente
podemos pensar xo € B(yo, ). La propiedad Mixing afirma que T™(B(yo,€)) se
va a comenzar a estirar y va a tomar todo el espacio, esto quiere decir que a la
larga puede que perdemos el control de la distancia d(T"(yo),T"(x0)), y que
esta se haga muy grande, dando un mal resultado en nuestra prediccion.

Esto es una primera nocién, dentro de una gran lista de nociones, de sistema
cactico. Note el lector que la transitividad no es una buena nocién en vista de lo
antes expresado, ya que una traslaciéon por més que sea totalmente irracional,
siempre mantendrd T™(xo) y T"(yo) cerca.

Profundizando en la idea de sistema caético, podemos ir més lejos, y pedir
no solo que algtin punto z( de cualquier entorno U de yg se aleje de yo al iterar,
sino que todos (salvo, por supuesto, yp) lo hagan, y lo hagan uniformemente
lejos, llegando asi a la nocién de expansividad. Un sistema dindmico T : X — X
es expansivo a futuro si existe una constante a > 0 tal que

d(T"(z), T"(y)) < « para todo n € N implica z = y.
Para sistemas invertibles decimos que T': X — X es expansivo si
d(T™(z),T"(y)) < « para todo n € Z implica z = y.

Como veremos existen sistemas expansivos que no son expansivos a futuro,
esto es, para separar los puntos hay que usar el futuro y el pasado.

Ejercicio 1.2.3.

1. Mostrar que en espacios compactos la expansividad es un invariante, y
discutir que sucede ante la falta de compacidad.

2. Estudiar la expansividad para los ejemplos listados del 1 al 6, de donde
surge un ejemplo mixing que no es expansivo que el lector debe encontrar.
Para el mapa 4, recomendamos mirar lo que sigue.

3. Sea FF: R — R dada por F(z) = 2x. Mostrar que F define un mapa
cociente f : S' — S! que llamamos doubling-map. Mostrar que dicho mapa
es transitivo, mixing y expansivo a futuro, y que ademas el conjunto de
puntos periédicos es denso. Mostrar que no es conjugado a ningin ejemplo
previo y que del mismo modo podemos trabajar con mapas F(z) = dx
con d € N.

Este ultimo ejemplo introducido es muy importante por ser caético y estable,
como se discutira mas adelante. Reeditamos la lista de ejemplos.

1. Dinamica Norte-Sur de las esferas.
2. Traslaciones o rotaciones racionales.

3. Traslaciones o rotaciones totalmente irracionales.
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4. Mapa f : T2 — T2 transitivo pero no minimal.
5. Twist map 7.
6. Modificado del twist map 7'.

7. Doubling-map (o mapas de grado d lineales).

En la lista de ejemplos basicos que tenemos hasta ahora no tenemos ningin
ejemplo que sea un homeomorfismo expansivo. De hecho todos los homeomor-
fismos construidos hasta ahora son el tiempo uno de algtin flujo, y como proba-
remos en la siguiente proposicién, en contextos compactos estos nunca pueden
Ser expansivos.

Sin embargo, existen homeomorfismos expansivos como mostraremos en la
siguiente seccion, y mas atin existen homeomorfismos expansivos en variedades
como veremos en el proximo capitulo. Esto implica que existen homeomorfismos
en variedades que no son el tiempo uno de un flujo, lo cual responde una pre-
gunta simple pero fundamental que no habiamos considerado hasta el momento.
Vale mencionar en este punto la existencia de trabajos fundamentales sobre ho-
meomorfismos expansivos debidos al matemético uruguayo Jorge Lewowicz (ver
seccién 2.4). Dedicamos la siguiente subseccién a la proposicién y la pregunta
que acabamos de senalar.

1.2.1. Expansividad, tiempos de flujos y homeomorfismos

Veamos primero el resultado sobre la no expansividad para tiempos discretos
de flujos en espacios compactos, y luego discutamos bésicamente la existencia
de homeomorfismos que no son el tiempo discreto de un flujo.

Proposicion 1.2.4. Sea ¢ : R x X — X un flujo en un espacio compacto X.
Entonces para todo T € R el mapa discreto ¢p(x) = (T, ) no es expansivo.

Demostracion. Fijemos un tiempo T y el correspondiente mapa discreto ¢p.
Consideremos una constante o > 0 arbitrariamente chica. Por ser ¢ un flujo en
un espacio compacto, tenemos que los mapas ¢, varian continuamente respecto
a la topologia uniforme de funciones al variar el parametro ¢. En particular
existe 0g > 0 tal que para todo ¢ € [0,dp) se tiene do(Id, ¢;) < a, es decir
méxgex{d(z, ¢(z))} < « para todo t € [0, dp).
Consideramos N € N tal que % € [0,00) y sea oy =
tenemos que se cumple para cualquier punto x € X\ Sing(
no vacio de lo contrario el flujo es obviamente no expansivo

(g5t (), 95, (x)) = d(¢s7 (85, (), 95, (2)) < .
Pero entonces considerando el par = e y = ¢5,.(x) se tiene que
d(¢(y), o (x)) = d(¢5," (), $3," (x)) =

(g5, (), 05" () < a,

. De lo anterior,
(que suponemos

T 2N
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Por lo cual a no puede ser constante de expansividad de ¢r. Como « fue
considerado arbitrario, mostramos que el homeomorfismo ¢ no puede ser ex-

pansivo.
O

Este resultado indica que sobre las érbitas no singulares de flujos se contra-
dice cualquier constante de expansividad que se proponga. Como mencionamos
anteriormente, existen homeomorfismos expansivos como se veran en la siguiente
seccidn, y més atn existen en superficies (como ser verd en el préximo capitulo).
Esto sugiere la existencia de homeomorfismos que no son el tiempo uno de un
flujo. A continuacién reflexionamos a un nivel bésico sobre este hecho.

El primer ejemplo que se suele dar es la simetria axial y el argumento rapi-
do es el siguiente: si este mapa es el tiempo uno de un flujo, puedo hacer un
camino continuo (respecto a la topologia CV) de homeomorfismos desde la iden-
tidad hasta la simetria. Utilizando herramientas basicas de andlisis se puede
cambiar este camino a otro camino continuo (en la topologfa uniforme) que una
la identidad con la simetria, esté formado solo por difeomorfismos y sea conti-
nuo en la topologfa C*. Pero entonces, el signo del determinante del jacobiano
sobre tal camino debe ser constante, ya que no se puede anular, y esto es im-
posible porque la simetria tiene determinante negativo y la identidad positivo.
Tal argumento sirve también para probar que ningin homeomorfismo que re-
vierta orientacién puede ser el tiempo uno de un flujo. Desafiamos al lector a
mostrar que una simetria axial no es el tiempo uno de un flujo con herramientas
puramente topoldgicas.

Mas interesante es intentar construir homeomorfismos que no son tiempo
uno de un flujo, y que atn asi preservan orientacion. En el préximo capitulo nos
encontramos con un ejemplo paradigmético como lo és la herradura de Smale. A
continuacién introducimos los modelos simbdlicos, que son claves para describir
las dindmicas cadticas.

1.3. Shift y Sub-shift de tipo finito

Por espacio de finitos simbolos entendemos a cualquier espacio homeomorfo a
{1,...,n} = ¥+ o parael caso invertible {1,...,n}* = ¥, esto es, el conjuntos
de las secuencias con valores en {1,...,n} y dominios N o Z respectivamente.
La topologia de este espacio, viene dada por la producto que en este caso es

metrizable mediante ) )
(g, ¢ = Z 5712#,
nez

de lo cual obtenemos un espacio compacto, perfecto y totalmente disconexo;
en otras palabras, un conjunto de Cantor. Como siempre pedimos al lector llevar
a cabo las correspondientes consideraciones para el caso de X7 El full-shift es
el mapa que corre los valores de las secuencias un lugar para la izquierda, es
decir
o:X, =X, o)) =¢&>G+1).
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Esta construccién simple y abstracta resulta muy poderosa dentro de los
Sistemas Dindmicos. El punto es que el full-shift y sus restricciones a subcon-
juntos invariantes modelan un conjunto impresionante de dindmicas en distintos
contextos. Por ejemplo, los sistemas dindmicos cadticos en variedades suelen ser
proyecciones de este tipo de dindmicas simbdlicas, fendmeno que intentaremos
mostrar en algunos ejemplos importantes del préximo capitulo.

Para mostrar la riqueza de este tipo de dindmicas trabajaremos con el full-
shift de dos simbolos, esto es, o : {0,1}2 — {0, 1}Z.

Transitividad: claramente este mapa no es minimal, ya que contiene exac-
tamente dos puntos fijos que son la sucesion nula y la sucesiéon constate 1.
Veamos que sin embargo es transitivo. Para esto podemos usar el criterio del
ejercicio 1.1.2 o intentar un argumento directo como sigue. Para cada m € N
tomamos la familia F,,, de todas las sucesiones definidas en {—m, ..., m} a va-
lores en {0, 1}; en otras palabras todas las tiras posibles de 0’s y 1’s de tamano
[—m, m]. Ahora por recurrencia podemos definir una sucesién £ € %, tal que
dado cualquier m € N existe N,,, € N tal que el conjunto

{£(0),€(1), .-, &(Nm)}

contiene todas las tiras definidas por la familia F,,, es decir para cualquier
elemento 7 € F;, se tiene 7 = |y k4m) Para algin k con con 0 < k —m <
k+m < Np,.

Esto implica que fijada cualquier sucesién £’ y un entorno de radio & de ella
misma, podemos encontrar un m. € N y n. con

d(g', o™= (&) = Z §'(n) _;:E (€)(n)] < Z 2% <e.

ne”Z n<—me,me<n

Mixing: fijamos dos entornos arbitrarios dados por By := B(§1,¢1) y Ba :=
B(&2,22), y buscamos N € N tal que para todon > N se tenga o™ (By)N By # ().
Para esto notamos que es facil construir una sucesién de sucesiones en ,, dada
por (&,)nen tal que:

= {, € B; paratodon €N,
s 0"(&,) € By para todo natural n mayor o igual que un cierto N.

Claramente esto implica que o™ (B;) N By # () para todo n > N.

Expansividad, pero NO expansividad futura!: Recordamos que el
doubling-map sirvié como ejemplo expansivo a futuro, mientras quedé pendien-
te la pregunta sobre dinamicas expansivas que no lo fueran a futuro. Veamos
que el full-shift tiene esta propiedad. Primero que nada observamos que no es
expansivo a futuro (ni a pasado), para lo cual fijamos una constante o > 0
arbitraria tomamos el punto fijo dado por la sucesién nula &, y tomamos una
sucesion € tal que ¢(i) = 0 siempre que i # mg con mo < 0 tal que 210l < o
y 1 en el caso restante. Para estas consideraciones tenemos

d(0"(E,),0™(E) > —— <

= 9lmol
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para todo n € N, probando que ¢ no puede ser expansiva a futuro.

Antes de proseguir observamos el interesante hecho de que para las suce-
siones construidas se tiene &, = lim, 0™ ({’). Ahora bien, partiendo de estas
dos sucesiones podemos separarlas utilizando el pasado, de hecho tenemos que
d(c™0 (&), 0™ (&) = 1. Con el mismo grado de dificultad se puede mostrar que
en general para cualquier par de sucesiones &', & se tiene para algin n € Z (es
importante usar todo Z!) que d(c™(¢’),0™(£"”)) = 1 mostrando la expansividad
para la constate 1.

Periédicos densos y entropia topolégica en contexto: tenemos enton-
ces que el full-shift es un homeomorfismo cadtico (recordar que el doubling-map
también es cadtico). Veamos otras propiedades que usualmente se consideran
propias de los mapas caoticos, para lo cual prestamos atencién a los puntos
periddicos del full-shift de dos simbolos. Es facil ver que el conjunto de puntos
periddicos de periodo ¢, esto es Pery (o), estd en correspondencia biunivoca con
las sucesiones finitas definidas en {0,...,q — 1} con valores 0 y 1. De hecho las
sucesiones que son puntos periddicos son las sucesiones peridédicas que surgen de
concatenar las sucesiones finitas mencionadas. Veamos primero que Per(o) es
denso en X,,: por lo antes dicho, fijado cualquier entorno B := B(£, ¢) podemos
considerar §, € Per(o) tal que &,(i) = £(i) para todo i € {—m,...,m} con
2> sm 5= < &, de donde B N Per(c) # 0.

Detengamos el caso de dos simbolos por un momento y pensemos en el full-
shift general, esto es de n simbolos. Claramente todo lo hasta acad dicho para
dos simbolos funciona en general! Ahora bien, sera cierto que el full-shift de
dos simbolos y el full-shift de n # 2 simbolos son conjugados? La respuesta es
muy sencilla de argumentar, y es NO. De hecho para 2 simbolos #Per, (o) = 21
mientras que en general para n simbolos #Per,(0) = n?, y una conjugacién
corresponderia los puntos peridédicos.

Este argumento motiva en el contexto simbdlico la siguiente definicion de
entropia topologica:

hiop(0) = lim % In(#Per,(0)).
q

En otras palabras es la taza exponencial de crecimiento de puntos periédicos.
Para el caso de 2 simbolos tenemos hiop(0) = In(2) y en general hiop (o) = In(n).
Aunque pueda parecer rebuscada la definicién, su razén es que funciona también
en otros contextos, simbdlicos y no simbdlicos.

La definicién general de entropia topoldgica, independiente de los puntos
periddicos, existe y es muy relevante. Sin embargo dado el objetivo de las notas
no la introduciremos. El lector interesado puede consultar cualquier referencia
bésica como [?].

Conjuntos estables e inestables, puntos homoclinicos:

Comencemos esta nueva seccion con un paréntesis. En ecuaciones diferen-
ciales se suele introducir los tipos de singularidades de un flujo dados por pozo,
fuente o silla. Esto siempre motivado en los modelos lineales, donde los espacios
propios de las matrices suelen determinar espacios invariantes donde el flujo
atrae o repele las drbitas. Toplogicamente ya hemos definidos los pozos y las
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fuentes previamente. A los efectos de estas notas introducimos una definicién
de punto silla. Decimos que un punto fijo p € X de T es un punto silla si existe
un entorno U de p, un homeomorfismo h : U — W C R” tal que

hoT =1loh

donde [ es una transformacion lineal cuyos valores propios tienen todos
modulo distinto de 1, por lo menos uno de médulo mayor a uno y otro de
modulo menor que uno. Note el lector que esta ecuacién no puede ser verificada
en todo x € U sino solo en aquellos tales que x y T'(x) estén en U. La trans-
formacién lineal [ descompone el espacio R™ como suma directa de subespacios
que son todos invariantes, donde en algunos contraen todas las érbitas hacia 0
y en los restantes las repele (o las contrae al pasado). Notamos por W* a el
espacio generado por todos aquellos espacios donde hay contraccién y por W*
a aquellos donde hay repulsion o dicho de otra forma expansion. La existencia
de la conjugacion local h implica lo siguiente:

1. Para todo € h=*(W*) = W (p, T) se tiene que T™(z) —, p, y W2 (p,T)
es un conexo por P que para el caso de R? separa U en dos componentes
conexas.

2. Para todo z € h™'(W") = WH(p,T) se tiene que T-"(z) —, p, ¥
W2(p,T) es un conexo por p que para el caso de R? separa U en dos
componentes conexas.

3. Si consideramos V = h=1(U) N U N h(U), se tiene que para todo punto
x € V se tiene que f"(x) € V¢ para algin tiempony € Ny f~"2(x) € V°
para algin tiempo ng € N.

El punto 3 no implica en ningiin caso que x no pueda volver a entrar tanto
a futuro como a pasado!. De hecho veremos que esto puede suceder, y espera-
mos dejar claro en las notas que tal comportamiento esta asociado a uno de los
fenémenos mas relevantes en la teoria de sistemas dindmicos. Debemos mencio-
nar aqui un resultado que se suele ver en un curso de ecuaciones diferenciales
que nos dice que las singularidades tipo silla inducen efectivamente puntos fijos
silla para el tiempo 1 de un flujo. Este resultado es consecuencia del teorema de
Grobman-Hartman ([?]) sobre linealizacién local de singularidades.

En general los conjuntos definidos en 1 y 2 motivan la siguiente definicién:
para una dindmica 7' : X — X y un punto cualquiera z € X definimos

= Para e > 0 el conjunto estable local es

Wiz, T)={ye X: d(T"(z),T"(y)) < € para todo n € N}.

= Para € > 0 el conjunto inestable local es

Wiz, T)={ye X : d(T "(z), T "(y)) < € para todo n € N}.
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= El conjunto estable de x es
Wo(,T) ={y e X: d(T"(x),T"(y)) —n 0}.
= El conjunto inestable de x es

Wz, T)={ye X: d(T"(x), T "(y)) —n 0}.

La relacion entre los conjuntos locales y no locales puede ser muy complica-
da, como veremos sucede para el shift. Dejamos para el lector mostrar que los
conjuntos estables son invariantes a pasado y los inestables a futuro, ademds,
extender las definiciones para flujos.

Volvemos ahora al ejemplo del shift o : {0,1}% — {0, 1}%2. Miramos el punto
fijo &, dado por la sucesiéon constante 0. Es claro que no puede ser un punto
silla, ya que un entorno de &, sera totalmente disconexo, y por lo tanto no
puede ser homeomorfo a B(0,7) C R™. Sin embargo podemos ver que &, tiene
similitud a un punto silla, dada por la dinamica alrededor del mismo. Para
esto fijamos el entorno U de £, dado por todas aquellas secuencias £ tal es que
£(—1),£(0),&(1) = 0 y buscamos los conjuntos estable e inestable de £, dentro
de U que llamaremos W (&, 0) vy W (&, 0). Note el lector que si una secuencia
¢ de U tiene algiin 1 en una posicién i > 1 entonces o7 (¢) € U, y por el contrario,
si £(j) =0, j > 0 entonces 0™ (§) € U para todo n € N. En conclusién

Wi (&o,0) ={€ € U: £(j) = 0 para todo j > 0},
y de la misma forma se puede ver que
Wi(&o,0) ={€ € U: £(j) = 0 para todo j < 0}.

Ademds, cualquier otro elemento £ € U que no esté en W5(&,) o WH(&,)
debe verificar que existen dos enteros n; < 0 < ng tales que o*(¢) € U si
ny < k < ng mientras que 0™ (§) y 0™2(§) no estdn en U, hecho que dejamos su
verificacion a cargo del lector. Por tanto, la dindmica en el entorno U es similar
a la dada por un punto fijo silla.

Nos preguntamos ahora como son los conjuntos estable e inestable globales
de &,. Es facil ver que para & € X se tiene 0™ (§) —, & si y solo si £(j) = 0
para todo 7 mayor que cierto jg, es decir

We(&,,0) ={£ €3y existe jo € Z tal que £(j) = 0 para todo j > jo},
y de la misma manera se puede ver que
W (&, 0) ={£ € Xy existe jy € Z tal que £(j) = 0 para todo j < jo}.

Una primer conclusién de esto es sorprendente: los dos conjuntos, W#(&,, o)
y W¥(&,,0) son densos en el espacio! Por lo tanto claramente no pueden ser
cerrados, porque de serlo contendrian entre otras cosas dérbitas periddicas y el
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lector debe ver que esto no es posible. Re-escribamos el fenémeno que acabamos
de ver: los puntos que a futuro mueren en &, son densos en el espacio, asi como
también los que mueren a pasado.

Mas atn, si miramos los puntos que mueren a futuro y a pasado en £, también
tenemos un conjunto denso en el espacio, esto es, cl(W*(&,, o)"W*(&,,0)) = 3a.

A los elementos en W*(&,, 0)NW*#(&,, o) se les llama puntos homoclinicos de
&o. Este tipo de puntos son paradigmaticos en la teoria de sistema dindmicos, y
estan asociados como vemos en este ejemplo a las dindmicas cadticas. Mas ade-
lante nos encontraremos en otros contextos con las intersecciones homoclinicas.

Ejercicio 1.3.1.

1. Mostrar que si € X es un punto periédico de periodo g de T': X — &,
entonces W#(z,T) = W?*(x,T") y el resultado andlogo para la variedad
inestable.

2. Hallar los conjuntos estables e inestables de los puntos peridédicos y mostrar
que tienen la misma propiedad que para &,.

3. Mostrar que dados cualquier par de puntos periédicos diferentes, se tiene
que los conjuntos estable de uno e inestable del otro se cortan en un
conjunto denso de puntos.

1.3.1. Sub-shifts de tipo finito

Mas en general podemos considerar restricciones del full shift a dominios
dentro de ¥,,, y es muy interesante hacerlo, ya que de este conjunto de dinami-
cas simbdlicas surge una basta cantidad de diferentes modelos que terminan
siendo fundamentales mismo en contextos donde el espacio es una variedad y la
dindmica diferenciable. Comencemos con el siguiente ejercicio.

Ejercicio 1.3.2. Sea 0 : ¥, — X,,. Decimos que una secuencia { € X, es casi
periodica si dado cualquier largo de palabra T' € N existe otro largo S € N de
modo que toda sub-palabra de & de largo T se repite en toda sub-palabra de
largo S (Dejamos al lector precisar estas nociones intuitivas).

1. Mostrar que o|a, M = cl[{o™(§)}nen] es siempre un conjunto minimal.
2. Construir ejemplos de sucesiones casi periddicas que no son periddicas.

3. Estudiar el cardinal del conjunto de subconjuntos minimales para o : 31 —
3.

Otro tipo de restricciones que resultan de gran relevancia son las que se
conocen como sub-shifts. Para construir estas, se debe especificar el conjunto
invariante ¥ 4 en ¥, que siempre debe estar asociado a una matriz A de tamafio
n X n cuyas entradas son 0’s y 1’s, donde

EA = {5 S En : Aﬁ(z),f(l-l—l) =1 para todo i € Z}
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Dicho de otra forma, se puede dibujar un grafo con n vértices, y poner
una flecha desde el simbolo j al k, siempre que A;, = 1 y nada en otro caso.
Entonces los elementos en X 4 son aquellas sucesiones de X, que en cada caso
i € Z respetan el grafo, en el sentido de que existe una flecha entre (i) y £(i+1).
Veamos el siguiente ejercicio para entender mejor estos sistemas.

Ejercicio* 1.3.3.

1. Mostrar que todo sub-shift contiene al menos un punto periédico y ha-
cer ejemplos con finitas d6rbitas periddicas y otros con infinitas orbitas
periddicas.

2. Dar ejemplos de sub-shift que sean transitivo pero no mixing, uno discreto
y otro no.

3. Mostrar que una condicién suficiente para que el sub-shift sea mixing es
que AN no tenga entradas nulas para algin N € N.

4. Mostrar que la definicién de entropia topoldgica dada para el full-shift estd
bien definida para los sub-shift.

Como ya fue mencionado, todas estas definiciones tienen sentido también
para el caso no-invertible o : ¥ — ¥t Podemos ahora actualizar nuestra lista
de modelos de dindmicas discretas.

1. Dindmica Norte-Sur de las esferas.

Traslaciones o rotaciones racionales.

Traslaciones o rotaciones totalmente irracionales.
Mapa f : T? — T? transitivo pero no minimal.
Twist map 7.

Modificado del twist map 7.

Doubling-map (o mapas de grado d lineales).

S N T

Full-shift, Sub-shift y otras restricciones.

1.4. Suspensiones

El lector podra encontrar escasa hasta ahora la presencia de ejemplos con-
tinuos. Habiendo presenciado un curso de ecuaciones diferenciales, y teniendo
un poco de astucia para las construcciones, debe ser capaz de formar ejemplos
a partir de la construccion de campos, los cuales forman una basta lista.

Sin embargo presentaremos aqui una construccién que viene motivada en un
proceso inverso llamado retorno. El retorno de un flujo es una dinamica discreta
que surge de tomar una variedad ¥ transversal al flujo y tal que todo punto
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de esta variedad retorna a la variedad al evolucionar segun el flujo. Esta varie-
dad ¥ se suele llamar seccion de Poincaré ya que tiene un papel fundamental
en su famoso estudio al problema de los tres cuerpos, papel que volveremos a
mencionar a lo largo de estas notas.

Ahora nos interesa abstraer el proceso inverso con el cual podremos construir
dindmicas continuas a partir de dinamicas discretas. Luego, dada la basta lista
de ejemplos discretos que tenemos, automaticamente tendremos una basta lista
de ejemplos continuos.

Fijado un sistema invertible 7 : X — X definimos en S = X x R el flujo b
mediante

o(t,(x,s)) = (z,t + s), donde t € R, (z,5) € S, (x,t+s) € S.

Este sistema dindmico continuo carece de complejidad y no guarda relacién
ninguna con la dindmica discreta T'. Para lograr lo que buscamos tomamos el
espacio cociente § = S/(z,s+n)~(Tn(m),s), nez y definimos el flujo dado por la
proyecién de ¢Z, esto es,

o(t, [(x,5)]) = q(¢e(x,s)), donde g es el mapa cociente.

Queda a cargo del lector verificar que ¢ es un flujo y que cuando X es una
variedad se tiene que S lo es. Continuamos con el siguiente ejercicio.

Ejercicio 1.4.1.

1. Mostrar que cada punto periédico de un mapa discreto induce una 6rbi-
ta periddica en la suspension, y que cada orbita periddica de la suspen-
sién estd dada por un punto periédico del mapa. Mostrar que un mapa
transitivo induce una suspensién transitiva y que lo mismo sucede con la
propiedad mixing.

2. Describir las suspensiones de las rotaciones de S'.

3. Consideramos un sub-shift transitivo. Mostrar que la suspensiéon queda
definida en un espacio conexo pero no localmente conexo. Para el full-
shift determinar las propiedades dinamicas de la suspensiéon, definir los
conjuntos estables e inestables locales y globales para cualquier punto, y
estudiar las intersecciones homoclinicas.

El roll de las secciones de Poincaré es fundamental en dos de los problemas
mas relevantes en la teoria de sistemas dinamicos: el problema de los tres cuerpos
y el atractor de Lorenz. En ambos casos para entender la dindmica se recurre
a una seccién de Poincaré, y el problema se traduce al estudio de la dindmica
discreta dada en los diferentes contextos. Mencionamos por ultimo que las sus-
pensiones no solo son una herramienta interesante para definir dindmicas, sino
que también considerando diferentes clases de mapas en superficies se obtienen
interesantes ejemplos de 3-variedades los cuales admiten foliaciones naturales
inducidas por el mapa original.
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Capitulo 2

Dinamicas en variedades

El estudio de sistemas dindmicos en variedades es parte de los problemas fun-
damentales en que se basa la teoria. En particular, las ecuaciones diferenciales
definen dinamicas en variedades, y las secciones de Poincaré inducen dinami-
cas discretas en variedades. Aunque inicialmente uno puede pensar que la teoria
partié buscando entender ejemplos concretos como es el caso del problema de los
tres cuerpos, rapidamente surgié la necesidad de comprender amplias familias
de sistemas por la razén de que perturbaciones en espacios infinito dimensio-
nales (como ser los difeomorfismos) de los ejemplos particulares que se tenfan,
comenzaron a ser relevantes. Por ejemplo, en el problema de los tres cuerpos, el
twist map del anillo y sus posibles perturbaciones juegan un papel fundamental.
El lector puede pensar que si suponemos que alguna masa es nula, aparece el
twist map asociado a la ecuacion diferencial, y en cambio, si consideramos masas
no nulas pero pequenas, lo que aparece son perturbados del twist map.

El problema matemaético de clasificar todas las posibles dindmicas en varie-
dades pierde sentido al ser imposible clasificar las variedades topolégicamente.
Inclusive en superficies donde no se tiene este problema, la riqueza posible de las
diferentes dindmicas no permite pensar en una clasificacién exhaustiva. De to-
dos modos, existen intentos por generar clasificaciones en distintas direcciones.
Mencionamos a continuacion alguna de ellas.

» Familias: en muchos casos las dindmicas de interés forman familias fini-
todimensionales lo cual permite buscar clasificaciones.

= Invariantes: la idea es fijado el espacio asociar a cada sistema dindmico
un objeto que sea invariante bajo conjugaciones: simple en algtn sentido,
como por ejemplo un nimero, y absorba suficiente informaciéon dinamica:
si dos dindmicas difieren mucho entonces el invariante debe ser diferen-
te. El ejemplo paradigmético de invariante es el niimero de rotaciéon de
Poincaré en el circulo, y sus extensiones a superficies.

= Genericidad: la idea es describir un conjunto residual del espacio de las
dinamicas. Por ejemplo dentro de los difeomorfismos de regularidad » > 0,
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o de los difeomorfismos analiticos, o de ciertas familias. Se puede tener la
esperanza de que este enfoque pueda concretarse en contextos generales,
sin la necesidad de saber exactamente en que variedad se trabaja.

En este capitulo comentaremos sobre las dindmicas Morse-Smale en varieda-
des dadas por flujos con fuerte relacién con la topologia del espacio. Luego pre-
sentaremos ejemplos paradigmaticos que presentan caos, estos son el doubling-
map, la herradura de Smale y los difeomorfismos Anosov. Deben quedar claro
para estos ejemplos reflejos de tres aspectos fundamentales:

= Relacién con las dinamicas simbdlicas.
= Estabilidad al perturbar la dinamica.

» Existencia de intersecciones homoclinicas transversales.

2.1. Sistemas Morse-Smale

Fijemos una variedad M compacta y conexa e intentemos construir diferentes
clases de dinamicas. Para empezar tenemos la identidad, que no tiene gracias.
Partiendo de la identidad podemos hacer lo siguiente: fijamos una bola cerrada
B de M, y en esa bola ponemos cualquier dinamica que sea la identidad en su
borde, para luego extenderla fuera de B como la identidad. Esto nos lleva a
poder encajar todas las dindmicas de la bola que son la identidad en el borde
dentro de la variedad, y dado que en la bola se pueden hacer muchas cosas
interesantes, logramos una buena familia de dindmicas. Ahora bien, todos estos
ejemplos son locales, no utilizan la estructura de la variedad en particular.

La construccién de ejemplos sencillos tal que las érbitas no triviales no que-
den confinadas a una bola de M, vienen dados por lo que se conoce como fun-
ciones de Morse. Estas funciones fueron introducidas por M. Morse con el fin de
estudiar variedades. De hecho, utilizando estas herramientas se puede obtener
por ejemplo, el teorema de clasificacién de superficies.

Para construir una funcion de Morse tomamos la variedad M y la encajamos
en algun R" que se puede hacer por los famosos teoremas de Whitney o de
Nash si se quiere hacer isométricamente (un encaje es una inmersién inyectiva y
propia). Llamando 7 a la inmersién (encaje), tenemos (M) C R™. Fijamos el eje
coordenado de R™ que llamamos Z dado por los vectores (0,...,0,z2). La idea
ahora es pensar que tenemos gravedad en la direccion Z y luego hacer fluir los
puntos en i(M) segin la gravedad: fijamos el campo X = (0,...,0,1) y en cada
punto p € M tomamos el vector Y, = pry, ;(ar) (X (p)). Esto define una campo Y’
tangente a i(M) y por lo tanto tenemos un flujo asociado ¢; : R x i(M) — i(M).
El tiempo 1 de ¢; es el mapa que nos interesa.

Queremos que el flujo tenga solo finitas singularidades, o sea finitos puntos
p € i(M) donde T,i(M) es perpendicular al eje Z. Es decir no queremos, por
ejemplo, una inmersién 4 tal que ¢(M) intersecte un plano perpendicular a Z
en toda una bola cerrada dentro de i(M). Esto es uno de los detalles de la
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teoria de Morse y responde a los teoremas de transversalidad: genericamente
las inmersiones van a ser buenas, e inducir flujos con finitas singularidades.
Los mapas de Morse son los tiempos 1 de los flujos ¢; para estas inmersiones
genéricas.

En la figura 2.1 mostramos un sistema Morse-Smale en la esfera, cuya cons-
truccién se puede pensar de la siguiente manera: comenzamos con la esfera usual
de R3, la abollamos en el punto de altura mas alta manteniendo la simetria res-
pecto al eje z, y luego la rotamos con respecto al eje y un angulo chico.

El lector puede observar como existe una relacién entre la dinamica y la
caracteristica de Euler del espacio, dada por la triangulacion por lineas puntea-
das, lo cual debe recordar a lo mencionado en el primer capitulo al introducir
la dinamica Norte-Sur de la esfera. Este fenémeno queda establecido por los
teoremas de indice de Poincaré-Hopf y de Lefschetz.

"P4

Figura 2.1: Tlustracién de un sistema Morse-Smale en la esfera, donde P; es una
fuente, Ps3, Py son pozos, P, es una silla.

Ejercicio 2.1.1.

1. Construir dindmicas norte-sur de las esferas S™, n > 1 utilizando funciones
de Morse.

2. Bosqueje como construir funciones de Morse en la esfera S? que induzcan
dindmicas con tantos puntos fijos como se quiera.

3. Tomar un toro en R2, y estudiar la dindmica de alguna funcién de Morse.



24 CAPITULO 2. DINAMICAS EN VARIEDADES

Las drbitas de esta clase de mapas no quedara confinada a una bola ya
que para ello deben existir infinitos puntos fijos, que las funciones de Morse no
presentan. A este tipo de dindmicas se les llama dindmicas Morse-Smale, ya que
S. Smale fue quien consideré estos mapas con interés dinamico. Se puede mostrar
que para los sistemas Morse-Smale se tiene la siguiente propiedad (exigiendo a
i otra condicién genérica para el punto 2):

L Q) = {p1,...,pm} = Fix(f),

2. Todos los puntos fijos p; son hiperbdlicos.

Smale extendié la definiciéon como sigue: un sistema es Morse-Smale si

L Q(f) ={p1.....,pm} = Pex(f),

2. Todos los puntos periédicos p; son hiperbdlicos.

Dejamos al lector la tarea de pensar un sistema en esta segunda clase pe-
ro que no esté en la primera. Smale conjeturd que fijada una variedad, en el
espacio de difeomorfismos con la topologia C*, aquellos elementos que inducen
dindmicas Morse-Smale formaban un conjunto denso. Como veremos el mismo
elaboré un contraejemplo y la conjetura fue modificada por J. Palis.

2.2. Mapas expansores de S!

Volvamos a nuestro ejemplo 7 de la lista: el doubling map f : S' — St.
Mostraremos como este mapa que estd definido en la variedad S! estd relacio-
nado con el shift o : {0,1}" — {0, 1}"Y. Recordamos que f es la proyeccién del
mapa F : R — R dado por F(z) = 2z. Definimos la particién P = {Iy, I;} del
intervalo [0,1) dada por Iy = [0, %) y I = [%, 1), que define la particién de St
dad por P = {Iy = n(ly),I, = n(I;)} (recordar que 7 : R — S' es el mapa
cociente). Observamos que esta particién guarda una relacién con la dindmica:
f(I;) =S! parai=1,2.

La relaciéon que encontraremos con el shift pasa por mirar el itinerario de
cada x € S! para f segtin la particién P. Claramente podemos asociar a cada
x € S' una secuencia &, que sea su itinerario, es decir

£.(i) =0siysolosi fi(z) € I y £&.(i) = 1 si y solo si f'(z) € L.

Esto nos define un mapa hy : St — {0, 1} que relaciona las dindmicas entre
f y o de la siguiente manera:

hiof=00h

como bien puede verificar el lector. En otras palabras, hy se parece a una
semiconjugacién entre f y o, pero esto debe sonar mal, ya que el espacio de
salida de h; es conexo y el de llegada es totalmente disconexo! Ademds no
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hemos utilizado nada sobre la dinamica f como para encontrar algo interesante.
Lo que haremos es construir una semiconjugaciéon h : {0, 1} — St a partir de
extender la inversa para hi.

Estudiemos hy. Claramente no es continua, ya que hy([3]) es una sucesién
que empieza con 1, mientras que hl([% — %]) es una sucesion que empieza con 0
para todo n > 2. Esto es lo que hace posible que h; mande un espacio conexo
en otro totalmente disconexo. Por otro lado podemos ver que h; es inyectiva:
tomemos x e y tales que &,(0) = &,(0), y digamos para fijar ideas que ambos
valores son 0 (el otro caso se hace igual). Entonces podemos considerar un
representante Z de la clase  en Iy y un representante y de la clase y en I, lo
cual implica en particular que | — g| < % Al iterar T e § por F' su distancia
crece por un factor de 2" para el paso n, por lo que para algin j € N se debe
tener que

a) vale para j — 1 que o bien Fi=!(z), F/=1(g) € [k,k+ 3) para algtn k € N
o bien FI=1(&), Fi=1(j) € [k + 5,k + 1) para algin k € N,

b) para j no vale esta afirmacién.

Pero entonces, FV (%), F7(j) debe estar ambos en un intrevalo I = [k’ k' +1)
para k' € N, sin que se cumpla la afirmacién a). Esto implica necesariametne
que o bien F¥(z) € [k',k'+3) y FI(§) € [K'+ %,k +1) o la afirmacién simétrica,
por lo que proyectando tenemos

hi(2) () # ha(y)(4), es decir hy(x) # ha(y).

Por otro lado, podemos ver que hi no es sobreyectiva. Si consideramos £ €
{0,1}Y dada por £(i) = 1 para todo 4, se tiene que esta sucesién no puede ser
el itinerario de ningin punto de S': si tuviéramos &, = & entonces & f(z) €8 la
sucesién constante 1 también, por lo que debe ser f(z) = x dada la inyectividad
de hy. Ahora, para nuestro mapa f no hay ningin punto fijo en el intervalo
Iy, por lo que es imposible la existencia de tal punto fijo. El siguiente paso es
mostrar que sin embargo h; admite una inversa que se extiende a todo {0, 1}
como la semiconjugacién h : {0, 1} — S* buscada.

Para esto fijamos una sucesién cualquiera & € {0,1}" y tomamos ahora la
siguiente secuencia de intervalos compactos asociado a la sucesion &:

u JO = CI[IE(O)],
s J = Cl[fil(lg(l)) n Jo],
o Jy = cl[f " (I¢eny) N Jn—1] paran > 1.

Esta sucesién que llamamos J(§) = (J,)nen es una sucesién decreciente
de intervalos compactos, y cuyo didmetro tiende a cero, como se puede verificar
inductimanete, y por lo tanto para cada & € {0, 1} podemos considerar el punto
xe = (), Jn, y tenemos definida entonces la funcién

h: {0, 1} — St h(€) = x¢.
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Claramente h es continua, ya que si partimos de dos sucesiones cercanas &, ¢’,
los resultados h(§), h(§') se encontrarén por una cantidad grande de enteros en
los mismos intervalos J,, por lo que deberan estar cerca. Por otro lado es facil
verificar que

h(h(z)) = =
ya que si hy(z) es el itinerario, podemos recuperar x como [, oy J5, Jn son los
elementos de la sucesién asociada a hy(z) y J;f es o mismo sin el etremo derecho
(segtin la orientacién de R), y por lo tanto se tiene zy, () = . Esto implica que
h es sobreyectiva y es la extensién de la inversa de h, de donde se debe verificar
en el conjunto imagen de h; que llamamos ), la ecuacién

hoo = foh.

Para llegar a que h es una semiconjugacién basta ver que esta ecuacién se
sostiene en todo el espacio, lo cual equivale a ver que se sostiene en un conjunto
denso. Veamos que ) es en efecto denso, para lo cual fijamos una secuencia
arbitraria & € {0, 1}V y queremos ver que la podemos aproximar por elementos
de ) con precision arbitraria.

Fijado un entorno arbitrario U de &, podemos considerar ng € N tal que
toda sucesién que coincide con &y en los primeros ng + 1 lugares, estd en U.
Tomando ahora los intervalos semi-abiertos

s Jg = Iﬁ(O)a
= Ji = [ (Iery)) N Jo,
v Jny = f_no(lf(no)) N Jp-1,

podemos ver que existe z € ﬂ;;”o Ji, v tomando ahora hq(z) tenemos que
necesariamente hy(z) € U.

En conclucién, h : {0, 1} — S! es una semiconjugacién entre el full-shift o y
el doubling-map f que ademds es uno a uno en un conjunto denso de simbolos.
Nos encontramos asi con un hecho sorprendente y muy relevante, donde las
dindmicas simbélicas modelan dindmicas en variedades.

La construccién de semiconjugaciones utilizando particiones y sus itinerarios
asociados son una herramienta muy importante, que funciona en gran genera-
lidad. A este tipo de particiones se les suele llamar por particiones de Markov.
Estas proyecciones resultan en casos como el estudiado ser casi conjugaciones,
ya que son uno a uno salvo para un conjunto numerable de puntos. Por tltimo
el lector puede encontrar una fuerte relacién para el mapa f entre los itinera-
rios asociados y las expansiones diddicas de los ntimeros del intervalo. Esto es
un reflejo de la interesante relacién que existe entre la dindmica y la teoria de
nimeros.

Habiendo entendido el caso para el doubling-map f, nos interesamos por
observar la estabilidad de las construcciones hechas. Este es el siguiente hecho:
existe un entorno U de f en el espacio de endomorfismos diferenciales, tal que
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todo elemento en U admite una semiconjugacién con el full-shift o : {0, 1} —
{0, 1}

El entorno U que consideraremos serd dado por aquellos endomorfismos C'*
de S! tales que:

(i) f'(z) > 1 para todo z € S!,

(ii) f tiene grado dos, o dicho de otra forma para nuestro caso particular, existe
F : R — R tal que se proyecta sobre f en el cociente R/z y F([0,1]) =
[z, 2+ 2].

La razén de porque (i) e (ii) determinan un entorno en el espacio de endo-
morfismos C'! radica en resultados bésicos de teoria de cubrimientos.

En esta situacién, fijado un elemento f de U, podemos construir una parti-
cién de S' por intervalos semi-abiertos

P ={ly, I}

que al aplicar el mapa se comportan igual que los construidos para el caso
lineal, es decir, f(Iy) toma exactamente inyectivamente Iy U I; donde el borde
izquierdo de I se mantiene fijo y f(I;) toma inyectivamente Iy U 7, donde el
borde izquierdo de I; se manda sobre el borde izquierdo de Ij.

Entonces, exactamente la misma construccién y prueba hecha para el caso
lineal, permite la construccién de la semiconjugacién h para nuestra f € U,
hecho que queda como ejercicio para el lector.

Ejercicio 2.2.1. Mostrar que efectivamente para f € U se puede construir la
particiéon P, y que a partir de ella se obtiene la semiconjugacién h.

2.3. La herradura de Smale

En esta seccién mostraremos una construcciéon fundamental de la dindmica
diferenciable, que guarda fuerte relaciéon con lo hecho para el doubling-map.
Construiremos un difeomorfismo del plano que tiene un subconjunto compacto,
invariante y localmente maximal conjugado al full-shift de dos simbolos. La
diferencia sustancial con lo anterior, es que en este caso el mapa es invertible.
Este ejemplo tiene motivaciones histéricas que luego se comentaran, ademas de
ser la base de la definicion de los Sistemas Dindmicos Hiperbdlicos los cuales
son elementos de importantes teorias dentro del area.

Comenzamos tomando el rectdngulo del plano R = [0, 1] x [0, 1] y dentro de
R tomamos los recténgulos horizontales Hy = [0,1] x [0, %], Hy = [0,1] x [2,1]
y los rectédngulos verticales Vo = [0, 4] x [0,1] y Vi = [,1] x [0, 1].

Consideramos un mapa lineal L : R? — R? tal que tiene la forma L(z,y) =
(32,3y). En particular tenemos que L(Ho) = Vo, L(Hy) = Vi + (=2,2) y
L(R\ Ho U Hy) es el rectdngulo [0, 3] x [1,2]. Notar que L(H) es isométrico a
V1.
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El siguiente paso es llevar el rectangulo L(H;) isometricamente para que
quede exactamente sobre Vi, de manera de que la imagen de todo R tenga
forma de herradura de caballo teniendo ademds ciertas precauciones (ver figura
2.2). Para esto hacemos uso de un difeomorfismo g : R? — R? tal que:

1. El soporte de g, esto es el conjunto donde es diferente de la identidad, sea
un disco topoldgico que no intersecta a un entorno de Vj.

2. g(L(Hy)) = Vi y ademés el mapa g|r(x,) es una isometria: en particular
manda los segmentos horizontales de L(H;) en los horizontales de Vi y
los segmentos verticales de L(H) en los verticales de V;. Note el lector
que para lograr la forma de herradura, se debe invertir el orden de los
segmentos horizontales y verticales: los que estan arriba pasan a estar
abajo y los que estan a la derecha pasan a estar a la izquierda.

La construccién de g en detalle la dejamos a cargo del lector, reconociendo
que es un trabajo tedioso. La idea es hacerlo utilizando un campo de vectores
conveniente y tomando el tiempo uno del flujo. Una vez tenemos el mapa g,
definimos f : R? — R? como f = go L que es el difeomorfismo con el que traba-
jaremos (ver figura 2.2). Por construccion se tienen las siguientes propiedades
importantes para el mapa f:

= En HyU H; el mapa f lleva segmentos verticales en segmentos verticales
y segmentos horizontales en segmentos horizontales.

= || D, f(1,0) ||= 5 para todo z € Hy U Hj,

= | D,f(0,1) ||= 3 para todo x € Hy U Hj.

El conjunto f-invariante que nos interesa es

A=) 1R

neN

que se conoce como la herradura de Smale. En la figura 2.3 se representa dicha
interseccién para n = 1,2 y 3. Es importante que el lector analice este dibujo
y logre intuir que la topologia de A serd la de un conjunto de Cantor. En lo
que sigue veremos dos hechos generales y fundamentales: la dindmica en A es
cadtica y el conjunto estd determinado por las intersecciones hmocinicas del
punto fijo 0. Como se anunciara al principio del texto, establecer esta relacién
entre 6rbitas homoclinicas y la dinamica es un gran logro de la teoria.

Mostraremos como se puede construir una conjugacién entre los sistemas
fla y o:{0,1}% — {0,1}%. Como se ver4, esta construccién es muy similar a la
construccién de la semiconjugacién para el doubling-map. Note el lector que A
contiene al menos un punto fijo dado por (0,0).

Comenzamos tomando una particién P = {Vp, V1 } para A (formalmente uno
debe intersectar los conjuntos de la particién con A), y nuevamente a cada punto
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H,

Hy

Vo Vi

Figura 2.2: El mapa f.

x de A le asociaremos su itinerario para futuro y pasado dado por &, € {0,1}%
donde

&:(i) = 0 siysolosi fi(z) € Vp y &:(i) = 1 siy solo si f(z) € V4.

Esto nos define un mapa hy; : A — {0,1}% que veremos en lo que sigue
resulta ser un homeomorfismo, a diferencia del caso en el doubling map, en que
tuvimos que recurrir a la extensién de su inversa.

Veamos que como en el caso del doubling-map, hy es inyectiva. Para es-
to consideramos x # y € A y asumimos que estdn en un mismo rectdngulo
Vi, i =004 =1 ya que de lo contrario tenemos trivialmente &, # §,. Para
fijar notacion digamos que ambos puntos estan en V), el otro caso se resuelve
de la misma manera. Tenemos que o bien z e y estan en distintos segmentos
verticales maximales de V) o bien estdn en distintos segmentos horizontales de
Vo, ya que de lo contrario son el mismo punto. Nuevamente para fijar ideas,
digamos que estdn en distintos segmentos horizontales de Vj, el otro caso se
resuelve de la misma manera (tomando la inversa). Podemos considerar en esta
nueva situacién el par z,y" € V donde:

(i) x,y’ estdn en el mismo segmento vertical de Vj,

(ii) y,y’ estdn en el mismo segmento horizontal de V;.

El punto (ii) implica por construccién que a futuro y,y’ estédn siempre en el
mismo elemento de la particion, ya que f contrae en la direccién horizontal, es
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Figura 2.3: Representacién de RN f(R) N f2(R) N f3(R).

decir
&y(n) =&y (n) para todo n € N.

Por otra parte en la direccién vertical, podemos ver lo siguiente: si x,3’
estdn en diferentes elementos de {Hy, H1}, se tiene que &, (1) # &, (1) = &,(1)
y por lo tanto obtenemos hi(x) # hi(y). En caso de que x,y" estén en el mismo
elemento de {Ho N Vy, H1 N Vy} tenemos que d(z,y’) < %, siendo ademds que
ambos elementos estdn en el mismo segmento vertical maximal de Vj. Luego,
como se argumenté para el doubling-map, vamos a tener un primer ng > 0 tal
que 3 < d(f"(z), f*(y’)) < 1y ambos elementos viven en la misma linea
vertical maximal de R. De donde tenemos necesariamente que [ (z) y f™(y’)
estdn en diferentes elementos de {Hy, H1}, lo cual implica que

§x(no +1) # &y (no+ 1) =&y (no + 1)

obteniendo la inyectividad de hq.

Tanto para la continuidad como para la sobreyectividad del mapa hq, de-
bemos estuidar la construcién de puntos que recorran un itinerario dado. Para
esto es util la siguiente proposicion, que permite la construcciéon andloga a la
hehca para el doubling-map. Llamamos rectdngulo vertical maximal a cualquier
rectangulo formado por intervalos verticales y maximales dentro de Vj y Vi. A si
mismo llamamos rectdngulo horizontal mazximal a cualquier rectangulo formado
por intervalos horizontales y maximales dentro de V;, y Vi. Dado un homeo-
morfismo entre dos rectdngulos I x J y I’ x J' decimos que preserva segmentos
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verticales si la imagen y preimagen de todo segmento vertical es un segment
vertical. La misma definicién se considera para segmentos horizontales.

Proposicién 2.3.1. Sea £ € {0,1}%, y para k € N el conjunto R; = Veoy N
F (Veay) NN 7% (Vewy). Entonces se tiene:

1. Rz es un rectangulo horizonal mazimal dentro de V().
2. R:H C Ry,

3. fE(RY) = R es un rectingulo vertical mazimal de Vo UVi tal que f*|pg, :
Ry, — R’ es un homeomorfismo que preserva segmentos verticales y hori-
zontales.

4. el alto de R,:' es ék.

El mismo enunciado vale para Ry, = Veoy N f(Vey) N+ N f¥*(Vewy) cam-
biando horizonal por vertical.

Demostracion. Fijada & € {0, 1}%, hacemos induccién en k. El caso base k = 0
es trivial. Supongamos que vale para k, queremos ver que vale para k + 1. La
propiedad 2) es trivial. Podemos ver que

Ry = OB 05 (V) = 7R 0 Hegrgny)-

Por 3) para k sabemos que f*(R}) es un rectangulo vertical maximal R’ de
Vo o Vi. Luego R’ N He(jqqy es un rectangulo horizontal y maximal en R', y
utilizando que f*|g, : Rx — R’ es un homeomorfismo que preserva segmentos
verticales y horizontales tenemos que f~%(R'NH¢(j11)) = R,j_H es un rectangulo
horizontal y maximal de R;, y por lo tanto de Ve(0)- Ademas el alto de RN
He(iq1y) es de 3,6% por lo cual obtenemos también el punto 4).

De lo anterior tenemos que f** (R}, ) = f(R' N Hepy1y), donde R’ es
un rectangulo vertical maximal de Vp U Vi, por lo que f(R' N Hg(kﬂ)) tiene

esta misma propiedad. Mds atn, siendo que f**1].. = = flHeguin) © fElee
k1 k1

tenemos que fF*1| r+  €sun homeomorfismo que preserva segmentos verticales
k41

y segmentos horizontales.
O

Ahora, para ver que es continua: si fijamos cualquier punto x € A y un
entorno cualquiera de U dado por las sucesiones que coinciden con hq(z) en los
enteros —k, ..., k, podemos considerar un entorno V' de z en A dado por

V=P Ve, cm) N0 f (Ve (21) O Vo) N F T (Veoy) N0 F R (Ve ),

que claramente es un entorno de x en A, para el cual se tiene hy (V) C U.
En este caso, a diferencia del doubling-map, tenemos sobreyectividad. Para
ver esto, directamente construimos la inversa h de h; siguiendo la misma idea
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que en la seccion anterior, que como debe estar claro, busca construir puntos
siguiendo el itinerario ¢. Fijada & € {0, 1}% definimos la secuencia de rectdngulos
topolégicos JT(€) = (R}) indexada en n € N dada por la proposicién 2.3.1.

Esto nos define una sucesion encajada de rectangulos R, cuyo ancho coincide
con el de Vg, es decir %, y cuyo alto decrece a cero como 3% Se tiene entonces
el intervalo horizontal maximal en Vg dado por

He:= (R}
keN
De la misma manera, podemos definir la sucesion J~(§) = (Ry Jken de

donde resulta un intervalo vertical maximal en V() dado por

Ver= () Ry
neN

Finalmente podemos definir
h:{0,1}% = A, h(€) = x¢ con {we} = HeN Ve,

que simplemente por construccion serd la inversa del mapa itinerario hy. El
lector puede verificar facilmente que h es continua y que se verifica la condicion

hoo= f|poh,

de donde obtenemos que h es una conjugacién entre o y f|a.

Esto implica que la dindmica de f en A es la misma que la del full-shift de
dos simbolos, por lo que tiene todas las propiedades estudiadas para el full-shift
en el capitulo anterior: transitividad, mixing, expansividad, puntos periédicos
densos con crecimiento exponencial In(2) e intersecciones homoclinicas densas.
En particular, como se anuncié en el capitulo anterior, este es un ejemplo de
un homeomorfismo que no es tiempo uno de un flujo, dada la proposicién 1.2.4.
Desafiamos al lector a buscar pruebas mas directas de este hecho.

Nos interesa ahora entender en nuestro ejemplo del plano como aparecen
las orbitas homoclinicas. Para esto, podemos observar que para una pequena
bola B = B.(0,0) se tiene que W2((0,0), f) = BN (R x {0}) y W*((0,0), f) =
BN ({0} xR) y la dindmica en esta bola es la misma que para el mapa lineal L.
A partir de esto uno puede definir lo que llamaremos variedad estable de (0,0)
y variedad inestable de (0,0) como

" S((Oa 0)7 f) = UnGN fﬁn(W:((Oa 0)7 f)) Yy
" Z/[((0,0),f) = UnGN f"(W;((0,0),f))

Estos conjuntos tienen las siguientes propiedades que el lector debe verificar,
y que seran comentadas a posteriori.

1. Ambos conjuntos son un encaje R en el plano, y son invariantes para
futuro y para pasado.
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2. 5((0,0), f) = W=((0,0), f) y U((0,0), f) = W*((0,0), f)-

3. U((0,0), f) contiene una familia de segmentos verticales maximales en R
que forman un conjunto denso en [, .y f"(R).

4. 8((0,0), f) contiene una familia de segmentos horizontales maximales en
R que forman un conjunto denso en [, .y /7" (R).

5. El conjunto de intersecciones homoclinicas para (0,0) que estd en U NS
es denso en A.

Los puntos 1 y 2 son generales, no dependen fuertemente del ejemplo, y la
dificultad esta en que al iterar las curvas como indica la definicién no puedan
haber auto intersecciones. Los puntos 3 y 4 surgen de observar que {0} x [0, 1] C
W((0,0), f) v que [0,1] x {0} € W*((0,0), f), y luego iterando esto intervalos
encontrar las familias de intervalos mencionadas. El dltimo punto es consecuen-
cia trivial del anterior.

Mas alld de estas observaciones relativamente sencillas, se puede optar por
hacer un dibujo aproximado de ambas curvas S y U, y enseguida se reconocera
la complejidad de este dibujo. Esta complejidad ha sido una obsesién de los
dinamistas de finales del siglo 19 y del siglo 20, empezando por Poincaré que se
enfrent6 a este problema al considerar ciertas perturbaciones en el problema de
los tres cuerpos. En este ejemplo Smale encuentra el modelo mas sencillo (existen
otros modelos donde aparecen las intersecciones homoclinicas pero no son tan
simples) que induce estos dibujos que fueron por mucho tiempo presentaciones
pictéricas oscuras para los dinamistas, y hoy en dia son un paradigma de la
teoria.

Vale mencionar aqui que existe una suerte de reciproco en dinamica dife-
renciable que dice que las intersecciones homoclinicas transversales asociadas
a puntos sillas tienen asociadas siempre para alguna potencia del mapa, una
conjugacion al full-shift de dos simbolos. Por lo tanto, los puntos homoclinicos
implican caos! Ademds en superficies, para mapas C'T, caos implica intersec-
ciones homoclinicas, segun un famoso resultado de Katok.

Hacemos un apunte mas sobre el ejemplo. El contexto en el que Smale obtiene
este ejemplo es el estudio de su propia conjetura que decia que genéricamente
en la topologia C* para difeomorfismos el conjunto no-errante se describe como
una union de finitas érbitas periddicas hiperbdlicas, es decir sistemas Morse-
Smale. Este ejemplo claramente no es Morse-Smale, ya que tiene infinitas érbitas
periddicas, aunque si son todas hiperbdlicas. Lo interesante aqui, es que tenemos
nuevamente estabilidad como pasara con el doubling-map: existe un entorno C'*
de f tal que todo mapa presenta un conjunto invariante conjugado al full-shift
donde toda 6rbita periddica es hiperbélica! Por lo tanto la conjetura de Smale
no era cierta, ya que en este abierto no hay sistemas Morse-Smale.

Todos estos conceptos forman parte de la base las teorias de dinamica hi-
perbolica y dindmica genérica. Invitamos al estudiante entusiasmado a poste-
riormente tomar cursos en estas direcciones.
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2.4. Anosov

Cerramos el capitulo con el estudio de otro sistema paradigmatico que es el
ejemplo més sencillo de lo que se conoce como sistema de Anosov. Lo interesante
de este ejemplo cadtico es que su definicién estd fuertemente relacionada a la
topologia del espacio de fase, esto es, T2. De hecho en otras superficies es impo-
sible definir un sistema con las mismas propiedades dindmicas, y en dimensiones
mayores se conocen restricciones, aunque el problema general estd abierto. El
ejemplo especifico que veremos se conoce como Arnold’s cat map.

Comencemos con la matriz hiperbélica

2 1
(1)
Estudiando valores propios y vectores propios obtenemos los valores

3-5 _3+45
5 -

<1< Ay
2

0< g =

y los espacios

B = <<1f(%“5)>> y B = <<17 1+2“5>>

que como pueden verificar al lector son rectas de pendiente irracional por el
origen, perpendiculares entre si (esto tltimo estd en acuerdo con el teorema
espectral para matrices simétricas).

El sistema que nos va a interesar es la proyeccién al toro de A, esto es
fa : T2 — T2 definido por fa([(z,v)]) = 7(A(x,y)), donde 7 : R? — T2 es el
mapa cociente. Debe verificar el lector que este mapa esta bien definido y que es
invertible, con inversa dada por f4-1. Ademads, este mapa preserva el volumen
inducido por el cociente en T2.

Tenemos que p = 7(0,0) es un punto fijo silla para f4, ya que su dindmica
en B = B(p, %) es conjugada a la del mapa lineal A. De hecho, se puede ver
que

- W3 (p.fa) = w(E* N B((0,0), ) y

« W (p, f) = 7(B* 1 B((0,0), 1),

y nuevamente como hicimos para la herradura de Smale, podemos ver que
= Wop, fa) = Upen 2" (Wi (0, fa)) ¥

= W (p, fa) = Unen FAWL (0, f4)),

pero dado que fa es la proyeccién de A se concluye de lo anterior que

We(p, fa) = m(E*) y W*(p, fa) = n(E"),
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es decir, son proyeccion de rectas irracionales por el origen. A partir de
esto encontramos las siguientes propiedades, similares a lo obtenido para la
herradura, cuyas pruebas quedan a cargo del lector.

1. W*(p, fa) y W*(p, fa) son densas en T2,

2. El conjunto de intersecciones homoclinicas transversales para p es denso
2
en T=.

Figura 2.4: Tlustracion de la distribucién de las variedades estable e inestables
asociadas a m(0) y sus intersecciones homoclinicas para el Anosov lineal.

Esto permite rapidamente mostrar que f4 es topologicamente mixing, y por
lo tanto transitivo.

Ejercicio 2.4.1. Mostrar las propiedades mencionadas para f4.

Si consideramos la familia F* de rectas en R? paralelas as E* y F* el con-
junto de rectas paralelas a E*, tenemos que A(r) € F*, para todar € F, i €
{u, s}, o sea, las familias son preservadas por la matriz hiperbdlica. Ademds
para cualquier segmento J C r € F* se tiene

[A™ ()| = AulJ| = 00,
y de la misma forma para cualquier segmento I C r € F° se tiene

[A™(D)] = A =4 0
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Por lo tanto si tomamos un rectangulo R cuyos lados son Jy, Iy, J1, I1 donde
los J; estan contenidos en rectas de F“ y I; estan contenidos en rectas de F*
para i = 0,1, tenemos que (A" (R))nen es una secuencia de rectdngulos con la
misma propiedad, cuyo lado estable tiende a cero, cuyo lado inestable tiende a
infinito y que se acercan uniformemente a la recta E".

Si ahora R es un rectangulo como antes, pero de didmetro menor que 1,
entonces m(R) = Ry es un rectdngulo en T? ya que 7|z es un homeomorfismo.
Més atin, dado que 7(E") es una recta densa en T? y la propiedad anterior para
la sucesién (A" (R))nen, podemos encontrar un natural N € N tal que 3 (R)NR
contiene (por lo menos) dos rectdngulos maximales Vj y V4 en la altura inestable,
de forma que el mapa fY expande uniformemente en la direccién inestable,
contrae uniformemente en la direccién estable, y mande segmentos verticales en
segmentos verticales y segmentos horizontales en segmentos horizontales. Esto,
como el atento lector debe encontrar, es la misma configuracion que permitio
construir para la herradura una conjugacién con el full-shift! Encontramos asf
el siguiente resultado.

Teorema 2.4.2. Dado cualquier rectingulo en T? con lados en w(F*) y w(F*)
existe N € N y A C R tal que fY|s es conjugado al full-shift. Como consecuencia
tenemos que el conjunto Per(fa) es denso en T?, y entropia topoldgica positiva
para fa.

Figura 2.5: Ilustracion la existencia de herraduras asociadas a intersecciones
homoclinicas.

Las familias m(F%), i = u,s son simplemente el resultado de mandar los
elementos de las familias correspondientes usando 7. El resultado es en ambos
casos lo que se conoce como foliacién, donde cada hoja es una recta irracional,
y por lo tanto densa. En el caso inestable, el mapa expande en las hojas, y
en el caso estable contrae en las hojas. Nuevamente, como pasara con la
herradura, el juego entre contraccién y expansion invariante para el
mapa es la causa de la riqueza dinamica. Esto es propio en dinamica
diferenciable a lo que se conoce como difeomorfismos hiperbdélicos.

Queremos por tultimo mostrar que fa es ademds expansivo. Antes de ha-
cerlo queremos que el lector reflexione lo siguiente: mientras desde el aspecto
diferenciable el caos parece estar asociado a la hiperbolicidad y la existencia de
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intersecciones homoclinicas, se puede decir que la nocién general (o topoldgica)
de caos, esta dada, al menos en nuestros ejemplos, por la expansividad.

Veamos al expansividad de f4. Tomamos a = % y un par z,y con d(z,y) < a.
Consideramos dos levantados Z,7 € R? de x,y tales que dr2(Z,7) < a, que
asumimos no estan en el mismo elemento de F*. Para el caso complementario se
trabaja igual, pero con el pasado de f4. Como para la herradura, la expansividad
precisa del futuro y del pasado!

Sea N el primer natural tal que dg2(AY (%), AN (7)) > a. Se tiene necesaria-
mente que o < dgz (AN (Z), AN (7)) < 3,y por lo tanto se puede concluir que en
el cociente

d(f4 (), fA (v)) > e,

lo cual implica la expansividad con constante .

Vale mencionar en este momento de las notas, un trabajo impresionante den-
tro de los sistemas dinamicos debido al matematico uruguayo Jorge Lewowicz,
[8], donde se clasifica los sistemas dindmicos que son expansivos en superficies:

= en la esfera no pueden haber,

= en el toro deben ser conjugados a algin sistema Anosov lineal: fa, A €
S1(2,Z) hiperbdlica,

= en género mayor debe ser conjugado a los modelos que se conocen como
pseudo-Anosov,

lo cual muestra la riqueza de la propiedad de expansividad, que aparece
como algo conceptualmente general y deriva en modelos rigidos.

Por dltimo queremos mencionar que la construccién de difeomorfismos de
Anosov lineales se puede hacer en el toro de cualquier dimensién T"™ partiendo
de una matriz hiperbélica de Sl(n,Z), y que todos estos ejemplos resultan ser,
como en los casos anteriores, estables en la topologia C'.
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Capitulo 3

Teorema de
Poincaré-Bendixon

Como se mencionara en las consideraciones al principio de las notas, en la
teoria cualitativa de los sistemas dinamicos el espacio de fase, y en particular su
dimension tienen especial relevancia. Por ejemplo, una érbita periédica para un
flujo en el plano o la esfera de dimensién dos, tiene propiedades de desconexion
que en dimensiones mayores no se tienen. Es por este tipo de fuerte relaciona-
miento dindmica-espacio que el desarrollo de la dindmica en superficies forma
una teoria aparte dentro de los sistemas dinamicos.

Uno de los resultados clasicos en este dominio, es el de Poincaré-Bendixon,
que surge de la busqueda de 6rbitas periddicas para cierto tipo de sistemas
particulares en dimensién dos ([2]). La versién que hoy se tiene es producto de
un desarrollo a lo largo de mas de un siglo, y se encuentran ademas en este
tiempo fuertes aplicaciones del teorema, en distintas ramas de la ciencia.

El resultado establece en particular que para una orbita acotada de un flujo
del plano o bien su omega limite contiene singularidades, o coincide con una
orbita periddica. Esto se transforma en una herramienta fundamental para pro-
bar la existencia de érbitas periddicas.

3.1. Demostracion del teorema

En esta seccién desarrollamos la prueba del teorema de Ponicaré Bendixon.
El enunciado del teorema que veremos, dado por el teorema 3.1.1, no es la
version mas general, aunque contiene las ideas més importantes. Tomamos esta
opcion en pos de la claridad en la exposicién. Al final del capitulo se introduce
un ejercicio que completa el resultado.

Teorema 3.1.1. Sea ¢ : R x R2 — R? el flujo asociado a un campo X de clase
Cl y un punto x € R? tal que O(x, ¢) es acotada. Entonces se tiene una de las
siguientes propiedades:
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1. w(z) N Sing(¢) # 0.

2. w(x, ) es una drbita periddica no singular O.

Ademds, en el dltimo caso o bien x € O, o siendo Uy la componente coneza
de M\ O que contiene a x se tiene que O es un atractor en cl[Uy] = Uy U O.
El mismo resultado vale para flujos de la esfera S?.

El resultado vale para flujos sin la necesidad de pedir la regularidad del
campo. Sin embargo la prueba para el caso C° es mucho maés dificil, y fue
lograda tiempo después de conocer el resultado para el caso diferenciable, como
se puede ver en [2]. Para obtener el caso CY, hubo que responder a la pregunta
de si siempre un flujo C° es conjugado a uno C! (esto es, asociado a un campo
C1) en un sentido geométrico: la conjugacion es un mapa que manda 6rbitas en
orbitas, pero no guarda relacién entre los tiempos de los respectivos flujos. Este
problema fue resuelto en 1986 por C. Gutierrez en superficies. Ver [2].

Para probar el caso diferenciable se acude a una herramienta fundamental:
caja de flujos para puntos requlares. Dado un punto regular z € M para un flujo
¢ actuando en una variedad M de dimension n, una caja de flujo es un entorno
V' de z tal que existe un homeomorfismo h : R™ — V tal que fijados 1, ..., Z,_1
se verifica:

h(t,z1,...,2n—1) C O(x0, ) para todo t € Ry algtin z¢ € M.

Dicho de otra forma, cada curva h(-, x1,...,2,—1) es un segmento de dérbita
para el flujo. Bien puede suceder que distintos segmentos como el mencionado
estén contenidos en la misma drbita O(zg, ¢).

Ejercicio 3.1.2. Construir un ejemplo donde la ultima afirmacion se sostiene.

La construccién en general de este tipo de entornos para puntos regulares
se reduce a la existencia de secciones transversales al campo por p, que luego
se empujan por el flujo para crear una caja de flujo. En el caso diferenciable, la
construccién de la seccion transversal y luego de la caja de flujos es relativamente
sencilla. Veamos esto.

Definimos seccion transversal por el punto regular z como cualquier funcién
s:R"™ 1 — M con s(0) = z que sea un difeomorfismo sobre su imagen, y tal
que

Im(d,s) ® X (s(p)) = T,M para todo p € R""*,

En palabras, la sub-variedad s(R" ') debe ser transversal a toda solucién del
campo en los puntos de interseccién. Se suele abusar notacion llamando seccion
transversal no al mapa s sino a su imagen S = Im(s), y nosotros asf lo haremos.

Veamos que la existencia de seccién transversal, implica la existencia de caja
de flujo.

Proposicién 3.1.3. Sea s : R" ! — M una seccién transversal para un punto
reqular z € M del flujo ¢ : R x M — M. Entonces existe una caja de flujo V-
para z.
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Figura 3.1: Tlustraciéon de una caja de flujo, y de la imagen de una seccion
transversal.

Demostracion. Queremos encontrar el difeomorfismo h : R™ — M que nos
defina la caja de flujo h(V'). Para esto tomamos

Rt a1,y @n1) = (de(s(x1, .oy @n-1)),8(x1, ..., Tpn_1)).

En otras palabras las coordenadas x1, . .., z,_1 definen el punto a considerar en
la seccion transversal, y con la coordenada t lo hacemos fluir segtn el flujo. El
diferencial en 0 para el mapa h queda dado por

doh*(vl, NN ,’Un) = (X(O), doS(’Ul, SN ,’Unfl)),

lo cual implica que es un isomorfismo. Entonces, el teorema de la funcién in-
versa para mapas diferenciables nos dice que h* es un difeomorfismo local, es
decir h*|g : B = h* (B) con B = I"™ para un intervalo abierto I = (—¢,¢)
suficientemente chico, es un difeomorfismo. Considerando ahora ¢ : R® — B
dado por q(z1,...,2,) = Z£(arctg(z1),...,arctg(z,)) obtenemos que

h=h"oq

define la caja de flujo V' = h(B).
O

La caja de flujo es utilizada en el estudio de flujos en diferentes contextos.
En particular, su aplicaciéon mas fuerte en dimensién dos lleva como veremos
al teorema de Poincaré-Bendixon, y en dimensiones mas altas también existen
importantes aplicaciones. Continuamos ahora con la prueba del teorema.

Para un punto regular z € M de un flujo ¢ asociado a un campo C' siempre
podemos construir una seccién regular, y por lo tanto una caja de flujo, segiin
la ultima proposicién. Este es el paso que guarda la dificultad si perdemos la
diferenciabilidad. Veamos esto en el caso diferenciable.

Considerando el subespacio vectorial F = X (z)*, y cualquier sub-variedad
S de clase C' en M por z con T.S = E, tenemos dada la regularidad del campo
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que en un entorno U de z para todo punto y € S se tiene T,,S & X (y) = T, M,
concluyendo que S es una seccién transversal.

En dimensién dos tenemos que la seccién transversal es un arco, como se
ilustra en la figura 3.2.

\

M

> I

e~ B

5:?

Figura 3.2: Ilustracién de una caja de flujo en dimensién dos, con una seccion
transversal dada por el arco rojo.

1Y

\

\

El arco S lo orientamos en general de forma que con la direccién del campo
formen una base positiva del plano (en el dibujo hacia arriba), y en general solo
consideramos parametrizaciones « : R — S que preservan orientacién, y tales
que a(0) = z. Decimos que la seccién transveral S estd adaptada a la caja de
flujo V' si V'\ S es exactamente dos componentes conexas. Como consecuencia de
lo hecho anteriormente, en el caso diferenciable siempre se puede considerar cajas
de flujos con secciones transversales adaptadas para cualquier punto regular z.

Para una seccién transversal S y un punto x € M con Oy (x,¢) NS #
definimos los tiempos de retorno como la sucesién de reales ¢; definida en N o
un subconjunto finito de la forma {0,1,...,n} dada por las condiciones:

L. ¢ti (‘T) € Su
2. si4 < j entonces t; < t;.
3. ¢t(x) € S para todo t € Tm(t,,)°.

Para la sucesién de tiempos de retorno (¢;);ep, se define la sucesidn de
retornos por p; = ¢y, (x) para todo i € D. El lector debe verificar que esto
siempre se puede definir.

Introducimos notacion para el siguiente lema. Dada una seccién transvesal S
adaptada a una caja de flujo segtin una parametrizaciéon «, podemos definir los
intervalos abiertos, cerrados y semiabiertos entre puntos s, s’ de S, con s < s’
segin «, de forma natural, y los notamos por (s,s’),[s, '], [s, s’), (s, ']. De la
misma forma la identificacién a permite definir las semirrectas de S. Dado I C S
un intervalo (de cualquer tipo), todo S o una semirrecta de S, y una constante
€ > 0 definimos los conjuntos

vin= U &l . vio= U @y

zelte(—e,e) zelte(0,e)
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o= U s,

zel,te(—e,0)

El lector debe verificar cada uno de estos conjuntos es homeomorfos al espacio
I xR, y que siempre que partamos de un intervalo abierto cada conjunto es un
abierto del plano. Veamos el siguiente lema.

Lema 3.1.4. Sean M el plano o la esfera, z un punto reqular de un flujo ¢,
V' una caja de flujo para z y S una seccion transversal adaptada a V' segin
la parametrizacion « : R — S. Entonces si (tp)nep es la sucesidn de tiempos
de retorno para un punto x, se tiene que la sucesion p; = ¢, (x) es mondtona
(creciente o decreciente) segin la parametrizacion «.

Demostracion. Si la sucesion es constante no hay nada que verificar. Si no lo
es, tenemos al menos ¢y < t; y asumimos py < p1 (el caso complementario se
resuelve igual). Si la sucesién estd definida solo para 0y 1 tampoco hay nada que
verificar. Supongamos que esta definida también para 2, generando el elemento
to. Afirmamos que p; < po, y para demostrarlo suponemos por absurdo que no
fuera el caso.

Observe el lector que p2 no puede coincidir con p; ya que de lo contrario
entre el tiempo t; y t5 la érbita debe pasar por pg, definiendo un nuevo retorno
en un tiempo del intervalo (¢1,12).

Definimos la curva simple y cerrada I' dada por la concatenacién de
(6¢())tefto,t,) ¥ €l segmento [po, p1] en S, orientada segiin el flujo. Podemos ver
que esta es efectivamente una curva simple y cerrada, y por lo tanto segin el
teorema de Jordan separa al espacio M en exactamente dos componentes Uy
y U identificadas a partir de la orientacion de I'. Note el lector que I' solo
intersecta a la caja de flujos en dos segmentos de orbitas: uno que empiezan en
po y otro que termina en p; (segun la orientacién de la curva).

Podemos entonces considerar ¢ > 0 tal que los conjuntos V" ((po,p1)) y
V-~ ((po, p1)) estén en distintas componentes conexas de R?\I', digamos V" ((po,p1)) C
Us.

Siendo S’ la componente conexa de S\ {po} que contiene a p; (y por lo
tanto a (po,p1)) tenemos que V:(S’) C Uy, ya que dicho conjunto es un abierto
conexo que no intersecta a I' y que contiene a V" ((po, p1)), lo cual implica que
[p1,+00) estd contenido en Uy. En particular tenemos que ;¢ oy ¢1(p1) C Ut
Siendo S” la restante componente conexa de S\ {pg} se puede observar por el
mismo argumento usando esta vez V.~ (S” U [po, p1]) que S” estd contenida en
Up.

Dado nuestro supuesto, se tiene pa € S”U[pg, p1), y por lo tanto debe existir
t* € R tal que t; < t* <ty y que la curva (¢s(x))se(s, ,++) C U mientras que
¢ () € T. Veamos que es imposible.

= En caso de que p* := ¢ (x) € T'\ [po, p1) tenemos necesariamente para
s € [t*,t2] que ¢s(z) = p1, lo cual implica p; = pa, siendo imposible como
mencionamos al principio de la prueba.
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= En caso de que p* € [pg,p1), se tiene que ¢ _5(x) = z € Up para
algin nimero positivo § < e, mientras que por otro lado tenemos 2’ €
V- ([po,p1)) C Up tal que ¢s(2') = p*, negando la inyectividad de ¢s.

Para los siguientes tiempos de retorno, se puede mostrar la monotonia por

una induccién basada en el mismo argumento que ya hicimos.
O

Un segundo lema queda dado como sigue.

Lema 3.1.5. Sea z punto reqular segin un flujo ¢ asociado a un campo C* en
el plano o la esfera, que ademds es recurrente. Entonces z es periodico, sucesion
de tiempos de retorno a cualquier seccion transversal S por z adaptada a una
caja de flujos V' es periddica y la sucesion de retornos es constante.

Demostracion. Fijemos una caja de flujo V' para z con una seccién transversal S.
Por ser z recurrente su sucesion de tiempos de retorno a S debe estar definida
para todos los naturales, obteniendo (¢;);cn. Esto dado que su érbita futura
va a ingresar infinitas veces a la caja de flujo. Si mostramos que la sucesién
pi = ¢¢,(2) es constante se tiene el resultado completo.

Supongamos que tenemos un primer tiempo ty y un segundo tiempo t1 > tg
tal que p; # po. Para la caja de flujo V' tomamos los segmentos de érbita I
e I; por pp y p1 maximales de forma que cada uno de ellos separan V en dos
componentes conexas. Sea U la clausura (en V) de la componente conexa de
V' \ I1 que no contiene a po. El lema anterior implica que para todo i > 1 se
tiene p; en U, y por lo tanto dada la geometria del flujo en V se tiene

U 2| nvcu.

t>t1

Esto implica que ¢y, (z) no es un punto recurrente, llegando a un absurdo.
O

Lema 3.1.6. Sea z € M wun punto periddico no singular para un flujo ¢ de
la esfera o el plano, con z € w(x, @), v € O(z,¢)¢ y Uy la componente conexa
de M\ O(z,¢) que contiene a x. Entonces O(z,¢) es un atractor en cl[Uy] =
UoUO(z,9). En particular w(z, @) = O(z, ¢).

Demostracion. Sea V' una caja de flujos por z que no contiene a z, con S una
seccion transveral adaptada parametrizada por «, de modo que por el tltimo
lema S N O(z,¢) = z. Tenemos que que ST = (0,400) C S estd contenido en
Uyy ST = (—00,0) C S en Uy, donde Uy y U; son las componentes conexas
de R?\ O(¢, 2), o la situacuén complementaria. Asumimos lo escrito, para el
otro caso se trabaja igual. Dada la continuidad del flujo, podemos elegir una
caja de flujo V' C V' por z tal que para todo y € V' se tenga que ¢r(y) € V,
y por lo tanto, todo y € V N Uy tiene al menos un retorno en tiempo positivo
a ST. Méas atin, si p € ST es un punto periédico su érbita es una curva simple
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cerrada O que intersecta ST en un solo punto lo cual implica que una de las
componentes conexas de R? \ O contiene a S~ y por lo tanto contiene a cl[U;].
A partir de esto podemos suponer, eligiendo V' lo suficientemente chica, que si
p es periédico en ST NV entonces su 6rbita O separa a x de O(z, ¢).

Siendo (p;)ien los retornos a S de x, tenemos que p; € S* paratodoi € Ny
mas atn, por el lemma 3.1.4 la sucesién debe ser mondtona decreciente. Podemos
ver que inf;en{p;} = 2z ya que esta sucesién esta forzada a acumular en z dadas
las hipétesis. Si p* el primer elemento la sucesién (p;);eny en STNV = I (dado por
un intervalo que orientamos como ST), podemos ver que para todo y € [0, p*]
se tiene que el primer retorno p;(y) de y estd en (0,y): de lo contrario podemos
considerar en I el conjunto A de los que vuelven abajo de si mismo, y el conjunto
B de los que vuelven arriba de si mismo. Estos son abiertos en I por continuidad
del flujo, y A es no vacio por contener elementos de la sucesién (p;)ien. Por su
parte AU B = I ya que un punto que vuelve sobre si mismo debe generar
una Orbita periddica que separa x de z, lo cual no puede pasar en nuestras
hipétesis. Luego B = (). M4s atin, se tiene que la sucesién de retornos p;(y)
para y € I es decrecietne, y tiene por infimo a z, ya que de lo contrario siendo
Poo = Infien{pi(y)}, tal punto debe volver sobre si mismo siendo que si vuelve
abajo no puede ser tal infimo y su vuelva arriba viola la monotonia de la sucesién,
generando nuevamente una orbita que separa x de z.

Ahora bien, por las consideraciones hechas, el conjunto

U=J (0,07

>0

es un entorno de O(z, ¢) en cl[Uy], tal que ¢5(U) C U para todo s € R. Més ain
como cualqueir punto en U estd en la 6rbita futura de algiin punto de [0, p*], se
tiene que

() 6:(U) = O(z,9),

t>0

o sea, O(z, ¢) es un atractor en cl[Up]. O
Estamos listos ahora para probar el teorema.

Prueba del teorema 3.1.1. Supongamos que w(x, ¢) no tiene singularidades. Co-
mo O(x, ¢) es acotada, se tiene que w(z, @) es compacto y por lo tanto contiene
puntos recurrentes (ver ejercicio 1.2.1). Siendo z € w(x,¢) punto recurrente,
tenemos por 3.1.5 que O := O(z, $) es una 6rbita periddica sin singularidades.
Ahora bien: si x € O se concluye el resultado. Si x € O° entonces el lema an-
terior 3.1.6, nos dice en particular que w(z, ¢) C O lo cual, complementado con
el resto del lema, concluye el resultado.

O

Veamos importantes corolarios que haremos con generalidad C°, aunque la
prueba que obtuvimos del teorema de Poincaré-Bendixon es para campos C*.
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Corolario 3.1.7. Supongamos que ¢ es un flujo en un disco cerrado D'. En-
tonces, ¢ tiene al menos una singularidad.

Demostracion. Supongamos para una contradiccién que no es asi. Lo primero a
observar es que el borde de D debe ser una orbita peridédica, ya que es invariante
y no contiene singularidades. Si x es un punto del interior de D entonces o
bien w(z) N ID = 0, o a(x) N dD = ) dado el lema 3.1.6 adaptado a esta
situacién. Esto implica por Poincaré-Bendixon que encontramos al menos otra
orbita periddica O; en el disco abierto maximal que contiene D. Esto mismo se
puede argumentar con cualquier otro disco invariante dentro de D.

Tomamos ahora la familia F de discos cerrados invariantes dentro de D y los
ordenamos de forma que D < D’ sii D’ C D. Dada cualquier cadena (Dg,)acr
consideramos el conjunto

Lo =[] Da-
acl

Este conjunto va a ser un cerrado invariante dentro de D. Tomando z € Lo,
tenemos que necesariamente w(z) C Lo, es una orbita cerrada O, ya que no
hay singularidades. Pero entonces existe un disco cerrado con borde O dentro
de Lo que serd cota superior de la cadena. Por lo tanto el Lema de Zorn nos
garantiza la existencia de un elemento maximal en F que llamamos D,. Ahora
bien, el primer razonamiento de la prueba se aplica para D, encontrando un

disco cerrado invariante propiamente contenido, cuya existencia da un absurdo.
O

Corolario 3.1.8. Sea ¢ un flujo del plano, con al menos una drbita acotada.
Entonces ¢ tiene al menos una singularidad.

Demostracion. La prueba es andloga a la del corolario anterior.
O

Corolario 3.1.9 (Poincaré-Hopf). Sea ¢ un flujo en la esfera S?, entonces tiene
al menos una singularidad.

Demostracion. Asumamos para una contradiccién que no hay singularidades
para ¢. El lema 3.1.5 nos dice que cualquier punto recurrente debe ser periédico,
por lo tanto tenemos al menos un punto peridédico z. Su érbita es un loop
cerrado, y por lo tanto el teorema de Jordan nos dice que separa a S? en dos
componentes Uy y Uy cuyas clausuras Dy y D; son discos cerrados invariantes.
Aplicando el corolario anterior en estos discos llegamos a la necesidad de tener
una singularidad, lo cual es absurdo.

O

Este resultado es un caso particular del fundamental teorema que se conoce
como Poincaré-Hopf. Estos teoremas tienden a vincular las singularidades de un
flujo con la topologia del espacio de fase, a través de la caracteristica de Euler
de los mismos. Como corolario de este importante resultado, se puede deducir

1Esto es, homeomorfo a D.
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el fundamental teorema de punto fijo de Brouwer en dimensiéon dos como sigue.
Notamos por D el disco unidad del plano R2. Los detalles quedan a cargo del
lector.

Corolario 3.1.10 (Brower en el disco). Sea un mapa continuo f : D — D.
Entonces el mapa contiene al menos un punto fijo.

Demostracién. Dado que los mapas C' son densos en el espacio de mapas con-
tinuos del disco respecto a la topologia uniforme, basta probar el resultado para
el caso C'. Supongamos por una contradiccién que existe un mapa f : D — D
de clase C! sin puntos fijos, esto es f(x) # z para todo x € D.

Podemos definir a partir de este mapa, el campo Y : D — D de clase C*
dado por Y(x) = = — f(z) que no contendrd singularidades ya que f no tiene
puntos fijos. Mds atn si tomamos = € 9D tenemos que Y (x) apunta hacia
afuera del disco, es decir, su componente en la normal n(z) saliente al disco
en el punto = es positiva. Esta situacion permite modificar el campo Y en un
entorno del borde 9D de forma que ahora obtenemos un nuevo campo X que
no tiene singularidades, y tal que X (z) = n(z) para todo x € dD.

Utilizando la proyeccién estereografica desde el (0,0,1) de la esfera S? al
plano, podemos proyectar el campo X al hemisferio sur Eg (esto es, S? N
{(z,y,2)}2<0). Este campo Xs es de clase C! y no tiene singularidades. Ademéas
en el ecuador, S N {(z,y,2)}.—0 el campo es constante, y de la forma (0,0, a)
con a > 0. Ahora bien, utilizando la proyeccién estereografica desde el (0,0, —1)
del campo —X podemos obtener ahora un campo X'y en el hemisferio norte,
cl[S? \ E,], con exactamente las mismas propiedades que Xs.

Esto nos define un campo de clase C! en S? que no tiene singularidades, lo

cual contradice el resultado de Poincaré-Hopf.
O

Cerramos la seccion con dos ejercicios importantes. El primero mejora el
enunciado aqui presentado del teorema de Poincaré-Bendixon como se advirtié
en la introduccién, mientras que el segundo ahonda en los resultados del tipo
de Poincaré-Hopf.

Ejercicio 3.1.11. *

Sea ¢ : R x M — M un flujo en el plano o la esfera, con un conjunto discreto
de singularidades. Sea x € M cuya 6rbita es acotada y tal que w(z, ¢)NSing(¢p) #
() . Mostrar que se tiene la siguiente estructura para w(x, ¢).

1. Para todo z € w(x, ¢) que es recurrente, se tiene que z € Sing(¢).

2. Para todo z € w(x, $) N Sing($)¢ se tiene que w(z, ¢) es un tnico punto en
w(x, ) y lo mismo vale para a(z, @).

3. Mostrar que si w(x, ) contiene més de un punto, toda singularidad zg €
w(zx, @) es el omega limite de algiin punto z; € w(z, @) y el alfa limite de
algiin punto z3 € w(x, ) a la vez.

Ejercicio* 3.1.12. *
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1. Mostrar que un flujo del plano que tiene un punto no errante, tiene una
singularidad. Este resultado es cierto en general para homeomorfismos del
plano (cambiando singularidad por punto fijo), como se desprende de la
teoria de Brouwer en el plano.

2. Construir en S? un flujo con una tnica singularidad.

3. Mostrar que el dltimo corolario no es cierto para la esfera S3, es decir,
construir en esta esfera un flujo sin singularidades.

3.2. La ecuacién de Van der Pol

Veamos una aplicacién del teorema de Poincaré-Bendixon a travéz de la ecua-
cién diferencial de Van der Pol. Esta es una variante del oscilador amortiguado,
dada por

i+x=pu(l—2*i

donde p es un parametro positivo. La misma fue descubierta por Van der Pol
trabajando en problemas de ingenieria y tiene importantes aplicaciones ([6, 10]).
Integrando la ecuaciéon respecto del tiempo, surge el sistema

(3.1)

t=y+ F(x)
Y=z
3

donde F(z) = pu(x — %) es primitiva de pu(1 — 2%). Para u = 0 esta es la
ecuacion de un péndulo lineal, donde todas las érbitas son periddicas, y for-
man circulos centrados en el origen. Al variar el pardmetro, Van der Pol ob-
servé experimentalmente que sobrevive una érbita periédica con caracteristicas
geométricas peculiares ([0]). La demostracién de que efectivamente esta érbita
existe es una aplicaciéon no trivial de Poincaré-Bendixon que desarrollamos a
continuacion.

Si linealizamos en el origen obtenemos el sistema

T\ _ (p 1 T
()=o) (3)
cuyos valores propios son #+”2‘L274, - ”2#274. Aplicando el teorema de
Hartman-Grobman encontramos que para p > 0 el origen es un repulsor para
3.1. Buscamos ahora un anillo topolégico del plano menos el origen que sea
positivamente invariante, esto es A C R homeomorfo a un anillo, tal que ¢ (A) C
A para todo tiempo t > 0, donde ¢ es el flujo asociado a 3.1. Esto en particular
nos dard la existencia de érbitas acotadas lejos del origen, y siendo que no hay
otra singularidad para la ecuacién que (0,0), el teorema de Poincaré-Bendixon

nos da la existencia de una dérbita periddica que deberd estar contenida en este
anillo.
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Para encontrar tal anillo basta encontrar dos curvas simples cerradas disjun-
tas I'1, 'y tales que si notamos por D;, ¢ = 1,2 la componente conexa acotada
de T'® (dadas por el teorema de Jordan) se tiene

i (0,0) € Dy N Do,
ii D; C Dy
iti ¢¢(T'y) C DY para todo t > 0,
iv ¢, (I'y) C cl[D3] para todo ¢t > 0.

La existencia de I'; surge del hecho de que (0,0) sea un repulsor, lo que
implica que un circulo de radio r; suficientemente chico y centrado en 0 debe
cumplir i,ii,iii para cualquier curva I's suficientemente alejada del origen, con
(0,0) € Ds. Resta encontrar I's verificando iv, que es la parte dificil.

Estudiando este campo con detalle, se pueden encontrar las siguientes propie-
dades (recomendamos al lector generar figuras que clarifiquen las afirmaciones).

a) Toda curva solucién que arranca en un punto (0,y0),yo > 0y suficiente-
mente grande volverd a cortar el eje {0} X R por primera vez en un punto
(0,91) con 31 < 0.

b) Ademds, el arco definido entre los puntos (0, 40) vy (0,y1) estard contenido
salvo por sus extremos en el semiplano {(z,y) : x > 0}, y formara junto
al segmento {0} X [y1,yo] el borde de un conjunto convexo.

d) Dada la simetria impar del campo, que si (z(t), y(t)) es una curva solucién,
entonces (—x(t), —y(t)) también lo es.

La clave para entender estas observaciones, es estudiar la pendiente del cam-
po, y comprobar que comenzando de un punto (0, yo) de mucha altura, la trayec-
toria tendrd un unico punto con tangente vertical hacia abajo en (z1, —F(z1))
(elemento del gréfico de —F'), donde a su vez x1 se puede considerar tan gran-
de como se quiera, conforme se tome yo grande. Dada esta situacién, para
yo suficientemente grande se puede ver que la trayectoria descendera desde
(x1, —F(x1)) hasta un punto (x2,0) que se puede nuevamente considerar con
xo arbitrariamente grande. Razonando ahora desde este punto (x2,0), la tra-
yectoria para xo suficientemente grande debe llegar a un punto de la forma
(0,41). Analizando en detalle lo anterior, se puede mostrar ademds que para g
suficientemente grande, la trayectoria describird un convexo como se afirma.

Dadas estas observaciones, si probamos que para algin yg > 0 suficientemen-
te grande la correspondiente ordenada de retorno y; < 0 cumple que |y1| < yo,
obtenemos la curva simple y cerrada

Iy =~ v1-0-vy, donde

= v es el arco solucién de la ecuacién desde (0,y0) a (0,y1),
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= v; es un arco simple contenido en {0} x R desde (0, 1) hasta (0, —yo),

= /3 es el arco solucién desde (0, —yo) hasta (0, —y;) (simétrico respecto al
origen de 7),

= vy es un arco simple contenido en {0} x R desde (0, —y1) hasta (0, yo).

Este arco I'y claramente verifica el punto iv, es decir ¢;(I'2) C cl[Ds] para
todo ¢ > 0. Ademés, conforme el punto inicial (0,y0) se toma lejos del origen,
la curva I's tendrd su imagen cada vez mas distante del origen. Por lo tanto,
para obtener la aplicacion del teorema de Poincaré-Bendixon resta probar que
si partimos de yq suficientemente grande obtendremos —y; < .

Para yo > 0 consideramos el arco de solucién v = (71,72) : [0,t1] — R? tal
que v(0) = (0,y0) y v(t1) = (0,y1). Si consideramos la funcién norma R(x,y) =
22 + y?, tenemos que

il =0 = R(0) = ROO) = [ GRo0

de donde operando y utilizando el campo de 3.1 obtenemos

ly1] —yo = /O 1 291 (t)F (1 (1)) dt.

El término ~y;(t) serd siempre positivo para t € (0,¢;) dado el punto b) de
las observaciones. En cambio F(7(t)) serd negativo siempre que vi(t) > /3
y serd positivo siempre que v1(t) € (0,4/3). Dada la observacién ¢) tenemos
que existen dos tiempos a,b con 0 < a < b < t; tales que v, (t) € (0,1/3) sii
t € (0,a) U (b,t1). Ahora bien, estudiando nuevamente el campo podemos ver
que cuando yg — +00:

= a—0,b— 1y por lo tanto f(o Wby O F(71(t)) dt = 0.

b
o [ O F () — —oc.
Lo cual permite concluir que para yg suficientemente grande, tenemos

ly1| —yo <0,

obteniendo asi la curva I's, el anillo deseado y finalmente la aplicacion del
teorema de Poincaré-Bendixon para la existencia de érbitas periddicas de 3.1.

Cabe mencionar que afinando los argumentos presentados se puede probar
que debe existir una unica érbita periédica para el sistema, problema que deja-
mos como interesante ejercicio para el lector.

Ejercicio 3.2.1. Probar que la 6rbita periédica para 3.1 es unica.

Por 1ltimo mencionamos que el andlisis hecho se puede extender a la familia
de ecuaciones diferenciales
i+x=f(x)i

pidiendo condiciones para la primitiva F' de f.



Capitulo 4

Teoria de Rotacién en S!

Como se mencionara en las consideraciones iniciales de las notas, los sistemas
hamiltonianos integrables suelen inducir, segin la teoria, dindmicas en toros n-
dimensionales dadas por traslaciones racionales o irracionales (ver por ejemplo
el teorema de Arnold-Liuville en [5]). Dichos sistemas surgen de situaciones
ideales, y uno estd naturalmente interesado en saber que pasa al perturbar
el Hamiltoniano que define el sistema, y en particular, que le sucede a estos
toros invariantes y a sus dinamicas. En tal sentido existe una importante teoria
llamada teoria KAM, por Kolmogorov-Arnold-Moser, que asegura la existencia
de una continuacién de algunos de estos toros invariantes y sus dindmicas para
perturbaciones analiticas, chicas y conservativas.

Aunque esta teoria se desarroll6 en el siglo XX, Poincaré ya intuia este tipo
de resultados. Esto motivd que estudiara como pueden ser las posibles dindmicas
que surgen de perturbar las traslaciones rigidas del toro, en particular del toro
T2,

Cuando uno considera este problema, encuentra facilmente una reduccién a
estudiar la dindmica en el circulo S': para una traslacién rigida dada podemos
considerar un circulo transversal ¥ que serd una seccién de Poincaré. Al con-
siderar perturbaciones de la traslacion rigida que sean suficientemente chicas,
este circulo seguird siendo una seccién de Poincaré para la nueva dinamica. Por
lo tanto la dindmica del flujo perturbado, queda determinada por la de un ho-
meomorfismo del circulo. Ademas, dada la construccién del mismo, fijada una
orientacién en X, este homeomorfismo preservara dicha orientacién.

Es asi que Poincaré comenzoé un estudio sistematico de la dindmica de ho-
meomorfismos del circulo que preservan orientacion, a través de un invariante
topolégico dado por un niimero conocido como el nimero de rotacion. El mismo
tiene que ver con la velocidad promedio con que se mueven los puntos, y a partir
de él se puede lograr una fina descripcién de la dindmica, como veremos en este
capitulo.
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4.1. Numero de Rotacion

Para introducir el niimero de rotacién precisamos de algunos hechos topolégi-
cos previos. Nuestro modelo canénico para el circulo es el cociente S' = R/z.
Como bien sabemos, para inducir un mapa f : S — S! basta definir una funcién
F : R — R que respete las clases de equivalencia, esto es

F(x) ~ F(z') siempre que z ~ 2, (4.1)

y luego f(z) := m(F(&)) para cualquier Z en la clase .

Cabe entonces la interesante pregunta de si todo mapa f : S' — S' se obtiene
de este modo. La respuesta es positiva y se puede obtener de resultados bésicos
de topologia algebraica que son generales de la teoria de cubrimientos. Podemos
de todos modos intentar aqui una prueba para homeomorfismos del circulo.

Teorema 4.1.1. Sea f : St — S! un homeomorfismo. Entonces existe un
homeomorfismo F : R — R tal que preserva las clases de equivalencia y f(x) =
7(F(%)) para todo x € S' y todo & representante de x. Mds ain, o bien F(zx +
m) = F(x) +m para todo x € R ym € Z o F(x +m) = F(x) —m para todo
reRymeN.

Demostracion. Consideramos el intervalo I = (0, 1) que se proyecta a S\ {0} y
otro intervalo J que se proyecta a S*\ {f(0)}. La restriccién del mapa cociente
a cada uno de estos intervalos es un homeomorfismo, y la de f|; : 7(I) — m(J)
también lo es. Definimos F' : I — J dada por

F(z)=n"0 fon(z),

donde w}l es la inversa del homeomorfismo 7| ;.

Dado que f es continua, necesariamente tenemos una extensién continua
del mapa F a un mapa F : [0,1] — J. Més atn, por el mismo argumento de
continuidad se obtiene que F(1) = F(0) + k, con k, € Z, y por lo tanto k, es 1
o -1, ya que J proyecta inyectivamente sobre S'.

Extendemos ahora F' a F': R — R de la siguiente forma:

F(x+j) = F(x) + jk,, paratodo j € Zy x € [0,1]

que define tnicamente a la funcién F' : R — R continua como debe verificar
el lector (basicamente estamos copiando el grafico de F' : I — J sobre los
intervalos enteros, de forma de obtener una funcién continua). Se tiene ademds
por definicién que para cualquier z € R, F(x) = F(2')+n cona’ € [0,1], n € Z,
tal que ' ~ z, y por lo tanto respeta las clases de equivalencia. A su vez por
este mismo hecho se tiene que

m(F(x)) = n(F(2')) = f(n(x)),

donde la dltima igualdad esta dada por construccion.
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Aunque la prueba que vimos la hicimos para homeomorfismos, que es lo
que usaremos a continuacion, se puede mejorar los argumentos para hacer una
prueba general. A tal mapa F' se le llama levantado de f. Recordamos que un
homeomorfismo del circulo preserva orientacion si dentro de cada intervalo del
circulo preserva la orientacién natural del mismo, y llamamos por Homeo (S')
al espacio de estos homeomorfismos (con la distancia uniforme). Si tomamos F'
levantado de f € Homeoy (S!) tenemos F(x + m) = F(z) + m para cualquier
real z y cualquier entero m. Las siguientes propiedades no son dificiles de probar
y quedan a cargo del lector.

Proposicién 4.1.2. Sea f: S — S' continuo. Entonces

1. Dado un levantado F de f se tiene que F + k, k € Z es también un
levantado. Mds ain el conjunto de mapas {F + k}rez coincide con el
conjunto de todos los levantados posibles.

2. Si f € Homeo, (S') entonces cualquier levantado F es un homeomorfismo
mondtonamente creciente de R.

Fijado un mapa f € Homeo (S') y un levantado F, definimos para un punto
relR .
pnla, F) = M

n
Este valor se puede pensar como la velocidad promedio de x para el mapa
F', reintrepretandolo como

n—1
pn(z, F) = % <Z F(F'(z)) — F(Fl—l(x))> '
i=0

El teorema que define el niimero de rotacion es el siguiente.

Teorema 4.1.3 (Niimero de Rotacién). Sea F un levantado de f € Homeo, (S').
Entonces existe un nimero real p(F) tal que

p(F) = lim py(, F)

para cualquier x € R. Mds ain, p(F) = % € Q con (p,q) =1, si y solo si
existe v € Pery(f) tal que para cualquier representante & € R se tiene F9(%) =
T+ p.

A este ntmero se le suele llamar numero de rotacion de [ para el levantado
F'. Si tomamos otro levantado G, que por la proposicién 4.1.2 debe ser G =
F+k, k €Z,y a partir de esto se puede ver facilmente que p(G) = p(F) + k.
Por lo tanto podemos definir el invariante para f o bien por toda la tira de
nimeros {p(F') + k}rez o por su representante p(F') (mod 1). Por lo general se
trabaja con un levantado fijo, y analizando su ntmero de rotacién se obtiene
toda la informacién necesaria.

En lo que sigue se desarrolla la prueba del teorema 4.1.3. Primero, nos con-
centramos en la relacién entre el nimero de rotacién y las érbitas periddicas.
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Proposicién 4.1.4. Sea F un levantado de f € Homeo, (S'). Entonces existe
p(F) y p(F) = % con p,q € Z sii existe v € Perg(f) tal que para un levantado
I de x se tiene F1(Z) = T + p.

Demostracion. Primero lo demostramos para el caso p(F) = 0. Veamos el
directo.

Supongamos para una contradiccién, que Fiz(f) = (). Entonces tenemos que
G(z) = F(x) — z no tiene ceros, es decir, o bien es positiva o bien es negativa.
Asumamos el primer caso, para el segundo la misma prueba funciona.

Esta situacién implica que existe € > 0 G(x) > ¢ para todo x € R dada la 1-
periodicidad de G. Luego F(z) > x+¢ paratodo z € R, de donde F™(z)—x > ne
para todo x € R, y por lo tanto liminf,, % > ¢, lo cual es absurdo.

Para el reciproco, si tenemos = € Fix(f) podemos tomar un levantado & y
para cualquier levantado F' de f se tiene que existe un entero p tal que F(Z) =
T + p, ademas este p no depende del levantado z elegido. Tomando cualquier
punto z € R, podemos considerar k € Z tal que z € [£ + k,Z + (k + 1)], y luego
por las propiedades de los levantamientos tenemos

F" &)+ k< F"(2) < F™(&)+ (k4 1), lo que equivale a

T4np+k<F"(2)<Z4+np+k+1

Dividiendo por n y tomando limite llegamos a que p(z, F) = p como queriamos,
y por lo tanto p(F) = p donde para todo y € Fix(f), F(§) = y+p para cualquier
7 levantado de y.

Para el caso general basta ver que para un levantamiento F se tiene p(F) =
como en el enunciado, si y solo si para el levantamiento de f? dado por G =
F7—p se tiene p(G) = 0. Esto surge utilizando las propiedades de los levantados.
Luego, la prueba se completa utilizando el caso anterior.

P
q

O

Tenemos solucionado entonces el teorema cuando existen puntos periddicos.
Buscamos ahora el resultado general. Dado que la funcién F(x)—x es 1-periédica
podemos considerar siempre un levantado F', donde F(x) —z > 0, o equivalen-
temente F(z) > x. De aqui en més trabajaremos con este tipo de levantados,
ya que basta probar el resultado para algin levantado, como se observé luego
del enunciado.

Lema 4.1.5. Sea f € Homeoy(S*) y F levantado con F(x) > x para todo
x € R. Entonces existe una constante > 0 tal que fijados n € N y x € R, vale
para todo y € R

B(F™(2) — ) — B3k + 7+ 1) < F™(y) — y < k(F(x) — ) + B3k + 7+ 1),
donde m =kn+r, r <n.

Demostracion. Fijamos n € Ny x € R, la constante 3 la encontraremos al final.
Como F(x) —x > e > 0 para todo z € R (dado la 1-periodicidad y nuestro
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supuesto), tenemos que existe un entero positivo [ tal que fijado cualquier z € R
se tiene Fi+(2) € [x + j, F(x) +j] y F~(2) € [z + j/, F(z) + j'] para algiin
ir,i_ € {0,...,1} y algtin j,j/ € N. Dicho de otra forma, en S! todo punto
deberd ingresar al intervalo [z, f(z)] en menos de [ iterados a futuro y pasado.

Veamos la induccién que nos da el resultado. La hacemos en k, donde m =
kn+ryr<mn.

Para k = 0 vale el resultado eligiendo = 8y = max,cr{F(x) —x}. Asuimos
ahora que el resultado vale para £ — 1 > 0, y queremos ver que vale para k.
Tenemos

(k=1)(F" (@) =)= BB(k—1)+r+1) < FE V" (y)—y < (k=1)(F(z)—2)+B(3(k—1)+r+1),

Para y' = F+=Dn47(y) tenemos que existe i € {—I,...,0} tal que F'(y') €
[z + 4, F(z) + j] para j € N, y podemos escribir

P (y)—y = [y =y +[F () =y |+ [F" (F'(y) = F (¢ )]+[F (F" (F'(y)—F" (F'(y))),
Tenemos

1. por hipétesis de induccién (k — 1)(F"(z) —z) — B3k —1)+r+1) <
Y =yl < (k= DF"(2) —2) + BBk = 1) +7 +1),

2. 1B < [F'(y') — y'] < 1po,
3. por construcciéon F™(x) —z — By < [F(Fi(y'))— F'(y')] < F"(x) — 2+ Bo,
4. 1By < [FTHF™M(F(y))) — F"(F'(y))] < 1Bo.

por lo tanto tomando S = I8y > By (recordar que [ es entero positivo)
tenemos

E(F"(x) —x) — BBk +7+1) < FFMI(y) — y < k(F"(x) —z) + B3k + 7+ 1).
O

A partir de este lema podemos completar facilmente la prueba del teorema.

Prueba del teorema 4.1.3. Como se observé basta probar la existencia de p(F')
para alguno de los levantados. Tomamos F' levantado de f tal que F(z) > x y
consideramos 3 dado por el lema anterior. Fijado € > 0 consideramos n € N y
mo € N tal que para todo m > mg se tenga

|k(F"(m)7m) F”(m) m| <€
kn+r 1

B(Bk+r+1) e

| kn+r | < 1

donde m = kn + r, r < n. Pero esto por el lema anterior implica que para
tal n y para cualquier m > myg se tiene

F(z) —x

n

<

l\)lm
3

I
3
I
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Eligiendo y = z llegamos a que para todo m, m’ > mq

) -z Fm'(z) —x ..

/ —_ )

m m

por lo que la sucesion (p,(x, F'))men es de Cauchy y debe converger a un real
p(x, F). Mds aun, si elegimos otro punto y y estudiamos la sucesion (pp, (y, F))men
vemos que también converge a p(x, F') dado que en la ecuacion 4.2 el € se puede
considerar arbitrariamente chico. Esto prueba que existe y no depende de x el
valor p(F'). Se completa el resultado con lo hecho en la proposicién 4.1.4.

O

De lo hecho en esta prueba se puede extraer informacion que es interesante.
Le pedimos al lector en el siguiente ejercicio que la extraiga.

Ejercicio 4.1.6.

1. Mostrar que dado f € Homeo, (S') se tiene que fijado un levantado F
existe K > 0 tal que para todo z € R

|F"(z) — x| < np(F) + k.
Esta propiedad se conoce como desviacién acotada.

2. Mostrar que el niimero de rotaciéon depende continuamente del mapa F' en
el espacio de levantamientos de elementos de Homeo_ (S!) con la topologfa
uniforme. Esto es, la continuidad del nimero de rotacion.

Cerramos con un interesante ejercicio, que es muestra de como los graficos
del tipo escalera del diablo suelen aparecer en el estudio de familias de sistemas
dindmicos.

Ejercicio 4.1.7. Consideramos la familia de mapas {F, : R — R}q¢[p,1) dada
por Fy(x) = x + a + sin(27z).

1. Mostrar que para todo a el mapa F, es el levantado de algin f, €
Homeo, (S?).

2. Siendo ¢ : [0, 1] — R definida por ¢(a) = p(F,), muestre que ¢ es continua
y mondtona con Im(¢) = [0, 1].

3. Mostrar que para todo racional ¢ € [0, 1] se tiene que ¢~ 1(¢) es un intervalo
cerrado con interior no vacio. Esto es un caso especial de las funciones que
se conocen como escalera del diablo.
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4.2. Consecuencias dinamicas

Como vimos, fijado el mapa f € Homeo (S') y un levantado F, por cada
levantado F' + k, k € Z se asocia un nimero de rotacién p(F + k) = p(F) + k.
Por lo tanto el invariante dinamico asociado a f se puede considerar dado o
bien por el conjunto de nimeros {p(F) + k}rez o por su representante mod 1.
El lector debe verificar en el siguiente ejercicio que estos representan realmente
un invariante dinamico para f.

Ejercicio 4.2.1. Sean f,g € Homeo, (S!) tales que son conjugados por un
homeomorfismo h.

1. Mostrar que existen levantados F, G, H de f, g, h respectivamente tal que
HoF=GoH.

2. Mostrar que en ese caso p(F) = p(G).

3. Concluir que el nimero de rotacién mod 1 es efectivamente un invariante
topoldgico.

4. Construir dos dinamicas que tienen el mismo nimero de rotacién mod 1
pero no son conjugadas.

Este invariante resulta ser extremadamente poderoso. Como veremos en lo
que sigue, permite detalladas descripciones de la dindmica subyacente.

4.2.1. El caso racional

Asumimos en este pardgrafo que f € Homeo, (S!) y F' es un levantado tal
que p(F) = § fraccién irreducible de naturales p,q. El teorema 4.1.3 nos dice
que Pery(f) # 0 y que para cualquier = € Per,(f) se tiene F'/(Z) = Z + p para
cualquier levantado  de x. Complementamos la informacién dindmica con la
siguiente proposicién.

Proposicién 4.2.2. Para f € Homeoy(S') y F como arriba, se tiene que

Q(f) = Pery(f). Mds ain si Q(f) =S entonces f es la rotacion dngulo E.

Demostracion. Mostramos primero que Q(f) = Pery(f). Sea © € Pery(f), y sea
I el intervalo abierto de S' dado por la componente conexa de S\ Pery(f) que
contiene a x. Siendo a, b los puntos borde de I (posiblemente a = b). Tenemos
las siguientes propiedades:

(i) @y b son periddicos de periodo ¢ y que f9|; : I — I es un homeomorfismo
sin puntos fijos. Por lo tanto existe un entorno U de x tal que f"4(U)NU =
() para todo n € N.

(ii) Para cualquier i € N\ {kq}rez se tiene que f(I) NI = (), de lo contrario
f =1 para algtin i’ € [1,...,q — 1], encontrando por Brouwer un punto
periédico y de perfodo menor que ¢, lo cual contradice que p(F) = % dado
el teorema 4.1.3.
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Estas dos propiedades implican que x debe ser errante para f. Luego, si

St = Q(f), tenemos que S! = Per,(f), y dejamos a cargo del lector que esto
implica que f = Rg

O

4.2.2. El caso irracional

Basados en el el teorema de punto fijo de Brouwer para el intervalo, podemos
obtener el siguiente resultado para el caso irracional.

Proposicién 4.2.3. Sea f € Homeoy(S*) con p(f) € Q°. Entonces o bien
Q(f) =S y f es minimal, o se tiene que Q(f) es un cantor miminal para f, y
para todo intervalo I C S\ Q(f) se tiene f*(I)NI = O para todo entero positivo
n.

Demostracion. Probamos primero la siguiente afirmacién: dado cualquier z € S!
se tiene w(x, f) = Q(f). Para ver esto supongamos por absurdo que no se cumple
para cierto € S'. Entonces existe y € Q(f) \ w(z, f), y por lo tanto podemos
considerar un intervalo abierto I C w(x, f)¢ tal que contiene a y y es maximal
respecto de estas propiedades. Dado que y € Q(f) se tiene para algin natural
positivo n que f*(I) NI # @, pero entonces debe ser que f™(I) C I, de lo
contrario I U f(I) es un intervalo que contiene a y y que no intersecta a Q(f)
contradiciendo la maximalidad de I. Luego el teorema de Brouwer nos da un
punto fijo de f™, y por lo tanto un punto periédico de f que no puede existir
dado que el mapa tiene nimero de rotacién irracional.

Dada esta afirmacién, en caso de que St = Q(f) obtenemos que f es minimal
en S!. En caso contrario tenemos que Q(f) es un conjunto minimal de f que
no contiene puntos periddicos, y por lo tanto debe ser un conjunto de Cantor.
Finalmente dado un gap I de Q(f) (componente conexas del complemento del
Cantor), se debe tener que f™(I) NI = () para todo entero positivo n, de lo
contrario, como se argumentd antes, se debe tener f(I) C I para algtin entero
positivo n lo cual implica la existencia de puntos periddicos para el mapa.

O

Dejamos para la préoxima seccién la construccion de un ejemplo en donde
se de la segunda situacion planteada por el proposicién: ntimero de rotacién
irracional y el conjunto no errante dado por un Cantor. El siguiente teorema
muestra la fuerte relacién que tiene la dindmica de un mapa con nimero de ro-
tacion irracional y la respectiva rotacién. Antes de ir a su enunciado precisamos
algunos conceptos.

Dados a, b € S* notamos por (a, b) la componente conexa de S*\ {a, b} tal que
coincide con 7((d, b)) para a levantado de a y b levantado de by ademéas pedimos
que entre @ y b no haya ningiin levantado de b, y definimos [a, b] = cl[(a, b)]. Un
mapa h : S — S! preserva orientacién si la imagen de cualquier intervalo (a, b)
es 0 bien un punto, o es el intervalo (f(a), f(b)). El lector puede verificar que

las fibras de un mapa (familia de conjuntos dados por pre-imagenes del mapa)
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de S' que preserva orientacién son o bien puntos o bien intervalos. Ademés el
mapa debe ser sobreyectivo.

Teorema 4.2.4. Sea f € Homeo(S') con p(f) = o € Q°. Entonces existe una
semiconjugacion h entre f y R, que preserva orientacion.

Como la semiconjugacion h que establece este teorema preserva orientacion,
las fibras del mismo son o bien puntos o bien intervalos. Si I = h~1(y) es un
intervalo no trivial, entonces el lector puede verificar que f"(I) NI = () para
todo n € Z\ {0} (sino R%(y) =y, que implica « racional). Reciprocamente, si
I es un intervalo abierto errante para f, entonces se puede verificar que h(I) es
un punto (sino J = h(I) serfa un intervalo errante para la rotacién irracional).

El resultado se basa en que las 6rbitas de f y las de la rotacién irracional
R, deben seguir exactamente el mismo orden. Formalmente esto quiere decir
que para cualquier par i,j € {0,...,n — 1} se cumple:

(@) € (f1(x), f (@) sii Ry (x) € (Rg(x), RL(2)),

para cualquier x € S
Esta propiedad se puede describir a través de la siguiente proposicién para
el levantado.

Proposicién 4.2.5. Sea F un levantado de f € Homeo (S') tal que p(F) =
a € Q°. Entonces, para cualquier © € R y nq,ne, mi, ms naturales se tiene

F" (2) +mq < F™(x) + ma sii nia + mq < noa + meo.

Demostracion. Sea x € R, ni,mi,na,me tal que se tiene F™ (z) + my <
F"2(x)+my. Entonces, dado que la funcién dada por F"! (x) — F™2 (z)+mi —ms
no puede cambiar de signo (de otro modo tendriamos puntos periddicos para
/), podemos asumir que vale F™ (z) — F™2(xz) < mg — my para todo z € R.

Luego para cualquier y € R que F™ "2 (y)—y = F™" (F~"2(y))—F"2(F~"(y)) >
ms — myq. Por lo cual obtenemos en particular para 0 que

Fk(n17n2)(0) < k(m1 — m2).

Fk(n1*"2)(0)

Por su parte se puede ver que a = limy, R =n2) (independientemente del

signo de n; — ns), de donde

M2 — My
a<l ——.
ny —mn2
. . . ma—ma . .
Siendo que « es irracional tenemos que a < e lo que implica nja +

mp < NoQ + Mo cOMO queriamos.

La misma prueba muestra que si F™ (z) + mq > F"2(z) + mo entonces
nia + mq > nea + ma, lo cual demuestra el reciproco.
O

Veamos ahora la prueba del teorema.
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Prueba del teorema 4.2.4. Consideramos los conjuntos A = {F"™(0)+m : n,m €
N}y B={na+m: n,m € N}, y definimos H : A — B como H(F"(0)+m) =
na + m. Este mapa es monétono en A y biyectivo dada la tltima proposicién.
M4s atn, dado que B define un subgrupo no discreto, se tiene que cl[B] = R.
Podemos extender H a un mapa H : R — R continuo, sobreyectivo, y monétono
de la siguiente forma:

fijado z € R\ A consideramos una familia decreciente de intervalos abiertos
(In(z))nel\h In('z) = (anabn)a tales que

1. z € I, para todon € N,
2. (ﬂneN ) NA=0,

cuya existencia queda a cargo del lector. La proposicién 4.2.5 implica que
[H(ay), H(by)] = Jp define una sucesién decreciente de intervalos, y por lo di-
cho anteriormente los didmetros tienden a cero. Esto nos permite definir H(z)
dado por {H(2)} = ey Jn- Note el lector que H(z) no depende de la suce-
sién (I, )nen considerada, es decir, siempre que verifiquemos los puntos 1y 2,
llegaremos al mismo punto H(z).

La continuidad de tal mapa es facil de probar. Ademds por definicién es
mondtona y para cualquier z € S* o bien H~!(z) es un punto, o es un intervalo.
Por construccién, para que H ~*(y) sea un intervalo no trivial I, se debe tener que
Anint[I] = 0. Finalmente, la construccién de H implica que H(x+1) = H(x)+1,
por lo que define h : S' — S! continua y sobreyectiva, que preserva orientacién.

Por construccién se tiene que H|s o F = T o H| g, siendo T'(z) = x + «. Para
z € R\ A, podemos observar que F(I,(z)) es una sucesién de intervalos como
requerimos para construir H(F(z)), de donde

H(F(2)) = (| T(Ju(2)) = T(H(2)), por lo que

O

El siguiente ejercicio permite obtener mas informacién para la semiconjuga-
cién construida.

Ejercicio 4.2.6. En las hip6tesis del teorema 4.2.4 mostrar lo siguiente.
1. Si Q(f) = S* tenemos que h es una conjugacion.

2. S1 Q(f) # S* entonces necesariamente h no es inyectiva, y se tiene que
“1(z) es o b1en un punto o un intervalo I tal que int[I] es un gap de

Q(f).

Cerramos con los siguientes ejercicios. El primero describe los flujos dados
por suspensiones de elementos de Homeo (S'), que es el problema que motivo el
estudio de estas dinamicas. El segundo es un interesante resultado, que prueba
la no existencia de homeomorfismos exapansivos en el circulo.
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Ejercicio 4.2.7. *
Sea ¢ : R x T? — T? un flujo obtenido a partir de la suspensién de un mapa
f € Homeo, (S). Mostrar lo siguiente.

1. Si p(f) € Q, entonces el conjunto no errante de ¢ es una unién de érbitas
periddicas.

2. Si p(f) ¢ Q entonces el conjunto no errante de ¢ coincide con un con-
junto minimal M para el flujo. Ademés el conjunto M es conexo pero
no localmente conexo. Més atn, todo punto en M admite un entorno V'
de T? tal que existe un cambio de cartas de V al cuadrado (0,1)? que
identifica M NV con un conjunto (0,1) x K donde K es un conjunto de
Cantor en (0,1). A conjuntos con esta propiedad se le suele llamar
laminacién.

Ejercicio 4.2.8. Mostrar que no hay homeomorfismos expansivos en S'.

4.3. El ejemplo de Denjoy

Queremos un ejemplo que tenga nimero de rotacién irracional y no sea
conjugado a una rotaciéon. Por lo visto en la tltima seccién tal ejemplo debe
tener un intervalo errante, esto es, un intervalo I tal que f™(I) NI = () para
todo entero n > 1. Comenzamos introduciendo notacién.

Dados tres intervalos disjuntos Iy = (a1,b1), s = (ag,b2),Is = (as,bs) de
St, decimos que I estd entre Iy y I3 si Iy C (b1, az). Notamos esta situacién
por I1 < Iy < I3. Consideramos la definicién analoga para el caso en que I es
un intervalo cerrado, o un punto.

Fijamos una rotacién irracional R, : S' — S! y sea (x,,)nez una érbita de la
misma. Podemos considerar una sucesion de intervalos abiertos (I,)necz en St
tales que para cada n € N se tiene

1. cl[I_,],...,cl[I,] son dos a dos disjuntos,
2. I; < I, < I; siy solo si z, € (x;,z;) para todo i,j € {—n,...,n},

3. Y nez In| = 1 (donde |I,,] es la longitud de I,,).

Queda a cargo del lector justificar la existencia de estos elementos. El punto
dos implica que particular que

I < Ig < Iy sii Iy < Tgyq < Ipyq. (4.3)

Tomamos ahora un homeomorfismo f : U,z In = U, ez In tal que f(I,) =
I,+1 para todo n € Z, donde f|;, preserva la orientacién natural. Veamos que
lo podemos extender a un elemento de Homeo  (S*).

Sea z € S'\ U,z In- Consideramos una sucesién decreciente de intervalos
cerrados (Ji)ren tal que si Ji = [ag, b se tiene
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(i) z € Jy para todo k € N,

(ii) para todo k € N se tiene que ay es borde de algin elemento de {I,,, }ren
y lo mismo ocurre para by,

(iii) [Jy| —n O,

la cual se puede ver que existe dadas las propiedades de la sucesién (I,)nen
(nuevamente dejamos al lector mostrar esta afirmacién). Para Jj, = [ay, by] con
ap € I, y b € Iy, consideramos el intervalo Jf = [ag41,bk41] donde a1 es
el segundo borde de I, +1 ¥ b1 es el primer borde de In;+1-

Se tiene que (J})ken es una sucesién decreciente de intervalos, dada la cons-
truccién de los I,,. Més atn, el didmetro de los J}; debe tender a cero: suponga-
mos que no fuera asi. Entonces, podemos encontrar un intervalo I € [,y J5
por lo cual siguiendo la notacién del parrafo anterior I,,, +1 < I[; < Ly +1 para
todo k y luego usando 4.3 encontramos L;_; C Ji para todo k, siendo absurdo
ya que |Ji| tiende a cero.

Podemos definir entonces la extensién de f a S' para z € S'\ |, . I dada

por

neN

{@y= .

neN

Veamos que f es continua. Fijamos z € S'. Si z € I,,, para algin n, no hay
nada que verificar. Si z € S'\ |J,, o int[Z,] tenemos dos casos:

= 2 es borde de algun I,, = (ay,b,): digamos para fijar ideas que conincide
con el primer borde a,. tenemos que Ji = [a},, a,] para todo k y por lo
tanto Jj = [aj_ |, ans1] que implica f(z) = an11. Esto implica que f es
continua por derecha en z. Para ver que lo es por izquierda, tenemos por
construccién que f(Ji(2)) = Ji(2) =, f(2), lo cual alcanza ya que los
intervalos Ji(z) contienen semientornos a la izquierda de z.

= z no es borde de ningtin I,: en este caso tenemos que los intervalos J}(2)
determinan una base de entornos para f(z) y a si mismo los intervalos
Ji(z) determinan una base de entornos para z. Como por construccién se
tiene f(Ji(2)) = J;(2), tenemos la continuidad.

Teniendo la continuidad demostrada se tiene la sobreyectividad, dado que
Unen In € Im(f) es un conjunto denso en S!. Finalmente, para ver que f es
inyectiva, fijado o # 2’ € S! tenemos lo siguiente:

= Si ambos puntos estén en cl[l,] para algin I, se tiene trivialmente que

f(x) # f(@).

s En la situacién complementaria, por la eleccién de la sucesién (I,)nen
debe existir ng, ni,ne € N tales que

Iy <A{x} < In, v In, < {2} < I,,
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y esto por construccién implica que
Ing+1 < {f (@)} < Inys1 ¥ Iny1 < {f(2)} < Tng1.

Llegamos entonces a que f € Homeo (S'). Por construccién tenemos que Iy
es un intervalo errante para f. Finalmente, para ver que el nimero de rotacion
es irracional suponemos que no lo fuera. Entonces Q(f) = Per,(f) para algin
natural ¢ y por lo tanto Iy estd contenido en alguna componente conexa (x, ")
de S*\ Pery(f) (donde naturalmente z, 2’ € Pery(f)). Siendo que f9|, .y es un
homeomorfismo del intervalo sin puntos fijos, se tiene que (f*(Iy) = Iyn)nen
es una sucesioén de intervalos mondtona en (z,z’), es decir

Iyn < Igtny1) < Lg(nt2) Para todo n o Iyni2) < Igny1) < Ign para todo n.

Asumamos el primer caso, con el otro se trabaja igual. En esta situacién el
punto 2 de la construccién implica que (2o, 4)N{Zkq tren = 0, lo cual contradice
que la rotacién irracional R sea minimal.

Obtuvimos entonces la construccién de un ejemplo con nimero de rotacién
irracional, que tiene ademads intervalos errantes. Nuestro ejemplo tiene a priori
regularidad C°. En este sentido existe un resultado muy interesante debido a

Denjoy, que muestra que tales ejemplos existen a lo sumo con diferenciabilidad
cth

Teorema 4.3.1. Sea f € Homeo, (S') con p(f) € Q°. Entonces si f presenta
intervalos errantes, no puede ser de clase C?. Mds ain se puede considerar f
de clase C' con intervalos errantes.

La prueba de este resultado no la introducimos en las notas, se puede en-
contrar por ejemplo en [7]. Cerramos con un interesante ejercicio con el cual el
lector podra repasar la construccion del ejemplo.

Ejercicio 4.3.2. Para el ejemplo f construido arriba, construir explicitamente
la semiconjugacién h entre f y R,, de forma que las fibras no triviales estén
dadas exactamente por {I, }nen.

I Para ser precisos C'T%, con a € (0,1).
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Capitulo 5

Un poco de teoria de
Rotacién en A y T?

Como vimos, el invariante dado por el nimero de rotaciéon en el circulo
resulté muy poderoso a la hora de clasificar las posibles dindmicas. Este hecho
se basa fuertemente en la unidimensionalidad del espacio. Generalizaciones de
este tipo de invariante se pueden considerar en otros contextos, aunque se pierda
fuerza de las clasificaciones inducidas. En superficies resulta nuevamente muy
interesante y existen teorias basadas en estos objetos, en particular en el toro y
el anillo donde estas teorias estdn ampliamente desarrolladas.

En este capitulo intentamos mostrar algunas cuestiones y resultados basicos
de las consideraciones de este tipo de invariantes para el anillo A y el toro T2.

Asi como para el circulo fue importante levantar mapas al espacio de cubri-
miento, ya que esto permitié una definicién concisa del nimero de rotacién, en
estos nuevos contextos precisamos de las mismas herramientas. Las introduci-
mos en la siguiente seccién, obviando las pruebas, que pertenecen al campo de
la topologia.

5.1. Levantamientos de mapas en A y T?

Para empezar vamos a considerar A como el cociente del plano dado por
(v,y) ~ (2/,y) sii 2 — 2’ € Z y y = y'. El toro T? estd dado como siempre
por (z,y) ~ (2',y) sii 2’ — ',y — 9y € Z. Sabemos que si un mapa F : R? —
R? es continuo y respeta las clases de equivalencia, entonces define mapas en
los respectivos espacios A y T2. Nuevamente, surge la pregunta: jes cierto el
reciproco?, es decir, dado un mapa f : A — A entonces jexiste F : R? — R? que
lo induce? y lo mismo para T2. La respuesta es positiva, y como mencionaramos
es un resultado bédsico de topologia (algebraica).

Notamos por Cont(X) el espacio de las funciones continuas de X en X.
Fijada f € Cont(A) al considerar el levantado F' de f se debe tener para cada
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z € R? que F(z + (1,0)) = F(x) + n, con n, € Z. Como F es continua se tiene
n, constante. Tal nimero entero se llama grado de f y se denota deg(f). Se
puede probar la siguiente proposicién.

Proposicién 5.1.1. Sea F levantado de f € Cont(A). Entonces si f es un
homemorfismo def(f) = £1.

Decimos que f preserva orientacién si deg(f) = 1, y notamos el espacio de
homeomorfismos que preservan orientaciéon en A por Homeo (A). Como primer
ejemplo no trivial, que ademas es clave en dinamica, el lector puede pensar en
el twist map.

Para el toro la situacién es parecida pero més complicada. Claramente si F’
es el levantado de f € Cont(T?) se debe tener que

F((z,y) + (n,m)) = F(2,y) + (kn, km) con ky, ky, € Z2.

Siendo A la matriz asociada en la base canénica a la transformacién que lleva
(1,0) a k1 y (0,1) a ko se puede probar lo siguiente:

F((z,y) + (n,m)) = F(z,y) + A~ (n,m).

Ademsds se puede probar que cualquier par de levantados debe tener asocida-
da la misma matriz. Reciprocamente si elegimos una matriz A que preserva los
enteros Z2 podemos con la misma ecuacién definir un levantado F. Por lo tanto:
el espacio de mapas Cont(T?) admite una clasificacién dada por el conjunto de
matrices reales dos por dos con coeficientes enteros. La proposicién andloga a
la anterior queda dada por:

Proposicién 5.1.2. Sea F levantado de f € Cont(T). Entonces si f es un
homeomorfismo la matriz asociada A debe ser invertible, es decir un elemento
de SI(2,7Z) y por lo tanto tiene determinante igual a uno. Reciprocamente, dada
A€ SI(2,7Z) existen homeomorfismos de T? cuya matriz asociada es A.

Esto permite descomponer el espacio de homeomorfismos del toro como la
unién disjunta
Homeo(T?) = U Homeo 4 (T?).
A€S1(2,2)

Se puede probar que esta es exactamente la descomposicién en componentes
conexas (y por lo tanto arco-conexas) del espacio de homeomorfismos. Como
vimos antes, en los casos en que A es ademads hiperbodlica, tenemos los difeo-
morfismos de Anosov fa. Es muy interesante el siguiente resultado de dinamica
hiperbdlica (ver [?]).

Teorema 5.1.3. Sea f € Homeoa(T?) con A € SI(2,Z) hiperbélica. Entonces

f es semiconjugado a fa.

Cuando algin valor propio de la matriz A asociada a un levantado F' tiene
médulo distinto de uno, se tiene que F™(v) crece en norma con orden mayor al
lineal, para ciertos vectores, como puede verificar el lector.
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Si estamos interesados en los desplazamientos promedios para homeomorfis-
mos de A? o de T? dados por limites de expresiones de la forma

F"(z) —x
n
consideramos solo aquellas situaciones en las que la norma de F' crece lineal-
mente. En el caso del anillo siempre es asi, mientras como vimos en el caso del

toro solo aquellas matrices en S1(2,Z) con valores propios de médulo uno tienen
estas clases de levantados. Es por esto que la teoria de rotacién se desarrolla en

Homeo, (A) para el anillo y en Homeoy(T?) para el toro,

siendo esta ultima la clase de la identidad.

Vemos a continuacion algunos elementos basicos de la teoria de rotacién en
el anillo y en el toro.

5.2. Conjunto de rotaciéon en A

Fijado f € Homeoy (A) queremos estudiar los puntos de acumulacién de
sucesiones dadas por los niimeros

[F"(x) — x]y

habiendo fijado el levantado F, donde [ . ]; es la primer coordenada (nos interesa
la velocidad angular). Utilizando el twist map podemos ver el primer ejemplo
donde estos limites no quedan determinados por un tinico vector. Nos vemos
forzados entonces a considerar la acumulacion de estas sucesiones. Definimos

p(F) = {Hzm [F™ (i) — @iy

g

El concentrado lector notaré la rareza de que permitimos variar el punto base
x; al considerar los desplazamientos, pero esto hace que en diferentes situaciones
el conjunto obtenido sea un intervalo. Con esta generalidad, la definicion tiene
el problema de no ser un invariante topolégico: dos mapas conjugados donde el
circulo (R x {0}) es un repulsor para ambos mapas, pero mientras para uno
las 6rbitas se alejan de dicho repulsor sin girar y para el otro las mismas giran
al alejarse del mismo tendran distintos conjuntos de rotacién. Es por esto que
para la definicién uno suele restringirse a subconjuntos compactos e invariantes:
siendo K en A compacto e invariante para f, definimos

: LL‘iERQ, ni/‘—l—oo}CR.

pi(F) = {hm— s w(x) € K, ng S 4o
1 ’]’Li

Este tipo de conjuntos de rotaciéon si funcionan correctamente como inva-
riantes y han sido ampliamente estudiados. La siguiente proposicién muestra
una caracteristica basica del invariante. Recordamos que un conjunto compacto

y conexo del anillo es esencial si no esta contenido en algtin disco topoldgico de
A.
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Proposicién 5.2.1. Sea f € Homeoi(A), C C A compacto conexo y F un
levantado. Entonces pc(F) es un intervalo compacto.

En particular se suele estudiar el caso en que C es un atractor del anillo que
lo separa en dos componentes conexas, como veremos sucede en el ejemplo de
la préxima seccién. Es interesante observar que para que nos de un conjunto
conexo es necesario permitir la disgrecion mencionada sobre el punto base x;.
Lo vemos en el siguiente ejercicio.

Ejercicio 5.2.2. Sea F : R? — R? definido por F(z,y) = (x + r(y),y + h(y))
donde 7(y) vale 0 para y € (—o0, 0], vale 1 para y € [1,400) y es estrictamente
creciente en [0,1], y h(y) + y siendo igual a y en (0,1)¢ y un homeomorfismo
estrictamente creciente en [0, 1] sin puntos fijos. Sea f € Homeo (A) el homeo-
morfismo inducido por F.

1. Mostrar que w(z, f) = ({1} xR) y a(z, f) = 7({0} xR) para todo x € A.
Concluir que Q(F) = 7({0,1} x R).

2. Mostrar que si defininmos

[F (x) — x]y

T

pp(F) = {h’m . x € R? ni/‘—i—oo},

se tiene p,(F) = {0,1} y por lo tanto no es conexo.
3. Hallar ps(F) donde A = 7(R x [0, 1]).

La importancia de estudiar el caso en que p(F') es un intervalo no trivial es
natural a partir de lo expresado en las consideraciones previas de estas notas,
dado que es de esperar que modificaciones del twist map relacionadas al pro-
blema de los tres cuerpos, sigan teniendo un intervalo de rotaciéon no trivial.
Por ejemplo se tiene la siguiente serie de preguntas fundamentales, planteadas
originalmente por Poincaré. Sea f € Homeoy (A) con p(F) D [0,1] para algin
levantado F:

(i) ¢Serd que por cada racional £ € p(F') se tiene un punto periédico de
periodo ¢ con un levantado Z tal que F9(z) = Z 4 p?. A este tipo de pro-
blemas se les conoce como problema de realizacion de vectores de rotacion.

(if) ;Serd que existen circulos invariantes esenciales para tal f7

Para (i) encontramos enseguida un contraejemplo dado por el ejemplo del
ejercicio 5.2.2. En realidad la pregunta de Poincaré es para mapas que preservan
el area ya que sus modelos venian de un sistema mecéanico conservativo dado por
el problema de los tres cuerpos, y dicho ejemplo no lo hace. Para esta clase de
mapas el resultado es positivo, y se conoce como teorema de Poincaré-Birkhoff.
Poincaré en su tiempo presenté una prueba que tenia errores. Mas adelante
Birkhoff probé resultados parciales. Se tienen pruebas de este resultado y varia-
ciones en tiempos recientes, dados por los trabajos de Franks y LeCalvez (entre
otros). Estos trabajos se basan en lo que se conoce como teoria de Brouwer.
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El resultado (ii) es falso en general. Inclusive considerando perturbaciones
C' cercanas del twist map, podemos asegurar la no existencia de circulos esen-
ciales invariantes para la dindmica. Sin embargo, si consideramos perturbaciones
analiticas, es posible probar la persistencia de algunos de estos circulos. Este
tipo de resultados corresponde a lo que se conoce como Teoria KAM como se
comentara anteriormente. Vale la pena volver a mencionar que la existencia de
estos circulos invariantes estd relacionada a la estabilidad de las soluciones para
el problema de los 3 cuerpos.

Finalizamos el caso del anillo introduciendo un ejemplo interesante, que surge
de considerar perturbaciones disipativas del twist map.

5.3. Herradura rotacional

En este ejemplo usaremos la herradura para construir un atractor en el anillo
C que tendra la dindmica de la herradura, una topologia muy complicada y un
conjunto de rotacién dado por el intervalo [0, 1]. Este tipo de atractores suelen
aparecer al considerar perturbaciones disipativas del twist map del anillo y se
conocen como atractores de Birkhoff.

Hacemos la construccion del levantado del ejemplo. Comenzamos con un
mapa F; : R = R? dado por

1
Fi(e) = (960, 0)
donde ¢ : R — R es un homeomorfismo con la siguientes propiedades:

1. ¢—Id es 1-periddico, por lo cual el mapa F' define un elemento de Homeo (A).

2. ¢|[0,1) es lineal a trozos, de forma que es creciente (para obtener un ho-
meomorfismo). Sobre el intervalo [0, %] estd dado por el mapa z — 4z,
sobre el intervalo [1 — £5,1] por @ + 4(z — 1) + 1 y los tinicos puntos fijos

son 0y %

Este mapa induce una dindmica f; € Homeo, (A) que es un Morse-Smale,
donde Q(f) = {m(0),7(3)} siendo ambos elementos puntos fijos, el primero una
silla y el segundo un atractor. Ademads el conjunto 7(R x {0}) define un atractor
para este mapa.

Consideramos ahora el cuadrado R = [—, 75]%. Tenemos que R’ = F(R)
es el rectdngulo [—1, 2] x [~4&, &]. La herradura la construiremos a partir del

rectangulo R, donde la primer componente (siguiendo la construccién hecha en
2.3) estard dada por R'N Ry la segunda componente se formard con una vuelta
al anillo A. Veamos como hacerlo.

Sea un disco U C (35,1 + 1) x (— 55, 75) con las siguientes propiedades:
1. U N R’ estd dado por una tnica componente conexa que contiene un

rectdngulo vertical V' maximal en R’ dado por

LR VN et
3 6°3]  [36°36)
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2. UN R+ (1,0) estd dado por una tunica componente conexa disjunta de
R’ + (1,0) que contiene un rectdngulo horizontal H maximal en R dado
por

RS I F R Y
12’ 12 12 367 12|

3. w(U) es un disco en A. Esto es equivalente a pedir que 7 sea inyectiva en
U.

Sobre este disco podemos construir la funcién g analoga a la utilizada en
2.3, cuya construccién en detalle es nuevamente sumamente tediosa y no serd
introducida. El lector debe convencerse de que se puede construir. Esta vez el
homeomorfismo g : R? — R? debe cumplir:

1. g estd soportada en |J U+ (0,m) y g preserva la relacién de equiva-
lencia que define A.

meZ

2. g(V)=H y g|y es una isometria.

El mapa que nos interesa es F' = g o F} que induce f € Homeo4 (A). Siendo
A=7mRx] se tiene que f(A) C int[A], por lo que el conjunto definido
por

~10 10)
c=[)f4
neN

es un atractor. En particular tenemos A = () .y f"(R) C C y ademds el pozo
7(3) estd en C.
Si consideramos los conjuntos

Vo=n(F{(RNR')) y Vi = n(F~'(H))

podemos construir una particién para A como la utilizada en la seccién 2.3 que
nos permite construir a partir de los itinerarios la conjugacién

h: A — {0,1}* dada por h(x)(i) = 0 sii f(z) € V.

El lector puede verificar que la construccién de dicho mapa no tiene diferen-
cias con el caso de la herradura de Smale presentado en las notas.

Lo interesante de este nuevo ejemplo es el aspecto rotacional. Veremos que
pa(F') = [0, 1]. Para esto consideramos dos levantamientos de Vp y Vi dados por
Vo =F Y(RNR)yVi=F"YH). La observacién clave es la siguiente:

= Si z € Vo + (k,0) para cualquier k € Z, entonces F(z) € R + (k,0),
mientras

» Siz e Vi + (k,0) para cualquier k € Z, entonces F(z) € R+ (k +1,0).
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Esto quiere decir que si partimos de « € A siendo h(z) la sucesién itinerario,
tenemos para cualquier levantado = de x en el rectdngulo R que

F™(z) € R+ _(h(z)(i — 1),0) para todo entero n > 1. (5.1)
=1

Esto implica en particular que % € [0,1] para todo n € N, y por lo
tanto pp (F) C [0, 1]. Por su parte si h(z) es la sucesién constante cero, sabemos
que x representa un punto fijo de f en 7(R), y tenemos para & su levantado en
R que F(z) = z, es decir, también es fijo para el levantado. Si hacemos la misma
consideracién para 2 con h(x) la sucesién constante 1, tenemos que 2 es un punto
fijo de f en w(R) tal que para su levantado & € R se tiene F(z) = 2 + (1,0), y
por lo tanto F™(Z) = Z + (n,0). Esto implica que {0,1} C pa(F).

Si fijamos cualquier racional 2 € [0,1] (fraccién irreducible) podemos con-
siderar € A periédico con h(x) periédica dada por la concatenacién de una

palabra de largo ¢ que tenga p unos y el resto sean ceros. Entonces por la
ecuacion 5.1 tenemos para un levantado = de x en R que

F*4(z) € (kp,0) + R,

lo que implica que % € pa(F). Por tltimo si tomamos cualquier elemento « de
[0,1] podemos encontrar una sucesién ¢ de {0,1}% tal que si la promediamos,
tiende a «. Entonces utilizando el z asociado a &, llegamos a que a € pp(F), y
por lo tanto

pA(Pv = maly

Se puede probar que [0, 1] es el conjunto de rotacién para todo el atractor C,
pero omitiremos este detalle. Nos interesa mostrar la complejidad de la topologia
de C. Tenemos por topologia basica que C es compacto y conexo, ya que es
interseccién decreciente de compactos conexos. Mds aun C separa el espacio en
dos componentes infinitas, U™ y U~ donde

Y e ([i) 9 o= U (] 9)

neN neN

Por su parte tenemos las variedades inestables de los puntos en A, que por
construccién estan contenidas en C, ya que fuera de C todo punto tiene tiende a
pasado a +00 0 —oo. Si miramos en particular la variedad inestable W (7 (0), f)
tenemos que es la proyeccién de la variedad inestable de 0 para F. El conjunto
W = Wiiz (0, F') intersecta a Vi por lo que su imdagen llega a R + 1, y recursi-

vamente por la misma observacién podemos ver que F™(W) llega a R + n para
todo natural n. Cada curva W,, = F"™(WW) se proyectard a una curva simple
del anillo (ya que un loop dentro de una variedad inestable no puede existir).
La misma observacién se puede probar para cualquier punto en A. Tenemos
entonces que
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coJwz, ).

FASHIN

siendo cada componente de la unién un encaje de R en A. Como se mostré
para la herradura del plano, este tltimo conjunto al ser intersectado con el
rectdangulo R nos da topolégicamente un Cantor por el intervalo.

Por tdltimo, se puede tener cuidado en la construccién para que fijado z € A
se tenga:

1. o bien z es el pozo m(2),
2. o bien z a pasado muere en +00 0 —oc0 y por lo tanto = € C¢,

3. o bien existe ky € N tal que para todo k > kg se tiene f~%(x) € R, y por
lo tanto = € (J,cp W*(z, f).

Si tuvieramos estos cuidados, llegamos a que

U W“(x,f)] :

TEA

C=c

5.4. Conjunto de Rotacién para T?

Como discutimos en la seccion 5.1 el conjunto de rotacion para el toro tiene
sentido para la clase Homeog(T?) de homeomorfismos homotdpicos a la identi-
dad. Para f € Homeog(T?) cualquier levantado cumple

F((z,y) + (m,n)) = F(z,y) + (m,n) para todo (z,y) € R?, (m,n) € Z>.

Ademas, fijado un levantado F' la familia de todos los posibles levantados
queda dada por {F + t};ez2.

Fijado un levantado F de f € Homeog(T?), definimos su conjunto de rotacién
como

i () — s
p(F) = {h’m%)xz sz € R% ny N —i—oo} ,
i i

que es un subconjunto del plano. En este caso si tenemos dos mapas con-
jugados f,g € Homeog(T?) y levantamos la conjugacién a R? se puede ver que
esta conjuga dos levantados F' y G. Esto permite obtener p(F) = p(G) y lo
mismo vale para semiconjugaciones. Por lo que el conjunto de rotacion en este
caso si es un buen invariante asi definido.

Existe toda una teoria entorno a este invariante, que estda basada en el si-
guiente resultado de gran relevancia debido a Misiurewicz y Ziemian.

Teorema 5.4.1 ([11]). Sea F levantado de f € Homeoo(T?), entonces p(F) es
compacto y convexo.
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A partir de este resultado la teoria se establece siguiendo dos tipos de pre-
guntas:

= Cuales son los posibles conjuntos de rotacién, o de otra forma, si todo
convexo compacto del plano es un conjunto de rotacién o no.

= Fijada una geometria para el conjunto de rotacion, jcuales son las conse-
cuencias dindmicas?

En las dos direcciones existen avances muy interesantes. Por ejemplo, se sabe
a partir de los recientes trabajos de LeCalvez y Tal que cierto tipo de segmen-
tos no pueden ser conjunto de rotacion, y hay una conjetura debida a Franks
y Misiurewicz que asegura la imposiblidad de dos clases de segmentos de ser
conjuntos de rotaciéon. Recientemente A. Avila dié un contraejemplo para uno
de los casos de esta conjetura. En el otro caso han habido importantes avances.
Para el caso con interior no vacio, se sabe que todo convexo con finitos extre-
males racionales es realizado como conjunto de rotaciéon como prueba Kwapisz,
y se conocen ejemplos con numerables extremales debido al mismo autor. Sin
embargo no se conocen ejemplos con no numerables extremales: no se sabe si el
disco se puede realizar como conjunto de rotacién. Sobre la segunda pregunta,
hay muchos resultados interesantes. Por mencionar alguno, para el caso que el
conjunto de rotacién tiene interior, se sabe a partir de un trabajo de J. Franks
que hay realizacion de los elementos racionales del mismo por érbitas periédicas
del mapa.

En esta seccién intentaremos dar una idea de la prueba de este resulta-
do y presentaremos los ejemplos béasicos. Comenzamos por ahi. Para ejemplos
con conjunto de rotacién puntuales tenemos las traslaciones rigidas. Si que-
remos ejemplos con segmentos, como mencionamos la cosa se pone delicada
para algunos casos, aunque es sencillo en otros. Para un segmento de la forma
{0} x [r1,72] = I podemos considerar primero

F:0,1]xR—[0,1] xR, F(z,y) = (z,9(z) +y),

donde ¢ : [0, 1] — [r1,72] es continua y sobre con ¢(0) = ¢(1). Luego extendien-
do F a R? para inducir un elemento f € Homeog(T?) tenemos que f tiene un
levantado F' con p(F) = 1I.

Este ejemplo se puede modificar facilmente para que desaparezcan todos los
circulos invariantes, salvo 7({0} x R) y m({3} x R). Sin embargo, alguna pared
de este tipo debe sobrevivir siempre. Esto es consecuencia de los interesantes
resultados sobre desviaciones obtenidos en sus primeras instancias por P. Déva-
los. Para segmentos de la forma {£} x [ry,72] se pueden hacer construcciones
similares Sin embargo para segmentos {a} x [r1,72], o € Q° la conjetura de
Franks-Misiurewicz establece que no habrd realizacién (en un trabajo reciente
se prob6 que esto es cierto para dindmicas minimales). Los casos con pendiente
irracional entre los que se encuentra el contraejemplo de A. Avila son muy in-
teresantes, pero los dejamos de lado para no exceder el tamano deseado de la
exposicién.
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Para un ejemplo con interior, podemos explicitar rapidamente uno: Comen-
zamos con F: [0,1] x R — [0,1] x R, F(x,y) = (z,$(x) +y) con ¢1 : [0,1] x R
siendo cero salvo en (1,3) y ¢1(3) = 1, y la extendemos a un levantado Fi.
Definimos F» : R x [0,1] — R x [0, 1] andlogmante con Fz(x,y) = (é(y) + z,y).
Tenemos entonces para F' = Fr o F}

F(0,0) = (0,0), F <%%> _ <%g> 0y F G%) —F G%) +(1,0),

por lo que (0,0),(1,0),(0,1) € p(F) y por lo tanto todo el simplice definido
por estos tres puntos estd contenido en p(F). De todas maneras este ejemplo no
resulta ilustrativo de lo que realmente pasa en el caso con interior no vacio: en
estos casos siempre existe una especie de herradura como la que introduciomes
en el Ultimo ejemplo del anillo. Esta herradura admite semiconjugaciones al shift
y ve todos los vectores de rotacién. Desafiamos al lector a intentar un dibujo
para las mismas.

Buscamos ahora mostrar la idea de la prueba del teorema 5.4.1. Comenza-
mos recordando la métrica de Hausdorff entre conjuntos del plano. Dados dos
conjuntos cerrados A y B del plano su distancia Haussdorff dy (A, B) se define
como

inf{e : AC B(B,¢),B C B(A,¢)}.

El espacio de los conjuntos cerrados de R? con esta distancia tiene interesantes
propiedades. Mencionamos algunas que nos seran ttiles.

1. Para una sucesién de conjuntos compactos y conexos A, todos contenidos
en B(0, K) para alguna constante positiva K, si existe el limite, entonces
es compacto y conexo. Ademas el limite de conjuntos convexos es convexo.

2. Para una sucesién de conjuntos compactos A4, todos contenidos en B(0, K)
existe una subsucesion de conjuntos A,, convergente a un conjunto L.

Si consideramos el cuadrado unidad I = [0,1]? es claro que el conjunto de
rotacién se puede definir utilizando z; € I en vez de x; € R%. Surge de esto y
del punto 2 de las propiedades para la distancia Hausdorfl que si tomamos la

- . F™(I)
sucesion de conjuntos — entonces
neN

p(F) = U L,

L=limy LD

es decir que que el conjunto de rotacion es la unién de todos los posibles

puntos de acumulacién de la sucesién (%) . Note el lector que siendo
neN

K = méx{||F ()| : = € I} se tiene que todos los elementos de la sucesién estan
en B(0,2K).

Los ingredientes para probar el teorema son entonces
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(1) limpy “-2 = £ implica £ convexo y (IT) existe £ = limy T8

Observe el lector que mediante esto no solo obtenemos el resultado, sino que
tenemos la informacién extra de que p(F) = limpy % Nos concentramos en
la propiedad (I).

Dadas los propiedades del levantado F, si miramos la familia {int[] +¢]};cz2
dada por numerables discos disjuntos y la iteramos n veces, obtenemos una
nueva familia de discos dos a dos disjuntos {F"(int[I] 4 ¢) }seze = {F™(int[I]) +
t}icz2 - Es decir, no pueden haber dos elementos distintos de esta tiltima familia
que se intersecten. Esto sera clave en la prueba de la convexidad.

La proposicién que nos da la convexidad es la siguiente. Notamos por env[X]
la envolvente convexa de X en R2.

Proposicién 5.4.2. Se tiene que dy (F™(I), env(F™(1))) < 2.

Antes de ir a la prueba observe el lector que esto implica que un limite
de la forma considerada en (I) debe ser convexo. Por lo tanto resta probar la
proposicién.

Demostracion. Supongamos que para algin n esto no fuera cierto. Entonces
debe existir dos puntos x,y € F"(I) tales que al considerar el segmento [z, y]
existe un punto p € [z,y] con d(p, F"(I)) > 2. Siendo r la recta que soporta el
intervalo [z, y] y dado que int[F™(I)] es arcoconexo, podemos probar facilmente
la existencia de un arco simple abierto v C F™(I) con las siguientes propiedades:

1. ~ C int[F™(I)]

2. el punto inicial ; de 7 estd en la misma componente de 7\ B(p,2) que z,
y el punto final v, en la misma componente de r \ B(p,2) que y

3. v intersecta solo uno de los dos semiplanos definidos por r que llamamos
H.

Sea D el semidisco dado por B(p,2) N H. Definiendo la curva de Jordan
I' dada por la concatenacién de v con el segmento [y;,vs] invertido, tenemos
que D esté contenido en la componente acotada que define I'. Ademds, dado el
tamano del semidisco D, cualquier punto del espacio z tiene una copia entera z
dentro de D.

Sea T la traslacion entera que lleva 7; en 7, € D. Esta traslacién es una
funciéon que aumenta la proyeccion de los puntos sobre el vector normal a r
apuntando hacia el semiplano H. Siendo M un punto de mdxima altura (medida
como se indica) en v, tenemos que T'(M) serd un punto de altura mayor que M
en T() y por lo tanto T'(M) estd en la componente no acotada de T

Entonces, como T'(y) contiene un punto inicial en la componente acotada y
otro punto T (M) en la componente no acotada, tenemos que T'(y)NT # (), pero
dado que la traslaciéon aumenta la altura de todos los puntos, esto implica que
T(v) N~ # 0, lo cual a su vez implica

int[F™ (1)) Nint[T(F™(1))] # 0
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que es imposible.
O

Este resultado simple y fundamental, no utiliza la dindmica. Si en vez de
iterar por F' el cuadrado unidad, elegimos cualquier familia de embaldozados
preservados por los enteros, este resultado se mantendra.

mostrar

Veamos como probar ahora (I), es decir, siendo £ = limpy Fn:k(l)
que p(F) = L. La inclusién que hay que ver es p(F) C L. Para esto, fijemos
y = lim; % € L¢ y fijemos € > 0 arbitrario.

Por la proposicién 5.4.2 sabemos que

Fro(l Fre(1
£ =t ) g eI ()]
H ng H Nk

y por lo tanto podemos tomar un ng € N tal que %"0(1)—1] C B(L,¢), donde
el conjunto resta algebraica es lo que consideramos. Por otra parte, podemos
escribir

%ﬂ)_% = nij[(Fm(yl) — ) + (F? (y2) = F™(y1)) + ...
+ (FR70(y;) = FO70m0 (g 0)) 4 (F7HR70 (y40) = FR7™ (y;)]

donde n; = kjng +r con 0 < r < ng. Multiplicando y diviendo por k;ng

X F(e)—2; -
obtenemos a partir de esto que % es igual a
J

nok; [iF"U(yl)—ij+iF2"°(y2)—F"°(y1)+m

n; kj no kj 1o
L LRy - Fi=bno(y, ) L TR () = PR (yy))
kj o j
de donde W = %U’j +¢; con
i J

)

= W, €env {%}

max{|| F(z)—z|:x€l} '
n;

= ¢; es un vector de norma a lo sumo r

Luego, tomando limite en j tenemos que y € B(L,e). Como ¢ era arbitrario
obtenemos y € L.
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